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RESUMO

SARTURI, Francis D. M. Modelagem numérica de uma placa laminada utilizada em
blindagem anti-projétil. 2011. 99 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Engenharia
Mecanica), Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2011.

O presente trabalho apresenta o estudo numérico do comportamento de uma placa
laminada utilizada em blindagem anti-projétil Nivel I, da norma americana NIJ
0180.01. Na elaboracdo do tema identificou-se grande numero de pesquisadores
estudando assuntos correlatos, mas de forma experimental, sendo que a
modelagem numeérica tem pouco destaque no estudo das blindagens. Para se
adquirir conhecimentos para resolver o problema proposto foi realizada uma revisao
bibliografica sob os assuntos correlacionados com o tema, como polimeros,
compoésitos e elementos finitos, possibilitando assim um know how para a solucéo,
que é a implementacao de um codigo computacional de elementos finitos para a
simulacdo do impacto de um projétii em uma placa. Diversas simulacdes foram
realizadas a fim de testar a convergéncia do método proposto, sempre tendo como

referéncia para andlise a solugdo analitica do problema.

Palavras-chave: Compositos laminados. Método dos elementos finitos. Blindagens
transparentes.



ABSTRACT

SARTURI, Francis D. M. Numerical modeling of a laminated plate used in anti-
projectile shield. 2011. 99 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Engenharia
Mecanica), Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2011.

This work presents a numerical study of the behavior of a laminated plate used in
anti-projectile shield Level |, by the American standard NIJ 0180.01. Developing the
theme was identified a large number of researchers studying related subjects, but
experimentally, and numerical modeling has little emphasis on the study of shields.
To acquire knowledge to solve the problem posed a literature review was conducted
on issues related to the theme, such as polymers, composites and finite elements,
allowing the knowledge to the solution, which is the implementation of a finite
element computer code for the simulation of the impact of a projectile on a plate.
Several simulations were performed to test the convergence of the proposed method,
always with reference to the analytical analysis of the problem.

Keywords: Composite laminates. Finite element method. Transparent shields.
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1 INTRODUCAO

1.1 TEMA

O mercado da seguranca publica e privada no Brasil tém recebido destaque
nos ultimos tempos devido ao aumento da violéncia em todas as regides, sejam elas
pouco ou muito povoadas, com destaque para a ultima. A procura por servicos e
produtos que proporcionem uma sensagao de seguranga é grande. Sao itens como
cameras de vigilancia para casas, condominios e estabelecimentos comerciais,
tecnologia embarcada para carros, equipamentos sofisticados, sistemas antifurto,

enfim, produtos que visam diminuir o risco de perdas materiais ou humanas.

A tecnologia de blindagem €& uma ferramenta extremamente util no quesito
seguranca, seja ela privada ou publica, sendo que ha no mercado diversos produtos
que se utilizam dela, com destaque para os carros, a blindagem arquiteténica,
peliculas blindadas e itens pessoais, utilizados principalmente por forgcas de

segurancga, como capacetes, coletes e escudos.

Em qualquer aplicagéo da tecnologia de blindagem, devem-se utilizar materiais
que sejam certificados pelo Exército Brasileiro e pela Associacdo Brasileira de
Normas Técnicas (ABNT). As empresas fabricantes de tais materiais, que
geralmente sdo compdsitos ou polimeros, sdo obrigadas por norma a realizar
diversos ensaios para garantir a qualidade do material e determinar seu prazo de

validade.

O profissional responsavel pelo projeto, especificacdo e fabricacdo dos
materiais balisticos € o Engenheiro Mecanico, devido a seus conhecimentos nas
areas de materiais e estruturas, representando um mercado que gera grandes

oportunidades de trabalho e de pesquisa cientifica para os profissionais da area.

1.2 PROBLEMA

A realizacdo de ensaios destrutivos para avaliar a qualidade estrutural de um
material requer a disponibilidade de diversos equipamentos e recursos financeiros.
Os ensaios realizados geralmente sdo o de tracdo, Charpy, dureza e outros, que
necessitam de equipamentos de alto custo de aquisicdo e necessitam manutencao

constante.
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Atualmente a caracterizacdo dos materiais blindados quanto a sua qualidade
estrutural é feita na sua maioria através de ensaios destrutivos, como por exemplo,
na dissertacdo de Weber (2004) e no artigo de Alvaro JR. et al. (2006). Realizar
ensaios destrutivos requer uma série de recursos, como os citados anteriormente,
além disso, nem sempre estdo a disposicdo do projetista. A modelagem numérica
permite diminuir o nimero de ensaios realizados para o projeto, além de permitir
uma avaliacdo do comportamento do material sob diversos aspectos antes mesmo
da sua fabricagdo. Por isso, é de fundamental importdncia que se conheca o
comportamento do material através de sua modelagem numérica, assunto que sera

abordado neste trabalho.

1.3 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo modelar numericamente, por meio do Método
dos Elementos Finitos, o impacto provocado por um projétil em uma placa laminada
de policarbonato, especifica para aplicacdo balistica, verificando se ela esta apta a
resistir tal solicitagdo. O impacto dinamico sera convertido em uma forca equivalente,
ou seja, sera realizado um estudo estéatico equivalente do problema dinamico. Para a
verificacdo da qualidade do modelo numérico, o resultado obtido sera comparado
com os dados experimentais apresentados por Weber (2004).

1.4 JUSTIFICATIVA

O desempenho de um material blindado anti-projétii € de fundamental
importancia para a seguranca de quem necessita dele para proteger sua vida.
Estudos que visam avaliar e aperfeicoar este desempenho, analisando regides
criticas e possiveis pontos de falha sdo de fundamental interesse. Como a
modelagem numérica permite tal estudo de forma aprofundada, ela € de suma
importancia em relacao a questao de desempenho técnico.

Com relagdo ao aspecto econ6mico, a modelagem numérica diminui a
necessidade de ensaios, o que reflete diretamente nos custos com material e com o
tempo de utilizacdo das maquinas de ensaio. Outro aspecto relevante em termos
econbmicos é a possibilidade de diminuicdo da quantidade de material utilizado na
fabricacdo dos produtos decorrente da andlise feita através da modelagem

matematica da estrutura.
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Além de proporcionar um ganho no quesito técnico e econémico supracitados,
que sao relativos a industria e producéo, o estudo do tema proposto tem grande
importancia académica para o desenvolvedor do projeto. Para realiza-lo, deve-se ter
dominio sobre diversas areas da Engenharia Mecanica, como por exemplo,
materiais, céalculo estrutural e métodos numéricos. Tem-se a oportunidade de
estudar os materiais compdésitos laminados, geralmente um assunto ndo abordado
na graduacdao de Engenharia Mecéanica. Os conhecimentos sobre o Método dos
Elementos Finitos devem ser aprofundados em um nivel no qual se estara apto a
escrever programas computacionais para resolver diversos tipos de problemas da
mecanica estrutural. A programacao de computadores é outra area do conhecimento

a ser utilizada.

1.5 CONTEUDO DO TRABALHO

A ordem adotada para o trabalho visa a estruturacao do mesmo de forma clara
e sequencial, assim, o Capitulo 1 especifica o tema, caracteriza o problema de forma

breve e apresenta as justificativas para o desenvolvimento do trabalho.

O Capitulo 2 apresenta a metodologia utilizada para o desenvolvimento do
trabalho, definindo as diversas etapas a serem seguidas.

No Capitulo 3 sdo definidas as bases tedricas para o desenvolvimento do
trabalho. Uma apresentacdo breve sobre polimeros € realizada, com énfase no
policarbonato, ja que é o material em estudo. A seguir os materiais compdsitos séo
estudados e caracterizados matematicamente através das diversas relagdes
matriciais. Para finalizar o capitulo apresentam-se as bases necessarias do método
dos elementos finitos para poder escrever o programa computacional necessario

para resolver o problema proposto.

As propriedades mecanicas do material e os aspectos relativos a constru¢ao da
placa sdo abordados no Capitulo 4. O mddulo de elasticidade, coeficiente de
Poisson e tensdo de escoamento sao especificados, assim como as caracteristicas
construtivas da placa que permitem estabelecer o seu modelo fisico. A norma de
protecdo balistica utilizada como referéncia € apresentada. Nesta norma sao
especificados os critérios para fabricacdo e testes de produtos balisticos, assim
como os niveis de protecdo considerados. Este capitulo também é destinado a

avaliacdo da forca estatica equivalente do projéti em movimento,
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consequentemente, é calculada a forgca estatica que provocaria a mesma

deformacao que o impacto dindmico do projétil provoca na placa.

O problema comeca a ser modelado matematicamente no Capitulo 5, ou seja,
comeca-se efetivamente a formulacdo em elementos finitos. O elemento de placa
utilizado é especificado, e dele sao derivados os diversos componentes de
elementos finitos que serdo utilizados, como as funcbées de forma e a matriz de
rigidez elementar. O desenvolvimento computacional é esquematizado através da
criagcdo de um fluxograma que permitira a escrita do cdédigo em alguma linguagem
computacional. As principais etapas do programa proposto sao esclarecidas, assim

como a sequéncia légica para resolvé-las.

As simulagbes realizadas e os resultados obtidos sdo apresentados no
Capitulo 6. Sao realizadas simulagdes com malhas de 4, 16 e 64 elementos
quadrados, permitindo a avaliacdo da convergéncia do método. Os resultados
também sao apresentados através da solucéo analitica, o que permite a comparacao
dos resultados, permitindo assim a avaliagdo da consisténcia do método. Apds a
analise dos deslocamentos e da energia de deformacao, as tensdes sao calculadas
e um critério de ruptura é verificado, permitindo-se avaliar a integridade da placa.

O Capitulo 7 é destinado as conclusées finais e sugestdées para a continuidade

de futuros trabalhos relacionados ao tema.
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2 METODOLOGIA

O problema proposto envolve diversas areas da engenharia, como polimeros,
compdésitos, métodos numéricos. Para se ter dominio sobre estes assuntos e poder
resolver o problema em questdo, sera realizada uma revisdo bibliografica com
énfase no método dos elementos finitos, pois é ele quem permitira a resolucao do

problema efetivamente.

Apés a revisao bibliografica ja se tém condicdes de analisar o problema sob o
aspecto matematico, sendo o primeiro passo a obtencdo das propriedades

mecanicas do material e as caracteristicas construtivas da placa.

A etapa de desenvolvimento do cédigo computacional sera a atividade principal
do trabalho, assim, um diagrama de blocos ou fluxograma sera elaborado para
orientar o desenvolvimento do cédigo. E este cédigo que permitira a resolugéo do
problema proposto, sendo que todas as analises obtidas posteriormente dependeréao

dele.

A Ultima etapa sera a analise dos resultados, podendo-se formular entdo
conclusdes e observagdes a cerca do modelo proposto.

A sequéncia proposta para o desenvolvimento das atividades segue a seguinte

ordem:
I.  Revisao Bibliografica
II.  Propriedade mecanicas do material;
[ll.  Formulagdo em elementos finitos;
IV.  Criacao do fluxograma do cédigo computacional.
V.  Montagem do codigo computacional para resolucéo do problema;
VI. Realizacao da simulagao através do cddigo computacional escrito;

VIl.  Analise dos resultados e conclusoes.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 POLIMEROS

Os polimeros naturais ja vém sendo utilizados pela humanidade ha séculos.
Dentre os principais polimeros naturais pode-se citar a madeira, a borracha, o
algodao, a 1a, o couro e a seda. A tecnologia moderna permitiu a determinacao das
estruturas moleculares deste grupo de materiais, os quais sdo sintetizados a partir

de moléculas organicas pequenas.

Conforme Canevarolo Jr. (2002), a palavra polimero origina-se do grego poli
(muitos) e mero (unidade de repeticdo). O termo polimero entdo significa uma
macromolécula composta por muitas unidades de repeticdo denominadas meros,
ligadas por ligacdo covalente. Da-se o nome de monémero a matéria-prima para a
producao de um polimero, ou seja, 0 mondmero € uma molécula com uma unidade
de repeticdo. Copolimero € um polimero que apresenta mais de um mero diferente

na cadeia polimérica.

As cadeias de polimeros podem se dobrar, espiralar e se contorcer de diversas
formas (CALLISTER Jr., 1997). Isso produz um intenso entrelace e embarago entre
as moléculas de cadeias vizinhas, conforme a Figura 1, sendo que esses espirais e
embaracos moleculares aleatérios sdao responsaveis por uma grande quantidade das
caracteristicas importantes para os polimeros, incluindo as grandes extensdes

elasticas demonstradas pelos materiais como a borracha.
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Figura 1 — Representacao esquematica de uma cadeia de polimeros.
Fonte: Callister Jr., 1997.
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As caracteristicas fisicas macroscopicas de um polimero dependem de varios
fatores, entre eles o peso molecar, sua forma e a estrutura da cadeia. Callister Jr

(1997) propdem a seguinte classificacdo em funcao da estrutura molecular:

a) Polimeros lineares: as unidades estdao unidas ponta a ponta em cadeias
Unicas, sendo que essas cadeias sao flexiveis, Figura 2a. Sdo exemplos de
polimeros que se formam como estruturas lineares o polietileno, o cloreto de

polivinila, o poliestireno, o polimetil, metacrilato, o nailon e os florocarbonos.

b) Polimeros ramificados: as cadeias de ramificacoes laterais encontram-se
conectadas as cadeias principiais, como indicado esquematicamente na
Figura 2b. A eficiéncia de compactacao da cadeia é reduzida com a formacéao
de ramificacdes laterais, o que resulta em uma diminuicdo da densidade do

polimero.

c) Polimeros com ligagdes cruzadas: as cadeias lineares adjacentes estdo unidas
umas as outras em varias posicoes através de ligagdes covalentes, como esta
representado na Figura 2c¢. Muitos dos materiais elasticos com caracteristicas

de borracha apresentam ligacdes cruzadas.

d) Polimeros em rede: as unidades mero possuem trés ligacbes covalentes
ativas, formando redes tridimensionais, Figura 2d. Esses materiais possuem
propriedades mecanicas e térmicas distintas.

Os polimeros geralmente ndo sdo de um unico tipo estrutural, como por
exemplo, um polimero predominantemente linear pode possuir uma quantidade

limitada de ramificacbes e de ligacdes cruzadas.
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Figura 2 — Representacao esquematica de estruturas moleculares (a) lineares, (b) ramificadas,
(c) com ligacao cruzada e (d) em rede.

Fonte: Callister Jr., 1997.

Em um projeto é de fundamental importdncia que o engenheiro conheca o
comportamento mecanico do material empregado. Conforme Mano (1994), as
propriedade mecéanicas compreendem a totalidade das propriedades que
determinam a resposta dos materiais as influéncias mecanicas externas, sendo
manifestado pela capacidade desses materiais desenvolverem deformacdes
reversiveis e irreversiveis, além de resistirem a fratura. A seguir serdo apresentadas

algumas propriedades e caracteristicas termomecanicas de grande importancia.

a) Comportamento Tensao-Deformacao: basicamente sdo encontrados trés
tipos de comportamento tensédo-deformacédo, como mostrado na Figura 3. O
comportamento da Curva A corresponde ao comportamento de um polimero
fragil, sendo que sua deformacédo antes da ruptura é pequena. A Curva B
representa o comportamento do material plastico parecido com aqueles
apresentados pelos metais, a deformacéo inicial é elastica, a qual é seguida
por escoamento e por uma regido de deformacdo plastica. A deformacao
apresentada pela Curva C é totalmente elastica, € tipica das borrachas, sendo
qgue os polimeros que apresentam este comportamento sdo conhecidos como

elastomeros.
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Figura 3 — Comportamento tensdo deformacao para polimeros frageis (curva A), plasticos

(curva B) e altamente elasticos (curva C).

Fonte: Callister Jr., 1997.

b) Resisténcia ao Impacto: a resisténcia ao impacto geralmente é avaliada pelo

ensaio Charpy. Podem apresentar fraturas ducteis e frageis quando
submetidos a carregamento de impacto. Tanto os polimeros cristalinos como
os amorfos sdo frageis a baixas temperaturas, e ambos possuem resisténcia
ao impacto relativamente baixa. Apresentam uma transicdo ductil-fragil ao
longo de uma faixa de temperaturas relativamente estreitas, semelhante a
apresentada pelo aco. A temperatura alta a resisténcia ao impacto sofre uma

diminuicao gradual a medida que o polimero comeca a amolecer.

c) Fadiga: Semelhantemente aos metais, os polimeros podem apresentar falha

por fadiga, sendo que ela ocorre em niveis de tensdo que sao baixos em
comparacdo com o limite de escoamento. Alguns polimeros possuem um
limite de fadiga (um nivel de tens@o no qual a tensdo no momento da falha se
torna independente do numero de ciclos); outros polimeros nao apresentam o
limite de fadiga. O comportamento de fadiga dos polimeros € muito mais
sensivel a frequéncia de carregamento do que o dos metais. Quando
submetidos a ciclos de alta freqliéncia e/ou tensdes relativamente grandes,

pode ocorrer um aquecimento localizado, consequentemente, as falhas
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podem ser devidas a um amolecimento do material, € ndo um resultado de

processos tipicos de fadiga.

Resisténcia a Ruptura e Dureza: a habilidade para resistir a ruptura € uma
propriedade importante para polimeros que sdo aplicados em blindagens.
Para se estudar a resisténcia a ruptura, o parametro mecanico que é medido
€ a energia exigida para romper uma amostra seccionada que possua uma
geometria padrao. Ja a dureza, como nos metais, representa a resisténcia de
um material ao risco, a penetracdo e a marcacao. Os ensaios Rockwell séo

usados com freqUéncia para os polimeros.

Policarbonato

Os policarbonatos sdo um tipo particular de poliéster, formados por grupos

funcionais de carbonato, como mostra a Figura 4.

segui

a)

0
[
—0—-C—0-—

Figura 4 — Grupo funcional carbonato.
Fonte: Callister Jr., 1997.

Existem basicamente dois tipos de policarbonato: o alifafico e aromatico. A

r serdo apresentados as caracteristicas basicas de cada um.

Policarbonato alifafico: sao estruturas de cadeias abertas, sendo que o
policarbonato alifatico € preparado a partir de dois diols e carbonatos, sendo
gue seu peso molecular varia entre 500 e 5000 g/mol. Em geral tem ponto de
fusdo menor que os aromaticos, sendo que o grupo carbonato pode ser
decomposto pelo calor tendo entdo uma estabilidade térmica menor que os
aromaticos. Devido ao seu baixo ponto de fusédo e baixa estabilidade térmica,

nao sdo muito utilizados como termoplasticos.

Policarbonato aromatico: sdo estruturas que possuem anéis aromaticos e
grupos carbonatos na estrutura, sendo a estrutura mais conhecida o Bisfeno-
A, que pode ser vista na Figura 5. Um policarbonato pode ser composto por
varios grupos Bisfenol-A, formando uma estrutura amorfa, insoluvel em agua

e acido organicos, apresentando excelentes propriedades mecanicas
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relacionadas a tragdo e ao impacto, podendo ser empregados até
temperaturas da ordem de 140°C. As propriedades apresentadas pelo
policarbonato de Bisfenol-A o fazem um dos materiais mais empregados na
engenharia, sendo que essas propriedades sao: transparéncia, alta
resisténcia ao impacto, excelente estabilidade dimensional ao calor,
excelentes propriedades elétricas e é auto-extinguivel a chama.

0 CH;
| |
+ot-0~(O)+4~Ops
CH;
Figura 5 — Estrutura do Bisfenol-A.
Fonte: Shackelford, 2008.

Os policarbonatos sdo moldaveis quando aquecidos, sendo por isso chamados
termoplasticos. Devido a todas as caracteristicas apresentadas acima e a sua
facilidade de moldagem, Shackelford (2008) cita varias areas e segmentos da

industria onde sdo utilizados, tais como:

» darea médica

* industria automotiva;

* industria de construcéao;

» producéo de artefatos para instalacdes elétricas;
* producéo de embalagens diversas;

 industria de equipamentos 6ticos e fotograficos;

e industria nuclear;
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* industria de material bélico (blindagens balisticas transparentes para

protecao pessoal e para veiculos de uso civil e militar).

3.2 COMPOSITOS LAMINADOS

A busca por materiais que proporcionem uma elevada relacédo
desempenho/peso € continua na engenharia, culminando atualmente com os
compoésitos estruturais. Esta busca é antiga, sendo que os primeiros compaositos
produzidos pelo homem foram tijolos feitos a base de colmo e lama usados em
construgdes primitivas. A natureza proporciona também diversos compdésitos
naturais, como por exemplo, a madeira, que €& constituida por fibras de celulose
dispostas numa matriz de lignina e os 0ssos que consistem em proteinas de

colageno dispostas numa matriz mineral formada essencialmente por calcio.

A aplicagdo dos materiais compostos € diversa, tendo destaque
principalmente na industria aerondutica e aeroespacial, sendo utilizados, por
exemplo, na fabricacdo de asas, fuselagens, estabilizadores e outros componentes,
havendo em determinados casos avides essencialmente constituidos por esses
materiais. Visando usufruir das qualidades proporcionadas pelos compdsitos,
diversos setores industriais tém utilizado cada vez em seus projetos esses materiais,
como por exemplo, a industria automobilistica, a construcao civil, materiais

esportivos e a industria de seguranca, com destaque para os materiais blindados.

Mendonga (2005) define os compdsitos como materiais combinados que
apresentam juntos propriedades que nenhum dos componentes individualmente

apresentaria.

As caracteristicas de desempenho de um material associado dependem
basicamente dos elementos constituintes, que genericamente sdo a matriz e as
fibras. As laminas sao constituidas por fibras dispersas numa matriz, formando um
material continuo, que combinados em camadas para se alcancar uma determinada
resisténcia ou espessura formam os materiais laminados. Segundo Reddy (1997), as
fibras podem ser continuas ou descontinuas, quanto a sua disposicdo podem ser
unidirecionais, bidirecionais, na forma de tecidos, ou distribuidas aleatoriamente,
como apresentado na Figura 6. JA Mendonga (2005) ainda define os “compostos
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reforcados por particulas ou compostos particulados”, onde a particula ndo possui
uma dimensdo predominante e ndo é tdo efetiva no incremento da resisténcia da
matriz. Mendonca (2005) justifica o emprego de tal compdsito pelo incremento de
outras propriedades, como:

e Condutividade ou isolamento térmico e elétrico;
e Resisténcia a altas temperaturas;

e Reducao do atrito;

e Resisténcia ao desgaste superficial;

e Melhoria na usinabilidade;

e Aumento da dureza superficial;

e Reducao de custos.

ib) Bidirecional
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Figura 6 — Diferentes tipos de fibras.
Fonte: Reddy, 1997.

No empilhamento das laminas, as fibras de cada lamina podem estar
orientadas na mesma ou em diferentes diregcdes, denominando-se sequéncia de
empilhamento. A Figura 7 apresenta um exemplo de empilhamento onde as
orientagdes das fibras variam conforme a lamina. Uma sequéncia de empilhamento

tem como objetivo atender a um determinado requisito de projeto ou fabricacao que
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nao seria alcancado caso as fibras de todas as laminas estivessem na mesma

direcéo.

Figura 7 — Placa laminada com fibras orientadas em diferentes direcoes
Fonte: Reddy, 1997.

Existe uma grande diversidade de materiais utilizados atualmente para fibras e
matrizes, caracterizando uma variedade enorme de propriedades mecanicas que
podem ser obtidas com a combinacdo das mesmas. As principais fibras utilizadas
pela industria moderna sdo a fibra de vidro, de carbono e grafite, de kevlar, de
monocristais, o asbesto e fibras ceramicas. Ja as matrizes mais utilizadas sdo de

materiais metalicos, ceramicos ou resinas poliméricas.

3.2.1 Mecanica de uma Lamina

O estudo do comportamento mecéanico de uma lamina se divide basicamente

em duas vertentes: a micromecéanica e a macromecéanica.

Para se avaliar as propriedades mecéanicas de uma lamina, devem-se realizar
ensaios experimentais da mesma. Entretanto, quando o material ainda néo foi
fabricado ndo ha esta possibilidade, sendo util entdo a avaliagdo microscopica do
elemento. As propriedades mecanicas obtidas sob este ponto de vista consideram a
resisténcia individual de cada componente (fibra e matriz) e ainda a sua interacao,
fazendo uma estimativa das principais propriedades elasticas, térmicas e de

resisténcia. JA o comportamento macromecanico tem como premissas basicas a
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lamina como meio continuo e o comportamento elastico da mesma, podendo entdo
ser considerada a lei de Hooke generalizada para avaliar seu comportamento sob

um determinado estado de tensédo ou deformacao.

No trabalho de Weber (2004) foram realizados diversos ensaios para
determinar as propriedades macromecanicas do material, ndo sendo necessario

entdo estudo micromecéanico do mesmo. O fluxograma apresentado na

Figura 8 representa uma visao geral do estudo mecéanico das laminas, baseado em
Mendonca (2005).

ESTUDO MECANICO DAS LAMINAS

MICROMECANICA MACROMECANICA
PROPRIEDADES PORCENTAGEM, EM ENSAIOS MECANICOS
MECANICAS DO TIPO VOLUME OU MASSA
ESCOLHIDO DE DE FIBRAS NO
FIBRAS E MATRIZES. COMPOSTO.
ESTIMATIVA DAS PROPRIEDADES MECANICAS PROPRIEDADES MECANICAS
REAIS

Figura 8 — Fluxograma para avaliacdo das propriedades mecanicas de uma lamina.’

Os ensaios mecanicos visam determinar as constantes de engenharia que

representam as propriedades elasticas do material. Sdo geralmente os modulos de

Young E|, E, e E;, os coeficientes de Poisson (V,, U, 0;,,) e os médulos de

! As figuras e tabelas sem indicagéo de fonte foram compiladas pelo préprio autor.
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elasticidade cisalhante (G,,, G23 e G31), avaliados no sistema de coordenadas

principal do material, conforme a Figura 9, onde o eixo 1 é colocado paralelamente
as fibras, o eixo 2 é transversal as fibras e o eixo 3 € mutuamente ortogonal aos
outros dois eixos.

Figura 9 — Sistema de coordenadas principal do material.
Fonte: Pereira, 2003.

Para um material elastico-linear sobre condicdes isotérmicas, a relacdo entre
tensdo-deformacao € dada pela lei de Hooke generalizada, representada na forma
matricial por:

{o}=[C]{e} =1

ou na forma expandida dada pela Eqg. 2, em que a matriz de rigidez é a matriz com

os coeficientes C; e “sim” indica uma matriz simétrica.

0 G, G, Gy G G5 G |l&
0, Cpn Cy Gy G Cyflg
0O _ Gy G G5 G 3 Eq. 2
Ty Cu Cis Cy || 7
T3 Css  Cs ||
T | sim. Ces |72
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A matriz [C]é ndo-singular, ou seja, ela pode ser invertida, originando a matriz

de flexibilidade [S] da Eg. 3, que relaciona a deformacédo com a tensdo, na sua

forma matricial representada por:

{e}=[S]{o} Fa-3

ou na forma expandida:

& Sio S S Sy S5 S || o
€, Sp Sy Sy S Sy |0,
& _ Su Sy S Sk |0 Eq. 4
V23 Sis Sus Sus || T
€3 Sss Sse || Tan
N2 | sim. Ses | 712

Com relacdo a direcao preferencial das propriedades mecanicas, pode-se
classificar um material como isotrépico, ortotrépico ou anisotrépico. Os isotropicos
apresentam as mesmas propriedades em todas as direcoes, ou seja, ndo ha direcao
preferencial, ja os ortotropicos sao aqueles onde existem dois planos ortogonais de
simetria de propriedades do material, sendo que necessariamente existira simetria
relativa ao terceiro plano mutuamente ortogonal aos outros dois, conforme
Mendonga (2005). Ja um material anisotrépico apresenta a variagdo de suas

propriedades em todas as dire¢des estudadas.

Para um material isotrépico as seguintes relacdes entre as constantes de

engenharia sao verificadas:

E =E =E.=F
U, =0y =0V =

v Eq.5
G,=G, =G,=G

W
w

resultando nos coeficientes da matriz de rigidez:
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C,=C,=C; = 1—12
vE
C,=C3=C,=C,=(; =C,, :m Eq. 6
E
Cy=C5=Cy = 2(1+0)
ou nos coeficientes da matriz de flexibilidade:
1
S, =8,=58; :E
v Eq.7
S,=8;=8,=8;=8;=8,=—— a-
E
1
Sy =855 = S :E

sendo que os coeficientes nao informados valem zero.

A matriz de flexibilidade para um material isotrépico em termos das constantes
elasticas de engenharia é dada por:

v v n o o

E E E

v 1 v
s E e Y0 Ve
& O.
o A Y WO |
|| E E E 03 Eq. 8
}/23 i 0 0 723
}/31 G T31
I 1 0 [T

G

. 1

stm. —

L G |

Para um material ortotrépico, devido a simetria da matriz, obtém-se as
seguintes relacdes:
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Uy _ Vo

E2 El

Uy _Us Eq. 9
E3 El

Uy _ Uy

E2 E2

resultando em uma matriz de flexibilidade em termos das constantes elasticas de

engenharia:

= -

e |§ = |§

sim.

AR

S}

[

| S

S}

B0 00 0
E3
20 0 o
E3 O-l
1 0,
— 0 0 0
ks % Eq. 10
e 0 0 2%
G23 131
L 0 12
G3l
L
G12 B

3.2.2 Transformacao de Coordenadas

O sistema de coordenadas utilizado no estudo de um problema especifico

frequentemente ndo coincide com o sistema de coordenadas principal do material,

com isso, tem-se que estabelecer relacdes de transformacdes entre tensdes e

deformagdes entre um sistema de coordenadas e outro. A Figura 10 representa a

uma rotagcédo plana de um determinado angulo genérico 8 em torno do eixo 3 do

material (x1,X2,X3), originando um novo sistema de coordenadas (x,y,z).
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Figura 10 — Sistema de referéncia global e principal do material.
Fonte: Pereira, 2003.

Os sistemas de coordenadas da Figura 10 podem ser relacionados por:

X, cos@ senf O||x X
x, p=|—send cos@ O\yp=[L]<y Eq. 11
x, 0 0 1|z z

onde [L] é a matriz de transformacéo do sistema de coordenadas (x, y, z) em (X1,
x2, X3). A matriz inversa [L]" representa a transformacdo de coordenadas de
(X1,X2,X3) €M (X,y,Z), sendo que ela possui a seguinte propriedade: [L]" =[L]" , ou
seja, a matriz inversa é igual a transposta (matriz ortogonal).

Para transformar as componentes de tensées de um sistema de coordenadas
em outro, Reddy (1997) propdem as relacdes da Eq. 12 e Eq. 14, onde as tensdes

no sistema principal do material sdo designadas como O, (sistema X4, Xo, X3) € as

m

tensGes no sistema de referéncia do problema séo O, (sistema x, y, z).

{c}, =[L]T{O'}m [L]1=[T{o} Eq. 12
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Realizando-se as multiplicagdes matriciais na Eq. 12, obtém-se a matriz de
transformacao [T]:

cos 26 senz@ 0 0 0 —sen26
senz@ cos 26 0 0 0 sen26
0 0 1 0 0 0 Eq. 13
[T]=
0 0 0 cosd sen@ 0
0 0 0 —senf cosd 0
se’;w - se’;w 0 0 0  cos?0—sen?6

A relacgao inversa origina a transformacao de tensdes do sistema de referéncia

do material no sistema de referéncia do problema,

{0}, =[L{o}, (L) =[R{o}, Eq. 14

sendo que a matriz [R] na forma expandida é dada pela por:

cos 26 senz@ 0 0 0 sen20
senzg cos 26 0 0 0 —sen26
0 0 1 0 0 0 Eq. 15
[R]=
0 0 cos @ —senf 0
0 0 sen6 cos@ 0
“’;29 Se’; 26 0 0  cos20—sen2d

Para a transformacédo de deformacdes, o processo é o mesmo apresentado
para a transformacéo de tensoes,
{e}, =[L]"{&} [LI=IR]'{¢} Eq. 16
{e}, =[L{e} LI =[TT {¢}, Eq. 17
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sendo que [T]'e [R] sdo as matrizes transposta da Eq. 13 e Eqg. 15,

respectivamente.

Até agora foi apresentada a transformagcdo de coordenadas entre tensdes e
entre deformacgdes, entretanto, para a formulacdo de um problema de compoésitos
laminados necessita-se transformar as componentes da matriz de rigidez e de

flexibilidade do material.

Partindo-se da transformacdo de tensdes do sistema de coordenadas do
material para o sistema de coordenada do problema, Eq. 12, da relacdo entre tensao
e deformacao, Eqg. 1, e da transformacao de deformacoes, Eq. 17, obtém-se:

{6}p :[T]{O'}m =[T1[C] (€}, =[T][C]m[T]T{g}p =[C1, 1€}, Eq. 18

onde [C], é matriz de rigidez no sistema de coordenadas do material e [C], ¢ a
matriz de rigidez do material no sistema de coordenadas do problema, ou matriz de

rigidez transformada. Essa matriz pode ser dada entéo por:

[C]1=[T1CITT Eq. 19

A notagdo utilizada a para a matriz de rigidez do material no sistema de referéncia

do problema ¢ [C], =[C] e para o sistema do material ¢ [C], =[C].

Realizando-se as multiplicagbes matriciais na Eqg. 19, chega-se aos

coeficientes da matriz [C] :
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C, =C, cos* @+2(C,, +2C,,)cos?@sen?d +C,,sen*6

C,=C, =C,cos* @+ (C, +C,, —4C,)cos20sen?0+ C,,sen’6

C,;, =C,, =C,c0s20+C,,sen20

C,=C, =(C,,—C,—2C,)cos30send+(2C,, +C,, — C,,)cos Osen3d

C,, = C,, cos* @+2(C,, +2C,, ) cos2@sen?6 + C, sen

C,, =C,, = C,, cos28+C,,sen?6

C,,=C,, =(C,, —C,, +2C,, ) cos30send +(C,, — C,, —2C,, ) cos Osen36 Eq. 20
633 =L

¢ = Cey =(C\3 —Cy;)cos Osent
, =C,, cos20+Cysen?d
,=C,, =(Cy,—C,,)cos Bsend
s = Cs5co0820+C, sen?6

. =(C,,+C,,—2C,, —2C,,) cos 20sen?@ + C,, (cos" + sen*0)

)

Q0o Al

sendo que os coeficientes da matriz [C]estéo relacionados com as constantes de

engenharia pela Eq. 6.

Para a matriz de flexibilidade [S], o processo é o mesmo apresentado para a

transformacao da matriz de rigidez, isto é,

{S}p :[R]T{g}m =[RI"[S] {0}, =[R]T[S]m[R]{a}p =[S1,{c}, Eq. 21

A matriz transformada de flexibilidade pode ser dada por:

[S1=[RT[SI[R] Eq. 22

A notagdo utilizada para a matriz de flexibilidade do material no sistema de

referéncia do problema é [S], = [STe para o sistema do material é [S], =[S].

Realizando-se as multiplicagbes matriciais na Eq. 22, chega-se aos

coeficientes da matriz [S]:
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S, =S, cos* O+2(S,, +28,.)cos2@sen?6 + S, sen*6

S,=S5, =8,cos*@+(S, +S,, —4S,, ) cos2@sen?6 + S,,sen’0

S, =8, =S,;c0s20+8S,,5en?

Sie =Sg =(S,, —S,, =28, ) cos30senf + (25, +S,, — S,,) cos Osen3
S, =S,,cos* @+2(S,, +25,,) cos2fsen?0 + S, sen’

S, =8, =S5,,c0820+S,,sen?0

S, =S8, =(S,—S,, +25.)cos3Psend+(S,, — S,, — 25, ) cos Osen36 Eq. 23
S, =S,

Sis =S¢ =(S;—3,;)cos Osenl

S, =S, cos20+S sen?d

S, =S, =(S;—S,,)cos Osend

Si =S, cos20+S,,sen?6

9%]

o = (S, +S,, 28,28, )cos2fsen?0 + S, (cos* + sen"8)

sendo que os coeficientes da matriz [S]estdo relacionados com as constantes de

engenharia pela Eq. 7.

3.2.3 Analise de um Laminado

Laminados multicamadas apresentam um comportamento diferente daquele
apresentado por uma lamina individualmente, isso devido as varias combinacdes
possiveis de orientagdes, empilhamento, espessuras e materiais. Faz-se necessario
entdo conhecer as teorias mais usadas na analise de placas compdésitas laminadas.

As teorias mais aceitas atualmente séo:
a) Teoria Classica da Laminacao - (TCL);

b) Teoria de Primeira Ordem de Mindlin ou Teoria da Deformagdo por
Cisalhamento - (FSDT).

Segundo Reddy (1997), a TCL e a FSDT sao teorias derivadas da elasticidade
3-D, sendo que podem ser analisadas como um problema 2-D através de algumas
consideragcdes em relacdo a cinematica da deformacao ou do estado de tensao
através da espessura do laminado, conhecidas como teoria da lamina equivalente. A
teoria da lamina equivalente considera que uma placa laminada heterogénea pode



40

ser estudada como uma lamina estatica equivalente, reduzindo o problema de uma

andlise 3-D para 2-D.

3.2.3.1 Teoria Classica da Laminacao (TCL)

Na TCL, as hip6teses de Kirchhoff sdo validas para o estudo de placas e as
hip6teses de Kirchhoff-Love sdo validas no estudo de cascas. Segundo Mendoncga
(2005), essas hipoteses juntamente com outras proprias a materiais compostos

laminados sao:

1. O laminado consiste de laminas perfeitamente coladas, isto é, sem

deslizamento ou descolamento (delaminagéo).

2. A camada de resina que € usada para unir as laminas € infinitesimalmente fina
e nao deformavel por cisalhamento. Isso significa que os deslocamentos sao

continuos através das laminas.

3. O laminado € considerado delgado, ou seja, é uma placa de parede
relativamente fina (a/h>100) em relagdo a uma das dimensdes da

superficie.

4. A hipotese das secgdes planas é valida, ou seja, uma linha originalmente reta e
perpendicular a superficie que define a geometria da estrutura permanece
reta e perpendicular a essa superficie quando o laminado for estendido e
flexionado. Como conseqiiéncia as deformacdes cisalhantes na direcdo da

espessura sao nulas (7,. =7,. =0).

5.0s segmentos normais a superficie de referéncia sdo considerados
inextensiveis, isto €, tém comprimento constante. Isso significa que a

deformacao normal na direcdo da espessura € nula em qualquer ponto

(e.=0).

A hipétese das secdes planas implica que os deslocamentos de um ponto

genérico do laminado, Figura 11, nas direcdes x e y, sdo dados por:



41

u(x,y,z,t) =u,(x,y,t) +z0.(x, y,t)
v(x, ¥, 2,0) = vy (X, y,0) + 20, (X, y,1)

Eq. 24
w(x,y,z,t) =w,(x,y,t)

onde @ e ¢y sao as inclinacées da normal a superficie média nas direcées x e y no
ponto (x,y) da superficie de referéncia.

Figura 11 — Geometria e deformacao de uma placa.
Fonte: Reddy, 1997.

Como a segdo permanece plana e sofre apenas uma

rotacdo, pode-se
representar as inclinagdes por:
ow,
g =- 3 "
x Eq. 25
b =— ow, 4
y ay

Devido as hipdteses de Kirchhoff, podem-se deduzir as relagdes entre os
deslocamentos (campo de deslocamentos):
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5
u(x,7,2) =y (5,Y) =25 ()
X

d
v(x, y,2) =v0(x,y)—za—;v(x, y) Eq. 26

w(x, y,2) = wy(x,y)

sendo que u,ve w sao os deslocamentos de um ponto qualquer e as componentes
u,,v,€ w,sao os deslocamentos de um ponto situado na superficie de referéncia da

placa, como mostra a Figura 11.

Assumindo-se que as deformacdes e rotacdes sao relativamente pequenas, as
relacdes entre deslocamentos e deformacdes séo:

ou

£ =—
ox

L v

Y dy Eq. 27
o v

£ dy ox

gz:?/yzzyxzzo

Substituindo-se os deslocamentos dados pela Eq. 26 na Eq. 27, obtém-se:

ouy(x,y,t)  9?w(x, y,t)
s Vo ’t = -
£l%y.2.0) ox ¢ 02x Ea. 28
£,(x,y,2,1)= vy (%, Y1) —zazw(x’ Y1) "
y b b b ay azy
Juy(x,y,1) vy (x,y,0)  02w(x, y,1)
s Vs 9t = + _2
Ty (%3, 2.0) dy ox ‘ 0xdy

Podem-se dividir as deformagdes da Eq. 28 em duas componentes. A primeira
é conhecida como deformagdo de membrana, {&,}, e representa as deformacdes

coplanares da superficie de referéncia, sendo que estas deformacodes se relacionam
com os deslocamentos de membrana por:
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9y
e ox
- My Eq. 29
{&}=1&, (= N -
i
" Quy 9y,
dy Ox

A segunda componente € conhecida como curvatura da superficie de

referéncia, {k}, e reflete a flexdo da superficie de referéncia, sendo representada

por:
>
k, gjx

w Eq. 30

ky=1k t=-1 — q

k 9y
» 5 02w
0xdy

As deformagdes da Eq. 28 podem ser representadas simbolicamente como a
soma da Eq. 29 com a Eq. 30 resultando em:

gx €0x kx Eq. 31
y = €0y Tz ky
Xy 70xy kxy

Para um laminado qualquer, a Eg. 31 é valida para a k-ésima lamina no
sistema de coordenadas do problema, Figura 12. Para um laminado ortotrépico,
sobre o0 estado plano de tensdes (EPT), as tensdes na k-ésima lamina podem ser

expressas por:

k

- — 9k
O-x Ql 1 Ql 2 Ql 6 80 X k x
Oyt =@y On O &, (t21k, Eq. 32
Ty Qs O s Yoxy k.,
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Analisando-se a Eq. 32, percebe-se que cada lamina desenvolve tensdes
préprias, diferentes das demais laminas, devido as suas propriedades elasticas e a
sua cota z. J4 as deformacdes variam de forma continua ao longo de z. Ainda, as
tensbes podem ter variagdes descontinuas através das interfaces entre as laminas,
isso devido a variagao brusca das propriedades elasticas entre uma lamina e outra,

sendo que dentro de cada lamina as tensdes variam linearmente.

=
N ' N
E E r't G .Tlt

(a) (b) (c)

Figura 12 — Variacao da deformacao (b) e tensao (c) através de um laminado (a) e da espessura
de uma lamina.

Para determinacao dos esforcos no laminado, integram-se as tensées em cada

lamina através da espessura, originando-se as seguintes equagdes em notagao

matricial:
HI/2
(N}= [ {o)dz Eq. 33
-H/2
H/2
(M)= [ {o}zdz Eq. 34
-H/2

sendo que os vetores {N} e {M} representam os esforcos normais e momentos

resultantes por unidade de comprimento da placa, paralela aos eixos x e y. As

orientacdes positivas sdo representadas na Figura 13.
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Figura 13 — Orientacées, forcas e momentos em um placa.
Fonte: Guimaraes, 2006.

As integrais ao longo da espessura da Eq. 33 e Eq. 34 podem ser substituidas
por um somatério de integrais ao longo da espessura de cada lamina, resultando

em:
k
Nx N % O-x Eq. 35
Ny =kz; o, dz
BT
N)Q’ Xy
k
M.y 4% Eq. 36
M, =kZ;J' o, zdz
=
Mxy ‘ xy

As tensbes podem ser eliminadas pela utilizacdo das relacées tensdes-

deformacgdes, Eq. 32, obtendo-se:

- = — qk
N, N %1 912 (_216 o | | €ox k,
N, = Z Oy Oy O J- &, 1k, rz|dz Eq. 37
= o ?) %) L1
N xy Osi Gor Dss Yoy k v



46

— k

w) e o el (e [

M, :Z O O O I &, 2+ k, p2%|dz Eq. 38
=0 N N L1

M., s O Oes Yoxy k.

Apés a realizacdo das integracoes e dos somatérios, a matriz resultante é a

seguinte:
NX All A12 Alf) Bll B12 Blb ng
N) A21 A22 A26 BZI B22 BZG 80)
ny _ A61 A62 A66 B61 B62 B66 70xy
- Eq. 39
Mx Bll B12 B16 Dll D12 le) kx .
Mx B21 B22 B26 D21 D22 D26 ky
Mxy Bbl B(JZ B66 Df)l D62 D66 kxy
sendo que:

{ZQ;@; ) cq. 40

onde os indices i e j valem 1,2 ou 6. A matriz [A] é chamada de matriz de rigidez
extensional, [B] € a matriz de rigidez de acoplamento entre flexao e extensao e [D] é
a matriz de rigidez a flexao do laminado. A Eq. 39 pode ser escrita na forma reduzida

ol o]y

A matriz [C] € a matriz de rigidez completa do laminado.

por:
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3.2.3.2 Teoria de Primeira Ordem (FSDT)
Na TCL, considera-se que a secao transversal apdés a deformacédo é
perpendicular a superficie neutra. Na FSDT, essa consideragdo nado é valida,

conforme a Figura 14, o que resulta na inclusdo do cisalhamento transversal na
analise.

1
I
by -l{-

Figura 14 — Configuracao deformada segundo a Teoria de Primeira Ordem.
Fonte: Reddy, 1997.

Como se trata de uma teoria de primeira ordem, a FSDT supde que o0s
deslocamentos variem linearmente ao longo da espessura, 0 campo de

deslocamento é dado pela Eq. 24. Realizando-se as derivadas parciais da Eq. 24,
obtém-se:

Ju
P 9.
< Eq. 42
o_,
Jaz

onde @, é a rotacdo da secao transversal em torno do eixo-y e @, a rotagdo em torno

do eixo-x.
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As quantidades (¥4,, V,, W,, 9. e ¢y) sdo conhecidas como deslocamentos

generalizados. As relacdes deformacao-deslocamento lineares resultam em:

g =9 99
T ox ox
aVo ¢y
W dy + dy
_a”o I, 09, 9,
“W_ay+ax Z(8y+8x) Eq. 43
_g M
XZ X a
ow,
v = ¥ _a_

Observando-se a Eq. 43 percebe-se que as deformagbes €,, €,e 7, variam

linearmente ao longo da espessura, enquanto 7,, e 7, s&o constantes, o que
representa uma aproximacao para o modelo.

Agrupando-se na forma matricial as deformagdes da Eq. 43, obtém-se:

duy 9.
ox ox
0
gxx g()xx kx %ﬁ %
y y
gyy €0yy ky ow
Vet =%y ¢ +2 0 \= ¢y_ ayo +z 0 Eq. 44
7){2 y()xz 0 a
Wo
Vo Yo k., S 0
dy Ox dy  ox

A Teoria da Elasticidade estabelece que a tensao cisalhante transversa varia

parabolicamente ao longo da espessura, entretanto, na FSDT ela é considerada
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constante. Para corrigir esta discrepancia, considera-se um fator K? de correcédo de
cisalhamento no célculo das forgas cisalhantes resultantes,

h
Qx % Tx

=K f “rdz Eq. 45
Qy _h Ty
2

Para um laminado qualquer, a relacao constitutiva para a analise via FSDT é
obtida utilizando-se a Eq. 32 e as seguintes relagdes:

k — — k
Tyz _ Q44 Q45 16 vz Eq. 46
sz Q54 Q5 5 70 Xz

onde:
QM =Q,, cos20 + O, sen?6
0,s = 0., = (0, —Q,,) cos Bsend

Eq. 47
Oss = Q,,5en?0 + Q. cos 26

As equacles constitutivas para a TCL, Eq. 35 e Eq. 36, sdo validas também
para a analise FSDT, juntamente com o seguinte complemento:

k
N %
Ql_g > I X Eq. 48
Qx k=l ¢ | sz
ou
Qy — K A44 A45 70yz Eq. 49
Qx A54 ASS 70)62

sendo que os coeficientes A,,, A;se Asssdo dados por:

2 Diversos valores para K tém sido apresentados na literatura, variando conforme o carregamento, tipo de laminado, método de
célculo, etc. Alguns valores para K sdo apresentados em Mendonga (2005), sendo que para placas laminadas sob
carregamento estatico ele considera K=1,20.
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Q

N —_
udz = Z 01 (Z —2)
k=1

3

2w
Ay = Ays =I 45dz=z

k=1 ,

k N
— —
Q45dZ = z Q45(Zk - Zk—l) Eq 50
k=1

k-1

Ass = _T _55dZ = ﬁ T ngsdz = iéﬁ(zk —Z)

h k=1 o k=1
2

Para uma lamina isotropica de espessura h com constantes de engenharia E e

), 0s coeficiente ndo nulos da Eq. 39 e Eq. 49 valem:

U (sendo que G =

2(1+v)
Eh
A=Ay = 1— 02
A, =4, =VA,
1-v
Ags :TAII
1-v
A, = =—A
s = Ass 1 Eq. 51
Eh3
D,=D,, =
12(1-v?)
D,, =D, =vD,,
1-v
Dy, :TDII

sendo que as equagdes constitutivas para a TCL e para a FSDT ficam:
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N A, VA, 0 Eox
N, (=|VA, A 0 €0y Eq. 52
Nol o 0 1224, |Us

L 2 J
M, Dy, vDy, 0 xx
Myy =|vD, Dy, 0 €y Eq. 53
M., 0 0 1_70 D, ‘y

{Qy}:Kl—v{A“ 0} Yoy Eq. 54
Qx 2 O All y()xz

3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Durante muito tempo, a Unica forma de resolver as equagdes diferenciais
parciais que governam os problemas de placas e cascas, isotrépicas ou nao, era
através de solucbes analiticas. Os métodos de Rayleigh-Ritz e de Galerkin podem
também ser utilizados para determinar uma solugdo analitica aproximada,
entretanto, sdo limitados a problemas de geometria simples, devido a dificuldade de

construcao das fungdes aproximadoras em problemas de geometria complicada.

A partir da década de 1960, com o advento da computacao, o uso de métodos
numéricos facilitou a solucdo de diversas equagdes que governam problemas
praticos de engenharia, entre eles os problemas de placas e cascas. Dentre os
métodos numéricos disponiveis para solucdo de equagdes diferenciais parciais, o

método dos elementos finitos € um dos mais eficazes.

Existem muitos modelos de elementos finitos para a teoria de placas. Eles
podem ser divididos em trés grandes grupos: (i) modelo compativel, (ii) modelo misto
e hibrido, e (iii) modelo de equilibrio. A seguir é apresentado as caracteristicas de
cada modelo de forma resumida. O modelo compativel € o mais utilizado em

programas comerciais de elementos finitos.

i. Modelo compativel: é baseado no principio da Energia Potencial Minima. Sobre
cada elemento é adotado um campo de deslocamento, escolhido de tal
maneira que haja compatibilidade de deslocamentos e, eventualmente, de
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suas derivadas, entre os elementos. As incognitas sdo os deslocamentos nos

pontos nodais.

ii. Modelo misto e hibrido: sdo baseados em principios variacionais, onde tanto os

deslocamentos como as tensdes sdo aproximados independentemente.

iii. Modelo de equilibrio: baseia-se no principio da Energia Complementar Minima.
Sobre cada elemento é adotado um campo de tensdées em equilibrio. As

incognitas séo as tensdes nos pontos nodais.

O modelo compativel € o mais utilizado em programas comerciais de
elementos finitos, sendo conhecido também como método dos elementos finitos
baseado em deslocamentos. O desenvolvimento seguinte do trabalho sera baseado

no modelo de deslocamentos.

3.3.1 Conceitos Basicos do MEF

Segundo Reddy (1992), as caracteristicas do MEF que proporcionam a
modelagem e simulacao de diversos problemas praticos de engenharia sao:

1. O dominio do problema & formado como uma colecdo de subdominios mais
simples, conhecidos como elementos finitos, sendo que este processo é
conhecido como discretizacdo em elementos finitos. A colecdo dos elementos
subdivididos é conhecida como malha de elementos finitos, representando

geralmente uma aproximacao para o dominio.

2. Para cada elemento finito, a solugdo da equacdo que governa o problema é
aproximada por uma combinacdo linear de funcbes pré-escolhidas, muitas

vezes fungdes polinomiais.

Para um elemento, representando a solucdo como o seu valor nos nés,
identifica-se a solugdo como uma interpolacédo polinomial apropriada, podendo-se

escrever:

u(x) =U,(0) = YU () Eq. 55
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onde U, representa a interpolagdo de u em um elemento de dominio Q°, Ujfé 0
valorde U, nondj, e ¥ (x) é a fungdo interpoladora.

Generalizando, o MEF é um método numérico onde uma dada equacgao

diferencial é reescrita em uma forma equivalente, conhecida como integral de

ponderagdo ou formulagdao variacional, sendo que o0s parametros Uj Sao

determinados de tal forma que a formulagdo variacional seja atendida em cada

elemento. A satisfacdo da formulacdo variacional conduz a um conjunto de
equacoes algébricas entre os parametros U; de um elemento. Como o dominio é

dividido entre um conjunto de elementos, eles sdo agrupados nas suas posi¢des

originais baseando-se na continuidade do elemento na interface.

Para se obter uma solucdo adequada utilizando-se o MEF, devem-se
conhecer aspectos importantes sobre a geometria dos elementos, refinamento de

malha, representacao das cargas e outros.

A geracdo de uma malha de elementos finitos de uma dada estrutura deve
seguir as seguintes recomendagodes, conforme Reddy (1992):

1. A malha deve representar a geometria do dominio e as cargas envolvidas de

forma precisa.

2. A malha deve ser de tal forma que grande variacbes de tensbes ou de
deformacgdes sejam adequadamente representadas.

3. A malha nado deve conter elementos com grandes razdes de aspectos (i.e.,
razdo entre o lado maior e 0 menor do elemento), especialmente em regides

de grandes variagdes de tensdes e/ou deformagdes.

O refino da malha pode ser feito de diversas formas. Subdividindo-se os
elementos ja existentes em duas ou mais partes do mesmo tipo, substituindo-se
elementos existentes por elementos de ordem maior. Deve-se ter o cuidado para
nao se ter elementos muito pequenos conectados com elementos muito grandes.
Quando se utiliza elementos com diferentes graus de liberdade, devem-se construir

elementos de transicao para conectar esses elementos.
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As cargas no problema real em uma determinada fronteira sdo substituidas por
cargas nodais equivalentes. Isto é feito de tal forma que o trabalho realizado pelas
cargas nodais no modelo de elementos finitos € o mesmo que o realizado pelas

cargas distribuidas do problema.

Para cada uma das teorias de placas existe uma formulacdo em elementos
finitos, assim, a seguir sera desenvolvida a formulacédo para a TCL e a FSDT, que

sao as teorias de placas laminadas ja apresentadas.

3.3.2 Modelo de Elementos Finitos da TCL

Como ja visto anteriormente, a TCL é uma extensdo da teoria de placas
isotropicas de Kirchhoff. A origem das equacdes de equilibrio que governam a TCL
podem ser encontradas em Reddy (1997) ou Mendonga (2005), sendo que neste
trabalho elas sdo apenas apresentadas e ndo deduzidas. Para o caso estatico,

essas equacoes sao:

ON, ON
—( axl +a—y6) =0 Eq. 56
N, 9N,
— +— :O .
( ox oy ) Eq. 57
2
—(ale +2a M oM, +Nw)+q)=0 Eq. 58

0%x 0xdy 0%y

onde (N,,N,e N;)e (M, M,e M) sao as forcas e momentos resultantes,

conforme a Figura 15, e o termo N(w) é o termo nao linear.
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DIRECAD NORMAL

Figura 15 — Orientacdes de forcas e momentos.
Fonte: Reddy, 1992

As equagdes de equilibrio podem ser escritas em termos dos deslocamentos

(u, v e w), utilizando-se as relagbes constitutivas das laminas, resultando nas
seguintes equagoes:

N, ]51 0, M, % 0,
N, :J. o, dz, \M, =J. 0, 2dz
NeJ o M) 1o Eq. 59
0 ow owW_ 9 ow ow
Nowy =2 N2 e N 2 C v, 2N, 28
() ax( ' ox 68y) ay( ° ox zay)

Para se escrever o modelo de elementos finitos das equacdes de movimento

deve-se construir a sentenca de residuos ponderados das equacdes e a
aproximacao dos deslocamentos.

A sentenca de residuos ponderados €& necessdaria para se encontrar um
conjunto de relacbes algébricas entre os deslocamentos e as forgas, sendo que
pode ser obtida diretamente através da equacado que governa o problema ou do
principio dos trabalhos virtuais. As duas formas de se obter a sentenga de residuos

ponderados levam ao mesmo resultado, conhecida como forma fraca.



56

A aproximacao dos deslocamentos é realizada por interpolacao conforme a Eq.
55, sendo entdo substituida na forma fraca da equacao para se obter as relacdes

algébricas entre os deslocamentos e as forgas nodais.

Para se obter a forma fraca, cada equacao € multiplicada por funcao de
ponderacédo (ou fungdo peso) e integrada no dominio de um elemento. A funcéo de
ponderacgao significa uma variacao virtual na componente de deslocamento. A Eq.
56, Eq. 57 e Eq. 58 representam o equilibrio das forcas nas direcoes x, y, z. As
funcbes de ponderagcdo para elas tem o significado de variagcées virtuais

(Ou ,0v,0w), respectivamente.

Multiplicando-se a Eq. 56 por uma funcéo de ponderagdo Ou e integrando-se

ao longo do dominio do elemento (€2°), obtém-se:

j Su {— M, —%} dxdy =0 Eq. 60
Q° a .

ox y

Para se reduzir o grau de diferenciabilidade necesséario da funcado de

interpolacao, utiliza-se a integracao por partes:

ddu 0du
Jﬂ(gNl+gNéjdXdy_r[(Nl77x+N677y)5”dszo Eq. 61

onde (77, ,7,) sdo os cossenos diretores do vetor unitario normal no contorno I'“ do

elemento Q°. A expressdo entre parénteses na integral do contorno representa a

forca normal no plano:

Nlnx+N677y:Nn Eq62

Inserindo-se a Eqg. 62 na Eq. 61, resulta a seguinte expressao:

I aﬂN1+aﬂN6 dxdy—j5uNnds=0 Eq. 63
ox dy k3

°
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A Eq. 63 é conhecida como forma fraca da Eq. 56 porque requer um grau de
diferenciabilidade menor das variaveis dependentes (u, v, w) do que aquele

necessario na equacao diferencial original, Eq. 56.

O mesmo procedimento é realizado para a Eq. 57 e Eq. 58, obtendo-se as

seguintes formas fracas:

j @N6+@N2dedy—j5vads=0 Eq. 64
o\ Ox dy S ‘
020w 2920w 020w adw
;!:[WMI +2 3xdy M, + 5y M, +§wq]dxdy+f[(§wvn + o Mnjds =0 Eq. 65

onde dvedw sao as variagdes virtuais dos deslocamentos v e w, respectivamente.

Com relacdo aos deslocamentos (u, v, w), eles sao aproximados por

interpolacao através da seguinte forma:

= uy,(x,y) Eq. 66
=

V=D v (xy) Eq. 67
1

w= ZAj¢>j (x,y) Eq. 68
=1

Os coeficientes (#;,V; ) representam o valor nodal de (u# ,v) e Aj representa o
valor nodal de w e sua derivada.Todos os deslocamentos nodais e rotacdes estdo
associados com o elemento Q°.

As funcbes de interpolagcdo basicamente podem ser de dois tipos: de Lagrange

e de Hermite. A interpolacdo de Lagrange é aquela onde apenas a funcdo é

. ~ . . . 0 ..,
interpolada, sendo que os elementos sdo conhecidos como de continuidade C" | ja a

de Hermite é aquela onde tanto a funcdo como a sua derivada sao interpoladas,

conhecida como elementos de continuidade C™", onde m>0 ¢é a ordem da
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derivada presente na interpolacédo. Através das Eq. 66, Eq. 67 e Eq. 68, percebem-
se que as fun¢des de interpolacdo ¥, sdo Lagrangeanas, ja @ é Hermitiana.
Para uma interpolacao de Lagrange linear de (u, v) e clubica de Hermite para w

utilizando-se um elemento retangular de 4 nés, tem-se n=4 e m=16. Os 4 valores

nodais associados com w sdo:

T
" ox 9y  Oxdy

Eq. 69

A fungdo de interpolagdo de Lagrange (¥;) e de Hermite (@) sédo

apresentadas na Tabela 1.
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Tabela 1 — Func¢ao de interpolacao de Lagrange e Hermite.
Fonte: Adaptada de Reddy 1992.

Elemento Funcéo de Interpolacéo Consideracoes

Lagrangeano linear 1 Noi=1..4
Z(l+§é)(l+7777f)

Hermitiano cubico:

Varigvel u: % (E+ENEE - 2)(n+7, 2, ~2)

1
Derivada du/9¢& : _Efi(f-’_ GIHSS; — D +1,2(111, = 2)

Derivada du /97 : 1
erivada du/dn 1 C+EREE ~2m (1, 20, ~1)

1
Derivada 9%u/970& Eé(‘f"'é)z(f‘fi —Dn,(n+n,)*(nn, —1)

N6 i=1...4
Fungao de Interpolagéo ol
para: .
g — (G + D, + D2+, +17, = &%= 177
Variavel u: | 2
[ . 1
Derivada du /af Eé(éro +1)2(§0 _1)(770 +1)
1
Derivada du /97 : o (G + 1207, +D(ag, 1)
E=(x—-x)la, n=(y-y,)/b 2a e 2b s&o o0s
& =88, n,=nmn, lados da placa

5,- e 7] representam as coordenas do n6 i do elemento e X.e Y.sao as

coordenadas globais do centro do elemento.
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ow
A continuidade de (u, v, w, a—) na interface dos elementos é garantida através
n

da escolha da interpolacéao de (u, v, w), sendo entdo chamados esses elementos de
02w

0xdy

elemento é violada, sendo conhecida entdo como elemento nao conforme. Os

conformes. Se a derivada nao é inclusa na interpolacdo, a continuidade do

elementos ndo conformes tem um total de 5 graus de liberdade por néd, ja os

conformes tem um total de 6, com indicado na Figura 16.

Bw v o
o gy gyox

)

(u:l u:l w

Figura 16 — Elemento quadrado de placa da TCL. (a) Elemento nao conforme. (b) Elemento
conforme.

Fonte: Reddy, 1992.

O modelo de elementos finitos completo é obtido substituindo-se a Eq. 66, Eq.
67 e Eq. 68 para (u, v, w), e ou=¥,, ov=y, e Sw=¢ na Eq. 63 a Eq. 65,

resultando num sistema de equacdes algébricas. Ha um total de (2n+m) graus de

liberdade por elemento, sendo que a substituicao resulta em:

j[%Nl +%N6jdxdy—anl//ids:0 Eq. 70
o ox dy re
j %N6 +% , |dxdy — J. N y.ds=0 Eq. 71
o\ ox dy o

¢ 29 P9 ) B
| [EMI +2o oMt M, +¢iq]dxdy +F_[(¢,Vn +5 1M, |ds=0 Eq. 72

¢
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Essas equacdes podem ser reescritas na forma,

3 nh)
DD KPAN -F*=0, i=12.n(a) Eq. 73
p=1 j=1

ou

[k {a}-{F}={0} Eq. 74

onde @=1,2,3; n(l)=n2)=4e n(3)=16. As variaveis A’f e coeficientes de

rigidez K;’ﬂ sao definidos por:
1 _

A j=u

2 _ 3 _
o AT=v, Al =w, Eq. 75



) Y
oy, oy, oy, oy,
Nllj: 11 E +A16 ay > lej_Alég A12 ay
29, 029, 029,
N13j = (Bll a +ZBI6 axay +Blz aZy J,
K;.“ = I[aal//i N¢; + aal//i Ny, ]dxdy
Qo \ oY Y
178 178 o178 178
Né;:Am axj+A66 ayj’ N62]:A66 axj"'Azé ayj
0, oy 0 0
N63/ _[Blé B +2Bss axay+826 azyj
oy, oy, oy, Y,
Néj_AIZ ax +A’Z6 ay > N22]:A’Z6 ax +A22 ay

02¢. 02¢. 02¢.
N; =- Blzi+2326 4 +B,, Z
02x 0xdy 0%y

a 02 i a 02 i a 0?2 i a
K% =— (af;M1j+28x§yM6j+a;iM2dedy
o

oV, oy, oV, oV,
Mllj =B, axj + B ayj > M22j =B axj + B, ayj
029 029 029
3 —— _J
Mu‘ - (Du 82; +2D16 axa; +D12 82):]
oV, oV, oV, oy,
Méj =B, axj + B ayj ) M62j = By, axj + By ayj
2 920, 02
Mé =—| Dy ¢] 2D66i+D26 ¢’
/ 0 oxdy 0%y
o178 178 178 178
M;j =B, axj + By ayj ) M22/ = B, ax] +B,, ay]

292y T U0 xay 2 02y
Fil - .[rf an//ids’ F;‘z - .[rf N”Sy/ids

929, 029, 029
M3.:—[D 9 o0, 20 i p ¢JJ

e 29
F, :Lg(Q.V” +a—Z’M”jds _.sz @.qdxdy

Os demais coeficientes valem zero.
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Eq. 76
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A Eqg. 74, de um elemento, é conectada aos demais se utilizando a
continuidade do deslocamento nodal e balango de forgas. As condi¢des de forcas e
deslocamentos externos sdao impostas no sistema global e as equacgdes sao
resolvidas para os deslocamentos da malha total. A Eq. 66 a Eq. 68 podem ser
utilizadas para se determinar os deslocamentos em um ponto arbitrario (x, y, 0), € 0
campo de deslocamentos dado pela Eq. 26 pode ser utilizado para se determinar o
deslocamento total em um ponto (x, y, z). As deformagdes e as tensdes podem ser
obtidas utilizando-se o campo de deslocamentos, podendo ser transformados para o
sistema de coordenadas das laminas utilizando-se as relagdes de transformacdes de
coordenadas.

3.3.3 Modelo de Elementos Finitos da FSDT

O procedimento para se obter o modelo de elementos finitos da FSDT é o
mesmo utilizado para se obter o da TCL. As equacdes de equilibrio sdo as

seguintes:
_oN, 8N6) 0
dx dy
_ aN{’ +L) =0
ox dy
(aQ1+aQ2+N( Y+q)=0
dx  dy Eq. 77
_ oM, aM )20
ax
oM, aM
- 0
( ax ady %)=

A forca e o momento resultante contém apenas a primeira derivada das

variaveis (u, v, w, @, @,), podendo entdo ser aproximados por fungbes de

interpolacdo de Lagrange, ou seja, sdo elementos de continuidade C’. Os

deslocamentos (u, v, w, @, @,) sdo aproximados por:
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= uy,(x,y)
Jj=1

V= Zv‘jl//j(x’ )’)
Jj=1

w=Y wy,(xy)
; i Eq. 78

¢1 = ZS;I//J'(X’ )’)
J=1

¢ =Y 5w, (x,y)
Jj=1

onde V¥ ;sédo as fungbes de interpolagdo de Lagrange, podendo ser linear,

quadraticas ou fungdes de ordem superiores.

Para o caso linear, a forma fraca da Eq. 77 para o dominio de um elemento

Q‘fica:

Reem Qe—m

Ree—m Qe—m

Qe—,

MNﬁ-mN6 dxdy—JNn%dS=0
ox dy e

W N YN dray [N, wds=0
ox dy 8

oV, oy,
Vi, +Y00, +yq |dxdy- [ 0y ds =0 Eq. 78
ox dy 2

Wit +Yirt sy |avay- [ M pds=0
ox dy kS

Wit + Wit 4y, |y [ M, yds=0
ox dy kS

Substituindo-se a Eq. 78 na Eqg. 79, obtém-se o modelo de elementos finitos da

FSDT:

=

DY KPAN -F =0, a=1,2..5 Eq. 80

5
B=1 j=1
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ou
[k J{a}-{F)={0) £q.
onde os coeficientes de rigidez e de forga sao definidos para (¢ =1,2...5)
la a l//, o i a
K, = I Ny, +—N6J. dxdy
Q dy
Iy, oy,
K" = || =N +—ENy, jdxdy
7 é[ ax J ay J
o, oy,
3a i a i a
Kl,' :é[ ax Qlj + ay sz jJXd Eq. 82
Iy, oy,
K= || =M+ M +y,0f ded
ij é[ ox J ay J J
oV, oV,
K= || M+ M7, +1,//,.Q2“.jdxd
7 g_!‘ ax ay J J

. o
Os coeficientes IV;

M,’j‘ e Q,’j‘ para ¢=1,2..5e 1 =1,2,6 sdo dados por:

b



Nllj _ A11%+Amaa—l/;j’ lej —A, aal/)/)j + A, aal/:
Ny = A %* o aa:/;,. M= aa_v; i aay;j
Nej = A aa_y; Ao aav;j oy = 8a_v;+ s aav;j
N¢, —Blﬁaa—l/;j 366%, N;. =Bzﬁaa—y;j+366%
M :BH%JFBMZ_V;, M, :Blzaa—'/;me%
5 =0, 5D, =, e,
=, S S =, W,
R R AR S L o
= B = e
Qi =Asy;. =AY, O, =AY, O =AY,
Q) = As aayf e aav;j = aa_l/; " aav;j

F'=[ yNds, F=| wN,ds, ) =| apdedy+| y,0,ds
Fi4 = Jre wM ds, E‘S = +.[r“ yM ,ds

Todos os demais coeficientes valem zero.

Eq. 83

66



67

Quando se utiliza o elemento de placa de 4 nés, a matriz de rigidez do
elemento é de ordem 20x20. Quando se utiliza o elemento de 9 ndés a matriz é de

ordem 45x45, conforme a Figura 17.

(B, v, W.4. )

D ]

Figura 17 — Elemento de placa para a FSDT.
Fonte: Reddy, 1992.

Tendo-se as equacdes de elementos finitos para cara elemento, eles séo
agrupados utilizando-se da continuidade do deslocamento nodal e o balango de
forcas nodais. As condigdes de contorno de deslocamento e de forca sdo aplicadas
no sistema global e o sistema € entdo resolvido para o valor nodal dos

deslocamentos.
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4 PROPRIEDADES MECANICAS

O trabalho experimental realizado por Wéber (2004), visando estudar o
envelhecimento de placas blindadas de policarbonato, utilizou uma placa laminada
fabricada pelo Grupo Inbra, para emprego como blindagem Nivel |, segundo a norma
NIJ 0108.01. A placa consiste de um quadrado de 300 mm de lado e com espessura
de 12,7 mm, sendo que existem 3 (trés) camadas de policarbonato intercaladas por
um filme de poliuretano, fabricadas por moldagem a vacuo em um autoclave. A
Figura 18 mostra um esquema representativo da placa estudada por Weber (2004) e
que sera também modelada de forma numérica neste trabalho.

filme de poliuretano

4.23mm
4 23mm
4.23mm

policarbonato

Figura 18 — Placa utilizada nos ensaios.

O policarbonato utilizado na fabricagdo é o bisfenol-A, sendo que a placa foi
obtida por injecdo a partir da resina termoplastica, produzida pela Lexan Resin
Section da General Eletric, sendo que as propriedades mecanicas se encontram na
Tabela 2, obtidas por Wéber (2004) através de ensaios mecanicos.



69

Tabela 2 — Propriedades mecanicas do policarbonato de bisfenol-A.

Limite de Médulo de Resisténcia ao Coeficiente de
Escoamento (MPa) | Elasticidade (MPa) impacto Izod® a Poisson
23°C (J/m)
65 1585 854 0,37

O filme de poliuretano utilizado para a unido das laminas de policarbonato é da

marca Krystalflex, tipo PE 399, fabricado por Huntsman Polyurethanes, e possui as
propriedades apresentadas na Tabela 3, fornecidas pelo fabricante.

Tabela 3 — Propriedades mecanicas do poliuretano.

Resisténcia a tracao Alongamento Densidade
(MPa) (%) (kg/m3)
65 500 854

A montagem da placa de policarbonato no dispositivo onde vai ser utilizada é

de fundamental importancia para o seu desempenho. Dependendo do tipo de

montagem, a placa apresentara uma vinculagdo com o anteparo, sendo a mais

comum a placa ter um apoio simples ou ser engastada no anteparo. A Figura 19

apresenta um esquema representativo destes dois tipos de apoios.

% 0O teste Izod é um ensaio de impacto semelhante ao ensaio Charpy. Entretanto, a fixagédo do corpo de prova é diferente,
sendo fixado na vertical por um par de agarras.




70

N
e
=

X X
————————— =1 “_T* yrs ’.40, A Wt
I 2
' %
' 7
| 7 |b
l 7
| 7
___________ J v ? r
(- —
a PN AL
a
Y y

Figura 19 — Tipos de apoios: (a) apoio simples e (b) apoio engastado.

Para escudos de protecao individual, a fabricante Lexan Resin recomenda a
montagem com uma vinculacdo simplesmente apoiada, pois este tipo de montagem
impde uma menor rigidez ao conjunto, permitindo a placa uma deformacado maior
antes da ruptura, absorvendo assim uma maior quantidade de energia. A Figura 20
apresenta o esquema de montagem recomendado pela Lexan Resin.

Placa de Metal
Heoprene

Placas de Policarbonato

Figura 20 — Montagem da placa anti-projétil.
Fonte: Lexan Resin Manual, 2008.

As laminas de policarbonato utilizadas para o sistema anti-projétil sdo de um
material isotrépico, e como é feita uma unido das mesmas através do policarbonato,
pode-se entdo tratar o problema da placa laminada de forma simplificada,

considerando-se o seu comportamento estrutural como o de uma placa simples
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isotropica. Assim, o estudo em questao se resume ao caso de uma placa isotrépica

com vinculagdo simplesmente apoiada nos seus quatro bordos.

A Figura 21 mostra o sistema de coordenada adotado para a resolucdo do
problema. Como se trata de um material isotrépico, ndo ha a necessidade de

transformacao de coordenadas do sistema global para o do material.

Figura 21 — Sistema de coordenada utilizador para a placa.

4.1 ANALISE ESTATICA EQUIVALENTE

4.1.1 Norma de Protecao Balistica

As empresas fabricantes de materiais bélicos e de seguranga seguem
determinadas normas ou regulamentos de fabricagdo impostos pelos institutos
regulatérios do governo. No Brasil, o Exército € a instituicdo responsavel por tal
regulamentagao.

A norma vigente para protecbes balisticas € a NEB/T E-316, do Exército
Brasileiro, que recomenda seguir as prescricdes da norma americana NIJ-0108.01,
que determina as classes de blindagem conforme a Tabela 4.
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Tabela 4 — Nivel de protecao do sistema de blindagem quanto ao impacto balistico.
Fonte: Norma NEB/T E-316.

Nivel Municao Massa do Vv, (m/s) Numero de
Projétil (9) Impactos
| .22 LRHV Chumbo 2,6%0,1 32010 5
.38 Special RN Chumbo 10,2+0,1 254 t15 5
-A 9FMJ 8,0x+0,1 332+12 5
357 Magnum JSP 10,2+0,1 381+12 5
Il 9FMJ 8,0x£0,1 358£15 5
357 Magnum JSP 10,2£0,1 425+15 5
l—-A 9 FMJ 8,0%0,1 426+15 5
.44 Magnum SWC GG 15,6%0,1 42615 5
Il 7.62X 51 FMJ 9,81+0,1 838£15 5
(0.308 — Winchester)

A\ .30 — 06AP 10,8£0,1 868 15 1

Os ensaios realizados por Wéber (2004) utilizaram um nivel de protecéo |

conforme a Tabela 4, com municédo .38 Special RN Chumbo, o que determina os

parametros para simulagdes e ensaios resumidos na Tabela 5.

Tabela 5 — Parametros de simulacao utilizados.

Calibre
(polegadas)

Massa do projétil

(9)

Velocidade do

projétil (m/s)

Energia cinética

()

0.38

10,2

259+-15

342
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4.1.2 Carregamento Estatico Equivalente

Quando uma massa m, movendo-se a velocidade vy, choca-se contra um
determinado corpo qualquer se diz que este corpo sofreu um carregamento
produzido por um impacto ou choque. Para poder determinar a forca exercida pela
massa m na superficie de choque, Beer e Johnston (1995) propde algumas
consideracoes:

1. Nao ocorre dissipacao de energia durante o impacto.

2.0 corpo que se choca nao deve ricochetear na estrutura e voltar, conservando
parte da sua energia. Por sua vez, essa condicdo exige que a inércia da
estrutura possa ser desprezada em face da inércia do corpo.

Levando-se em conta as duas condi¢gdes, trabalha-se com um
dimensionamento a favor da seguranca, pois na pratica nenhuma das condigdes é
satisfeita plenamente, pois s6 uma parte da energia do corpo se transfere para a
estrutura. Outra consideracao € que o diagrama tensédo-deformacgéo obtido para um

ensaio estatico permanece valido para um carregamento de impacto.

A carga estatica equivalente é determinada igualando-se o trabalho de
deformacao maximo da placa com a energia cinética do bloco antes do impacto,
sendo que a energia cinética do projétil é dada por:

U, = %mvé Eq. 84
e o trabalho de deformacéo por:
— 1

onde w, € a flecha no ponto de impacto correspondente a carga estatica P, .

Para avaliar a flecha maxima de uma placa quadrada, simplesmente apoiada e
sujeita a uma carga concentrada, Mendonca (2005) propde a seguinte relacao:

0,0116P >
w =—-7"—

Eq. 86
" D
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onde a é a dimenséo do lado da placa e D é a médulo de rigidez a flexao, dado pela

seguinte expressao:

ERW
D=———
12(-v7) Fa. 87
Rearranjando a Eq. 84 a Eq. 87 obtém-se a expressao para o calculo da forca
estatica equivalente provocada por um carregamento dindmico, sendo dada por:

P = 2. 28, JmD Eq. 88
a

Substituindo-se os valores na Eq. 88, chega-se a uma carga estatica
equivalente de P, =14,33kN .
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5 FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS

Para poder resolver qualquer problema de mecanica do continuo através do
MEF, os seguintes passos ja comentados anteriormente sdo propostos por Szilard
(2004):

1. Discretizagdo do dominio;

2. Selecao das funcodes de forma;

3. Formulacao do elemento;

4. Tratamento das condicdes de contorno e cargas;
5. Montagem global dos elementos discretizados;

6. Solucdo do sistema de equacbes algébricas para obtencdo dos

deslocamentos;

7. Avaliagao das tensdes resultantes.

Para a discretizacdo do dominio da placa, sera utilizado um elemento
retangular simples de 4 nds, como pode ser visto na Figura 22. Este elemento
apresenta um grau de continuidade C%, e apesar de ser um elemento ndo conforme,
a sua simplicidade tem proporcionado bons resultados praticos, conforme Szilard
(2004). Este elemento € baseado na teoria classica de placas de Kirchoff.
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Figura 22 — Elemento de placa retangular simples.
Fonte: Szilard (2004).

Para cada n6 do elemento, tem-se um deslocamento vertical e duas rotacoes,

podendo-se escrever o vetor deslocamento nodal:

Eq. 89
para i=1,2,3,4 a

.
I
2.2 =

i

Para a definichko do campo de deslocamento, escolhe-se uma funcao
polinomial com 12 coeficientes, pois cada n6 do elemento contém trés graus de
liberdade, totalizando 12 graus de liberdade para o elemento. Os termos escolhidos
para a funcao polinomial sdo obtidos através do triangulo de Pascal, apresentado na
Figura 23, resultando um campo de deslocamento com os seguintes parametros:

wx, )= +a,x+ o,y +o,x" +axy + a4,y + oax +

2 2 3 3 3 T Eq. 90
X y+to,xy +a,y +o,xy+a,xy =wa
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Figura 23 — Termos utilizados do tridangulo de Pascal.
Fonte: Szilard (2004).

A rotagdo em torno do eixo x para o né i é obtida pela expresséo:

X

0
(9 )i B (_;Vj =0+ X+ 20y + X’ + 26}“’9)0""3&'10)’2 +04,x° +3a,,xy" Eq. 91

Da mesma forma, a rotacdo em torno do eixo y € obtida por:

ow
0), = (_gj ==, =20,x— 05y —3&’7)62 — 20 xy _0@)’2 —3&’11)62)) _a12y3 Eq. 92

Para determinar os parametros desconhecidos &;, substitui-se as

coordenadas nodais X, e y; na Eq. 90, Eq. 91 e Eq. 92, obtendo-se:

0

vl

T
d = { w, 7 Ws HxS 0)’3 Wy Hx4 H)’4}

e x1

w, 0, eyZ

Eq. 93
_ T
- A{ al aZ a3 a4 aS a() (Z7 aS a9 alO al 1 alZ }

onde a matriz A na sua forma explicita é dada por:



—_
o O
S O =

—_—

o O

S O =

XN

-

X2 Yo

-,

X33

X4 Va4
—Y,
Xy

3
X

78

3
NN

3
40
-

3)51)’12

X2 Yo
-,

2
3x,5,

X33
2
3x;y;3

X4V
2

2

3x,5,

Eq. 94
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Os coeficientes & sdo obtidos por:
a=A"d, Eq. 95
sendo que as fungdes de interpolacdo podem entdo ser obtidas da seguinte
maneira:
w(x,y)=w'a=w'A"d, ={N} d, Eq. 96
As funcbes de interpolacado referentes a translacdo tém a propriedade de

apresentarem um valor unitario no né considerado e zero nos demais, conforme

mostra a Figura 24.

Figura 24 — Func¢ao de forma.
Fonte: Szilard (2004).

Para se obter a matriz de rigidez elementar, deve-se resolver a seguinte
integral:

K, = | D" EDdA Eq. 97

Qe



onde

ERW’

|
I

12(1-v%)

0°¢i
d’x
0°¢i
d°y
0’ gi
0xdy

-2

1
0 0 —(d-v
2( )_

Eq. 98

Eq. 99

Substituindo-se a Eq. 98 e Eq. 99 na Eq. 97, obtém-se a seguinte expressao
para o calculo da matriz de rigidez elementar:

P4
0°x

3 b a 2 4.

k, = Eh : jj af)l
/ 120=v7) 99| 07y
) 0’ gi

0xdy

1 v 0

v 1 0

0 O l(l—v)
L 2 i

9°Pj
dx
9°Pj
9%y
i
0xdy

dxdy

Eq. 100

Szilard (2004) apresenta a integral da Eq. 99 resolvida no dominio de um

elemento, gerando a seguinte matriz de rigidez para o elemento de placa retangular

simples:

80
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Eh

180(1-v?)

e

Eq. 101

-0

-P

-H L -M -N O

G

R

Vv

sim.

sendo que os coeficientes valem:



_(42-12v+60p° +60p )i’
B ab '
Go (30p+3p~" +12vp~ K’
5 ,

_(30p7" +3p+12vp)h’
- ; ,
(424120 =607 +30p )
B ab ’
[30p+3(a-v*) p™" |2

5 ,
(1507 =3p—12vp) 1’

]

F

H

1

a
(-42+12v —60p~> +30p°)h*
ab ’
_(=15p+3p~ +12vp™HA?

M )
b

N:[3Op"l+3(l—v)p]h2
a

B

[42-12v —300>—30p2 | 12
oL p*=30p7" ] |
ab
[—15p+301=v)p " |12
o L15p+30-v)p7 ] |
b

p—ﬁ p_l—_
b
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[15,0‘1—3(1—1/),0]h2

]

a

R=[20p+4(1-v)p™ |,

S

[10p--v)p™ |1,
T=[10p-4(1-v)p™ |1,
U=[sp+(1-v)p" |1,

Vv =[20p" +4(1-v)p |1, Eq. 102

W= [10,0‘l —4(1—v)p]h2,

5.1 DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL

Para a resolucédo do problema em elementos finitos e obtencéo dos resultados,

desenvolveu-se um programa computacional que resolvesse de forma sistematica os

diversos passos da formulacao proposta.

O desenvolvimento do programa foi baseado em um fluxograma, apresentado

na Figura 25. Para a programacdo do cédigo, foi utilizada a linguagem MatLab®,

devido a sua simplicidade e facilidade de programagao.



Entrada
de dados

A 4

\ 4
Montagem da matriz

A

de rigidez elementar

Condicao de
equilibrio estatica

Montagem da matriz

booleana de incidéncia.

A 4
Montagem da matriz de

rigidez global

A 4
Imposicao das condigdes de

contorno

A 4

Calculo dos deslocamentos

Calculo dos deslocamentos

pela solucédo analitica via MEF
g4
v Comparacao
Calculo da energia de MEF e Solugéo -
nao
deformacgéo da placa pela Analitica
solucao analitica :
y SiMm
Célculo da energia de <
deformacéo da placa pelo MEF
>
Comparacao MEF e
Solucao Analitica
néao

v sim

(Célculo das tensc")es>

Figura 25 — Fluxograma para resolucao do problema proposto.
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A seguir sdo comentadas algumas das etapas mais importantes do fluxograma
da Figura 25.

e Entrada de dados: sdo informados os dados relativos a quantidade de
elementos, nés com condi¢cées de contorno e carga, dimensdes da placa,

incidéncia dos elementos, ou seja, 0 né que cada elemento finito faz parte.

e Montagem da matriz de rigidez elementar: através da Eq. 101 e Eg. 102 sdo
calculadas as matrizes de rigidez para cada elemento. Como no problema
proposto a malha é formada por elementos quadrados de igual dimenséao e
propriedades, calcula-se apenas uma vez a matriz de rigidez elementar.

e Condicoes de equilibrio estatico: para verificar se o calculo da matriz de
rigidez elementar esta correto, faz-se uma analise estatica da mesma através
do calculo da resultante de forgas na direcdo z, dos momentos na direcao x e
y, sendo que as resultantes devem ter o valor de zero, significando que a
placa esta em equilibrio estatico.

e Montagem da matriz booleana de incidéncia: esta matriz € uma forma de
auxilio para a montagem da matriz de rigidez global. Contém o valor de 1 nas

linhas e colunas onde a matriz elementar sera acoplada na matriz global.

e Montagem da matriz de rigidez global: cada elemento ja estd com a
dimensao da matriz de rigidez global através do auxilio da matriz de rigidez
booleana, bastando-se para a montagem da matriz global realizar um

somatorio dos diversos elementos.

e Imposicao das condicoes de contorno: para a resolugdo do sistema de
equacgdes, devem-se eliminar da matriz global as linhas e colunas

correspondentes aos n6s com condigdes de contorno impostas.

e Calculo dos deslocamentos via MEF e solucao analitica: o sistema de
equacbes com a matriz global e o vetor de cargas é resolvido obtendo-se os
deslocamentos nodais e as respectivas rotacées na direcdo x e y. A solucao
analitica é calculada através de séries de Navier.

e Comparacao MEF e solucao analitica: os resultados calculados pelo MEF
sdo comparados com os obtidos com a solugdo analitica e estimado o erro
percentual para cada né da malha.
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e Calculo da energia de deformacao para placa via MEF e solucao Analitica:
com os deslocamentos calculados pode-se calcular a energia de deformacgéao

e compara-la com a energia cinética do projétil antes do impacto.

e Comparacao MEF e solucao analitica: agora é comparada a energia de
deformacéo, estimando-se o erro da solucédo pelo MEF quando comparada

com a solucao analitica.

e Calculo das tensodes: com as incégnitas nodais ja calculadas, procede-se ao
célculo das tensbes, sendo que sera calculada apenas a tensdo para o
elemento mais solicitado, que é aquele que apresenta o maior deslocamento

da estrutura.
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6 SIMULAGOES E RESULTADOS

6.1 DESLOCAMENTOS

O MEF é um método de solucdo aproximado, e para ter-se certeza da validade
dos dados obtidos tem-se que avaliar a convergéncia do método. Para se testar a
convergéncia, basicamente trabalha-se com o refino da malha e com a comparacgao
com a solucdo analitica caso esta esteja disponivel, como é o caso do problema
proposto.

Para o problema em andlise foram testadas trés malhas e avaliado o erro,

baseado na solucao analitica para placas, obtida através de séries de Navier.

A primeira malha proposta para a obtencado dos deslocamentos é a divisdo da
placa em quatro partes iguais, como pode ser visto na Figura 26.

0. 15m

0,15m 0, 15m
i £ /
S

i
Figura 26 — Malha de 4 elementos.

Os resultados do deslocamento do né central e da energia de deformacéao para

a malha 2x2 podem ser vistos na Tabela 6 e Tabela 7, respectivamente.

Optou-se para o refinamento seguinte, uma malha 4x4, conforme a Figura 27.
Os resultados do deslocamento do né central e da energia de deformacao para esta
malha estao apresentados na Tabela 6 e Tabela 7.
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Figura 27 — Malha de 16 elementos.

Para tentar obter um erro ainda menor e avaliar a convergéncia do método, a
ultima divisdo proposta é uma malha 8x8. A Figura 28 €& uma representagao
esquematica da malha de 64 elementos.

Y e i /
L L LL LTS
/ 0,15m _'_/ 0. 15m /
e

Y *
Figura 28 — Malha de 64 elementos.

Os resultados do deslocamento do né central e da energia de deformacéao para
a malha de 64 elementos também estao apresentados na Tabela 6 e Tabela 7.



Tabela 6 — Deslocamento no no central da placa.
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Malha Solugao via MEF (m) | Solucao Analitica (m) | Erro Percentual (%)
2x2 0,05778 21,05
4x4 0,05092 0,04773 6,68
8x8 0,04872 2,09

A Tabela 7 apresenta o resultado para a energia de deformacgao da placa para

as diversas malhas consideradas

Tabela 7 — Energia de deformacéo da placa.

Malha Solucao via MEF (J) | Solucao Analitica (J) | Erro Percentual (%)
2x2 414,04 21,07
4x4 364,83 341,97 6,68
8x8 349,09 2,08

Comparando-se, na Tabela 6 e Tabela 7, os resultados obtidos por elementos

finitos com a solucdo analitica, percebe-se uma diminuicdo do erro a cada

refinamento de malha proposto, indicando que o método proposto esta convergindo

para a solucdo analitica.

A Figura 29 apresenta a configuragdo deformada da placa sob o carregamento

considerado.
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(a) — Vista em perspectiva.

(b) - Vista Lateral

Figura 29 — Campo de deslocamento para malha de 64 elementos.

A Figura 30 apresenta a curva experimental de convergéncia proposta por
Szilard (2004) e a obtida através das simulagdes realizadas. Analisando-se a Figura
30, o erro no deslocamento maximo quando comparado com a solu¢ao analitica fica
abaixo dos 2% para malha com mais de 64 elementos, sendo que para uma malha

de 144 elementos o erro é praticamente inexistente.



90

Convergéncia do elemento
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14 da -
2 Placa 0L

Erroem Wmax (%)
= = I
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-

\ —5zilard (2004)

\\\".:_____-._._______ —MEF Proposto

Ln

1 & 11 16 21 26 31 36

Mumero de elementos por 1/4 da placa

Figura 30 — Convergéncia do elemento de placa simples.

6.2 TENSOES

A analise da placa sob o aspecto da resisténcia deve ser feita calculando-se as
tensdes originadas dos deslocamentos e a aplicacao de um critério de resisténcia.

Seguindo-se a mesma sistematica utilizada para as deformacdes, de comparar
o resultado do modelo de elemento finito proposto com outro modelo, optou-se por
realizar a simulacdo da placa no programa comercial de elementos finitos
SAP2000°.

O SAP2000® é atualmente um programa de elementos finitos de ampla
comercializacao, utilizado para calcular e projetar grandes obras. Permite realizar
analise estatica e dinamica, linear e nao-linear, além de proporcionar o
dimensionamento das pecas, sejam elas de ago, aluminio ou concreto. Devido a
todas as caracteristicas supracitadas o modelo da placa simulado no SAP200 servira
de base de comparacéo para as tensées

Assim como a deformacdo, a tensdo varia de ponto para ponto na placa.
Entretanto, no caso de uma placa quadrada com carga no né central, este né
apresentara a maior deformacao e conseqientemente a maior tensdo devido a
flexdo, ndo sendo necessaria entdo a andlise das tensdes nos demais noés. A Tabela

8 apresenta a tensdo no né central da malha de 64 elementos, comparando o
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modelo de MEF proposto com o do SAP2000®. Devido & simetria do problema, a

tensdo o, e 0, sdo iguais neste ponto sob analise.

Tabela 8 — Tensoes no né central da malha 8x8.

Tensdo o, no modelo de MEF | Tens&o o, no modelo de MEF Erro
proposto (MPa) do SAP2000° (MPa) percentual (%)
225 245 8,16

A Figura 31 apresenta a distribuicdo de tensdes obtida através do SAP2000°
para uma malha com 64 elementos, percebendo-se claramente que a regido mais

solicitada é a central, onde o carregamento foi considerado.

MNim*2
0. 35, 0, 105, 140, 75 2

Figura 31 — Tens6es na placa com 64 elementos.
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Para se avaliar a integridade da placa sob o carregamento considerado, deve-
se adotar um critério de resisténcia para ruptura. Segundo Beer e Johnston (1995),
quando um corpo esta submetido a um estado uniaxial de tensdo (Figura 32a),
pode-se estabelecer que 0 mesmo estara seguro enquanto a tensao uniaxial nao

atingir a tensdo de escoamento (o <0o,). Entretanto, quando o corpo estiver

submetido a um estado plano de tensdes (Figura 32b), deve-se estabelecer algum

critério que leve em conta o real mecanismo de ruptura do material.

L=
Y
=¥

A
o« ]t
T o ——
=W
=
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F 4— o = —T

y
m
NN

Figura 32 — Estado (a) uniaxial de tensées e (b) plano de tensdes.

Um dos critérios de resisténcia mais utilizados para materiais ducteis € o
critério da maxima energia de distorcao, ou critério de Von-Mises. Por este critério,
um componente estrutural estara em condi¢cdes de seguranca enquanto o maior
valor de energia de distorcdo por unidade de volume do material permanecer abaixo
da energia de distorcdo por unidade de volume necessaria para provocar 0O
escoamento no corpo de prova de mesmo material submetido a ensaio de tracao
uniaxial (BEER e JOHNSTON, 1995).

O critério de Von-Mises para o EPT pode ser expresso pela seguinte equacao:

2 2 2
0, —0,0,+0, <0, Eq. 103

onde o, e 0, sdo as tensdes principais do material e o, é a tensdo de escoamento,
cujos valores sdao o,=255MPa, o,=235MPa e o,=65MPa, resultando no

seguinte coeficiente, VM =0,07, dado pela Eqg. 104,
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VM = . Eq. 104

O coeficiente da Eq. 104 permite avaliar se o material estd apto a suportar o
carregamento imposto (VM >1) ou nédo (VM <1). Como se obteve um numero
menor que a unidade, ha um indicativo que a placa ndo suportaria o carregamento
impostos. Entretanto, algumas consideragbes devem ser feitas a respeito desta
concluséo.

A modelagem em elementos finitos e 0 estudo com um todo foi baseado numa
andlise elastico-linear da placa, ou seja, considerando-se apenas a parte de
deformacdao elastica e desconsiderando-se a parcela plastica.

A habilidade de um corpo em absorver energia até a sua fratura € medida
através da sua tenacidade. Segundo Callister Jr. (2002), para uma situacao estatica
a tenacidade pode ser determinada a partir de um ensaio tensao-deformacéo em
tracao. Ela corresponde a area sob a curva o—¢& até o ponto de fratura, sendo que
a unidade de tenacidade € a energia por unidade de volume do material. A Figura 33
apresenta a curva o —¢& do material em estudo.

&0
Deformacgio
Elastica

70 1
] Deformacao

G0
1 Plastica

Tensao (MPa)

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
Deformacao {(mm/mm)

Figura 33 — Curva tensado-deformacao para o policarbonato.
Fonte: Weber (2004).

Na Figura 33 pode-se perceber que a parcela elastica corresponde a menor
parte da energia de deformacado da placa, sendo que a grande maioria é devido a
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parcela plastica. Isto justifica o fato da analise realizada resultar em um coeficiente
menor que a unidade na Eqg. 104, pois apenas a menor parcela de energia de
deformacao foi considerada, ou seja, se considerarmos a deformacgao elastica e a
plastica, a placa provavelmente ira resistir, como indica os estudos experimentais
realizados por Weber (2004).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 CONCLUSAO

A base de conhecimentos necessarios para o desenvolvimento das atividades
foi estabelecida através da revisao bibliografica, o que permitiu o prosseguimento
das etapas seguintes. A revisdo bibliografica foi realizada de forma extensa e
procurando priorizar as obras e autores de destaque no assunto, como Reddy
(1997) e Mendonca (2005).

Durante a revisao bibliografica abordou-se bastante o assunto de compdsitos
laminados. Entretanto, acabou-se simplificando o estudo para o caso de uma placa
isotropica, inclusive sob orientacdo da banca de Projeto Final 1, o que acabou
facilitando a sequéncia do trabalho.

O desenvolvimento de um fluxograma para auxilio da montagem do cédigo
computacional foi de grande valia, pois a cada etapa testes intermediarios puderam
ser realizados, possibiltando assim a avaliacdo da veracidade dos dados
computados.

O modelo de elemento finito proposto se mostrou eficaz, porém insuficiente. E
eficaz, pois os dados convergiram e quando comparados com a solucao analitica
apresentaram um erro dentro do esperado. Entretanto, € um modelo insuficiente,
pois realiza apenas uma andlise elastico-linear da placa, quando para a completa
modelagem do problema deveria realizar uma andlise nao-linear, considerando as
deformacgdes plasticas. Assim, devido as limitacbes do modelo proposto, ndo se

pode afirmar que a placa suportara ou ndo o carregamento previsto.

7.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

As limitacbes apresentadas pelo modelo proposto podem ser vistas como um
incentivo pra trabalhos futuros, onde o modelo de elementos finitos deve ser

aprimorado para realizar andlises nao-lineares e plasticas da estrutura.

Outro aspecto importante em uma pesquisa posterior é avaliar o modelo

dindmico da placa, levando-se em consideracdo o carregamento de impacto através
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de uma integral Delta de Dirac e os efeitos decorrentes da vibragdo da mesma,
comparando entdo o modelo estatico completo (que leva em consideracdo as nao-

linearidade e as deformacdes plasticas) com o modelo dinamico.
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