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RESUMO

Este trabalho aborda o Método dos Elementos Finitos (MEF) voltado a andlise nao-
linear de grandes deformacdes. A relevancia das modelagens do MEF que possuem
ndo-linearidades é inicialmente exposta e exemplificada. A maneira incremental e
iterativa de se solucionar os problemas néo-lineares € em seguida apresentada. No
contexto da descricdo cinemética, sdo estudadas duas formulagbes para analises
nao-lineares: a Formulagcéo Lagrangeana Total, que ja é bem consolidada no MEF, e
que é tratada em maiores detalhes neste trabalho; e a formulagéo Corrotacional, que
€ mais recente e bastante promissora, embora ainda nao tanto difundida quanto a
Lagrangeana Total. A aplicacdo pratica da formulacdo Lagrangeana Total € feita ao
final, através da implementacdo do programa computacional comercial de MEF,
ABAQUS, a trés exercicios da literatura. Os resultados dos trés exercicios-exemplo
sdo intencionalmente comparaveis com o0s resultados dos mesmos exercicios
obtidos através do método corrotacional. Toda analise deste trabalho ocorre fazendo
0 uso de elementos triangulares de casca. Ao fim sdo disponibilizadas informacdes
de tensbBes no estado deformado, obtidas dos exercicios-exemplo resolvidos, para
servirem de referéncia para futuros desenvolvimentos da formulacdo Corrotacional
nessa area. Correlacdes entre a teoria ndo-linear do MEF com a maneira como o
programa computacional ABAQUS implementa essa teoria no processo de solucao
de problemas com nao-linearidades sao também mostradas, ao final deste trabalho.

Palavras-chave: Elementos Finitos, Analise Nao-linear, Formulacdo Lagrangeana

Total, Formulacao Corrotacional, Elemento Triangular, Elemento de Casca.



ABSTRACT

The present work deals with the Finite Element Method (FEM) regarding non-linear
analysis for large displacement cases. The interest of modelling FEM non-linearities
is first of all shown and exemplified. The incremental-iteractive solution procedure for
non-linearities is then introduced. The two following kinematic descriptions are
studied: the Total Lagrangian formulation, which is already well consolidated in FEM
and becomes an more detailed approach in this work. The Corrotational formulation,
which is recent and much promising, however not so widespreaded than the Total
Lagrangian formulation. The application of the Total Lagrangian formulation is done
at the end, through the implementation of the FEM software ABAQUS to three
already solved problem examples from the literature. The results of these three
examples are deliberately comparable with those obtained from the same problems,
but solved through the Corrotational method. In this work, all assessments make use
of triangular shell elements. Finally, stress data from the deformed state of the
examples are provided for the future development of the Corrotational Formulation in
the tensional area. Also correlations between the non-linear FEM theory and the
interface how the software ABAQUS allows to deal with the non-linear solution
process is shown at the end of this work.

Keywords: Finite Elements, Nonlinear Analisys, Total Lagrangian Formulation,

Corrotacional Formulation, Triangular Element, Shell Element.
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1 INTRODUCAO

Para muitos profissionais das areas de engenharia de manufatura, bem como
das areas de projeto e desenvolvimento, como também pesquisadores e cientistas,
a simulagédo computacional & uma ferramenta de uso até mesmo diario. Ja cedo, nos
estudos de mecanica estrutural, ela desperta naturalmente interesse, pelo nivel de
profundidade que suas modelagens podem atingir, solucionando muitos problemas
complexos. Na induastria, por sua vez, a simulagdo computacional torna-se atraente
ao passo em que permite abster-se, em primeiro momento, de analises empiricas

onerosas com as quais esses profissionais se deparam.
A literatura técnica afirma, ainda:

“0 uso de simulacbes computacionais na area da engenharia tem-se tornado
essencial para garantir a qualidade e eficiéncia no desenvolvimento de produtos de
engenharia” (EEES, 2014);

“a utilizacdo de programas computacionais é extremamente importante e
necessaria, tendo em vista o grau de sofisticacdo que se pode obter na modelagem
de sistemas mecanicos, o que dificultaria muito a sua resolugédo de forma analitica e
a mao” (TOMAZINI et al., 2012).

A importancia da engenharia auxiliada por computador € ainda maior, em
complemento a (TOMAZINI et al.,, 2012), pois sdo inumeros 0s problemas de

engenharia que ainda ndo possuem formulacao analitica.

A simulacdo computacional é uma area ainda em expansao. O que implica em
mutuo crescimento, tanto do nimero de usuarios e areas de aplicacdo, como de
avancos tedricos em suas modelagens. O mercado de simulagdes computacionais
possui prospeccdes para o periodo de 2012 a 2016, de uma taxa composta anual de
crescimento CAGR (Compound Annual Growth Rate) de 11,18% (RESEARCH AND
MARKETS, 2013).

1.1 - Contexto do Tema

A simulagcéo em seu contexto de origem pode ser entendida como teorias de
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modelagem fisica, formula¢gBes. Atualmente, simulacdo também €& sindnimo de
programas computacionais de aplicacdo dessas teorias. Avangos extremamente
rapidos vindos da melhoria dos recursos computacionais possibilitam atualmente
que os primeiros modelos dos pioneiros da modelagem fisico-quimica sejam
executados de uma maneira muito mais amigavel ao usuario de simulacdo
computacional. Na area de mecanica estrutural, € exemplo o legado deixado por
Jonathan Turner, engenheiro da Boeing, na década de 50. Com contribuicdes
notaveis, Jonathan revolucionou historicamente a engenharia, e teve naquele
contexto resultados imediatos de redugdes acima de 20% do peso de algumas das
aeronaves projetadas. (COLORADO, 2015); (BJORHUS, 1995). Atualmente, a
execucdo de analises de simulacdo passou a ser totalmente desempenhada por
computador. A isso deu-se, em inglés, o nome CAE (Computer Aided Engineering),
pois 0 computador passa a ser essencial as solu¢des de engenharia. S&o realidades
do CAE no século XXI: a comunicacdo entre o ambiente CAE com modelagens
sofisticadas por CAD (Computer Aided Design), grandes capacidades fisicas dos
computadores: atualmente é usual que ambientes especializados simulem com mais
de 32GB de memodria ou mais de 8 nucleos para o processamento dos célculos
computacionais, e solucdes graficas bem elaboradas para expor os resultados.
Essas sdo caracteristicas competitivas entre as empresas de programas
computacionais, e facilitadoras aos usuarios que executam simulacéo.

Naturalmente, as facilidades trazidas pelo auxilio computacional a simulacao
também se estendem ao nivel da exposicdo do usuario de CAE a teoria das
modelagens que regem a matematica da execucdo da simulacdo. E usual que sejam
ocultadas das telas principais dos programas computacionais CAE as informacdes
técnicas dos métodos envolvidos nos calculos. Com a intencdo de facilitar o uso dos
programas computacionais na resolugcdo dos problemas de engenharia, interfaces
graficas intuitivas intermediam a comunicacdo entre o usuario e o modelo
computacional, promovendo, por exemplo, a alimentacdo de dados de entrada
necessarios aos calculos, e tornando mais agil o processo global de estabelecimento
de um modelo para um problema.

Uma interessante consequéncia das facilidades promovidas pelo auxilio
computacional a simulacéo é a possibilidade de se conhecer e reproduzir o processo
de solucdo de problemas de engenharia através do CAE, sem que se tenha o

conhecimento teérico especifico dos elementos que regem a modelagem desses
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problemas. A interface do programas computacionais permite isolar o usuario
inexperiente de grandes contatos com a teoria de simulacéo, a ele complexa. Uma
consequéncia direta e negativa dessa possibilidade é a obtencdo de resultados de
analises de CAE sem os devidos conhecimentos: da coeréncia da escolha dos
critérios de calculo adotados no contexto do problema, das boas praticas de
modelagem baseadas no conhecimento do funcionamento do processo de
simulagdo, e do significado técnico dos resultados adquiridos (TOMAZINI et al.,
2012).

1.2 - Caracterizacao do Problema

A teoria da andlise estrutural mecanica pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF ou, em ingles, FEM: Finite Element Method) é aqui abordada. Dentro da vasta
ramificacdo de aplicagdes e modelagens, € enfocado o contexto tridimensional para
modelos de comportamento com grandes deformacdes (analise nao-linear), de
espessura fina (modelagem por elementos de casca) e sem influéncia do tempo
(andlise estatica). Esse contexto em estudo é robusto: oferece boa aplicabilidade em
inUmeras situacdes problema e maior fidelidade da modelagem do que os simples
modelos somente lineares (KARAMANLIDIS; GORDON, 2013). A caracteristica ndo-
linear dos problemas enfocados neste trabalho torna inadequada a utilizacdo dos
modelos mais simples de MEF para analises lineares (NAFEMS, 1998). A analise e
solucéo de casos de nao-linearidade solicita muito mais desempenho computacional
pelos programas computacionais, pois a matemética que rege esses modelos € mais
complexa, exigindo muito mais capacidade fisica dos computadores. Neste trabalho
€ estudada a ja consolidada formulacdo Lagrangeana Total. Isso se justifica, pela
popularidade dessa formulacdo, conforme (PAULA, 1997): “A maioria dos programas
em elementos finitos que permitem considerar a ndo-linearidade geométrica sao
baseados em alguma forma de descricdo Lagrangeana do equilibrio”. Ademais, é
exposta a formulacdo Corrotacional (BELO, 2009), que tem se mostrado uma boa

alternativa para a implementacao a nao-linearidades.
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1.3 - Objetivos

De maneira a possibilitar um desenvolvimento tedrico e aplicado no
conhecimento das formulacbes de nédo-linearidade citadas anteriormente, e tornar
esta obra adequada ao contexto de trabalho de conclusdo de curso de graduacéo,
propde-se:

1. A exposicéao suficiente da teoria para a compreensao da sequéncia particular
de etapas essenciais a solucdo dos problemas da area especifica do MEF de néo-
linearidades geométricas pela formulacéo Lagrangiana Total;

2. A corroboracdo do exposto aplicando a metodologia desenvolvida, por meio
do programa computacional ABAQUS, a trés exercicios da literatura, que também ja
foram solucionados pela formulacdo historicamente mais recente, a Corrotacional
(BELO, 2009).

3. O conhecimento da formulagéo Corrotacional.
4. Comparar os resultados das duas formulacdes, pelos exercicios.
5. Calcular pelo ABAQUS as tensdes resultantes nos corpos dos exemplos

propostos em seu estado deformado.

Tem-se, dessa maneira, um melhor conhecimento dos procedimentos
classicos de solucdo de nao-linearidades, pelo dominio tedrico e aplicagdo pratica
numérica da formulagdo Lagrangeana Total. Expande-se, ainda, a visdo do limite
das teorias de modelagem do MEF para modelos mais recentes, o estado da arte,
com modelos regidos por algebras exclusivas e desempenhos promissores. Gera-se
dados de referéncia de literatura disponiveis, para futuros desenvolvimentos da
teoria Corrotacionada que precisem dos valores de Tensdo dos exercicios aqui

resolvidos.

1.3.1 — Piramide da Taxonomia de Bloom

A piramide da Figura 1.1 ilustra os niveis de profundidade tedrica do dominio
cognitivo, segundo a taxonomia de Benjamin S. Bloom (CATIVO). Estes conceitos

sao correlacionados, em seguida, com o0s tdpicos objetivados neste trabalho.
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DECIDIR

ANALISAR

/ APLICAR \

/ COMPREENDER \
CONHECER

Figura 1.1. PirAmide da taxonomia de Bloom do domin  io cognitivo
Fonte: Autoria propria.

Em novas palavras, propde-se:

* conhecimento da formulagéo Corrotacional;

* O conhecimento e a compreensdo da Formulacdo Lagrangeana Total, sua
aplicacdo em programa computacional e posterior analise do desempenho
dos seus resultados.

* A geracao de fonte de dados seguros para servir como referéncia de apoio a
possiveis futuras criacbes de trabalhos na area de tensdes pelo método

corrotacional.

1.4 - Motivacao

A formulacdo do contexto de estudo do MEF aqui proposto abrange inclusive
0 contexto das outras areas do MEF, subdivisées mais simples, como das analises
uni e bidimensionais, e também as de comportamento linear elastico. Essas outras
subdivisbes podem ser compreendidas como subcategorias da que aqui é tratada

(NAFEMS, 1998). Por isso, conhecer e compreender a teoria do MEF no contexto de



19

analises nao-lineares, seus parametros de calculo e como eles se relacionam com o
modelo, possibilitard um conhecimento mais aprofundado do que o que € previsto na
ementa regular do curso de graduacdo em engenharia mecanica. Esse diferencial de
conhecimento é reforcado ao se expandir o conhecimento considerando ambos,
modelos classicos e modernos, como com a formulacdo Lagrangeana Total e a
Corrotacional. O dominio da teoria aqui proposta enriguece a compreensao dos
procedimentos dos programas computacionais de analises CAE, sendo vantajoso
para a interpretacdo dos resultados automatizados das suas analises.

Em outras palavras: o dominio dessa teoria €, consequentemente, também,

uma melhoria na experiéncia de CAE do simulador (TOMAZINI et al., 2012).

1.5 — Nivel de exposicao da teoria

No presente trabalho suprimem-se os desenvolvimentos tedricos e revisdes
da analise pelo MEF linear. Assume-se 0 prévio conhecimento da teoria de MEF do
ensino de graduacdo, algebra matricial e indicial, conceitos de carregamento e
reacoes, deslocamento, deformacdo, tensdo, modelos constitutivos lineares,
matrizes de rigidez do elemento e global, principio dos trabalhos virtuais,
discretizagdo, elementos de casca, andlise estatica e elementos triangulares.

Os conceitos teoricos desse trabalho que transcendam essa teoria aqui
assumida como conhecida, e que sdo 0s novos conceitos fundamentais da analise
nao-linear é que recebem enfoque nos proximos capitulos.

A teoria da formulagcdo Corrotacional € desenvolvida de maneira menos
profunda do que a Lagrangeana Total neste trabalho, pelo seu nivel de
complexidade algébrica ser maior e pelo fato da abordagem pela teoria Lagrangeana

Total ser a solucdo classica para as nao-linearidades.

1.6 — Apresentacédo do Trabalho

Este trabalho avanca em uma teoria que extrapola os conceitos do MEF linear.
Seu desenvolvimento € dividido em duas claras parcelas, a tedrica e a aplicada.

Inicia-se, no capitulo 2, a conceituacdo da néo-linearidade e suas diversas
implicacbes. Sucede-se a estratégia de solucdo para problemas de MEF com

comportamento ndo-linear. Expde-se teoricamente a maneira classica e consolidada
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de se resolver esses problemas nédo-lineares, e, por fim, revela-se a existéncia da
formulacgéo corrotacional.

No capitulo 3, passa-se a parte pratica com o a implementacdo do MEF
através do programa computacional ABAQUS. Séo resolvidos e discutidos trés
exercicios da literatura.

No capitulo 4 é apresentada uma conclusao referente aos resultados desses
exercicios, abordando os dois contextos cinematicos, Lagrangeano Total e
Corrotacional.

Nos apéndices encontra-se um complemento ao capitulo 3, uma correlagédo
da interface do programa computacional ABAQUS com o0s conceitos teoricos da
simulacdo aqui estudados. Em seguida encontra-se um exemplo de exercicio de
descontinuidade severa para o qual a formulacdo Lagrangeana Total, tal como aqui
é utilizada, se mostra inadequada. Ao fim, disponibiliza-se os valores das tensdes
principais dos pontos de interesse dos exercicios deste trabalho.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

2.1 — N&o linearidades

Segundo Karamanlidis e Gordon (2013), ndo-linearidades sdo presentes em
quase todos os contextos de simulagdo. Se n&o s&o, tornam-se presentes ao
aumentar-se o carregamento do modelo. Por exemplo, uma simples viga bastante
delgada, engastada com carregamento sempre vertical na ponta, como na figura 2.1,

€ um caso de nao-linearidade geométrica.

Figura 2.1. Viga delgada carregada
Fonte: Autoria propria.

Quanto mais ela se deformar, mais pode-se notar que a influéncia fletora da
forca constante F se reduz, e passa a ser trativa, pois uma componente de F cada
vez maior passa a ser tangente a linha neutra da viga. Esse conceito sera abordado
mais adiante em detalhes.

N&o linearidades do comportamento Carregamento/Deslocamentos tornam 0s
problemas de MEF insolucionaveis pela simplificada metodologia linear. Uma
tentativa de se aproximar um problema com expressivas nao-linearidades pela
formulacéo linear (rigidez constante) incorre em graves erros, como se pode verificar

na figura 2.2 a sequir:
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Figura 2.2. Erro da aproximacao linear
Fonte: Autoria propria.

Em uma analise mais cuidadosa, pode-se afirmar que a maioria dos problemas reais
gue sdao modelados em MEF, sdo, em esséncia, nao-lineares. No entanto, é
preferivel, se possivel, quando objetiva-se reduzir o custo computacional, aproximar
o0 modelo para uma analise puramente linear. Naturalmente, no entanto, existem as
situacdes que neste trabalho interessam, em que somente pela analise néo-linear é
que se chega a resultados aceitdveis. Em grandes ndo-linearidades, a extrapolacéo
linear leva a grandes erros.

Exitem trés espécies de néo linearidades, de origens distintas (COLORADO,
2016):

2.1.1 — Nao linearidade Material

Ocorre devido as caracteristicas do material, de suas relacfes constitutivas. O
aco em sua deformacéo plastica, ou o cobre, sdo exemplos, como ilustrado na figura
2.3:
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Figura 2.3. Comportamento tipico do Ago
Fonte: Autoria propria.

A regido plastica do comportamento do A¢o € um exemplo tipico de néo linearidade
material. Outro exemplo classico dos livros de materiais é o cobre, puro ou em suas

ligas com aluminio, exemplificado na figura 2.4.
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Figura 2.4. Comportamento tipico do Cobre
Fonte: Copper Development Association Inc.
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E de responsabilidade do analista, diante de problemas novos, conhecer a
existéncia ou ndo de relevantes nao-linearidades materiais. A modelagem desse tipo
de néo-linearidade é possivel, pois existem bancos de dados onde as suas curvas
caracteristicas estdo determinadas e podem ser implementadas aos modelos,

também muitas vezes de maneira linearmente simplificada.

2.1.2 — Nao linearidade por Contato

Quando ha interagcbes entre corpos, a analise de MEF se torna nao-linear
pela presenca de descontinuidades no comportamento
carregamento/deslocamentos. Usualmente inserem-se devido ao contato de corpos,
novos pontos de apoio, incorrendo em uma nova redistribuicdo de reacdes e forcas
internas, alterando abruptamente todo o andamento da deformacéo.

Um exemplo dos estudos de elementos de maquinas € o carregamento
alternante sobre os dentes de engrenagem, quando sua configuracdo faz com que,
por hora, hajam menos pares de contato no engrenamento, e, em seguida, um
namero maior, alternadamente. Como ha de supor a intuicdo, o maior numero de
contatos distribui o carregamento. Essa distribuicdo do carregamento ocorre
tipicamente em duas regibes extremas dos dentes de engrenagens, como é

representado na figura 2.5:

Figura 2.5. Carregamento de dente de engrenagem
Fonte: Autoria propria.

Neste fendmeno, as regides radialmente externa e interna do dente compartilham o
carregamento com outros pares de engrenamento, sendo regides menos solicitadas

mecanicamente. Ja a regido intermedidria sobrecarrega-se em relacdo as demais,
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pela auséncia da contribuicdo dos outros pares de contato na distribuicdo dos
esforcos.

Considerando o carregamento resultante que um dente por completo
experimenta ao longo da sua rotacdo 0, tém-se o seguinte comportamento tipico

descrito na figura 2.6.

Carregamento

0

Figura 2.6. Diagrama carregamento no dente x rotacd 0
Fonte: Autoria propria.

As simulacbes com contato possuem diversas peculiaridades, e ndo serao

tratadas nesse trabalho.

2.1.3 — Nao linearidade Geométrica

Essa espécie de nao linearidade serd abordada neste trabalho. Ela ocorre
quando o elemento discretizado sofre “grandes deformacdes”. O fato de as
deformagbes extrapolarem um determinado limite, invalida a teoria que regeria o
problema se fosse abordado pela metodologia linear, onde sédo negligenciados, na
sua formulacao tedrica, termos que aqui deixam de ser despreziveis. Trazendo as
grandes deformacdes para simples exemplos praticos, podemos entender o seu
efeito sobre a analise estrutural, com o auxilio da figura 2.7, que segue o exemplo

iniciado na introducéo:
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Figura 2.7. Viga delgada carregada deformada
Fonte: Autoria propria.

Supondo um carregamento de modulo constante e direcdo sempre vertical, como
uma massa fixa a extremidade da viga. A viga, ndo muito rigida, e em balanco. A
modelagem para o problema, que inicialmente é de flexdo pura, passa, apés alguma
deformacéo, a ser uma composicéo de flexdo com tracdo. Em outras palavras, existe
uma descontinuidade na teoria, se linear, que regeria essa modelagem, uma
transicdo do comportamento mecanico da viga sob deformacgéo.

Como introduzido nesse exemplo, as nao linearidades geométricas sdo muito
possiveis de serem frequentes em problemas de MEF, principalmente ao deparar-se
com grandes deformacfes. Pode-se notar partindo do exposto, que para diferentes
pontos de carregamento de uma estrutura, a estrutura apresenta diferentes valores
de rigidez, pois a sua geometria sofre relevantes altera¢cdes. Por isso, as curvas
caracteristicas de carregamento/deslocamento deixam de ter aspecto linear, ou seja,
em se tratando de n&o-linearidades, a rigidez K também é dependente do
deslocamento, conforme fica definido na equagéo (2.1):

K=1f(u, geometria) (2.1)

Se, no entanto, as nao-linearidades ndo forem muito pronunciadas, € sensato
cogitar desprezar-se, quando possivel, o carater ndo-linear na analise de MEF sob a
intencdo de reduzir o laboroso esforco computacional que seria investido ao ter de
se recorrer a formulagcdo ndo-linear. Em alguns casos essa pratica é razoavel, como
por exemplo ao carregar-se uma estrutura muito rigida de ago, e que se mantém
sempre em regime elastico.

E boa pratica conhecer o problema e analisa-lo inicialmente sob a perspectiva



27

puramente linear, com a intengdo de identificar nuances do comportamento da
resposta do sistema mecanico quando sob carregamento. E possivel muitas vezes
investigar previamente pontos que deverdo receber atencdo especial, como

transicOes onde a tensao local superara a tenséo de escoamento.

2.1.3.1 — N&o linearidades Geomeétricas: Singularida  des

Existem, ainda, fenbmenos tipicos severos de nao-linearidades geométricas
(NLG), em que a modelagem Lagrangeana Total dirigida pelo controle de carga do
método de Newton-Raphson (ver secdo 2.2.4) ndo € apta a prosseguir a solugdo. A
metodologia a que se recorre para a solucdo desses casos sera apresentada mais
adiante. Os fendbmenos severos de NLG séo as singularidades: pontos limite, snap-
through, snap-back, bifurcagbes e suas combinacdes. A observacdo do
comportamento nodal sob a oOtica do deslocamento devido ao carregamento, a
seguir, esclarece mais intuitivamente esses fenémenos. (COLORADO, 2016);
(PAULA, 1997).

Pontos limite: S8o os conhecidos pontos maximos ou minimos locais onde a
declividade da reta tangente a curva € nula.

Snap-Through: possui tipicamente o aspecto como na figura 2.8 (BATHE,
1982):
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snap-through
A

u

Figura 2.8. Comportamento com snap-through
Fonte: Autoria propria.

O Snap-Through é de se esperar em superficies delgadas, com alguma rigidez, e
convexas ao carregamento. A regido com concavidade para cima no grafico € uma
regido instavel. Essa regido € de mais dificil determinagdo numérica, como se
podera ver no exemplo do apéndice.

Snap-Back é uma variante mais severa do Snap-Through, conforme figura 2.9:
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' snap-back
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Figura 2.9. Comportamento com snap-back
Fonte: Autoria propria.

O Snap-Back apresenta, ao longo da curva de comportamento deslocamento sob
carga do n6, um decaimento nos valores nos dois eixos que descrevem o sistema.
As bifurcacdes exigem algoritmos capazes de direcionar o progresso da
analise para uma trajetoria de equilibrio especifica, pois o sistema pode se
comportar, a partir de um determinado estado limite, de mais de uma maneira

independente e distinta da outra, como exemplificado na figura 2.10:

S

u

Figura 2.10. Comportamento com bifurcacao
Fonte: Autoria propria.
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Como combinagdes das singularidades anteriores, pode-se ilustrar a seguinte

configuracéo da figura 2.11:

shap-through
ponto P g

limite

—
snap-back

u

Figura 2.11. Comportamento com singularidades combi nadas
Fonte: Autoria propria.

Um grande aliado a avaliacdo do comportamento do sistema sob deformacéo,
para identificar as singularidades, é a matriz de rigidez tangente K;, que sera definida
posteriormente. Matematicamente, algumas avaliagbes ndo muito onerosas de K; ja
fornecem boas informacdes das caracteristicas de ndo-lineardades do elemento, e
por consequéncia, do sistema. Um ponto de equilibrio € um ponto critico se a matriz
de rigidez do modelo de elementos finitos for singular. Além disso, sabe-se que o
equilibrio é estavel quando todos os autovalores séo positivos, e torna-se instavel

guando o menor autovalor se torna negativo.

2.2 — Estratégia de Solugéo: Abordagem Incremental  / Iterativa

Relembrando o fluxo de informacfes da abordagem puramente linear, pode-
se enumerar as trés seguintes etapas:
1. Pré processamento: aquisicdo de dados de entrada (carregamento, geometria,
discretizacéo, propriedades de material e condi¢ées de contorno);
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2. Processamento: solucdo direta de um sistema global de equagbes de
equilibrio lineares;
3. Pés processamento: a partir dos dados de deslocamento, obtencéo de outras

grandezas, como tenséo, e exibicdo dos resultados.

Em andlises ndo-lineares a estrutura geral da solugdo do MEF permanece
inalterada. Tanto na abordagem Lagrangeana Total, como na Corrotacional,
mantém-se as etapas 1 e 3, e adapta-se a segunda etapa conforme necessidades
do modelo.

Com a ideia central do MEF puramente linear, de extrapolar
proporcionalmente o deslocamento nodal pela rigidez em funcédo da carga, quando
se € deparado com o0s casos nao lineares como os das figuras, inevitavelmente
cogita-se a possibilidade de aproximar as curvas de comportamento por sucessivas
extrapolagdes lineares bem sucedidas. Em verdade é exatamente essa a estratégia
essencial da solucdo nao-linear. Extrapolacdes tdo pequenas quanto necessarias
chamadas incrementos sdo procedidas sucessivamente, até que se atinja o
equilibrio do sistema sob um novo carregamento. Cada incremento é estabilizado
por sucessivas iteragdes, procedimentos esses que serdo todos melhor descritos a
sequir.

Dessa maneira, com a adequacao da etapa 2 de solucdo de problemas pelo
MEF, a analise ndo-linear genérica segue as etapas generalizadas no fluxograma da
figura 2.12:
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Figura 2.12. Fluxograma das etapas gerais de analis es nao lineares do MEF
Fonte: Autoria propria.

2.2.1 — Incremento

Para avangar com sucesso nos problemas com néo-linearidades, mantém-se
a mesma intencdo do método linear, encontrar o estado equilibrado de
deslocamentos nodais e carga, mas particiona-se o calculo em etapas menores.
Para o caso de cargas gerarem deslocamentos, trabalha-se entdo com incrementos
de cargas (ou passos de carga). Usualmente refere-se aos passos de carga pela
variavel normalizada do carregamento total, A. A solugcdo do problema passa a ser a
composicdo da solucdo sucessiva de cada problema individual oriundo dos
incrementos de carga. Embora constituintes de uma solugdo para comportamentos
com ndao-linearidades, os calculos incrementais ndo deixam de ser sucessivas
etapas lineares, onde deseja-se por meio da particdo da extrapolacao total, um
melhor ajuste, por meio de retas, a curva ndo-linear do problema.

Conforme a Figura 2.14, cada incremento gera a estimativa de um
deslocamento nodal que é utilizado para o célculo de uma atualizacdo da rigidez.
Como, por exemplo, o deslocamento u;, obtido a partir do estado inical e da rigidez
inicial, que em seguida possui sua rigidez atualizada para ki, e € extrapolado para o
deslocamento u,, e assim sucessivamente.

Desta maneira, depara-se com mais uma importante questdo de tomada de
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decisdo no MEF nao-linear: O tamanho dos incrementos, ou como consequéncia, o
namero de incrementos (ou passos de carga). Em resumo, poucos incrementos
grandes ndo convergem para a resposta, pois afastam se muito drasticamente da
curva correta. Somente a partir de um determinado numero de incrementos,
especifico para cada problema, que a formulacdo resulta em convergéncia dos
resultados. Um numero grande de incrementos melhora o ajuste a curva resposta
desejada, devido a maior quantidade de pontos determinados, e um namero muito
grande de incrementos nao traria mais beneficio numérico algum ao célculo, pelo
contrario, demoraria muito mais para ser resolvido pelo computador. Ainda assim, a
simples particdo da carga inicial em passos de carga nao traz em seu primeiro
calculo o resultado necesséario, pois sabe-se da variacdo da rigidez com o
deslocamento, conforme figura 2.13 (PEREIRA, 2002):

solucéo
incremental
A/com portamento
k, real
UE

Figura 2.13. Representacao do procedimento de solu¢  &o puramente

incremental
Fonte: Autoria propria.

Até aqui, obteve-se com o processo incremental uma melhoria da descricao
do comportamento do sistema, pois a atualizacdo da rigidez, obtida pelos
incrementos, possibilita que a evolugéo da curva estimada acompanhe a curva exata.
No entanto ha sempre ainda um relevante erro, que aqui pode ser visto como um

atraso ou offset, que ndo permite a coincidéncia da estimativa.
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2.2.2 — Iteragao

Para que a extrapolacdo de um ponto ao outro coincida, ou, realisticamente,
se aproxime da curva exata, deve-se notar, primeiramente, que para uma
determinada carga estipulada como incremento, a extrapolacao tangente levou a um
erro. Existe um desvio do verdadeiro deslocamento que o nd sofre, daquele
extrapolado pela tangente da configuracdo anterior. A diferenca entre o
deslocamento calculado e o real é o ponto chave para o desenvolvimento das
iteracdes, pois como sera visto, permite a estimativa do desequilibrio de forgas,
através do residuo da analise de equilibrio. A partir daqui, recorre-se a uma
sucessao de conceitos de mecanica estrutural, alguns especificamente Formulados
para analises ndo-lineares, que serdo explicados nos proximos itens, para proceder-
se as iteracoes.

A maneira como se corrige um incremento ndo exato o suficiente, se dé4, pelo
desequilibrio que o incremento de carga causa sobre o ndé. Se o no, apos ser
carregado pelo incremento, reagir com os esfor¢cos nodais correspondentes ao
deslocamento que Ihe seria atribuido pela extrapolacdo tangente direta da
configuracdo anterior, como mostrado na secdo incrementos, ele estard, para
qualquer caso de comportamento nédo-linear, em desequilibrio mecanico. Dessa
forma, objetiva-se corrigir a extrapolacéo direta pela tangente, de maneira que uma
melhor informacdo da posicdo final do n6 carregado equilibre, pelos esforcos
internos, o novo estado de carregamento externo. Para tal, em cada incremento

inicia-se um ciclo de célculos iterativos, determinando para todo elemento:

a rigidez inicial para poder extrapolar o deslocamento pelo passo de carga;
o deslocamento extrapolado para o passo de carga aplicado;

a deformacgéao do elemento, dependente do deslocamento extrapolado;

a tenséo no elemento, dependente da deformacéo de 3.;

as forcas internas no elemento, dependentes da tenséo e geometria,

o residuo entre carregamento e forcas internas;

N o gk~ w0 DbdhdRE

a correcdo necessaria para o deslocamento extrapolado do item 2, utilizando

a matriz de rigidez de 1. e o residuo de 6.
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Esse ciclo é encerrado quando o residuo do item 6, ou outras derivacdes
equivalentes relacionadas ao residuo ou deslocamentos, € menor do que uma
tolerancia estipulada para a convergéncia.
Em algumas andlises, o calculo da rigidez inicial s6 é praticado no inicio de cada
incremento, ndo para cada iteracdo. Isso reduz o esforco computacional, mas
aumenta o namero de iteracdes.

Dessa maneira, atinge-se resultados satisfatorios para descrever, por meio de
extrapolacdes lineares sucessivas, 0 comportamento nao-linear.

A figura 2.14 ilustra o processo iterativo para a estabilizacdo do incremento
até F;, sem a repeticdo da etapa 1) do loop descrito, que dessa maneira preserva a
inclinacdo da primeira reta tangente. A cada estimativa de deslocamento u, chega-se
pelo processo iterativo, a um valor de residuo que atualiza a ordenada das forcas
para o deslocamento encontrado, ponto do qual o processo iterativo € continuado
por novas extrapolagfes até o carregamento F ser equilibrado. Ao fim, obtém se o

valor aproximado, tdo proximo quanto necessario, do deslocamento ujs.

e o o } tolerancia

Figura 2.14. Representacao do processo iterativo se  m a atualizacéo da rigidez
Fonte: Autoria propria.
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A figura 2.15, por sua vez, ilustra o processo iterativo com a atualizacdo do
item 1. a cada repeticdo do loop. A consequéncia disso € um maior custo

computacional, mas menor numero de iteracdes necessarias (PEREIRA, 2002).

Figura 2.15. Representacdo do processo iterativo co  m a atualizacao da rigidez
Fonte: Autoria propria.

Uma caracteristica interessante que se pode concluir do processo
incremental/iterativo, € que a tolerancia atribuida as iteracdes € a responsavel pela
precisdo dos valores numéricos calculados. O tamanho do incremento, por outro
lado, tem principalmente uma grande importancia em assegurar a trajetéria de
calculo corretamente, mas nao influencia em quéo corretas estdo as aproximacgoes.
Como exemplo, a simulacao do exemplo da figura 2.16 encontrado em Belo (2009, p.
141), foi feita duas vezes com 0S mesmos parametros iterativos, mas uma vez com
177 incrementos, e outra com apenas 15, e os resultados sobrepde-se, conforme

mostra simultaneamente a figura mencionada.
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Figura 2.16. Representacédo da influéncia do niumero  de incrementos
Fonte: Autoria propria.

A principal importancia ainda, de um numero suficiente de incrementos pequenos €
também neste caso exemplificada, pois os 15 incrementos foram o limite para que o
programa computacional convergisse, ao ser executado em todas as suas
configuragcbes padréo. Uma tentativa de utilizar-se apenas 14 incrementos causou a

interrupcéo da analise.

2.2.3 — Residuo

Para avaliar a qualidade da iteracdo e a sua suficiéncia ou ndo para encerrar
a sequéncia de loops, existem diversos critérios possiveis. Outra tomada de deciséo
que influencia a convergéncia ou ndo de analises de MEF é a rigorosidade desses
critérios. Em esséncia pode-se considerar que o valor do residuo do equilibrio entre
as cargas externas e reacgoes internas deve ser pequeno o suficiente para o objetivo
do problema. E frequente a utilizacdo de 5x10°, por exemplo (FILHO, 1982).
Tolerancias grandes podem levar a futura divergéncia da analise, ou resultados
imprecisos. Tolerancias pequenas podem também nunca convergir por ndo serem

atingidas nos ciclos de célculo, ou serem exageradamente precisas,
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desnecessariamente lentas de se obter. Usualmente os programas computacionais
de MEF possuem uma série de outros parametros restritivos, que detectam se o
caminho tomado estd se aproximando ou afastando do equilibrio em algumas
iteracfes. Um exemplo de restricdo adicional € um numero limite de incrementos a
ser configurado, que se extrapolado leva a reformulacdo do passo anterior, 0
tamanho do incremento, ou ao aborto do célculo. Esses critérios serdo brevemente
mostrados para 0 ABAQUS no proximo capitulo.

Identifica-se uma responsabilidade por parte do analista na tomada de
decisdo do tamanho dos incrementos, tolerancias e numeros de iteracdes sobre o
atingimento ou nao de resultados plausiveis.

As inumeras possibilidades e diferentes comportamentos no andamento da
analise de MEF néo-linear sédo, dessa maneira, influenciadas em seus calculos pelos
deslocamentos instantdneos em cada estagio da analise, como também pelo

histérico do carregamento ao longo da analise (PAULA, 1997).

2.2.4 — O Método de Newton Raphson

O processo iterativo anteriormente descrito é a aplicagdo do método de
Newton-Raphson no MEF. Essa € a solugcdo classica nas andlises de nao-
linearidades, muito usual nas ocasides mais simples. No entanto as grandes
descontinuidades possuem peculiaridades que ndo podem ser solucionadas pela
simples aplicacdo aqui descrita. E quando se depara com as singularidades da
secdo 2.1.3.1. Nesses casos, recorre-se a uma formulacdo mais robusta, explicada

a sequir.

2.2.5 — O Método de Comprimento de Arco

O Método de Comprimento de Arco, Método de Riks (1972), ou também
conhecido como método de continuagdo, € mais robusto nas aplicagbes mais
severas de nao-linearidades. Principalmente na existéncia de pontos limite, snap-
through, snap-back, bifurcagbes e suas combinacgdes, € necessario recorrer as suas
outras técnicas iterativas, para que os incrementos avancem adequadamente até
convergir na solugdo. O método de comprimento de arco faz controle simultaneo da
carga e do deslocamento nas iteragdes.

A diferenca fundamental desse método € que o controle de carga A passa a
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ser incognita do problema. Adicionalmente a equacdo de residuo é imposta uma
outra equacao de restricdo, que varia para diferentes autores. Essa equacao de
restricdo pode ter a forma de um arco. Por isso 0 nome. Dessa maneira, obtém-se
um novo sistema de equacdes, que passa por uma linearizacéo e s6 entdo chega-se
a uma expressao para o incremento do fator de carga (PEREIRA, 2002); (BELO,
2009).

Graficamente, o procedimento iterativo ganha a aparéncia da figura 2.17:

R

-
. V\ tolerancia

\1 equacéo de
restricdo de
arco

Figura 2.17. Procedimento iterativo com o comprimen  to de arco
Fonte: Autoria propria.

2.3 — A descricdo cinematica Lagrangeana Total

Essa descricdo cinematica é a aplicacao classica para nao-linearidades, bem
consolidada e muito difundida na literatura. E também a maneira mais intuitiva de se
referenciar a cinemética, pois para todas as referéncias de posi¢éo, utiliza um Unico
sistema de coordenadas global, que ao longo da evolugcé&o dos passos de carga néo
muda, ou seja, € um sistema de referéncia fixa, também conhecido como sistema de
coordenadas materiais (BATHE, 1982); (PAULA, 1997).

Ao se descrever, por exemplo, simplesmente, os deslocamentos, trabalha-se
com os vetores deslocamento {u}, que vinculam as informacdes dos estados finais

dos néds, apOs sofrerem carregamentos e os equilibrarem, as posi¢cdes iniciais dos
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nés, em seus primitivos estados indeformados. Matematicamente subtrai-se 0s
vetores posicdo. Esse conceito cinematico em MEF é o cerne da descricdo
Lagrangeana Total.

Alternativamente, se um estado deformado conhecido é tomado como
referéncia para a descrigcdo cinematica, e semelhantes sucessivas atualiza¢des para
0 novo estado deformado séo feitas ao sistema de referéncia para cada passo de
carga, denomina-se a formulacdo como Lagrangeana Atualizada, ou Euleriana. Essa
descricdo ndo sera tratada neste trabalho, mas sua grande vantagem € a reducéo
da complexidade de sua matriz de rigidez tangente, devido a utilizacdo apenas da
parcela linear de seus tensores de deformacéo virtual (ver se¢bes de equilibrio e
linearizacao).

Nas secOes a seguir, define-se os elementos essenciais para a etapa de

processamento do MEF néo-linear, segundo a descri¢cao Lagrangeana Total.

2.3.1 — O tensor de deformacao de Green-Lagrange

A deformacé&o pode ser interpretada como uma medida da mudanca de forma,
ou seja, quanto um deslocamento se distingue localmente do deslocamento total do
corpo rigido. Matematicamente, a deformacdo pode ser expressa como a taxa de
variacao do deslocamento em uma determinada direcdo, devido a um carregamento.

A medida mais simples para isso é o tensor gradiente de deformacoes,

definido pela equacéo (2.2):

Fij = oui/oU, (2.2)

U;; € a coordenada deformada de um no.

U;: é a coordenada deformada na referéncia.

Apesar de sua simplicidade, esta medida é pouco utilizada no entanto, devido ao
fato da matriz ndo ser simétrica e pelo fato de néo ser invariante com movimentos de
corpo rigido, isto é, o tensor muda quando o corpo gira sem se deformar.

Existe o tensor direito de deformagdo de Cauchy-Green, ou tensor de

deformacéo de Green, definido na equacéo (2.3):
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C=F'F=U? (2.3)

que € independentes de rotacles, e utiliza o gradiente de deformacbes F, ou os
deslocamentos na coordenada de referéncia U. No entanto, para o0 presente
contexto de grandes deformacbes, faz se necessario o uso do tensor de
deformacbBes de Green-Lagrange, também simétrico e invariante em relacdo aos

movimentos de corpo rigido:

E=%(C-I) (2.4)

Sendo C o tensor direito de deformacéo de Cauchy-Green, e | a matriz identidade.

Note-se a interdependéncia a seguir:

E = f(C); C = f(F); F=f(U) (2.5)

Dessa forma, sabe-se que o tensor de deformacdes de Green-Lagrange € uma

fung@o composta de U.

2.3.2 — O segundo tensor de tensdes de Piola Kirchh  off

Com a presente condicdo de grandes deformacg0es, a utilizagcado do tensor de
Cauchy, que é simétrico, se torna inviavel. As formulacdes para tensdes de Piola-
Kirchhoff passam a ser adequadas, e consistem em medidas Lagrangeanas de
tensdo, baseadas na geometria inicial, diferentemente da referéncia ao estado

deformado do tensor de Cauchy.

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff ndo é simétrico para a maioria dos casos:

P=JoF" (2.5)

com J sendo o Jacobiano do gradiente de deformacgdes, o, o tensor de Cauchy, e F

o gradiente de deformacdes. Ele relaciona matematicamente o tensor gradiente de
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deformacgbes, com o seu determinante jacobiano e o tensor de Cauchy, e é obtido
atraves da relacéo de Nanson, que interconecta descrigdes referenciadas no estado
deformado e indeformado. No tensor P, isso resulta que ha referéncia ao
carregamento no estado deformado e a geometria no estado inicial, indeformado. Na
pratica, isso pode ser compreendido como uma generalizacdo tridimensional para o
conceito tenséo de engenharia 1D.

Devido a dificuldade de se trabalhar com um tensor assimétrico, definiu-se o
Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff, tensor S, no qual a forca sofre uma

transformacao de direcdo assim como a area. A definicdo desse tensor é dada por:

S=F'P=JFLoFT (2.6)

Onde F é o gradiente de deformacdes, P é o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, o € o
tensor de Cauchy, e J € o jacobiano do gradiente de deformacdes. De maneira
diferente ao tensor P, no tensor S também as referéncias ao carregamento séo

baseadas na configuracéao inicial.

2.3.3 — Equilibrio pelo Principio dos Trabalhos Vir  tuais

Semelhantemente a forma linear do MEF, o Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) pode ser utilizado para formular as leis que regem o equilibrio nos elementos
(BATHE, 1982). Pelo PTV, evita-se as 6 equactes locais de equilibrio para os 3
graus de liberdade de translacdo e os 3 graus de liberdade para rotacao.
Simplesmente considera-se que o estado de carregamentos e reacdes esta em

equilibrio se, para os deslocamentos virtuais:

SU - SWex = 0 2.7)

oU: é a energia de deformacdo virtual.
OWeyx: € 0 trabalho virtual externo.

Na analise nao-linear Lagrangeana, no entanto, deve-se desenvolver

algebricamente as equactes da energia de deformacéo virtual, e do trabalho virtual
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externo, de maneira que estejam no referencial fixo, ou seja, 0s termos volumétricos,
e de area, deverdo fazer referéncia ao estado inicial dV, e dA,. Isso € feito utilizando
0 jacobiano do gradiente de deformacbes J=det(F), e, novamente, a relacdo de
Nanson para transformar as referéncias de dV e dA para o estado indeformado.
Obtém-se, assim, as expressdes que resultam na forma Lagrangeana do PTV, das

quais as duas equacdes de integrais 2.8, e 2.9, sdo de especial interesse:

fVO[r0.5u. dvy] = fVO[T.VSu. dVy] — fVO[bO.5u. dVy] — fAO[fO.5u. dA,] =0 (2.8)

fVO[r0.5u. dvy] = fVO[S. Se.dV,y] — fVO[bO.5u. dVy] — fAO[EO.5u. dA,] =0 (2.9)

ro: € o residuo referenciado em estado indeformado.

T: € um operador linear.

bo: € a forca por unidade de volume na configuracao inicial.

t,: € aforca por unidade de area na configuracéo inicial.

de: é o tensor de deformagcéo virtual de Green na configuragéo inicial,

conforme pode ser visto mais a fundo em Paula (1997). E & essa etapa de
desenvolvimento que se volta a importancia da selecdo, anteriormente mencionada,

de tensores de tensao e deformacgéo conjugados.

2.3.4 — Discretizacéo e Linearizagao

Das expressdes na forma Lagrangeana do PTV do item anterior, existem
termos de deslocamento de ordens superiores a linear. Nesta abordagem introduz-
se formalmente, mesmo tratando-se de uma andlise estética, o fator tempo. O tempo
nesse contexto, como visto na secdo 2.2.1, pode ser interpretado como uma variavel
implicita, vinculada aos avancos incrementais do carregamento. Procede-se a
discretizacéo e linearizacdo da equacao 2.9, com o truncamento em primeira ordem
no tempo, para poder implementar essas relacbes anteriores aos métodos de
aproximagcdo do MEF, Newton-Raphson e Comprimento de Arco, que requerem
linearidade. Assumindo-se também forcas conservativas, a discretizacdo tem a

seguinte forma:



[rO.(Su.dVO]> - jv [S. 8e.dV,| + jv 0 {5. [(%>T'(Z_§)l'd'/°}‘

0

i,

0

_ fvo[bo- Su.dVy| — fAO[EO. Su. dA,] (2.10)

Em que:
S: é o tensor taxa de tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda ordem.

u: é a derivada temporal do deslocamento (velocidade).
b,: é a taxa da forca por unidade de volume na configuracéo inicial.

to: € ataxa da forca por unidade de &rea na configuracgao inicial.

Essa etapa do MEF torna o uma técnica de aproximacdo, ao discretizar-se as

equacdes de equilibrio.

Neste ponto, ao escolher-se o elemento para a malha da analise de MEF, e
associar-se as suas informacdes especificas de deslocamentos (funcbes de
interpolacdo) a equacao 2.10, apds algum algebrismo da modelagem Lagrangeana
Total das secdes anteriores, obtém-se a equacgéo incremental de equilibrio da forma:

e+ (Ket— fp — fi)e- At =0 (2.11)

Em que At é o incremento de tempo, K; é a matriz de rigidez tangente, e os termos f,
taxas de forcas por unidades de volume ou é&rea, para os indices b e t,
respectivamente, conforme Paula (1997). A equagédo 2.11 pode ser reescrita da

forma:

e ja possui 0 aspecto necessario para o calculo do residuo das iteracdes, item 6 da
secdo 2.2.2. Para cada tipo de elemento, os termos que compde essas equagao de
equilibrio diferenciam-se em composicdo e complexidade, e sua exposicdo nao
compde este trabalho.

O termo Kt é consequéncia direta do processo anterior. E a matriz de rigidez

tangente, discutida na secéao a seguir.
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2.3.5 — A Matriz de Rigidez Tangente

Em andlises nao lineares, o conceito de rigidez, que ja foi amplamente
utilizado nas secdes anteriores, passa a ser abordado como rigidez tangente, pois é
variavel ao longo do deslocamento. Dessa maneira, essa rigidez pode ser
compreendida como o gradiente da acdo da for¢ca sobre o deslocamento de cada
ponto especifico do processo de carregamento. Cada termo kj da matriz pode ser
interpretado fisicamente, isoladamente, como a parcela de resisténcia a um
incremento na componente j do vetor deslocamentos nodais devido a um incremento
unitario em i do vetor forcas nodais externas.

Matematicamente, a matriz de rigidez tangente se deriva da linearizacdo das
equacbes de equilibrio, como na sec¢do anterior, ao se almejar a solugdo do
problema néo linear de MEF pelo método de Newton-Raphson:

=( J,,15. 0. dve]) = K, (2.13)

Esse procedimento de obtencdo da matriz de rigidez tangente ¢é
algebricamente muito laboroso e especifico aos determinados tipos de elemento,
com determinado niamero de nos e graus de liberdade e referenciais cinematicos.
Essas formulacdes compde as bibliotecas de elementos.

Em um estudo mais minucioso da algebra matricial encontrada no processo
de obtencdo de K;, depara-se com diversas submatrizes originadas no célculo do
processo de linearizacdo e discretizacdo da equacdo de equilibrio. Essas
submatrizes sdo agrupadas, e seus grupos possuem algumas funcdes especificas.
Tém-se assim as matrizes de rigidez: Geométrica, Material, Elastica linear e
Constitutiva (PAULA, 1997).

A matriz de rigidez elastica pode ser fisicamente interpretada como a taxa de
oposicdo a carga, das acodes elasticas do corpo. A matriz de rigidez geométrica
expressa a contribuicdo opositiva a mudancgas de geometria do corpo.

A matriz de rigidez tangente é resultante, por fim, da soma algébrica de todas

as sub-matrizes resultantes do processo de linearizacdo da equacao de equilibrio.
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Kt = Ko + K_ + Ky (2.13)

De onde, Ky é a matriz de rigidez elastica linear, K_ é a matriz de rigidez de correcao

das coordenadas, e K, é a matriz de rigidez geométrica.

2.4 — Caracteristicas Chave da Descricdo Cinematica  Corrotacional

Esta é uma formulacdo relativamente recente, mas que apresenta boas
vantagens competitivas em relacdo as anteriores e convencionais, Lagrangeana
Total e Lagrangeana Atualizada. A descricdo fisica corrotacional decompbe
cinematicamente os eventos do problema em estudo em duas parcelas: movimento
de corpo rigido e movimento de deformacédo. A parcela de movimento de corpo
rigido possui, de maneira semelhante as descri¢cdes classicas, um referencial global
para a computacdo das informacdes de movimento, que é o0 mesmo para todos 0s
elementos e ndo se altera ao longo do problema. Também é conhecido como
referencial base ou fixo. Nesse referencial sdo considerados apenas 0s movimentos
puramente de corpo rigido no espaco, independentes das deformacfes. A parcela
de movimento deformacional, por sua vez, segue outra forma de analise. Para cada
elemento é atribuido a seu centréide um sistema de eixos movel, que o0 acompanha
ao longo de seus movimentos, e no qual sdo baseadas as referéncias as
deformacgbes do corpo. Uma grande vantagem da formulacdo corrotacional, é que
ela é apta a modelar problemas com grandes rota¢cfes e deslocamentos, mas desde
que com pequenas deformacdes. Isso permite a simples implementacdo da
formulacdo corrotacionada a elementos pré-existentes do MEF. Uma ilustracdo da

decomposicado de movimentos é vista na figura 2.18.
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Movimento total = corpo rigido + deformacional

- . R
Configuracao corrotacionada,® N

Configuracido deformada,#?

Movimento
deformacional
Configuracao base, @

Movimento de corpo rigido

Coordenadas
Cartesianas

Figura 2.18. Decomposicao corrotacional de moviment  0s
Fonte: Belo, 2009.

A metodologia corrotacional faz uso de operacdes especificas na

manipulacédo das informagdes cinematicas. Tratamentos algébricos sdo necessarios,

e amparados pelo uso de Matrizes de transformacdo de sistemas de coordenadas,

Matrizes de Rotacao, Braco de Alavanca, Correcdo do Giro e Projetores, que podem

ser vistas em maior detalhe em Belo (2009).

No entanto, a maior complexidade matematica da descricdo corrotacional a

torna desvantajosa na implementacdo em problemas com geometria complexa ou

muitos nés por elemento. Também para estudo de grandes deformacdes em regime

plastico ela se torna desvantajosa.

Por outro lado, as significativas vanjagens tornam essa abordagem muito

interessante nas seguintes aplicagdes, coforme Belo (2009).

1.

2.

3.

4.

“Eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes deslocamentos e
rotacBes, porém, pequenas deformacdes, lembrando que este assunto esta
associado a uma grande variedade de problemas préaticos de engenharia
estrutural, sendo particularmente importante em estruturas aeroespaciais.
Permite a reutilizacdo de bibliotecas de elementos finitos lineares pré-
existentes, em uma analise ndo-linear geométrica de estruturas.

Facilidade em aplicar o problema da nao-linearidade material, caracterizada
por pequenas deformacdes, juntamente, com ndo-linearidades geométricas.

A transformacdo de corpo rigido reorienta automaticamente a direcdo do
material, desde que (1.) seja respeitada. Essa qualidade elimina a
necessidade de trabalhar com taxas invariantes de tensdo, que séao
normalmente complicadas, da mecéanica do continuo.
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5. Facilidade de adaptacdo ao estudo de elementos estruturais com graus de
liberdade de rotagéo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes rotagoes,
lembrando que tais elementos sédo razoavelmente complicados de serem
estudados com descrigBes cinematicas Lagrangeanas.”
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3 SOLUGAO NUMERICA NO PROGRAMA COMPUTACIONAL ABAQ US

O apéndice A deste trabalho faz uma correlacdo muito conveniente neste
momento em que se deseja implementar a teoria do MEF para nao-linearidades a
exemplos a serem resolvidos através de programas computacionais. No apéndice A
sdo comentadas as principais caracteristicas da execucao ndo-linear no ABAQUS, o
gue nédo é apresentado nesta secao por questdes de objetividade.

A seguir implementa-se a modelagem de MEF exposta no capitulo 2 a trés
exercicios através do programa computacional ABAQUS. Para os exercicios deste
trabalho foi utilizado o elemento triangular de casca para uso geral, S3 do ABAQUS.

Os trés exercicios a seguir foram retirados de Belo, 2009.
3.1 — Exemplo 1 — Cilindro Horizontal Engastado
Uma casca de cilindro horizontal € engastada em uma de suas extremidades,

e carregada com cargas concentradas verticais no centro da borda em balanco,

como na figura 3.1.

= R=1.016 \
e L=3.048 .
h=0.03

Qo E=2.0685x 107

Figura 3.1. Dados do exemplo do tubo engastado
Fonte: Belo, 2009.

Para sua simulacéo faz se uso duas vezes de simetria. O carregamento Qo vale 800,
e 0 ponto de relevancia final para a analise € quando o ponto de interesse, 0 mesmo

gue recebe o carregamento, desloca-se verticalmente o valor do raio do cilindro,
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atingindo o centro. Discretizou-se a geometria por meio de uma malha de 20x20
elementos.

Resultados graficos do estado indeformado, de um estado deformado
intermediario, e do estado deformado final no qual as bordas carregadas se

encontram no centro, sd4o mostrados na figura 3.2

U, Magnitude

OOO0OOO0OO0O0COOOO
OFRNWHhRANONDOOH

Figura 3.2. Resultados graficos do exemplo do tubo engastado
Fonte: Autoria propria.

Obteve-se 0os mesmos resultados para as formulagbes de Newton-Raphson
com 100 passos de carga, com 36, como na referéncia da literatura, e 455 passos
de Comprimento de Arco bem refinados até atingir A = 1. Esses resultados séo
plotados no grafico da figura 3.3. Como este exemplo néo apresenta
comportamentos com singularidades, o resultado semelhante dos métodos de
Newton-Raphson e de comprimento de arco eram assim de se esperar.
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Resultados do exemplo 1 obtidos no ABAQUS
Fonte: Autoria propria.

Os resultados de BELO, Sanders et al. e Okstad e Mathisen séo vistos na figura 3.4.
A nao ser pelos resultados de BELO, onde foi utilizada a formulacdo corrotacional,

0s outros resultados tratam-se de formulacfes Lagrangeanas Totais.

QOO :||||||||||||||||||| prrvrveveveveveve vl II\\IIIIIIIIIIIIIII:
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] A Sandersefal. - -+ - [

0 1.7~ Okstad e Mathisen + E
R R A L R

0 04 0.8 1.2 1.6

Deslocamento, u,

Figura 3.4. Resultados do exemplo 1 obtidos na lite  ratura
Fonte: Belo, 2009.

Neste exemplo o aspecto, e os dados numéricos correspondem muito bem. O

valor final é utilizado como parametro de avaliacdo. Como exemplo, se tomar-se o



52

deslocamento de 1,62 de Standers et al., contra 1,56 obtido pelo ABAQUS nas trés

andalises, avalia-se o erro como 3,7%.

3.2 — Exemplo 2 — Casca Hemisférica com Furo

Uma casca hemisférica com furo de 18° em seu topo, carregada
pontualmente, horizontalmente, em suas quatro extremidades inferiores, € um teste
muito difundido para a analise de elementos para nao-linearidades. Esse exemplo
encontra-se, inclusive, no final do manual de Benchmarking do ABAQUS, e é
recomendado pela NAFEMS (National Agency for Finite Element Methods and

Standards), do Reino Unido. Suas propriedades séo vistas na figura 3.5.

Figura 3.5. Dados do exemplo da casca hemisféricac  om furo de 18°
Fonte: Belo, 2009.

Novamente, procede-se a analise por meio de duas simetrias, para simplificar o
calculo. Avalia-se os deslocamentos nos pontos de aplicacdo das forcas. Utilizou-se
uma malha uniforme de 8 nds por aresta, e uma representacdo da geometria
discretizada indeformada e deformada € mostrada na figura 3.6.
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Figura 3.6. Resultados graficos do exemplo casca hemisférica com furo de 18°
Fonte: Autoria propria.
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Em uma primeira andlise com 100 passos de carga bem definidos pelo

controle de carga do método de Newton-Raphson, obteve-se os resultados da figura

3.7 para os deslocamentos em X e Z, analogos aos deslocamentos y e X

respectivamente, da figura 3.8 da literatura.

6
4
—Z
> — X
2
0
0,0 25,0 50,0 75,0 100,0

Qo0

Figura 3.7. Resultados do exemplo 2 obtidos no ABAQ US

Fonte: Autoria propria.

Os resultados de BELO, Simo et al. e Toskano e Dvorkin, sdo vistos na figura 3.8.
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Figura 3.8. Resultados do exemplo 2 obtidos na lite  ratura
Fonte: Belo, 2009.

A comparacao dos resultados numeéricos € mostrada na tabela 3.1.
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Tabela 3.1. Comparacédo dos resultados numéricos do exemplo 2.
BELO SIMO et al. TOSKANO E DVORKIN ABAQUS

Carga ux uy ux uy ux uy uz uX|
0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 1,49 1,82 1,48 1,80 1,48 1,80 1,48 1,84
40 2,30 3,22 2,27 3,13 2,29 3,20 2,25 3,24
60 2,78 4,29 2,75 4,16 2,78 4,30 2,71 4,27
80 3,12 5,15 3,07 4,97 3,10 5,10 3,01 5,08
100 3,39 5,82 3,31 5,62 3,36 5,80 3,24 5,75

A estimativa do desvio percentual dos resultados do ABAQUS em relacdo aos

resultados encontrados em BELO encontram-se na tabela 3.2.
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Tabela 3.2. Estimativa do desvio percentual no exem  plo 2.

Erro %

BELO SIMO et al. TOSKANO E DVORKIN
Carga ux uy| ux uy ux uy
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
20 0,7 1,1 0,4 2,1 0,3 2,2
40 2,1 0,6 0,7 3,4 1,6 1,2
60 2,8 0,6 1,8 2,6 2,7 0,8
80 3,5 1,5 1,7 2,3 2,8 0,4
100 4.4 1,3 2,2 2,4 3,6 0,9

Ressaltam-se os erros maximos de 3,6% das formulagfes classicas, e de 4,4% da

corrotacional.

3.3 — Exemplo 3 — Meia Casca de Esfera

Por fim, o exemplo da figura 3.9 a seguir simula uma meia bola de ténis com
carga compressiva vertical, concentrada no meio, representado por uma casca
esférica duas vezes simétrica. O coeficiente de Poisson aqui adotado, 0,5, tem um

valor muito semelhante ao da pele humana.

Figura 3.9. Dados do exemplo da meia bola de ténis
Fonte: Belo, 2009.

Com uma malha de sempre oito elementos por aresta, resultando em ao todo 96
elementos, carrega-se o no central superior, de interesse, até que seu deslocamento
o transporte ao centro da esfera. A representacédo do estado inicial indeformado, e
do estado final deformado quando o deslocamento do nd central é igual ao raio da
esfera, € mostrada na figura 3.10.
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Figura 3.10. Resultados graficos do exemplo da meia bola de ténis
Fonte: Autoria propria.

Em uma analise bem refinada, com 170 incrementos, e em outra com 15
apenas, foram obtidos pelo método de comprimento de arco os resultados da figura

3.11, que nao diferem entre si:

0,8

0,6

m— ABAQUS
0,4 X 15inc

P/Eh?

0,2

0,0
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

u/R

Figura 3.11. Resultados do exemplo 3 obtidos no ABA  QUS

Fonte: Autoria propria.
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Esses resultados sao satisfatoriamente préximos aos encontrados em BELO. Com a
finalidade de facilitar a comparacdo entre autores, as duas grandezas foram
normalizadas com base em suas propriedades de entrada, conforme legenda dos
eixos.

Os resultados obtidos por BELO, Simo et al.,, o resultado analitico, e 0

resultado experimental de Taber, sédo plotados na figura 3.12.
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0 0.25 0.5 0.75 1

Deslocamento, u,/R

Figura 3.12. Resultados do exemplo 3 obtidos na lit  eratura
Fonte: Belo, 2009.

Uma comparacdo numeérica dos desvios entre resultados dos diferentes autores,
com valores do erro percentual médio referenciado no modelo analitico € mostrada

na tabela 3.3.
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Tabela 3.3. Comparacédo dos resultados numéricos do exemplo 2.

CARGA |Analitica | HiperBioCR | SIMO etal. [TABER (exp) | ABAQUS
P/Eh?2 u/R WR Em% | uR Em% | uR En% | uR Ern%
0,10 0,05 0,05 14,4/ 0,05 0,0/ 0,06 40,9 0,06 28,2
0,20 0,12 0,14 15,7, 0,10 15,4, 0,12 0,0 0,13 7,0
0,30 0,23 0,27 18,2/ 0,20 12,00 0,18 24,00 0,24 2,5
0,40 0,37 0,45 20,4/ 0,46 24,9/ 0,30 20,1 0,39 3,9
0,50 0,52 0,60 15,0 0,67 28,6/ 0,48 7,2 0,60 15,1
0,60 0,69 0,73 6,2| 0,83 21,6/ 0,59 13,5 0,78 14,0
0,70 0,87 0,85 2,9/ 0,97 11,7/ 0,80 8,5 0,93 6,9
0,76 1,00 1,01 0,7/ 1,00 0,0/ 0,93 7,4 1,01 1,3
Erro % médio: 11,7 14,3 15,2 9,9

Nota-se bons valores de erro, em comparacdo com o0s obtidos pelos diversos
autores. Inclusive um erro meédio inferior aos demais. Nota-se, ainda, tomando como
parametro de comparacao o erro médio de cada autor, que as simulacfes obtiveram

menores erros do que a analise experimental.
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4 CONCLUSOES

A abordagem tedrica do capitulo 2 mostrou a aplicacdo do MEF no vasto
campo das nao-linearidades. O preco dessa expanséo da capacidade de resolucéo
de problemas encontra-se no aumento da complexidade do método. As formulacdes
do MEF para ndo-linearidades envolvem diversas etapas adicionais as conhecidas
da teoria do MEF linear, o que as torna muito mais exigentes da capacidade
computacional fisica. Tanto o processo incremental iterativo, quanto 0s processos
algébricos matriciais caracteristicos do MEF nao-linear, tornam seu processamento
mais lento. Esse preco computacional € muitas vezes necessario, quando se
objetiva atingir resultados corretos ao se tratar dos problemas com as diversas nao-
lineares que foram definidas no capitulo 2, sob as motivacdes de pesquisa e ou
desenvolvimento industrial tratadas no capitulo 1.

De maneira semelhante a formulagdo Lagrangeana Total, a formulacdo
Corrotacional também possui uma expressiva maior complexidade do que a inerente
ao MEF linear. A partir dos resultados do capitulo 3 deste trabalho, ndo se pode
concluir em quesitos de tempo necessario para a analise, qual formulacao
apresentou melhor desempenho, se a formulacdo Lagrangeana Total, ou a
Corrotacional, pois as analises foram executadas em computadores diferentes, por
autores diferentes. No entanto, as caracteristicas seguintes puderam ser observadas:

a. a aproximacao e fidelidade da modelagem dos trés exemplos foram
muito semelhantes e apropriadas. Os resultados encontraram-se todos
abaixo do erro de 5%.

b. No exemplo 3, notou-se a qualidade generalizada das modelagens por
simulacdo computacional, inclusive a do ABAQUS deste trabalho, que
apresentaram erros muito proximos aos da literatura.

Existem também limitacbes em que as formulacbes aplicadas, ou citadas,
neste trabalho, se tornam inadequadas. A formulacdo Lagrangeana Total, tal como
foi aplicada, da maneira padrdo como o ABAQUS a executa, se mostrou insuficiente
para modelar o exemplo com descontinuidade severa do apéndice B, que apresenta
snap-through e snap-back. Ja esse mesmo exemplo foi solucionado pelo método
corrotacional com sucesso. Por outro lado, a robusta formulagdo Corrotacional

também é desvantajosa em contextos especificos de aplicacdo, como casos de
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geometrias complexas com muitos nds ou grandes deformacgdes plasticas, conforme
citado na secéo 2.4.

Neste trabalho, os objetivos tracados na secéao 1.3 de conhecer, compreender,
aplicar e analisar a formulacdo Lagrangeana Total e sua implementacdo em
programa computacional, e conhecer a formulagcdo Corrotacional foram cumpridos.
Também, a obtencdo dos valores das tensdes principais nos nés de interesse dos
trés exemplos deste trabalho foi feita com o ABAQUS. Esses dados sé&o
disponibilizados no apéndice C, e poderdo servir de referéncia para futuros

desenvolvimentos da formulag&o corrotacional no campo das tensdes.
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APENDICES

APENDICE A - Correlacdo da teoria do MEF ndo-linear com a interface
ABAQUS

A solucdo numérica auxiliada por computador possui uma série de
possibilidades de configuracdo que vao além do que foi exposto no capitulo anterior,
organizadas em submenus, muitas vezes ndo tdo frequentemente acessados
(SIMULIA).

A caracteristica principal que torna as analises do tipo aqui abordado néo-
lineares € o acionamento da opcdo Nigeom. Ao se definir uma nova etapa de
carregamento, como Estatica/ Geral, ou Estéatica/ Riks, e acionar Nlgeom,
automaticamente esta se alterando a estrutura da etapa 2 do fluxograma do MEF
anteriormente apresentado para 0 algoritmo incremental/iterativo. Essas

configuracbes essenciais a analise ndo-linear no ABAQUS séo ilustradas na figura
A.l:

1# Create Step @

Mame: m

Insert new step after

Procedure type: | General EI

Geostatic -

Heat transfer

Mass diffusion O Off (This setting controls the inclusion of nonlinear effects

Nigeom: I of large displacermnents and affects subsequent steps.)

Soils

|
Static, General ‘ = ‘

Static, Riks ] -
Vi N Maxirmum load propertionality factor: |1
IC0 b

4| L1 b [] Maximum displacement: DOF:

Stopping criteria

[Continue...l [ Cancel ]

Figura A.1. ConfiguracGes essenciais para analises com nao-linearidades no

ABAQUS
Fonte: Autoria propria.



65

Com essas opcgdes, tém se as seguintes configuracoes:

A combinacéo Static, General + NIgeom utiliza o Método de Newton Raphson

A combinacao Static, Riks + Nlgeom utiliza o Método de Comprimento de Arco, com
a equacao de Riks.

Como o comprimento de arco ndo representa diretamente uma parcela do
carregamento, ndo se tem valores exatos, controlados, dos passos de carga ao
utilizar-se Arc Length. Dessa maneira € Uutil poder observar o avanco dos
incrementos com base nas variaveis dependentes do incremento no comprimento de
arco: passo de carga e deslocamento nodal. A configuracdo desses como critério de
interrupcdo é uma ferramenta que torna possivel encerrar 0 processo incremental,
ao se atingir valores controlados de interesse. Isso € mostrado na figura A.1.

Em seguida é fundamental o ajuste do controle de carga, ou de comprimento
de arco, ao longo da andlise, para a solugcéo dos problemas especificos de MEF.

O programa computacional permite a determinagédo do tamanho dos passos
de carga, no caso de Newton-Raphson ao se fixar o tamanho dos incrementos,

como mostra a figura A.2:

Basic | Incrementation | Other
Type: Automatic @ Fixed

Maximum number of increments: | 100

Increment size: |01

Figura A.2. Janela para fixar o tamanho dos increme  ntos de carga em Newton-

Raphson
Fonte: Autoria propria.

Ou o tamanho dos incrementos de comprimento de arco, como na figura A.3:

Basic | Incrementation | Other
Type: Automatic @ Fixed

Maximum number of increments: | 100

Arc length increment | 0.1

Figura A.3. Janela para o tamanho dos incrementos d e comprimento de arco
Fonte: Autoria propria.
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Um dos grandes diferenciais das solu¢cdes por programas computacionais
comerciais, €, no entanto, o seu algoritmo incremental/iterativo que define
automaticamente os parametros para o avanco da analise, situando os incrementos
dentro de valores limites, pré-configurados pelo analista. Alguns interessantes
raciocinios sdo amplamente implementados, frequentemente com sucesso, com a
intencdo de guiar a trajetéria de solugdo por um caminho de menor esforgo
computacional, e mesmo assim, precisao suficiente. Por exemplo:

ApoOs sucessivos incrementos bem sucedidos, o solver experimenta aumentar o
tamanho do incremento em uma taxa pré determinada, para reduzir o numero de
etapas de calculo, admitindo uma boa estabilidade na regido do problema (etapa de
carregamento) onde o calculo se situa;

Apds sucessivas iteracdes, e ou incrementos sem sucesso, 0 solver procede ao
contrario, refinando a qualidade das extrapolacdes;

O comportamento do decorrer da analise € levado em conta: existem parametros de
interrupcdo da solucdo, em casos de ndo se obter convergéncia com o0 uso até o
limite pré-estabelecido de refino dos incrementos, ou o atingimento do limite do
namero de iteragdes, entre outros, que serdo expostos no final desta sec¢éo.

Naturalmente, as analises com controle automatico de incrementacdo nao
possuem normalmente um espacamento uniforme entre os dados numéricos
calculados, por exemplo, na construcdo de um diagrama. No entanto, pode-se
esperar que a quantidade de pontos para a obtencdo do mesmo grafico por
incrementos fixos, € menor, poupa-se esforco computacional.

Um feedback direto do andamento do processo incremental/iterativo do solver
pode ser acompanhado na janela“Monitor...“ do ABAQUS, gerada quando se solicita
o célculo ao solver.

O conceito tempo no MEF estatico, assim como visto no processo de
discretizacdo e linearizacdo da secao 2.3.4, assume outro significado, aqui
relacionado ao carregamento A. Isso € a traducéo das informacgdes relacionadas ao
tempo, da figura A.4. Para cada incremento, € mostrado seu tamanho, o nimero de
tentativas de equilibrar esse incremento, e de iteracdes necessarias a cada tentativa.

Anormalidades de descontinuidade também sdo mostradas.
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2% output_TCC Moniter o[- [
Job: output_TCC Status: Completed
Severe

Step Increment Aft  Discon
Tter

0 2 2 001 001 001
0.02 0.02 001
003 003 001
0.04 0.04 001
0.05 0.05 001
0.06 0.06 001
007 007 001
0.08 0.08 001
0.09 0.09 001
01 01 001
011 011 001
012 012 001
013 013 001
014 014 001
015 015 001
016 016 001
1 017 017 001

Equil Total Total Step Time/LPF
Tter Tter Time/Freq  Time/LPF Inc

B od @ e Wt e

9
10
u
12
13
14
15
16
17

e
e S =
[ L N R T

=

iLog i| Erors | Wamings | Output | Data File | Message File | Status File

Submitted: Sun Dec 06 11:15:57 2015
Started: Analysis Input File Processor
Completed: Analysis Input File Processor
Started: Abaqus/Standard

Completed: Abaqus/Standard

Completed: Sun Dec 06 11:16:45 2015

Search Text

Text to find: Matchcase [l Net f{} Previous

Figura A.4. Janela monitor do ABAQUS

Fonte: Autoria propria.

Essa é a interface de monitoramento mais acessivel ao analista no ABAQUS.
No entanto detalhes mais especificos de cada iteracdo na analise sdo acumulados
no Message File, onde se obtém um relatério mais preciso e quantitativo dos
resultados do processo incremental/iterativo. Nesse relatorio também sao
informados os critérios de decisdo, as diversas tolerancias estabelecidas pelo
programa computacional, em analogia ao item 6. do ciclo iterativo, o residuo das
forcas, comentado anteriormente.

Ha inumeros critérios, fatores de correcao e tolerancias para tomadas de deciséo do
software em eventos muito especificos. Sao divididos em critérios para forcas e
critérios para momentos.

Em vista da teoria aqui exposta, e do conhecimento da existéncia de diversos
parametros de controle do processo incremental, deseja-se saber se também esses
diversos parametros de automatizacdo, com enfoque na tolerancia ao residuo do
equilibrio de forcas, podem ser alterados no ABAQUS. Sim, eles podem. Essa é, no
entanto, uma intervengdo normalmente desnecessaria, e de alta responsabilidade
técnica, que requer um pleno conhecimento do que esta sendo feito. Exatamente por
Isso, existem em todas as janelas de configuracao, a opgao de reconfigurar o solver

para o seu estado padrao original.
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Ao desejar-se alterar a tolerancia de aceitacdo do residuo das iteracdes,
deve-se no ambiente Step recorrer a aba Other, General Solution Controls, Edit, e

escolher a etapa cujos critérios iterativos se deseja reconfigurar.

A adverténcia da figura A.5 é exibida lembrando da frequente desnecessidade
da customizacgédo dos controles de solugao.

{b Abaqus @

WARNING: Customized general solution controls are not needed in most nonlinear analyses,
However, if extrerne nonlinearities occur, customized controls may be needed to obtain

a selution. Refer to the Abaqus/Standard User's Manual for a discussion of the

types of problems that may cccur and the general solution controls that can be customized to
overcome these problems, General selution controls are intended for experienced analysts and
should be used with great care,

Refer to context-sensitive help for a description of parameters shown
in the general soluticn controls editor,

V| 5how this warning next time

Figura A.5. Adverténcia ao customizar controles de solucao
Fonte: Autoria propria.

No entanto, a principal causa de usuarios com solidos conhecimentos desse
tipo de andlise recorrerem a essa customizacéo, € a ocorrencia de néo linearidades
extremas. Nesse novo ambiente, pode-se notar a grande complexidade do impacto
causado na analise ndo-linear automatica através do controle dos seus diversos

parametros, que sdo mostrados de maneira generalizada na figura A.6.



1# General Solution Controls Editor @
Step: Step-1 (Static, Riks)
@ Propagate from previous step

Reset all parameters to their system-defined defaults
Specify:

Propagated values shown below:

: Time Constraint | Line Search

| Incrementation | Equations Control
R 0.005
o 0.01
R 0.02
e 1E-005
or 0.001
R 1E-008
Cf 1
ef 1E-005
€3 1E-008
i

OK Cancel
Figura A.6. Parametros de controle da analise ndo-I  inear automatica

Fonte: Autoria propria.

Pode-se exemplificar a atuagéo dos seguintes parametros:

R§ - Critério de convergéncia de residuo;

C% - Critério de convergéncia para correcdo da solugd  o;

R7 - Critério de convergéncia alternativo, apds limite de iteragcdes préestabelecido;
e* - Critério de flux zero;

cZ - Critério de convergéncia especifico para par maior incremento e correcao da
solugéo;

R} - Critério de convergéncia especifico para caso especifico linear;

Cr - Fator de conversdo quando um field € de magnitude desprezivel;

ef* - Critério de flux zero comparado & média do maior flux da etapa da analise;

eg - Critério especifico para incremento de deslocamento nulo;

q* - Valor do flux médio
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Dentre esses parametros, o programa computacional esclarece que somente 0s aqui

destacados em negrito sdo mais frequentemente necessarios.

Os controles da figura A.7 também podem ser relevantes:

%+ General Sclution Centrols Editor @
Step: Step-1 (Static, General)
@ Propagate from previous step

Reset all parameters to their system-defined defaults

Specify:

Propagated values shown below:

Field Tlme Constraint | Line Search
Equations | Incrementation ;| Equations | Contral
Time
Incrementation
5 I 4
ore IH 8
Mare
More

Figura A.7. Controles adicionais de incrementagao
Fonte: Autoria propria.

* lp € 0 numero de iteracbes de equilibrio, sem descontinuidades severas, depois das
quais € feita checagem se os residuos estdo crescendo apds duas iteracdes
consecutivas.

* Ir € 0 nimero de iteracdes de equilibrio, sem descontinuidades severas, depois das

quais € iniciada a checagem logaritmica da taxa de convergéncia.

Nota-se uma maior complexidade e variedade de parametros exclusivos do

programa computacional e seus algoritmos, que nao serdo tratados em detalhe
neste trabalho.
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APENDICE B - Um caso de insensibildade & instabilid ade do Snap-Through

Executou-se o problema 6.2.4, de carregamento pontual sobre o centro de
uma casca delgada convexa, da tese de Belo (2009, p. 128) no ABAQUS, conforme

a Figura B1.

v=0.3 h=6.350ul2.7mm
R =2540mm p=02rad

Figura B.1. Exercicio da literatura para o exemplo  de snap-back
Fonte: Belo, 2009.

Com a espessura mais fina, de 6,35, obteve-se tanto para o procedimento de
Newton Raphson com 100 passos de carga, quanto para o método de Comprimento
de Arco com a equacgdo de restricdo de Riks e 170 passos de incremento, 0S
mesmos resultados, utilizando todas as outras configuragcdes padrdo do ABAQUS. A

figura B.2 ilustra os resultados obtidos.

0,8
0,4
o == Riks
o == New.-Rap.
0,0
0 6 12 18 24 30
-0,4

u2

Figura B.2. Resultados obtidos no ABAQUS para o exe mplo de snap-back

Fonte: Autoria propria.
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Este resultado apresenta comportamento ascendente semelhante ao da
literatura, e valores iniciais e finais proximos. No entanto diverge muito severamente
do comportamento esperado, como se estivesse amortecido. Nem sequer apresenta
Snap-Through. Esse exemplo ilustra as dificuldades com as quais se é deparado,
guando diante de problemas de n&o-linearidades severas, experimenta-se a solucéo
através de configuragfes ordinarias do solver para casos menos extravagantes. A
figura B.3 ilustra o comportamento correto de snap-back para esse problema.
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Figura B.3. Resultados obtidos na literatura para o exemplo de snap-back
Fonte: Belo, 2009.

Este caso exemplifica as restricbes que as modelagens de elementos finitos
possuem, caso em que a formulagcéo Corrotacional pdde solucionar sem problemas.
Muitas vezes as configuracdes padrao com as quais 0s programas computacionais
tentam solucionar os problemas de MEF n&o-linear, mesmo ao se utilizar um modelo
mais robusto como o de Riks, ndo levam diretamente a solucdo. Neste caso
possiveis alteracdes das configuracdes do programa computacional permitiriam uma
melhor aproximagéo do comportamento do problema, procedimento este que, no

entanto, foge ao escopo deste trabalho.
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APENDICE C — Tensdes principais dos exemplos do Cap  itulo 3

Nos trés exemplos do capitulo 3, foram obtidas as tensdes principais através
do ABAQUS. Os nés para os quais sao apresentadas as tensdes principais a seguir,
sdo 0s mesmos nos de interesse dos exemplos do capitulo 3, para os quais também
sdo apresentadas no capitulo 3 os deslocamentos nodais em diagramas.

A tabela C.1 apresenta as tensdes principais do exercicio 1.

Tabela C.1. Tensdes principais do exemplo 1.

Minima Principal
-1.419.570

Média Principal
377.017

Méaxima Principal
1.759.153

A tabela C.2 apresenta as tensdes principais do exercicio 2.

Tabela C.2. Tensdes principais do exemplo 2.

Minima Principal
-184.207
-319.686

Méaxima Principal
196.366 0
Z 317.212 0

Média Principal

E interessante notar, ao correlacionar esses resultados com os da sec¢éo 3.2, que o
ndé que mais se deformou € o que possui as tensées de modulo menor. Isso revela
gque a geometria assumida ap6s o carregamento do exemplo 2 altera

expressivamente a rigidez local dos elementos.

A tabela C.3 apresenta as tensdes principais do exercicio 3.

Tabela C.3. Tensdes principais do exemplo 3.

Méaxima Principal

Média Principal

Minima Principal

3,355

2,789

-2,438

Observacéao: os valores em modulo séo inferiores a 10 unidades.




