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RESUMO
MACHADO JR, Waldir Mariano. Aplicacdo da Metodologia Numérica “Fast
Bounds Crack” para uma Estimativa Eficiente da Evolug¢ao do Tamanho de
Trinca. 2015. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) - Programa de Pés-Graduacéo
em Engenharia Mecénica e de Materiais, Universidade Tecnolégica Federal do
Parand, Curitiba.

Uma parte significativa da vida de um componente mecéanico pode ocorrer com a
propagacdo de trincas em fadiga. Atualmente, dispbe-se de varios modelos
matematicos para descrever o comportamento do crescimento da trinca. Esses
modelos sao classificados em duas categorias em termos da amplitude de tenséo:
constante (CAC) e variavel (CAV). Em geral, esses modelos de propagacdo séo
formulados como um problema de valor inicial (PVI) e, a partir disso, a curva de
evolucdo da trinca é obtida através da aplicacdo de um método numérico. Nesta
dissertacdo apresentou-se a aplicacdo da metodologia “Fast Bounds Crack” para o
estabelecimento das func¢des cotas superior e inferior para modelos de evolugéo do
tamanho de trinca. O desempenho desta metodologia foi avaliado através do desvio
relativo e tempo computacional, em relacdo as solu¢cdes numéricas aproximadas
obtidas pelo método de Runge-Kutta de 4° ordem explicito (RK4). Atingiu-se um
desvio relativo maximo de 5,92% e o tempo computacional foi, para os exemplos
resolvidos, 130000 vezes superior ao tempo obtido pelo método do RK4. Realizou-se,
ainda, uma aplicacdo de Engenharia para a obtencdo de uma solu¢cdo numérica
aproximada, a partir da média aritmética das cotas superior e inferior obtidas na
metodologia aplicada neste trabalho, quando ndo se conhece a lei de evolucéo. O erro
relativo maximo encontrado nessa aplicacao foi de 2,08% o que comprova a eficiéncia

da metodologia “Fast Bounds Crack”.

Palavra-chave: Modelos de evolugdo do tamanho de trinca. Cotas para a evolugéao

do tamanho de trinca. Método de Runge-Kutta. Série de Taylor. “Fast Bounds Crack”.



ABSTRACT
MACHADO JR, Waldir Mariano. Application of Numerical Method "Fast Bounds
Crack" for a Estimate Efficient Evolution of Crack Size 2015. Dissertacéo
(Mestrado em Engenharia) - Programa de Pos-Graduacdo em Engenharia Mecanica

e de Materiais, Universidade Tecnolodgica Federal do Parana, Curitiba.

A significant part of the life of a mechanical component occurs, the crack propagation
stage in fatigue. Currently, it is had several mathematical models to describe the crack
growth behavior. These models are classified into two categories in terms of stress
range amplitude: constant and variable. In general, these propagation models are
formulated as an initial value problem, and from this, the evolution curve of the crack
is obtained by applying a numerical method. This dissertation presented the application
of the methodology "Fast Bounds Crack" for the establishment of upper and lower
bounds functions for model evolution of crack size. The performance of this
methodology was evaluated by the relative deviation and computational times, in
relation to approximate numerical solutions obtained by the Runge-Kutta method of
4th explicit order (RK4). Has been reached a maximum relative deviation of 5.92% and
the computational time was, for examples solved, 130,000 times more higher than
achieved by the method RK4. Was performed yet an Engineering application in order
to obtain an approximate numerical solution, from the arithmetic mean of the upper
and lower bounds obtained in the methodology applied in this work, when you don’t
know the law of evolution. The maximum relative error found in this application was

2.08% which proves the efficiency of the methodology "Fast Bounds Crack".

Keywords: Evolution models of crack size. Bounds for the evolution of crack size.

Runge-Kutta method. Taylor series. “Fast Bounds Crack”.
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1 INTRODUCAO

A mecanica da fratura linear elastica € uma das abordagens usadas para
quantificar o dano em fadiga e estuda o fendbmeno da propagacdo de trinca nos
materiais. A trinca pode estar presente no material desde o seu processo de
fabricacdo, ou pode surgir em decorréncia de carregamentos dinamicos, e a falha
devido a sua propagacéo é caracterizada como uma fratura fragil.

O conceito de fadiga segundo Dieter é:

Desde 1850, é conhecido o fato de que um metal submetido a uma
tensdo repetida ou flutuante rompera a uma tensdo muito inferior
aguela necessaria para ocasionar fratura devido & aplica¢cdo de uma
carga estatica. As falhas mecéanicas decorrentes destas condi¢fes de
carregamento dinamico sdo chamadas falhas por fadiga (DIETER,
1981, p. 344).

Na literatura técnica, podem ser encontrados varios modelos de propagacao
de trincas, tais como os de Paris-Erdogan, Forman e Collipriest, que serao tratados
neste trabalho. Esses modelos sdo matematicamente formulados como problemas de
valor inicial (PVI), e sdo particularmente apropriados para 0sS casos em que se
conhece explicitamente o fator de intensidade de tenséo (FIT).

Para obter a solucdo aproximada do PVI formulado com os problemas
mencionados, neste trabalho, sera utilizado o método numérico de Runge-Kutta de
quarta ordem (RK4). Dai a importancia de estudar o processo de crescimento e
propagacdo de trincas. Varios modelos matematicos foram desenvolvidos para
descrever o comportamento do crescimento da trinca sob a condi¢cdo de amplitude de
tensdo constante (CAC). E para a resolucdo desses modelos sera utilizada a
metodologia “Fast Bounds Crack” (FBC). Esta metodologia determina as fungbes
cotas superior e inferior para os modelos mencionados acima, as quais se envelopam
a solucao numérica aproximada, que nesse caso foi considerada como solucéo exata.
Essas fun¢des cotas superior e inferior foram obtidas através da expansao da série
de Taylor, retendo os termos de 22 ordem, com resto de Lagrange (SILVA JUNIOR et
al., 2015).

Além disso, far-se-4 a comparagao de tempo computacional da solucéo obtida
pela metodologia (FBC) com a solucéo obtida pelo método RK4, para comprovar a
eficiéncia computacional da metodologia.
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1.1 OBJETIVOS

Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é a determinacdo de cotas para modelos de
evolucdo de trincas de Paris-Erdogan, Forman e Collipriest, através metodologia
(FBC), computacionalmente eficiente utilizando métodos matematicos convencionais

ou simulacdo numeérica.

Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho séo:
1. Aplicacdo da metodologia (FBC) para os modelos de Paris-Erdogan,
Forman e Collipriest;
Implementacdo computacional das cotas superior e inferior;
3. Simulagdo numérica e avaliagéo dos resultados.
4. Estabelecimento das cotas superior e inferior para o tamanho de trincas

para os modelos mencionados.

1.2 JUSTIFICATIVA

Uma parte significativa da vida de um componente mecanico ocorre na etapa
de propagacéo de trincas, (BANNANTINE et al, 1989). Dai a importancia de estudar o
processo de crescimento e propagacao de trincas. Varios modelos matematicos foram
desenvolvidos para descrever o comportamento do crescimento da trinca sob a
condicdo de amplitude de tensdo constante (CAC). O mais simples e difundido na
comunidade cientifica € o modelo de Paris-Erdogan (PARIS & ERDOGAN, 1963). Os
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modelos matematicos para evolucao de trinca sao definidos por um problema de valor
inicial (PVI) mostrado na equagéao 1.1:
Encontrar a € C ([Ny, N,]; R), tal que:

(55) (V) = h(a, aK) VN € (N,, Np); (1D
a(No) = ao.
Sendo:
d , :
. ﬁ — taxa de crescimento da trinca;

e N —numero de ciclos;

e h—lei de evolucéo;

e a—um vetor de parametros (especificos para cada modelo);

e AK —variacao do fator intensidade de tensao, definido pela equacao 1.2,

AK = Kpix — Kmin- (1.2)
Assim K,z € Ky, SA0 0S valores maximos e minimos do fator de intensidade de
tensao (FIT).

O trabalho apresenta uma metodologia, na qual serdo realizadas estimativas
adequadas, para a representacdo da funcdo de evolucdo do tamanho de trinca,
através da série de Taylor, retendo os termos de segunda ordem com resto de
Lagrange para os modelos mencionados.

As cotas propostas possuem a seguinte forma:

ac;(N) < a(N) < acs(N),V N e [Ny, N,]. (1.3)
Deste modo a,(.), a(.), acs(.) funcdes das cotas inferior e superior e, do tamanho da
trinca, respectivamente (SILVA JUNIOR et al., 2015).

Para avaliar a metodologia proposta serdo implementadas solucdes
numeéricas via método de Runge-Kutta de 4° ordem explicito. Para a implementacéo
desses métodos, serd utilizada a ferramenta computacional o MATLAB (TREFETHEN,
2000).

1.3 ESCOPO DO TRABALHO

Este projeto de pesquisa esta estruturado em cinco capitulos. No primeiro

capitulo, ttm-se uma introducéo sobre o assunto, 0s objetivos a serem alcangados e
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a justificativa. O segundo capitulo é uma reviséo bibliogréfica sobre Fadiga, Mecéanica
da Fratura, Modelos de Propagacéao de Trincas CAC e Métodos Numéricos. O terceiro
capitulo apresenta a formulacdo da metodologia proposta no estudo. O quarto capitulo
expOe os resultados numéricos, obtidos pela aplicacdo da metodologia proposta. O
quinto capitulo traz a concluséo sobre o trabalho, tal como sugestdes para trabalhos

futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definicbes fundamentais sobre a
fadiga em metais, mecanica da fratura linear elastica, modelos de propagacédo de

trincas e métodos numéricos.

2.1 FADIGA

A definicdo de fadiga segundo a ASTM é:

Processo progressivo e localizado de modificagBes estruturais
permanentes ocorridas em um material submetido a condi¢cdes que
produzem tensdes e deformacgdes ciclicas em um ponto ou em varios
pontos e que pode culminar em trincas ou fratura apés um ndmero
suficiente de ciclos (ASTM, 2000, p. 1034).

Muitos componentes mecanicos e estruturais estdo sujeitos a esforcos
mecanicos que variam de posicao, direcdo e intensidade em funcédo do tempo. No
decorrer da vida desses componentes, ocorre uma perda gradativa da resisténcia
mecanica, culminando na falha. Quando um componente € submetido a um
carregamento ciclico, trincas sdo nucleadas em pequena escala. Posteriormente,
ocorre um crescimento significativo dessa trinca por fadiga, levando o componente a
uma falha. Investigacfes microscopicas mostraram que a nucleacdo de trincas por
fadiga sO se manifesta, inicialmente, através de micro trincas geradas nas bandas de
deslizamento (SCHIJVE, 2001). A vida de um componente submetido a fadiga
desenvolve-se em trés etapas: nucleacao de trincas; propagacao de trincas; e falha

por fadiga. A figura 2.1 apresenta, esquematicamente, essas etapas.

deslizamento nucleagio crescimento crescimento falha
ciclico > da trinca i micro da trinca > macro da trinca T final
& periodo inicial ><periodo de crescimentc>
Kt K ch Kc
fator concentrador de tensao fator intensidade tenacidade
de tensao a fratura

Figura 2.1 — Diferentes etapas na vida por fadiga e fatores relevantes
Fonte: adaptado Schivje (2001)
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O entendimento das etapas da fadiga é fundamental para a definicdo dos
fatores que influenciam o crescimento das trincas por fadiga. Este mecanismo é
influenciado por varios fatores: natureza cristalografica do material; efeitos da
superficie; tipo e dindmica do carregamento; tensdo cisalhante; temperatura; entre
outros (SCHIJVE, 2001). A figura 2.2 fornece as varias fases do desenvolvimento e

crescimento das trincas.

comprimento
da trinca

vida inifita
ﬁ 1m

100 mm — detectado
pelo N.D.l.

10 mm | inicio do defeito

macro trincas

A 1mm—

propagagao de limite
de trincas

100 pm iniciodas T —------" 2 777"
incluses -

} nio problemas

10 ym -

micro trincas

1pum
A H

inicio da
100 nm [~ superficie polida

V sem trinca por nucleagao
L 1 1 S SR S S L

nucleagao

<}—distancia atémica
0.1 nm | | L
20 40 60 80 100

porcentagem da vida em fatiga
Figura 2.2 — Diferentes fases para o crescimento da trinca por fadiga
Fonte: adaptado Schivje (2001)

Segundo Beghinil et al. (1997), para uma avaliacdo segura de estruturas
solicitadas ciclicamente, que contém trincas, deve-se relacionar a taxa do crescimento
da trinca com o fator de intensidade da tens&o. Jones et al. (2011), utiliza o modelo
de Frost—Dugdale para a previsdo de trincas em aeronaves. Esse modelo serve para
uma ampla gama de materiais utilizados nas aplicac6es aeroespaciais. Maderbacher
et al. (2013), observa que a resisténcia a fadiga € influenciada diretamente pela
temperatura de trabalho, pelas tensdes desenvolvidas e pelo tamanho de grdo da
microestrutura.

A compreensdo do processo de crescimento da trinca é necessaria para
prever o tempo de vida e manutencdo dos componentes. O crescimento da trinca esta

intrinsecamente ligado ao seu tamanho, pois, quanto maior o tamanho da trinca, maior
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é o crescimento (KOBAYASHI et al., 2011). Existem varios modelos matematicos para
a previsédo da evolugdo do tamanho de uma trinca, entre eles, citam-se o de Paris-
Erdogan, Elber, Huang, Priddle, Collipriest, Forman, entre outros (BEDEN et al., 2009;
ZHAN et al., 2014).

Com isso, a figura 2.3 apresenta as trés regides da taxa de crescimento das
trincas em funcdo da variagdo da tensdo de forma genérica. A regido | refere-se ao
inicio da formacéo da trinca e da sua propagacéo, que é da ordem de 10-° mm/ciclo.
Essa etapa € influenciada pelo tamanho do gréo, pela tensdo média gerada pela carga
aplicada e a temperatura ambiente. Um fato importante dessa regido é a existéncia
de um valor numérico para o fator de intensidade de tenséo, abaixo do qual as trincas
ndo se propagam. Este é denominado 4K;, e € determinado experimentalmente
(BEDEN et al., 2009). Na regiéo Il, a zona plastica na frente de trinca € grande quando
comparada com o tamanho do grdo. Nesta regido o comportamento da relacao
log (da/dN) x log (AK) é, aproximadamente, linear, sendo que a taxa de crescimento
da trinca varia de 10 a 103 mm/ciclo e o crescimento da trinca é estavel (BEDEN et
al., 2009). Na regido Ill, observam-se taxas bastante elevadas de crescimento da
trinca. A curva log (da/dN) x log (AK) torna-se ingreme aproximando-se da sua

s

assintota que é definida pela tenacidade a fratura K., que, no grafico, esta

representada  como K,:;, =K.. Nessa regido o0 comportamento €,
predominantemente, instavel (BEDEN et al., 2009).
10° o =
Regido I Regiao ll Regigao Il
107 —
A0} -~~~ --mmmmmmmmee oo -
T 1 —
3 |
z |
T 10" b
1] 1
T 1
10* v
10° i
10* | :
[ T (log) Ak
extrapolagao max=ke
Ak<Aktn Aktn O

Figura 2.3 — Tré regioes da taxa de crescimento da trinca em fungédo da AK

Fonte: adaptado Schivje (2001)
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Na literatura, podem ser encontradas varias leis de evolu¢cdo que permitem
prever a propagacdo de trinca nas suas diferentes etapas. Nas proximas secoes,
serdo apresentadas definicdo de Mecanica da Fratura e alguns modelos matematicos

de propagacéao de trincas.

2.2 MECANICA DA FRATURA

A Mecanica da Fratura (MF) assume que o material de um componente em
analise possui uma trinca. A partir disso, com essa consideracéo, 0s objetivos séo: (i)
determinar se este defeito no material vai leva-lo ao colapso; (ii) avaliar a condicéo de
seguranca do componente. A MF divide-se em: Mecanica da Fratura Linear Elastica
(MFLE) e Mecénica da Fratura Elasto-Plastica (MFEP). Na figura 2.4, apresentam-se

as trés geometrias de abertura de trincas.

- -k — 7
1
Modo | - Tracéo Modo Il — Modo Il —
Cisalhamento Cisalhamento
Frontal Paralelo

Figura 2.4 — Trés modos de abertura de trinca
Fonte: adaptado Schivje (2001)

O modo | refere-se a tensao de tracao. Esse € o modo usual para o teste de
tenacidade a fratura. O modo Il (cisalhamento frontal) refere-se a uma tensédo de
cisalhamento aplicada no plano da trinca normal a aresta frontal da trinca. O modo Il
(cisalhamento paralelo) é para tensdes cisalhantes aplicadas paralelamente a aresta
frontal da trinca. O carregamento associado ao modo | € a situa¢cdo mais agressiva.

Para este modo, a falha no componente € caracterizada pelo mecanismo de clivagem,
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levando o material a uma ruptura fragil, com pouca absor¢ado de energia no processo

de fratura.
Mecanica da Fratura Linear Elastica

A MFLE descreve a intensidade e a distribuicdo do campo de tensfes na
vizinhanga da frente da trinca (“ponta da trinca”), fazendo uso das hipoteses
relacionadas a elasticidade linear:

e Material elastico linear, isotrépico e homogéneo;

e Pequenas deformacdes;

e Estado plano de deformacdes e tensoes;

e Geometrias de abertura de trincas;

e Material fragil.

Griffith, 1920, estabeleceu que um material fragil apresenta uma populagéo
de pequenas trincas que causam concentragdo de tensdes, e que “uma trinca se
propagara quando a diminuicdo da energia elastica de deformacao for pelo menos
igual a energia necessaria para criar a nova superficie da trinca”, (DIETER, 1981).
Griffith desconsiderou a espessura da placa, passando a tratar o problema como um
estado plano de tensdes. A geometria da trinca é eliptica, e tem-se tanto trinca interna
como superficial, mudando apenas o comprimento delas, porém, o efeito de ambas é
0 mesmo. A equacéo 2.1, proposta por Griffith, determina a tensdo necesséria para
que a trinca se propague.

_ 2Eys
o= /—na. (2.1)

Sendo, o atensdo necessaria para a propagacao da trinca, E 0 médulo de elasticidade
do material, ys a densidade de energia da superficie e “a” metade do tamanho da
trinca.

Em 1940, Irwin aprimorou os trabalhos de Griffith, desenvolvendo teorias para
0s materiais ducteis e, em meados de 1950, mostrou que as tensdes proximas a frente
de trinca séo, de forma geral, representadas pela equacgéo 2.2 (BANNANTINE et al,
1989).
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K
0ij(1,8) = —1;;(6). (2.2)
Assim que r e 6 sdo coordenadas polares da localizacdo do ponto de interesse em

relacdo a frente da trinca e K o fator intensidade de tensdo (BANNANTINE et al, 1989).

A figura 2.5 mostra a frente de trinca.

S

N O

, Oy 4, To
#D\ ﬁﬁ b o
0

2a B

Ponta da trinca

EEREE
s

(a) (b)
Figura 2.5 — (a) Placa infinitano modo | de abertura de trinca. (b) Estado plano de tensfes de um
elemento de area, na vizinhancga da trinca.
Fonte: adaptado Schivje (2001)

As componentes de tensao para uma placa infinita, fina, de um sélido elastico,
na frente da trinca, em termos das coordenadas, indicadas na figura 2.5, sdo dadas

pelas seguintes equacdes (DIETER, 1981).

K 0 0 30
Oy (1,0) = = €08y (1 — sen_sen 7) ; (2.3)

K 0 0 30
Tyy (r,0) = €055, (1 + sen—sen 7) ; (2.4)

o) = K 6 6 36
Tyy(r,0) = T Sen 5 €0s 5 cos . (2.5)

Irwin demonstrou que o fator de intensidade de tensées € um componente
adequado para descrever a distribuicdo de tensées em torno da trinca. Se duas falhas
de diferentes geometrias tém o mesmo valor numérico para o FIT, entdo o campo de
tensGes em torno de cada uma das falhas é idéntico.

O FIT pode ser determinado pelo carregamento aplicado, tamanho e a forma
da trinca e pela geometria do componente, a forma geral do FIT é dada pela equacéo
2.6,
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K(a) = f(@)ovma. (2.6)

Deste modo “c” corresponde a tensdo nominal aplicada, "a” € o tamanho da trinca e

“f(a)" é a fungéo de correcdo do FIT.

2.3 MODELOS DE PROPAGACAO DE TRINCAS

A analise do crescimento de uma trinca em um componente sujeito a um
carregamento que gere uma amplitude de tensdo constante (CAC) é a mais simples
de se realizar. No CAC, o histérico do carregamento € desconsiderado. Ha varios
modelos capazes de representar a evolugcédo do crescimento de uma trinca. Contudo,
eles variam nos fatores que influenciam a propagacao de trincas e no numero de
parametros para o ajuste dos dados experimentais da curva, propostos pela lei de
evolucdo. A funcdo que define este comportamento denotar-se-a, neste trabalho, por

“Lei de Evolugao”.

Modelo de Paris-Erdogan

O modelo de Paris-Erdogan, (PARIS e ERDOGAN, 1963), é expresso pelo
seguinte PVI.
Determinar a € C[Ny, N;|; R* tal que:
(&) ) = cp (Vra@f(aN)aa) YN € (No, Ny); (2.7)
a(N,) = a,.
Sendo Cp, mp 0 coeficiente e o expoente da Lei de Paris, N o numero de ciclos, ag 0
tamanho inicial da trinca e Ao a variacéo da intensidade de tenséao.

A equacdo representa o comportamento linear do grafico log (da/
dN) x log (AK) ou seja, a regido Il do gréafico. A limitagcdo da Lei de Paris esta no fato
de que ela s6é descreve o comportamento para a regido Il e ndo considera o efeito da
tensdo meédia. Nas regides | e Ill, 0 modelo de Paris ndo € capaz de ajustar os dados

experimentais obtidos nessas regides.
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Modelo de Forman

O modelo de Forman, (FORMAN et al., 1967), € expresso pelo seguinte PVI,
mostrado na equacéao 2.8,

Determinar a € C[Ny, N;]; R* tal que:

da G (Vra)f (a(N))Aa)mF N € (VN 28)
W B (1 - R)(Kc - Kméx)
a(N,) = a,.

Embora Walker (1970) tenha modificado o modelo de Paris com a introducao
da razédo de tensdo (R), nenhum desses dois modelos descreve a instabilidade do
crescimento da trinca que ocorre quando o fator de intensidade de tenséo se aproxima
de um valor critico, K;.. Por isso, Forman propds um modelo que descreve a regiao |l
e Ill do diagrama log (da/dN) x log (AK). Forman experimentou o seu modelo para
as ligas de aluminio 2024-T3 e 7075-T6. O modelo de Forman € dado pelas seguintes
equacdes (FORMAN, 1967),

da Cr(AK)™F _ Cpak)™F~1 )
dN  (1-R)(Ke—Kmay) = XKe 1 (2.9)
Kméx
Oou ainda
da Cr(AK)™MF
= Crlak) (2.10)

dN ~ (1-R)K.—-AK"
Assim Cr e my parametros do modelo de Forman, K,,4,0 fator intensidade de tenséo

maximo e, K, a tenacidade a fratura do material.

Modelo de Collipriest

O modelo de Collipriest, (COLLIPRIEST, 1972), € expresso pelo seguinte PVI,
mostrado na equagéao 2.11,
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( Determinar a € C1[N,, N;]; R* tal que:
i § \
. (,/na(zv f(a(N))Aa)
1 - R)K_ AK,
44 NY = CK.AK,y) Fexp | in (— : h=14 ( . >
Jan (V) = ClKAK )2 exp "(Abgh) tan ((1 R)K') ,
AK;p,
\ J
VN (NOJNI);
\ a(N,) = a,. (2.11)

O modelo de Collipriest, proposto em 1972, € capaz de descrever as trés
regibes do diagrama log (da/dN) x log (4K), da figura 2.3. Sua lei € representada
pela equacédo 2.12 (BEDEN et al., 2009),

] < AK? )
" G=RKcAK,y,
(1-R)K¢
ln( AKtp )

Deste modo C e m parametros da equacao de Collipriest, K. a tenacidade a fratura,

d m K¢ 3 -
ﬁ = C(K.AK.)zexp |In (A )2 tanh™1

2.12
Ko (2.12)

AK,, o valor inicial de tensdo, abaixo da qual as trincas em formacdo ndo se
propagam. Mesmo tendo um numero elevado de parametros, a equacao representa

adequadamente as trés regides do grafico para a evolucao da trinca.

2.4 METODOS NUMERICOS

Ha varios problemas na engenharia que sao formulados por Equacdes
Diferenciais Ordinarias (EDO). Em geral, sdo poucas aplicacdes praticas em que €
possivel se obter uma solucao exata. Portanto, utilizam-se métodos numeéricos para a
obtencéo de solu¢cBes numéricas aproximadas. Uma EDO é uma equacéao diferencial
cuja solucao depende de apenas uma variavel. A ordem da EDO é definida pela ordem
da maior derivada na equacao.

Se tivermos uma equacéao diferencial (ED) de ordem m > 1, e se tanto a
funcdo como as suas derivadas até a ordem m — 1 sdo especificadas em um ponto,
temos um problema de valor inicial (PVI1). Formulamos o PVI de ordem 1 pela equacgéo
2.13,
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{y’ = f(x,y(x)),Vx € RY;
y(x5) = Yo.
Existem varios métodos numéricos para a solucdo do PVI, no entanto, sera

(2.13)

discutido na préoxima secdo o método de Runge-Kutta. Esse método sera utilizado
para a obtencdo da solucdo numérica aproximada dos PVI's dos modelos de

propagacéo de trinca deste trabalho.

Método de Runge-Kutta Explicito

O método de Runge-Kutta € simples e de facil aplicacdo para se obter
solucbes de PVI. Ele engloba os métodos de Euler e Euler Aprimorado. Também é
conhecido como método classico de Runge-Kutta de quarta ordem. A grande
vantagem desse método esta na sua precisao, pois é de ordem 4, quando comparado
aos meétodos de Euler (BOYCE et al., 2006). O método propde que seja feita a particao
do dominio. Essa particdo trata-se de uma cisdo do intervalo em subintervalos. Os
pontos extremos dos subintervalos sdo denominados de nos. A particdo pode ser
regular ou ndo, a diferenca esta em que na regular os subintervalos sédo iguais, ou
seja, ttm a mesma dimensao.

Basicamente, a proposta do método do RK4 é calcular o valor da funcéo
incognita, a partir de uma média ponderada das derivadas de ordem 1 da funcdo. A
equacao dos valores de f (x,y) em pontos diferentes no intervalo de x , < x < x,41

e, é resultante da seguinte expressao,

(Vns1 = Yn + (%) (kn1 + 2knz + 2kpns + kny);
kn1 = hf (en, yn);
\ knz = hf (xn +2hyn + ;hkm); (2.14)
kng = Bf (i + 2 h, Yo + 5 hkn);
\ Kna = Bf (Xn + h, Y + hkys).

Sendo, k,,; 0 coeficiente angular no extremo esquerdo do intervalo, k,,, € o coeficiente
angular no ponto médio, k,; é a segunda aproximagdo no ponto médio e, k,, € 0
coeficiente angular em x, + h. A soma de (k,4 + kny + kns + k,4)/6 pode ser

interpretado como um coeficiente angular médio.
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Equacgbes de Runge-Kutta para os modelos de propagacao.

As funcbes que definem as cotas serdo utilizadas para a solucdo de 3
exemplos. As equacdes dos modelos de Paris-Erdogan, Forman e Collipriest ndo séo
separaveis, com isso, ndo é possivel a determinacdo do tamanho de trinca para
qualquer numero de ciclos. Entretanto, como a solucdo exata da equacao é limitada
para um numero de problemas devido ao fator intensidade de tensao. Por isso utiliza-
se uma solucdo numérica aproximada pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem
(RK4). As equagtes de Runge-Kutta para os modelos ficam.

r(kl)Paris = ANCp (AO-\/ Tay k)mPF
ANCy (Ao [maef)" "

(k1) Forman = (- R)K, - Aa\/n_akfk; (2.15)

4 [ (ﬁkAa))

m % (1 - R)K.AK,,
(kl)Collipriest = ANC(KCAKth) 2 exp In <AKth tanh _ R)KC
| ln —AK |
\ * )

Assim, ai_a(Ny), fx = f(ay) € AN = Ny - N, {0,1,...,N}. A funcdo f, = f(ay) vai
depender da geometria da trinca e do tamanho da trinca. Essa funcéo depende do
tamanho da trinca e da largura do componente, "a," e "b". Para placa com largura
infinita, a funcdo é igual a 1 e, para componentes finitos h& formulagdo matematica

para se determinar essa funcao.
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3 ESTABELECIMENTO DAS COTAS INFERIOR E SUPERIOR PARA
EVOLUCAO DO TAMANHO DE TRINCA

Este capitulo apresenta as fun¢des cotas superior e inferior para os modelos
de propagacéo de trincas de Paris-Erdogan, Forman e Collipriest (SANTOS, 2015). O
primeiro pela sua relevancia. O segundo, pois, abrange tanto a regiéo Il e Il do gréafico
do crescimento de trinca e, o terceiro porque incorpora as trés regides do gréafico. Para
a obtencéo dos resultados numéricos, implementou-se um codigo computacional, em
um computador com Intel Core i7-4510U de 2,60 GHz e meméria RAM de 8,00 GB. A

versao do software utilizado é o Matlab R2010a.

3.1 COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA O MODELO DE PARIS-ERDOGAN

Neste topico é apresentado a deducdo das equacdes para as cotas superior
e inferior, e estas equacdes serdo usadas para encontrar a solugéo de trés exemplos.
As cotas foram obtidas através da série de Taylor, retendo os termos de
segunda ordem através do resto de Lagrange. As cotas inferior e superior estdo

representadas na equacéao 3.1,

(AK(a0))™ + ("22) (8K (@)™
a(N) —ay < Cp 4 g r (N — No);
x (5 += (a*)> (N — No)
s m my,C. 2m < (3'1)
(AK(a0))™ + ("22) (8K (a))™™
a(N) —ay = Cp 4 _ r (N — Np).
\ x(a-i-?(ao)) (N _NO)

“ k"

Nota-se que a cota superior € funcdo de “a*’e, esse vai variar com “a,”
podendo assumir valores especificos. No caso deste trabalho o “a*” teve a variacao

de 1,3 a 1,5 do “a,” pois, quanto maior o valor do “a*”, mais a cota superior se afasta
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da solucdo numérica de Runge-Kutta e, por inspecdo numérica, o valor abaixo de 1,3
viola a cota superior.

Segue a deducao para as cotas pela lei de Paris-Erdogan, a mesma é definida
pela seguinte equacéao.

_— mp
o = CoAK™, (3.2)

Para obter as cotas para a evolu¢cdo do tamanho de trinca sdo necessarias as
seguintes hipoteses:

f eC(R)
H1) {0 < f(ao) < f() < f(),x <y,vx,y € [ag,a); (3:3)
£'@) < £1® < £'0) vy y € [ay, ayl;

H2) m > 2.
Pela expanséao de Taylor com resto de Lagrange, tém-se:

a(N) = ag(Ny) + ( (No)> (N —Np) + ; (ZNi (77)) (N — Ny)?,comn € [Ny, N]. (3.4)

Fazendo a segunda derivada da equacéo 3.4 é:

djvz (a) = d—N( (ay ))) ( (a (N))) (a(V)). (3.5)
Substituindo a equacao 3.2 na equagcio 3.5, e desenvolvendo temos,
( == [cp (Am/ﬁf(a))m”] [cp (Am/ﬁf(a)) ] C,%(Aovm)" ™™ (a 2 (f(a)"™ )
(a%(f(a))m”) =m,C,*(Aavm) " (5 a2 (f(@)™ + aT(f<a>)’"”f'<a)>
(a2 (¢ @)"™) = my,*(aom) ™" ( @ @) + @ (F (@)™ (@) (36)
= mpCpZ(Aaﬁ) " (@ (f (@) ) (—f(a) + af’(a)>

(a(N)) m,C. z(Am/ﬁf(a)) (— f?(a)>

A

\ sz

Substituindo o resultado do desenvolvimento da equacéo 3.6 na equacao 3.4, da
expansao de Taylor com resto de Lagrange temos,
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a(N) = ag(Ny) + Cp(AK)™ (N — Ny)

1 1 f
+ Empsz(AK)sz (% + f? (a(n))> (N — Np)2.(3.7)

Descarte, as cotas superior e inferior, equacéo 3.1, sédo obtidas por meio da
equacao 3.3, considerando a hip6tese H1.
As cotas para o modelo de Paris-Erdogan, equacao 3.1, podem ser reescritas

conforme a equacéo 3.8,

( ((AK(aO))mp ( ”) (AK(a ))2’"”
acs(N) = ag + C, 4 s L (N — Ny);
-+—(a") | (N — Np)
k 2a*  f
) . (3.8)
(8K (@)™ ( ) (8K (a0))*™ |
aci(N) = ap + Cp { » (N — Np).
\ \ <_ +—= (%)) (N — Np)

A deducgédo das cotas superior e inferior para os modelos de Forman e
Collipriest encontram-se nos apéndices A e B.

3.2 COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA O MODELO DE FORMAN

Para o modelo Forman, foram deduzidas as equacbes, essa deducédo
encontra-se no apéndice A, para as cotas superior e inferior, assim como a resolucéo
de trés exemplos utilizando essas equacdes. As cotas inferior e superior estao

representadas na equacéao 3.5,
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31

(8K @)™ 1)

(1= R)K. — AK(ao)

1

MY U= RK,

.

acsz a0+<

AK (ao)
Cr(BK (ag))™

1
2
1 f'

! [w(?

(1 - R)K. — AK(a,)

¢ (N — Np);

> (ao)l (N — Ny)
J

2 (3.9

1| cr(ak@)™

mr +

(1 - R)K, — AK (ag)

1

2|(1 = R)K, — AK(a*)
> (N — Np).

(1 — R)KC
AK(a*)

1 f' i
N

J

3.3 COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA O MODELO DE COLLIPRIEST

Para o modelo Collipriest foram deduzidas as equacdes, essa deducao

encontra-se no apéndice B, para as cotas superior e inferior, assim como a resolucao

de trés exemplos utilizando essas equacdes. As cotas inferior e superior estao

representadas nas seguintes equacdes.

.

ac/(N) = ao +

1 K,
=< C(K, AKth) Zexp |ln (AKth

C(KCAKth)

exp (ln (

K.
C(K, AKth) 2exp|ln (AKth

m
K, )?

)

AK(ao)2
— R)K.AK;y,
in(

(1— R)K)

ARy
l"(( Mfe()c?);&h

((1 R)K)
ARz,

m
2

) arctanh

in(q )\

N

(N = Ny) +

_

m
2

> arctanh

In

(1-R)K,

ARy,
T )

(

1
—+
2a,

In(ayf(ag)?) + In(Ac?m) — In(1 — R)K AK,p,

)

(1 — R)Kc
ln( AKqp
(f ) (o) | (v = N)?
f 0
(3.10)




.

AK (ag)?

(1 — R)K,AK,,

K.
acs(N) = ay + C(K, AKth) 2 exp ln( ) arctanh

i

(1 - R)K,
AR,

AK (a*)?

1
=< C(K, AKth)Zexp In

"\T=R)K.AK;,

) arctanh

(S

AKth

32

(N — Ny) +

2

C(KCAKth)

In(a*f(a*)?) + ln(Aozn)

In(1 — R)K,AK,,

(1-R)K.

- AK,




33

4 RESULTADOS NUMERICOS

Para a obtencéo da solu¢cdo numérica aproximada, como para a determinacao
dos valores das cotas superior e inferior de cada modelo de propagacado, serao
utilizadas as fungdes do fator de intensidade de tensao citadas por Bannantine et al.
(1989).

Exemplo 1: Placa com uma largura infinita e com trinca central.

O exemplo 1 é uma placa, com largura infinita, e uma trinca central, com

tamanho inicial “a,”, solicitada sob um carregamento de tracdo conforme a figura 4.1.

HERE

ao

N

o

Figura 4.1 — Placa infinita com trinca central.

Fonte: elaborado pelo autor

Para esse exemplo, a funcédo de correcdo do fator intensidade de tenséo é

representada pela equagéo.

f(a) = 1. (4.1)
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Exemplo 2: Placa com uma largura finita e com trinca central.

O exemplo 2 € uma placa, com largura “b”, € uma trinca central, com tamanho

inicial “a,”, solicitada sob um carregamento de tracdo como a figura 4.2.

1T

2ao

2b

R

o

A

Figura 4.2 — Placa com trinca central.

Fonte: elaborado pelo autor

Para esse exemplo, a funcdo de correcdo do fator intensidade de tensédo é

representada pela equacéo 4.2,

f(a) = [sec (g) (4.2)

Exemplo 3: Placa com largura finita e com trinca na aresta.

O exemplo 3 é uma placa finita, com largura “b”, € uma trinca na sua aresta

ou “pborda”, com tamanho inicial “a,”, solicitada sob um carregamento de tragéo,

consoante a figura 4.3.
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Figura 4.3 — Placa com trinca na aresta.
Fonte: elaborado pelo autor

A funcéo de correcédo do fator intensidade de tensdo € representada pela

equagao 4.3,
f(a) = 1.122 —0.231 (%) +10.55 (%)2 s (%)3
a4
+30.39 (E) . (4.3)

4.1 DESEMPENHO DAS COTAS SUPERIOR E INFERIOR

Para avaliar o desempenho das cotas aplicados aos exemplos 1-3, sendo os
dados utilizados: a, = 0.001m, b = 0.1m, 40 = 70 Mpa, N € [0,900.000]. Os modelos
apresentam parametros diferentes. Foram utilizados os dados obtidos nos trabalhos
de Barsom e Rolf (1999), Castro e Meggiolaro (2009) e Al-Rubaie et al. (2007). Esses

dados estdo descritos na tabela 1.
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Tabela 1 — Parametros dos modelos de propagacgéo de trinca

Propriedades dos acos ferriticos: kc = 250 Mpa.m??

Modelo C m R
Paris-Erdogan 6,9.1012 3 -

Forman 2.10° 2,9 0
Propriedades da liga Inconel 600: ke = 40,08 Mpa.m¥2 e Ak = 6,38 Mpa.m??
Modelo C m R

Collipriest 5,61.10°%? 2,62 0,1

Como pode ser observado nas equacbes para a cota superior, 0
empacotamento do valor da cota depende do valor inicial de “a*”. Deve-se ter a* > a,,
atribui-se valores na forma de a* = S a, com o valor de g > 1. Os valores do
coeficiente “f” devem ser escolhidos de tal forma a néo violar a cota superior, ou seja,
obter um valor para a cota superior maior que o obtido pelo método do RK4 e, possuir
um pequeno afastamento em relacdo a solugcdo numérica aproximada obtida pelo
método RK4. Por inspecdo numérica, verificou-se que valores de “B” iguais a 1,2
violaram a cota superior, passando assim a ndo ser mais cota, devido a isso, utilizou-
se valores de “f” maiores que 1,3.

Para avaliar o desempenho das cotas, superior e inferior, definiu-se a funcéo

“desvio relativo”, 8, ferior superior: 10,1, ..., N} = R, dada por,

Singerior superior (Ni) = 100 (“SELLEREL) (N) — [9], ¥N (0,1, .., N}, (44)

Nas préximas secdes serdo apresentados, para cada modelo, o comparativo
entre a solugdo numérica aproximada pelo método RK4 e as cotas nas seguintes
relacdes: graficos entre o numero de ciclos e o tamanho da trinca; desvio relativos

entre as cotas superior e inferior e, a razao dos tempos para a computacao da solucéo

numérica via RK4 e as cotas, <p = (MD

Tcs,cl
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Modelo de Paris-Erdogan

Para a resolucdo dos exemplos citados acima, inicialmente, deve-se definir o
valor do “a*”, pois, a cota superior depende deste parametro. Porém, ha valores que

a cota superior é violada pela solucdo numérica via RK4. Por exemplo, para “g” igual

7

a 1,1 e 1,2 este comportamento é verificado por inspecdo computacional e,
consequentemente, a funcdo a s ndo é mais uma cota superior. Devido a isso,
adotou-se o valor de a* = 1,3ay, (8 = 1,3).
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Figura 4.4 — Func¢des cotas superior e inferior comparada com a solugdo numérica
aproximada para o exemplo 2, segundo modelo de Paris.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.5 — Func¢des cotas superior e inferior comparada com a solugdo numérica
aproximada para o exemplo 1, segundo modelo de Paris.
Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.6 — Func¢des cotas superior e inferior comparada com a solugdo numérica
aproximada para o exemplo 2, segundo modelo de Paris.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.7 — Func¢des cotas superior e inferior comparada com a solugdo numeérica
aproximada para o exemplo 3, segundo modelo de Paris.

Fonte: elaborado pelo autor

Nas figuras 4.5 e 4.7, observa-se que as cotas superior e inferior nédo

apresentam grandes desvios em seus valores humeéricos, em termos de aproximacao,

quando comparadas com a solucdo numérica aproximada pelo método de RK4. Isto

pode ser observado e quantificado através dos graficos da funcéo desvio relativo. Com

isso, afirma-se que para esses exemplos, no modelo de Paris-Erdogan, as cotas

superior e inferior envelopam, de forma estreita, a curva propagacao da trinca.

Para avaliar o desempenho da metodologia, é estabelecida a funcdo desvio

relativo das cotas em relacédo ao RK4, equacéo 4.4. A vista disto, as figuras 4.8 a 4.10

apresentam o desvio relativo das cotas superior e inferior em relacdo ao RK4, para os

exemplos.
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Figura 4.8 —Funcéo desvio relativo entre cotas superior e inferior para o exemplo 1, segundo
modelo de Paris.
Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.9 -Funcdo desvio relativo entre cotas superior e inferior parao exemplo 2, segundo

modelo de Paris.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.10 — Funcdo desvio relativo entre cotas superior e inferior para o exemplo 3,
segundo modelo de Paris.

Fonte: elaborado pelo autor

Observa-se por meio das figuras 4.8 e 4.9 que o desvio relativo entre as cotas
superior e inferior € semelhante, sendo 2,54% para a cota superior e -2,26% para a
cota inferior. A cota superior apresentou um maior desvio relativo até 600000 ciclos,
na figura 4.10, quando se compara com o desvio da cota inferior. Porém, a cota inferior
apresentou o maior desvio de -5,92%. Logo, analisando os trés graficos, as cotas sdo
precisas em termos de aproximacdo com a solu¢do numérica aproximada.

A tabela 2 apresenta o tempo computacional aproximado para a solucéo pelo
método do RK4 e obtencdo das cotas. Destarte, apresentam a razdo entre 0s tempos
de computacao iguais a 143497,98; 174864,64 e 133894,58 vezes mais eficientes
computacionalmente, quando comparadas com a solucdo do método do RK4. Este
parametro (p), juntamente com a funcao desvio relativo, mostram que a metodologia

proposta possui um desempenho satisfatério.
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Tabela 2 — Tempo de execucdo (em segundos) para 900000

ciclos para o modelo de Paris-Erdogan

Exemplos RK4 (s) Cotas (s) p

1 1470,32632309 0,01024632 143497,98
2 1318,38672375 0,00753947 174864,64
3 1482,60674182 0,01107294 133894,58

Fonte: elaborado pelo autor

Modelo de Forman

Da mesma forma que no modelo de Paris-Erdogan, é possivel observar pelas
figuras 4.11 a 4.13, que, tanto a cota superior como a inferior ndo apresentam grandes
desvios numéricos, em termos de aproximacédo, quando comparada com a solucao
numérica aproximada pelo método de RK4. Com isso, é possivel afirmar que, para
esses exemplos, no modelo de Forman, as funcbes cotas superior e inferior

envelopam, de forma estreita, a curva da propagacao da trinca.
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Figura 4.11 — Funcbes cotas superior e inferior comparada com a solucdo numérica
aproximada para o exemplo 1, segundo modelo de Forman.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.12 - Funcgbes cotas superior e inferior comparada com a solugdo numérica
aproximada para o exemplo 2, segundo modelo de Forman.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.13 - Func8es cotas superior e inferior comparada com a solugdo numeérica
aproximada para o exemplo , segundo modelo de Forman.

Fonte: elaborado pelo autor

Para analisar o desempenho da metodologia, para o modelo de Forman, é

estabelecido o desvio relativo das cotas em relacdo ao RK4, equacao 4.4. A vista
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disto, as figuras 4.14 a 4.16 apresentam o desvio relativo das cotas superior e inferior
em relacdo ao RK4 para os exemplos.
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Figura 4.14 — Funcéo desvio relativo entre cotas superior e inferior exemplo para o exemplo
1, segundo modelo de Forman.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.15 — Funcdo desvio relativo entre cotas superior e inferior para o exemplo 2,
segundo modelo de Forman.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.16 — Funcéo desvio relativo entre cotas superior e inferior para o exemplo 3,
segundo modelo de Forman.

Fonte: elaborado pelo autor

Observa-se, nas figuras 4.14 e 4.15, que o desvio relativo entre as cotas
superior e inferior € muito semelhante, conforme ocorreu no modelo de Paris, sendo
de 2,38% para a cota superior e -2,25% para a cota inferior. A cota inferior apresentou
um menor desvio relativo a cada ciclo, até 600000 ciclos, quando se compara com 0
desvio da cota superior. Entretanto, teve o maior desvio relativo de -5,33%, mas,
mesmo assim, pela andlise dos dados nos graficos, as cotas sdo “justas” na
aproximacdo com o método numérico do RK4.

A tabela 3 apresenta o tempo computacional aproximado para a solucéo pelo
método do RK4 e pelas cotas. Consequentemente, apresentam a razao entre 0s
tempos de computagédo iguais a 141637,66; 155228,87 e 187354,94 vezes mais
eficientes computacionalmente, quando comparadas com a solucdo do método do
RK4. Este parametro (p), juntamente com a funcdo desvio relativo, mostram que a

metodologia proposta possui um desempenho satisfatorio.
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Tabela 3 — Tempo de execucao (em segundos) para 900000

ciclos para o modelo de Forman

Exemplos RK4 (s) Cotas (Ss) p

1 1591,71696126 0,01123795 141637,66
2 1549,46820051 0,00998183 155228,87
3 1577,85648395 0,00842175 187354,94

Fonte: elaborado pelo autor

Modelo de Collipriest

Da mesma forma, que no modelo de Paris-Erdogan, € possivel observar pelas
figuras 4.17 a 4.19, que tanto a cota superior como a inferior ndo apresentam grandes
desvios numéricos, em termos de aproximacédo, quando comparada com a solucdo
numérica aproximada pelo método de RK4. Com isso, é possivel afirmar que para
esses exemplos, no modelo de Collipriest, as funcdes cotas superior e inferior
envelopam, de forma mais estreita, a curva da propagacdo da trinca quando
comparada com os outros modelos, isso se d4 em fungao da “regularidade” da lei de
evolugao de Collipriest.
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Figura 4.17 — Fungbes cotas superior e inferior comparada com a solugdo numérica
aproximada para o exemplo 1, segundo modelo de Collipriest.
Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.18 — Funcgbes cotas superior e inferior comparada com a solugdo numérica
aproximada para o exemplo 2, segundo modelo de Collipriest.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.19 - Func8es cotas superior e inferior comparada com a solugdo numeérica
aproximada para o exemplo 3, segundo modelo de Collipriest.

Fonte: elaborado pelo autor

Para analisar desempenho da metodologia, para o modelo de Collipriest, é

estabelecido o desvio relativo das cotas em relagdo ao RK4, equacao 4.4. A vista
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disto, as figuras 4.20 a 4.22, apresentam o desvio relativo das cotas superior e inferior
em relacdo ao RK4 para os exemplos.
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Figura 4.20 — Funcé&o desvio relativo entre cotas superior e inferior exemplo para o exemplo
1, segundo modelo de Collipriest.
Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.21 — Funcé&o desvio relativo entre cotas superior e inferior exemplo para o exemplo
2, segundo modelo de Collipriest.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.22 — Funcéo erro relativo entre cotas superior e inferior exemplo para o exemplo 3,
segundo modelo de Collipriest.

Fonte: elaborado pelo autor

Observa-se, nas figuras 4.20 e 4.21, que o desvio relativo entre as cotas
superior e inferior € muito semelhante, como ocorreu no modelo de Paris e de Forman,
sendo de 0,15% para a cota superior e -0,42% para a cota inferior. A cota inferior
apresentou um menor desvio relativo a cada ciclo, até 600000 ciclos, quando se
compara com o desvio da cota superior. Entretanto, teve o maior desvio relativo de -
0,84%, mesmo assim, pela analise dos dados nos graficos, as cotas sao “justas” na
aproximacédo com o método numérico do RK4.

A tabela 4 apresenta o tempo computacional aproximado para a solugéo pelo
método do RK4 e pelas cotas. Consequentemente, apresentam a razao entre 0s
tempos de computacdo iguais a 166821,94; 179646,31 e 161977,14 vezes mais
eficientes computacionalmente, quando comparadas com a solu¢cao do método do
RK4. Este parametro (p), juntamente com a funcéo desvio relativo mostram, que a

metodologia proposta possui um desempenho satisfatério.

Tabela 4 — Tempo de execucdo (em segundos) para 900000

ciclos para o modelo de Collipriest

Exemplos RK4 (s) Cotas (s) p

1 1329,06871661 0,00796699 166821,94
2 1381,59866747 0,00769066 179646,31
3 1350,31916187 0,00833648 161977,14

Fonte: elaborado pelo autor
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4.2 UMA APLICAGAO “INGENUA” DA METODOLOGIA A UM PROBLEMA DE
ENGENHARIA

Nesta sec¢do far-se-4 uma aplicacao pratica, e quase natural da metodologia
desenvolvida, na qual o engenheiro pode decidir sobre a sua utilizagdo ou nao.
Consiste em obter uma aproximacao através de qualquer funcdo que dependa do
comportamento das cotas inferior e superior, sem ter conhecimento da solucéo da lei
de evolucédo obtida através de um método matematico aproximado qualquer. Desse
modo, as funcdes a serem utilizadas serdo as fungbes média aritmética e média
geométrica das cotas superior e inferior, pois, 0s valores obtidos através da solucao
numerica aproximada pelo método do RK4 estédo entre as cotas.

A média aritmética e calculada pela equacéo,

_(acs +aep)
#ar - #'

E a média geométrica é calculada pela equacéo,

Hgeo = 4/ Acs-Acy- (4.6)

Para se obter o erro relativo das médias calculadas nas cotas, entre as cotas

(4.5)

e 0 método numérico aproximado de RK4, utilizou-se as equacodes,

_ (\/ Qcs-Acy — aRK4-) 100:

ARrka
[(acs + acy)
2

Kgeometrica

(4.7)
- aRK4-]
100.

Lgﬂaritmetica - a
RK4

Sendo agg4 0 valor obtido para o tamanho de trinca pelo método numérico de RK4.
Os gréficos a seguir, apresentam a funcao erro relativo da média aritmética para os

trés modelos desse trabalho.
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Figura 4.23 — Funcéo erro relativo da média aritmética das cotas superior e inferior em
relacdo ao RK4 para o exemplo 1, segundo os trés modelos.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.24 — Funcéo erro relativo da média aritmética das cotas superior e inferior em
relacdo ao RK4 para o exemplo 2, segundo os trés modelos.

Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 4.25 — Funcéo erro relativo da média aritmética das cotas superior e inferior em
relacdo ao RK4 para o exemplo 3, segundo os trés modelos.
Fonte: elaborado pelo autor

E possivel verificar pelas figuras 4.23 a 4.24, para os exemplos 1 e 2, que o
erro relativo da média aritmética ficou semelhante para os trés modelos. Nesses casos
o erro relativo maximo foi de 0,53% para o modelo de Paris, e -0,15% para o modelo
de Collipriest. Ja para a figura 4.25, o valor maximo do erro relativo foi de 0,53% para
o modelo de Paris, e 0 valor minimo para a funcéo desvio foi de -2% para 0 mesmo
modelo. Para o modelo de Collipriest a funcéo erro relativo da média aritmética se
manteve mais proxima do zero, devido a “regularidade” da lei de evolugdo. Isso
representa que as cotas envelopam de forma muito estreita a solucéo obtida pelo

método numeérico aproximado de RKA4.

4.3 SINTESE DOS RESULTADOS

Os valores obtidos, em geral, da funcdo desvio relativo foram todos até 10%.
Pode-se verificar pela tabela 4, pela razdo dos tempos computacionais, que o tempo
de solucéo, para os trés exemplos deste trabalho, das cotas superior e inferior € muito
menor, quando comparada com o tempo da solucdo numeérica aproximada pelo

método de RK4, o que caracteriza numa metodologia eficiente.
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Os valores obtidos para as meédias aritmética e geométrica, em relagdo as
cotas com a solucado aproximada, tém valores muito proximos, o que evidencia a
eficiéncia da metodologia. Ademais, o desvio relativo entre as médias tende a zero.

A tabela 5 apresenta alguns resultados obtidos.

Tabela 5 — Resultados obtidos

Modelo Exemplo Desvio relativo [%0] p

Cota superior  Cota inferior

Paris-Erdogan 1 2,53 -2,26 143497,98
2 2,54 -2,26 174864,64
3 2,58 -5,92 133894,58
Forman 1 2,38 -2,25 141637,66
2 2,38 -2,25 155228,87
3 2,87 -5,33 187354,94
Collipriest 1 0,15 -0,42 166821,94
2 0,15 -0,42 179646,31
3 0,23 -0,84 161977,14

Fonte: elaborado pelo autor

A tabela 6, apresenta os valores obtidos na funcdo erro relativo das médias
aritmética e geométrica em funcéo do valor de agg4, obtido pelo método de RK4. Os

valores da funcéo erro relativo é expressivo, pois, se obteve valor maximo de 0,52%
e valor minimo de -2,08%, 0 que demonstra como a solucao obtida pela aplicacdo das
funcdes cotas superior e inferior é justa quando comparada com a solugéo via RK4.
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Tabela 6 — Resultados erro relativo média aritmética e geométrica

S.ua,rvmin gllarvméx eﬂgeo:min eﬂgeo.méx

Forman 1 0 0,48 0 0,48

Fonte: elaborado pelo autor
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo de todo o estudo, pudemos constatar que a metodologia proposta
(FBC) apresentou as funcdes cotas superior e inferior para modelos de propagacéao
de trinca CAC, que dependem somente da fungéo de correcéo do fator de intensidade

de tensédo e sua derivada, entre os pontos “a,” e “a*”. As funcbes das cotas
apresentaram um bom comportamento de envelopamento da solugdo numérica
aproximada, obtida pelo método de RK4. Em geral, essas fun¢des sao, por si sO, um
problema de valor inicial. Portanto, para a definicdo das cotas utilizou-se a série de
Taylor, com resto de Lagrange.

Nesse sentido, a metodologia (FBC) foi aplicada aos modelos de Paris-
Erdogan, Forman e Collipriest. As cotas para esses trés modelos foram avaliadas em
trés exemplos e; os valores obtidos foram comparados a solucdo numérica pelo
método RK4.

O comportamento da metodologia das cotas superior e inferior foi verificado
através de graficos a(N)xN e desvios relativos; para os modelos testados, as funcdes
cotas superior e inferior apresentaram-se como forma de aproximagdo para o0
comportamento de evolucéo da trinca.

Na resolucdo dos exercicios efetuada a titulo exemplificativo, as cotas
superior e inferior apresentaram desvio relativo maximos de 10%. A cota inferior
apresentou o maior desvio. Contudo, pode-se afirmar que as cotas superior e inferior
fornecem um “envelope” para a lei de evolucdo da propagacédo da trinca. Os maiores
desvios relativos da fungéo cota inferior foram para os modelos de Paris e Forman,
chegando a um valor de 5,92%, porém, para o modelo de Collipriest o maximo valor
obtido foi de 0,84%, devido a “regularidade” da lei de evolugéo.

Outro ponto relevante € o tempo computacional dispendido na aplicacéo
dessa metodologia, que, conforme demonstrado nas tabelas, é muito mais eficiente,
se comparado ao obtido pelo método numérico de Runge-Kutta. Para os exemplos
resolvidos, o tempo computacional obtido pela metodologia (FBC) foi de 130000 vezes
menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia computacional das funcdes
cota.

Nesse contexto, a metodologia foi aplicada a uma condi¢cdo natural e quase

‘ingénua”; entretanto, atingiu-se valores muito estreitos para a fungdes desvio relativo
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média aritmética e média geométrica, com valores de no méaximo 2,08% de desvio, 0

gue demonstra o bom desempenho das fungdes cotas superior e inferior.

TRABALHOS FUTUROS

A fim de dar continuidade ao presente estudo, fica sugestionada a realizacao
de trabalhos futuros, com determinadas modificagdes dos parametros aqui
apresentados.

Foram testados trés modelos de propagacao de trincas, sendo possivel a
aplicacado da metodologia apresentada a outros modelos de propagacao de trinca a
CAC, como por exemplo, para modelo de Walker, Priddle, dentre outros.

Aplicar a metodologia para outros exemplos numeéricos, mudando a funcéo do
fator intensidade de tens&o, assim como, 0s parametros de carregamento (Ao), os
coeficientes de cada modelo, o tamanho da trinca inicial a, e o tipo de material.

Estender a metodologia exposta para modelos de carregamento com
amplitude de tensédo variavel.

O parametro “a*” foi obtido por inspecédo, pesquisar e desenvolver novos
métodos matematicos para o delineamento do valor numérico do “a*”.

Aplicar a metodologia apresentada para a quantificacdo da incerteza de

problemas de propagacéo de trinca via modelos estocasticos do tipo CAC.
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APENDICE A - Deduc&o das cotas superior e inferior para o modelo de Forman

Modelo de Forman

da CAK™
dN (1 -R)K,—AK"

(A.1)
Para obter as cotas para a evolu¢cdo do tamanho de trinca sdo necessarias as

seguintes hipoteses:

f € CY(R);
H1)10 < f(ap) < f(x) < f(¥), x <y,Vx,y € lag, a1]; (4.2)
£'@) < £1® < £'0) vy y € [ay, ayl;

H2)m > 1.
Pela expanséo da série de Taylor com resto de Lagrange, tém-se:

2

dN?

da 1
a(N) = ay(No) + < (No)> (N =N +3 ( (77)) (N — No)?,comn € [Ny, N] (A.3)

Adotado:
- a=(1-R)Kc;
- AK=uU;

cu™

_gzo(_u_

- g=g(u).

Fazendo a segunda derivada da equacéo é

d’a d (da)_dgda w
dN?2  dN\dN/) dadN’ (4.4)
dg dg du
da  duda (4.5)
( dg d(Cum)_ d(um) d( o 1 )_

du dul\e —u/ u du u o« —u)
c mu™1 | d B L6
) < —u +u +u m@(oc—u) = ( . )

mu™1 u Cum-1

m _ — —

L(:(oc_u U )2( 1)) _u(m —) ooz M o —m+ D).
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rjllz; d;AK) _ i(AK\/ﬁ f(a) = Aa\/_ (a%f(a)> =
1 Aovr (E a_ff(a) + al/zf'(a)) = Aovma (fz(a) + f'(a)) = (A.7)
\ (f( a) +fa ))

( d’a dgda dgduda  C*AK*™

dN2 dadN dudadN (x —AK)3
C2Ak?™

\((1 - R)K. — AK)

(m x (m+1)AK)<&+f( ))

= (m(1 - R)K, — (m + 1)AK) (L) +f'(a )> (A.8)

Reorganizando as equagdes temos:

( m
|(1 41 Cr(AK (o) * S \I
Cr (8K (ag))™ 2|1 -R)K. - AK(ap)|| 7~ (A1 =R)K,
a(N) — ao = (- RK, _AK(ao){l . AK (a,) i}(N —Ny)
1 r
k x [% + <7> (ao)] (N = Ny) }
“ )

(8K @)™ 1] ¢ (aKk(a))™
(1 - R)K, — AK (ay) tala= R)K. — AK(a*)

(N—=No) (4.9)

[—+( )( DN — NO)J

Com isso, as cotas superior e inferior sdo obtidas por meio da equacdo (A.9),
considerando, também, a hipétese H1.

b mf+(1—R)K

AK(a*)

|(
- o<
'\
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APENDICE B - Deduc&o das cotas superior e inferior para o modelo de

Collipriest

Modelo de Collipriest

m m In L)
da _ > _Kc )2 -1 ((1—R)KCAKth
v = C(KAKp)zexp [ln (AKth) tanh {—m((l_R)KC) }]
AKp
In(AK) = In (Aa\/naf(a)) = ln(Aa\/E) + %ln a+1Inf(a).
Hipdteses para a deducgéo

f €CH(R);
Hl) O < f(ao) S f(x) S f(y)rx S y,VX,y € [ao:aﬂ;
fre) < f10 < 'O, v,y € [ag, a4;

H2)m = 2.

Pela expansao de Taylor com resto de Lagrange, tém-se:

a(N) = ag(No) + (‘= (No) ) (N = No) + (d— (n)) (N = NoY?, comn € [No, N]

2\ dn?

Fazendo:

-C; = C(KCAKth)r

- X= ln( Ke )?,

AK¢p

- B = (1= R)KAKy,

y = n (R

AKth
Substituindo temos,

da (%)

aN - Ciexp |« arc tanh ”

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)



da
\an

da
dN

= (C,exp [oc arc tanh{

Fazendo novamente

Temos,

da
dN

da 1d“a
a(N) = a(No) + —(No)(N No) + 5

(da) mas 3—; = g(a).

d’a d

dN2 _ dN

= Ciexp loc arc tanh{

dN

— = (;exp [oc arc tanh{

2InAK — In ,8}] _
_)/ )

2In(Ac?m) +Ina+ 21n f(a)

teszes)

Ina+ 2In f(a)

S|

2

57z OV = No)2, ¢ € [No, N]

Pela regra da cadeia temos:

—N(g(a))= da dN’

dg(a) da

NO Nnosso caso,

g(a) = Ciexp Ioc arc tanh{

lna+§/lnf(a) +5}l-

dg d {Clexp loc arc tanh (ln at2lnf(a) + 5)]}

da da

( d

da

\

C; exp(a)

14

d Ina+ 21
g _ C, exp(a)%larc tanh( na ” nf(a) + 6)];

d <lnalnf(a)2 5>.
14

- (lna +Inf(@? 5)2 da

Derivando a segunda parte da equacao temos,

d
da

i

Inaln f(a)?

14

1d 1d
+ 6] = ——(ln(a * f(a)?)) = ;—(lna + 21In f(a))

d
\ ]1/[1+2—(1nf(a))] [ +2—(1nf)—f LA ( )(a)l

af v |2a
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(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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64

| ]
d 1 1
dg _ o exp@)| | < ) (a)l (B.15)
da 14 l (lna+ln(f(a))2 ) | 2a
1- +6
Y
Fazendo a segunda derivada temos,
d%a dg(a) da da _dg(a) (da
dNZ~ da dNdN  da (dN) (5.16)
Com isso,
2 [ ] 1
da  exp(a)]| 1 [(1 f
vz Ty T ey a7 @
3 [1—( Y +6) ] (B.17)
Ina + 21 2
{Clexp x arc tanh< na nf(a) + 6)]} .
\ 14
Reagrupando as equacdes temos,
( m ln( AK? >
K. \2
a = ay+ C(K, AKth) 2exp|In (AK ) arctanh a a R)E)IA(KM (N —Ny) +
th
( AKip )
m ln( AK? ) ?
1 K. \2
=< C(K, AKth) 2exp |ln (AK ) arctanh a a R)g)él(th
h AP LY
t in (M)
\ m
K. \2
exp <ln (AKth) ) )
C(KCAKth) In <(1 _ R)KC> 2
AKin 1 Ina +1Inf(a)? + In(Ac?m) — In(1 — R)K.AKyy,
n( AKip
1 (f ,
72 + (f) (@] (N - N,) (B.18)

As cotas inferior e superior ficam,
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( K. \2 in (( AK()%)2 ]
2 1 R)K.AK
a=a,+ C(K, AKth) Zexp llln (AKth) arctanh R)K th Jl(N Ny) +
AKth
2 —R)K, AKth
C(K, AKth) 2exp |ln (AKth) arctanh - (1 R)K
- MKy
9 K 2
2
C
exp (ln (AKth) ) .

m

)7

AKp

exp (ln ( Ke

)

(g )
AKip 1 _ [ In(aof (a9)*) + In(Ac?m) — In(1 — R)KAKey
((1 RK, )
AKp,
1 f ,
T ( f) (a0) | (W = Ny)
\ (B.20)
( m ln( AK (ay)? )
K. \2 (1 - R)K.AK,,
a < ay+ C(K, AKth)z exp |In (AKth) arctanh ((1 R)K. ) (N —Ny) +
AKyp,
m in (2K ) i
1 K. \2 (1- R)KCAKm)
=< C(K, AKth) 2exp |In <AKth) arctanh A= R)K,

in )

AK:p

In(1 — R)K,AK,,

(B.21)

Com isso, as cotas superior e inferior sdo obtidas
considerando, também, a hipotese H1.

(Mg

RK,
AR,

C(KCAKth)
(1-R)K,
n ( AKp ) 1— ln(a*f(a*)2)+ln(A62n)
AP 2
[Za*+(7) @)|-n)

por meio da equacédo (B.18),



