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RESUMO

SILVA, Joyce Mendes. Um Estudo sobre Matrizes, Determesmet Sistemas de Equsss
Lineares. 50 f. Monografia — Programa dasRyraduago em Materatica, Universidade Tec-
nolégica Federal do ParanCampo Mol#o, 2011.

Neste trabalho apresentamos a teoria de matrizes, detert@ge sistemas lineares. Sendo que,
na primeira parte, trabalhamos com matrizes e suas prapiesd Na segunda, abordamos a
nogdo de determinantes, trabalhando principalmente a resegua defin&o. & em sistemas
introduzimos a ideia, via um artigo publicado na revista RECEdtGItimo, aplicamos a teoria
desenvolvida em um exemplo referente a circuiédralo.

Palavras-chave:Matriz, Determinante, Equag Linear.



ABSTRACT

SILVA, Joyce Mendes. A Study of Matrices, Determinants aimtehr Systems of Equations.
50 f. Monografia — Programa dedb&graduago em Materatica, Universidade Tecnagjica
Federal do Paran Campo Moldo, 2011.

It is presented in this work the Theory of Matrices, Deteranits and the Linear Systems. First
of all we work with Matrices and their Properties. Then we raggh the Notion of Deter-
minants working mainly on its definition. When talking aboys&ms we introduce the idea
through an article already published at the "RECEN"magazkirally, we apply the Theory
already developed in a specific example concerning theridatCircuit.

Keywords: Matrix, Determinants, Linear Equation.
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1 MATRIZES

1.1 HISTORICO

Cayley e a Teoria das Matrizes

A disputa entre newton e Lebniz (ou, mais exatamente, eatre adeptos), em torno da
primazia da criago do Glculo, foi negativa para a matética inglesa, embora Newton tivesse
levado vantagem na paghica. Considerando uma quastle honra nacional ser fiel ao seu mais
eminente cientista, nos cem anos seguinteimiamd desse epio 0os materaticos brifinicos
fixaram-se nos Etodos geortricos puros, preferidos de Newton, em detrimento dewdos
analticos, muito mais produtivos. Como os matginos da Europa Continental exploraram
grandemente estédtimos nmetodos nesse pedo, a materatica briinica acabou ficando bem
para tas.

Mas acabou havendo uma réace a matei@tica brifinica consegui voltar ao primeiro
plano no &culo XIX, especialmente edalgebra, um campo que de um modo geral ficara algo
marginalizado nesse meio tempo. E um dos maiores reapeisgor essa reacewsfoi Arthur
Cayley (1821-1895).

Natural de Richmond, Inglaterra, Cayley descendia de umédifaque conciliava talento
e tradi@o. Desde muito cedo demonstrou grande aptigdara os estudos. Diante disso, e
atendendo a sugést de alguns de seus professores, 0s pais resolveraalerviestudar em
Cambridge, em vez de in&ilo nos negcios da farilia. Assim, em 1838 ingressa no Trinity
College, onde iria se graduar com disiograxima. Logo em seguida inicia-se no ensino, no
préprio Trinity, mas desiste &s anos depois, pois sua per@acia exigiria abracar a carreira
religiosa, o que @&o estava em seus planos. Nos quinze anos seguintes dediecadvocacia,
mas com certezado integralmente, como o0 mostram os mais de duzentos agigopubli-
cou no peiodo, naarea de mateatica. Foi tambm ness&poca que conheceu James Joseph
Sylvester (1814-1897), outro dos grandes expoentestigebra briinica”do €culo XIX, com
guem estabelecedlida amizade, consolidadaggborareas de pesquisa comuns, como a teoria
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dos invariantes. Em 1863 aceita convite para ocupar umacame&ira de mateatica pura cri-
ada em Cambridge testa da qual ficou@ta morte (salvo um semestre de 1882, em que deu
cursos nos Estados Unidos).

Em volume de prod@ip materatica, em todos os tempos, Cayley talvézsgja supe-
rado por Euler e Cauchy. E, embora sua obra seja bastantsifioagta, foi no campo da
algebra, com a grande facilidade que tinha para forndgs@bstratas, que mais se sobres-
saiu. Assim, por exemplo, deve-se a ele, num artigo de 1890 degrupo abstrato
(Galois, que introduzira o termgrupo em 1830, com o sentido atuah sonsiderara grupos
de permutages.) Outra contribuéo importante de Cayley, iniciada em 1843a geometria
analtica n-dimencional em cuja elabogex; utiliza determinantes e coordenadas hainegs
como instrumentos essenciais.

O inicio da teoria das matrizes remonta a um artigo de Cayley&58.1Diga-se de pas-
sagem, p@&m, que o termaenatrizja fora usado, com o mesmo sentido, cinco anos antes por
Sylvester. Nesse artigo Cayley fez daeete salientar que, embora logicamente a ideia de ma-
triz preceda a de determinante, historicamente ocorremtnacm: de fato, os determinantes j
eram usadosdmuito na resoluip de sistemas lineares. Quaasomatrizes, Cayley introduziu-
as para simplificar a notaQ de uma transformag linear. Assim, em lugar de

I = b b
X by escreviax,y) = 2
y = cx+dy cd

A observa@o do efeito de duas transforni@gs sucessivas surgiu-lhe a defangde produto
de matrizes. Diachegoua ideia de inversa de uma matriz, 0 que obviamente préssafule
elemento neutro (no caso, a matrigmdica). Curiosamente, fobsaum outro artigo, frs anos
depois, que Cayley introduziu o conceito de adigde matrizes e o de multiplicgg de matrizes
por escalares, chamando inclusive a aengara as propriedades @lgicas dessas opess.

Ao desenvolver a teoria das matrizes, como outros assungwande preocupag de Cay-
ley era com a forma e a estrutura édgebra. O sculo XX se encarregaria de encontrar
inmeras aplicaies para suas matrizes. (IEZZI; HAZZAN, 1993)

1.2 INTRODUGAO

Nesta sego apresentaremos 0s conceitasibos sobre matrizes. Estes conceitos aparecem
naturalmente na resolag de muitos tipos de problemas@bsssenciais,ao apenas porque
eles “ordenam e simplificam”o problema, mas t@&mbporque fornecem novosétodos de
resolu@o. Chamaremos deratriz’ uma tabela de elementos dispostos em linhas e colunas.
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Por exemplo, em uma editora as vendas de livros de Mateay Fsica e Qimica, no
primeiro trimestre de um ano, podem ser expressas pelatalseguir.

Janeiro| Fevereiro| Marc¢o
Matenatica| 20000 | 32000 | 45000
Fisica 15000 | 18000 | 25000
Quimica | 16000 | 17000 | 23000

Ao abstrarmos os signinicados das linhas e colunas, temos a matriz:

20000 32000 4500
15000 18000 2500( - (1.1)
16000 17000 2300

Se quisermos, por exemplo, saber quantos livros de Mateanforam vendidos em fevereiro,
basta olharmos olimero que eétnaprimeira linhae nasegunda colunaa matriz (1.1). Ob-
serve que em um problema em quelmnero de vaéveis e de observaesé muito grande, essa
disposi@o ordenada dos dados em forma de matriz torna-se absohiaimeispenavel.

Outros exemplos de matrizegs

[2;_11 g] 3 21] e [5]

Os elementos de uma matriz podem demeros (reais ou complexos), fuigs, ou ainda outras
matrizes.

Representaremos uma matriz §aoa dem linhas en colunas por:

a1 a2 - @1j - @an
dp1 Q2 -+ Aj -+ aApp
Amxn = = [aij]mxn-
d1 42 -+ & - @n
m 8m2 - amj - amn

A i-eésima linhadeA é

a1 ap --- am]ondelsiém,
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e aj-esima colunadeAé

alj

aj .
: coml<j<n.

| @mj |
Usaremos sempre letras mstulas para denotar matrizes e quando quisermos espreaifica
ordem de uma matria (isto &, o rtimero de linhas e colunas), escreveremgs, (pronuncia-
se ‘m por n”), onde m representa otmero de linhas @ o nimero de colunas. Tareln f.0

utilizadas outras notées para matriz @m de colchetes, como j@ateses ou entre dublas barras

12 5
ou
2 4

Para localizar um elemento de uma matriz, dizemos a linhakiaa (nesta ordem) em que ele

verticais, como por exemplo:

12 5
2 4

esfi. Por exemplo, na matriz:
2 5 0
Aox3 = ;
1 -4 5
0 elemento que estha primeira linha e terceira colugd, istoé, a;3=0. Ainda nesse exemplo

temosa;1=2, ax1=1, ayo=-4.

Definicao 1.1 Uma matrizé uma tabela de elementos dispostos em m linhas e n colunas. Os
elementos nesta tabelaschamados “entradas” da matriz.

Observag@o 1.1 A palavra matriz deriva da palavra latina mater, que sigrafimae”. Quando

o sufixo -izé acrescentado, o significado torna-s@téro”. Assim como unitero envolve um
feto, os colchetes de uma matriz envolvem seus elementssine @mo aitero ca origem a

um bel®, uma matriz gera certos tipos de fides, chamadas transforniaes lineares (POOLE,
2006).

Definicao 1.2 Duas matrizes f.n = [&ij]mxn € B xs = [bij]r xs SA0 iguais se elagim o mesmo
numero de linhas e colunas e todos os elementos que ocupagbgmsiorrespondentefs
iguais, istoé, se m=r, n=s e a = bjj , paratodoi e todo j.

1 3 5 50 3 (L)
Exemplo1.1Se A= | -4 logl sed | eB=|-22 0 1 temos que A= B,
5 (-22 § & 4 23

pois aj = bjj, paratodoij=1,2,3.
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Defini¢éo 1.3 Dada uma matriz A= [a;j|mxn, definimos a matriz transposta de A, denotada por
Al como a matriz A= [bij]nxm, cujas linhas &o as respectivas colunas de A, igtd; = aj;,

paratodoie j.
2 1
. ) 2 1 4
Exemplo 1.2 DadaamatrizA= | —1 0 | enfio, A = L o0 3 e(A)t=A
4 3

1.3 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

No que se segue considere sempre uma matriargemxn.

Matriz Quadrada € aquela cujo iimero de linhag igual ao imero de colunas, isea m=n.
Por exemplo,

1 2 4
eAsx3=1|4 7 9

2 6
A2><2:50
2 00

No caso de matrizes quadradgs.n , costumamos dizer gueé uma matriz de ordem.
No exemplo anterior temos duas matrizes quadradas, umaldmd e outra de ordem
3.

Matriz Nula & aquela em quaj =0, paratodose j .

Observe as seguintes matrizes nulas

(0000 O]
0 0 0000 O

Apy 2= eAsx 5=
0 0 0000 O
0000 O

Matriz Coluna € aquela que possui umaica coluna, ist@,n= 1.

Segue abaixo, dois exemplos de matriz coluna.

0
a
Azx1=| 4 eAlezlb]-
-9
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Matriz Linha €& aquela que possui umaica linha, istee,m= 1.

Considere dois exemplos de matriz linha.
Aa=]12 0 7 1]eAno=|0 0]

Observago 1.2 Uma matrizl x n (respectivamente, m1) tamkemé chamada “vetor”
de dimen&o n(respectivamente, m). Observe os exemplos a seguir:
2
u=|13 -1 5 8lev=| -5
0
onde ué um vetor de dimeés 5 e vé um vetor de dime@s 3.

Matriz Diagonal & uma matriz quadrad@m = n) ondeéa; = 0 para todoi # j, isto &, os
elementos quedo esho na “diagonal’@o nulos. Diagonal de uma matriz quadrada s
os elementos;; tais quel = j.

Considere os exemplos:

2 000
6 0 O
0200
Agx3=| 0 5 0 | eAsus=
0020
0 0 -9
0 00 2

onde temos duas matrizes diagonais.
Um exemplo importante de uma matriz diagonal vem a seguir.
Matriz Identidade & toda matriz quadrada em qag¢=1sei = j eaj =0, parai # j. Uma

matriz identidade sérsempre representada pgr sendam o nimero de linhas ou colu-
nas.

Temos dois exemplos de matriz identidade a seguir,

1000 1000

0100 0100
|4— 6|2:

0010 0010

0001 0 001

Matriz Triangular Superior & uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diago
nal $50 nulos, iste, a; = 0 parai > j.

Observe os exemplos,
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(12 8 0]

05 -3 14 Xy
A4x4: eA2><2: .

00 10 O 0 z

00 O O

Matriz Triangular Inferior & uma matriz quadrada onde todos os elementos acima da diago-
nal €0 nulos, iste, a;; = 0 parai < j.

Temos a seguir dois exemplos,

0 0 O]

1
1 0 O
7 5 0 O
Ayys = eAsx3=| -70 5 0
4 -2 10 O
0 8 -1
0 -8 15 5

Matriz Oposta €& a matriz obtida aps trocar o sinal de todos os elementos. Indicamos a matriz

-3 0
4 1|

Matriz Transposta € a matriz obtida a partir da troca ordenada de linhas ponaslou as

oposta da matri& por —A.

3 0
Por exemplo, se A% A ] enfo—A=

colunas por linhas. Indicamos a transposta da mAtpar Al.

2 -1
2 0

DadaA = temosAl= | 1 —2
-1 -2 1

0 1

Matriz Sim étrica & uma matriz quadrada ondg = a;; para todos e j. Uma matriz simdtrica
é sinetrica em relagoa diagonal.

Segue exemplos de matrizes &imicas.

0 8 —4
9

30
a 2
, |0 10 e
2 C
0O 05

Matriz Anti-Sim étrica & uma matriz quadrada ondg = —aj; paratodosie j.

9
1 a
-4 a 0

Observe os seguintes exemplos,

0O 9 -4 0 0O
0 -2
[ ] ) -9 0 a e 00O

2 0
4 —-a 0 00O
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Teorema 1.1 Uma matrizé sinétrica se, e somente se d@dguala sua transposta, isto
e, A=Al

Observag@o 1.3 Note quee sempre nula a diagonal de matrizes anti<sintas.

Submatriz Se partirmos de uma matr= [ajj]mxn, € eliminarmos algumas, maémtodas,

linhas ou colunas, obtemos uma submatriAde

Dada a matriZA temos

a1 a2 | a3 ai4 ais
a1 ap |  ax a4 as
A=| ——— ——— | =——— ——— ——— |,
as1 azz | as3 ags ass
| am ay | a3z aw s |

gue a mesma foi subdividida. Obtemos assim, as submatez&sot seja,

Al | A
A=| ——— | ———
Ar | Ax
Podemos tamdm escreg-la,
[ apn | aw a3 | aua ais |
a1 | ax agz |  a aps Air | Az | Az
A= —- | —— —— | - == ] == ] ===
a1 | as a3 | am ass Axr | Az | A
| an | ar  ass | ass ass |

0 gque fornece outra subdi@s deA.

Chamamos de matrizes em blocos.

1.4 OPERA®ES COM MATRIZES

Ao utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidadétigaemos certas ope@es.

1.4.1 Adigo

A soma de duas matrizes de mesma ord&mn = [ajj| € Bmxn = [bjj] € uma matriznx n,

gue denotaremos pé+ B, cujos elementosd® somas dos elementos correspondentesale
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B, isto&, A+ B = [ajj + bjj]mxn.

2 -1 5 1

Porexemplo,dada=| 0 3 |eB=|2 -1 |,temos:
-2 4 0O 8

2 -1 5 1 7 0

AtB=| 0 3 |+|2 -1 |=| 2 2

-2 4 0O 8 -2 12

Observago 1.4 A adicio de matrizes tem as mesmas propriedades que aadie rumeros
reais.

1.4.2 Multiplicagio por Escalar

SeA = [ajj]mxn € K &€ um rumero real, efdto definimos a multiplica&ip da matrizA pelo
escala, como sendo uma nova matka, definida pokA = [Kajj]mxn.

. 2 10
Dada a matriA = 1

2 10 —4 -20
_2A=-2 = .
M

1.4.3 Propriedades da Adg e Multiplicag@o por Escalar

] temos

SeA, B eC sao matrizes de mesma ordémx n e K , K1 € Ko Sa0 rumeros reais, eao:

Al) A+B=B+A; (propriedade comutativa)
A2) (A+B)+C=A+(B+C) (propriedade associativa)
A3) d0mnxntal que Guun+A=AVA (elemento neutro aditivo)
A4) para cada,d—Atalque—A+A=0 (oposta)
M1) (k1K2)A = K1(K2A) (propriedade associativa)
M2) k(A+B)=kA+kB (propriedade distributiva)

M3) (K14 K2)A = Ki1A+ K2A (propriedade distributiva)
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M4) 1-A=AVA (elemento neutro multiplicativo)

Observago 1.5 As propriedades acima, conferem ao conjunto das matrizesira estrutura
de “espaco vetorial”.

1.4.4 Produto de Matrizes

Dadas duas matrize& = [ajj]mxn € B = [bj|nxp ,» chamamos de produtéB, a matriz

C = [Cik]mxp tal que:
n
Cik = @101 + @j2box + &3bak + - +- @bk = ) aijbj
=1

paratodd =1,2,--- ,netodok=1,2,---,p.

Por exemplo, temos

n

C11 = 11011+ a10bp1 + g3z + - - +awnbny = Z ajjbijk
=1

n
C32 = @g1D12+ Ag2bpo + Agabaza + - +agnbnz = ) agjbjo.

=1
Observago 1.6 1. $ podemos efetuar o produto de duas matrizgsrnAe By.p Se 0
nimero de colunas da primeira matriz for igual aGmero de linhas da segunda ma-
triz. A matriz C resultante téro nimero de linhas da primeira matriz (no caso A) e o
nimero de colunas da segunda (no caso B),&t0= AB & uma matriz nx p;

2. O elemento;gda matriz produt@ obtido multiplicando os elementos dasina linha da
primeira matriz pelos elementos correspondentes édaikza coluna da segunda matriz e
somando estes produtos.

Considere as matrizel§ B, C e D indicadas abaixo. Efetue, se po&d, 0s produto\B,
BA, CD e DC, justificando quandoao for possel.

1
2 1
1 -1 -1 3 06 1
A=|4 2| B= C= eD = .
0 1 4 38 -2
5 3 )
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O produtoBA nao exixte,porque oirmero de colunas d& € diferente do amero de linhas
deA. Analogamente, o produfdC nao existe, porque oimero de colunas de é diferente do
numero de linhas d€. Nos demais casos temos,

0 6 1
21+10 2(-1)+1.1 2 -1
9 18 -7
AB= | 41420 4(-1)+21 |=|4 —2 | eCD=
12 62 -3
51+30 5(-1)+3.1 5 -2
3 8 -2

1.4.5 Propriedades da Multiplicag de Matrizes

SeA, B eC sao matrizes tais que as opebag citadas, €50 definidas, temos:

1. SeA é uma matriznx nenfioAl, = AelnA = A (I = matriz identidade);
2. (A+B)C =AC+BC;

3. C(A+B)=CA+CB;

4. (AB)C = A(BO);

5. (AB)! = BIA!;

6. SeAé uma matrizn x n entio Gy mA = Opxn € AOnxk = Omxk (0 = matriz nula).

Observago 1.7 Em geral, temos que AB BA, pois dada

1 -1 1 1 2 3
A=| -3 2 -1|eB=|2 46|,
-2 1 O 1 2 3
temos
0 0O
AB=|10 0 0
0 0O
e
-11 6 -1
BA=| —22 12 -2
-11 6 -1

donde conclimos que ABZ BA. Note tambm que, AB=0com A# 0e B# 0.
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2 DETERMINANTE

2.1 INTRODUGAO

E possvel associar a cada matrz= [ajj] de ordemn x n um escalar, chamado de deter-
minante deA, o qual denotaremos pdetA ou|A|, ou aindadet{a;j|.

Para conseguirmos associar essmero a matriz, vamos introduzir algumas defieig. A
primeira delasé o quee uma “permutago”.

Definicao 2.1 (Permuta@o) Dados n objetos distintos a - - ,a,, uma permutago destes ob-
jetos consiste em didgos em uma determinada ordem.

Por exemplo,(12) & uma permutdp dos meros 1 e 2(21) é outra permutaép. A
guantidade de permutdgs den objetosé dada pon!, queé lido n fatorial e

n=nn-1)(n-2)...-.21

onden & um inteiro positivo. Por exemplo 2! 2.1 =2 e 3!= 3.2.1 = 6. Defini-se tambm,
or=1.

Definicao 2.2 Dada uma permutap dos inteirosl, 2, ---  n, existe uma inve&é® quando um
inteiro precede outro menor que ele.

Consideremos as permuiess de 1 e 2 e vejamos em cada permadag rumero de in-
verses.

Permutago | NUmeros de inveies
(12) 0
(21) 1

Agora estamos em con@ig de exemplificar o que definiremos como determinante. Para
iSs0, consideremos 0s seguintes casos:
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ailr ai2

Matriz 2 x 2: Dada uma matriA de ordem dois por dois, ou sefa—= [ ] definimos

dp1 a2

detA= aj1ap2 — agoans.

De fato, definimos desta forma porque aparecem todos ostpsaiy, ayj,, onde(j1, j2)
sao0 as permutdies de 1 e 2. Am disso, vemos que o sinal do ter@megativo, se a
permutago tiver um rimeroimpar de inverges.

Matriz 1 x 1. Caso tenhamos uma matriz de ordem1], ou sejaA = [a], temos queletA= a,
ou sejag igual ao elemento da matriz, isto porqumrexiste invei&o e a permutdp de
um elemente igual a um.

Matriz 3 x 3: Dada uma matriA de ordem s por tés, ou seja,
ai1 a2 a3

A= ayp ap a3

az1 az2 ass

definimos o determinante da matAzor
detA = ajiapra33— a1823832 — a12821833 + a12823831 + 813821832 — 813822831 -

Para um melhor entendimento da defémgusaremos a ideia de perm@ag inverao
como nos casos anteriores. Consideremos, por exeiti#l8) que & uma permutaip
dos rumeros 1, 2 e 3, observe q213) & outra permutdéip, e assim segue, teremos
3! =3.2.1 = 6 permutades. Vamos detalhar as perm@#tag o umero de inver@es.

Permutago | NUmeros de invetses
(123) 0
(132)
(213)
(231)
(312
(321)

W NN P

Ao considerarmos uma matriz de ordem 3 onde definimos o determinante percebemos
que aparecem todos os produsag, azj,azj,, onde(]ju, j2, j3) SA0 as permutdes de 1,

2 e 3. AEm disso, observamos que o sinal do termo fica negativo, serafzeiio tiver

um nameroimpar de inverges.
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Como generalizép, o determinante de uma matriz quadr@gan«n € dado pela defingp
a sequir.

Definicéo 2.3 detfa;j| = Z(—l)Jaljlazjzagjs, onde J=J(j1,---, jn) & o rlimero de inver@es
P
da permutago (j1j2--- jn) e p indica que a som& estendida a todas as permutades de

(12---n).
Em rela@o a esta defingp podemos fazerés observdies:

) Se apermutdo (j1j2--- jn) tem um riimero par de invei®s, o coeficienté—1)? do termo
correspondente na sordat te@ sinal positivo; caso corério, te@a sinal negativo.

i) Em cada termo da sontata, existe um e apenas um elemento de cada linha, e um esapena
um elemento de cada coluna da matriz.

iil) Através de uma reordenag conveniente dos termos, mostra-se que &mb possvel
definir um determinante por

detla;j] = Z(—l)Jajllaﬂz“'aJnn
[9)
variando os primeiros e deixando fixos os segunddies.

Consideremos as seguintes propriedades envolvendo dedenes.

a) Se todos os elementos de uma linha (coluna) de uma ndeséia nulosdetA= 0.

A razao distoé que, pela observag (ii), em cada termo que aparece radcalo do de-
terminante B um dos elementos da linha (coluna) nula e, portanto, togldsrmos se
anulam, e o determinanézero.

b) detA= detA.

Dal inferimos que as propriedades qumsalidas para as linhas tai@im 0 para co-
lunas. A prova desta propriedaddeita da seguinte formar. $e= [a;;|, sabemos que
Al = [bij], ondeb;; = a;i. Enfio, pela definigo de determinante, temos:

detlbij] = (—1)’byj a0, anj,
(-1
= detfajj] pela observedo (jii).

Ja.. A .
) @j118j2, "+~ @jny,

>
0
>
0
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c) Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante terehenante fica multiplicado

por esta constante.

Para verificarmos isto, chamemosAl@a matriz original eB a matriz obtida d&\, mul-
tiplicando uma linha dé\ por uma constantk. Enfo, ao calcularmos o determinante
de B, pela observaip (ii), em cada termo aparece um elemento daquela linhaajue f
multiplicada pork. Podemos colocdcem eviencia, e 0 que permaneéexatamente o
calculo do determinante d& PortantodetB= kdetA

d) Uma vez trocada a po$ig de duas linhas, o determinante troca de sinal.

A razao distoé imediata se observarmos que ao trocar duas linhas de uma, raht
teramos a paridade daimero de inveres dodndices e, portanto trocamos o sinal dos

termpos.

e) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunaeisig zero.

f)

Isto &€ verdade porque se trocarmos as giescdas linhas ques iguais, a matriz e,
portanto, o determinante permane&meios mesmos. Por outro lado, pela propriedade
anterior, o determinante deve trocar de sinal e, portantmi@a possibilidadé& que o

determinante seja nulo.

ail e ain ai1 -+ ain ail -+ ain
biir+cC1 -+ bin+Cn |=| bi1 -+ bin |*]| CG1 -+ Cin
an1 ann an1 - dpn dn1 - dpn

Para motrar esta propriedade, usamos a définde determinantes e a distributividade.
Mas cuidado! Observe que aqui temos a soma numa linhég @ma soma de matrizes.
De um modo geral, o determinante de uma soma de duas matéia€siguala soma
dos determinantes das matrizes. Ou segi(A + B) # detA+detB Para detalhes da
demonstrago ver (BOLDRINI et al., 1986).

g) O determinante & se altera se somarmos a uma linha outra linha multiplipadaima

constante. Para detalhes da demonatagr (BOLDRINI et al., 1986).

Consideremos o determinante abaixo:

ol

I
o N W
o o
o O B
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Aqui, a terceira linha, somamos a primeira linha multiplicadazor

h) det(A.B) = detAdetB

Esta propriedade muitodtil no calculo de um determinante. Para detalhes da demogstrac
ver (BOLDRINI et al., 1986).

2.2 DESENVOLVIMENTO DE LAPLACE

Vimos anteriormente que

ai; a2 a13
Al = dp1 adpz az3
az1 ag2 as3

= Qiiagpazz— aj1dp3agy — ajpdx1833+ a12ax3a31 + a13d21832 — a13922831

onde podemos escrever

Al = ain(azoazs— ax3dz2) — ar2(ax1833 — A23ds1) + au3(az1832 — azoaa1)
dpp aAz3 az1 az3 ap1 az2
= an — a2 ai3
azz ass az1 ass az1 as2

Observe que o determinante da matriz3pode ser expresso em f@mdos determinantes
das submatrizes2 2, istog,

detA= a11|A11| — a12|A12| + ai3|Axs|

ondeAjj & submatriz dé, donde a iesima linha e a gsima coluna foram retiradas. &uh disso,
se chamarmos

By = (1) Ay
obtemos a expreas

detA= a11A11+ a2+ a13013

Esta propriedade continua sendaliga para matrizes de ordem, e assim podemos ex-

lpara uma demonstrag, veja por exemplo Lipschutz, S\lgebra Lenear, McGraw-Hill do Brasil Ltda., Rio
de janeiro,1971



pressar
detAn = a1di1+---+ainlin
n

= 3 (1) adets,
J:

n
= > aijlj
=
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Ao niimeroAj; (queé o determinante afetado pelo sinall)'+ da submatriz\j, obtida de

Aretirando-se a ésima linha e a gsima coluna), chamamos cofator ou complementebaigo

do elementa;.

O desenvolvimento de Laplaéeuma brmula de recoBncia que permite calcular o deter-

minante de uma matriz de ordeama partir dos determinantes das submatrizes quadradas de

ordemn—1.

Observe que nadfmula dada, o determinante foi desenvolvido petsima linha. Uma

forma aralogaé valida para as colunas.

Como exemplo, vamos calcular o determinante da matriz

1 -2 3
A= 2 1 -1],
-2 -1 2
usando aérmula de Laplace.
1 -2 3
Al = 2 1 -1
-2 -1 2

= (=2)A12+ 102+ (—1)A3z2

onde
2 1 2 -1
Ao = (_1)1+2 - _ -9
-2 2 -2 2
1 3
Doy = (_1)2+2 -8
-2 2
1 3
Agp = (—1)3+2 =7.
2 -1
Portanto
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3 SISTEMAS LINEARES

3.1 HISTORICO

Sistemas Lineares e Determinantes: Origens e Desenvaitome

Na matenatica ocidental antiged® poucas as apadies de sistemas de eqdag lineares.
No oriente, contudo, 0 assunto mereceu éeriiem maior. Com seu gosto especial por diagra-
mas, 0s chineses representavam os sistemas lineares paterssius coeficientes escritos com
barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro. Assbaracadescobrindo o @&wodo
de resolugo por eliminago - que consiste em anular coeficientes por meio de opesas-
lementares. Exemplos desse procedimento encontram-deavescajtulos sobre a arte da
matendtica, um texto que data provavelmente dwslo 11l a.C.

Mas foi © em 1683, num trabalho do japés Seki Kowa, que a ideia de determinante
(como polirdbmio que se associa a um quadrado dmeros) veia luz. Kowa, considerado o
maior materatico japos do &culo XVII, chegou a essa nag atraes do estudo de sistemas
lineares, sistematizando o velho procedimento&hijpara o caso de duas eqies apenas).

O uso de determinantes no Ocidente comecou dez anos depoifrabalho de Leibniz,
ligado tamieém a sistemas lineares. Em resumo, Leibniz estabelecewd&g@ome compatibil-
idade de um sistema deét equa@es a duas irignitas em termos do determinante de ordem
3 formado pelos coeficientes e pelos termos independersgiesdeterminante deve ser nulo).
Para tanto criou &tuma notago comindices para os coeficientes: o que hoje, por exemplo,
escrevelamos coma@; 2, Leibniz indicava poty.

A conhecida regra de Cramer para resolver sistemas efgua@es an incognitas, por
meio de determinanteg,na verdade uma descoberta do e8sdolin Maclaurin (1698-1746),
datando provavelmente de 1729, embdrgsblicada postumamente em 1748 no Smatise
of algebra Mas o nome do suico Gabriel Cramer (1704-175%) aparece nesse episo de
maneira totalmente grauita. Cramer t@ambchegouw regra (independentemente), mas depois,
na sudntrudugdo a aralise das curvas plan&t750), em conexo com o problema de determi-
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nar os coeficientes dénica geral
A+ By+Cx+ Dy’ + Exy+x? = 0.

O frand@s Etienne Bzout (1730-1783), autor de textos makticos de sucesso em seu
tempo, sistematizou em 1764 o processo de estabelecimansais dos termos de um deter-
minante. E coube a outro fraés, Alexandre Vandermonde (1735-1796), em 1771, empreende
a primeira abordagem da teoria dos determinantes indeptndi@ estudo dos sistemas lineares
- embora tambm 0s usasse na resdiacdestes sistemas. O importatéerema de Laplace
gue permite a expad@ de um determinante atés dos menores defilas escolhidas e seus
respectivos complementos alyicos, foi demonstrado no ano seguinte pelipgo Laplace
num artigo que, a julgar pel@ttlo, nada tinha a ver com o assunto: “Pesquisas soba&olo
integral e o sistema do mundo”.

O termodeterminantgcom sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de Cauchy sobr
0 assunto. Neste artigo, apresentaddcademia de @ncias, Cauchy suma-riou e simplificou
0 gue era conhecido&@entio sobre determinantes, melhorou a natagnas a atual com duas
barras verticais ladeando o quadrado dmaros 6 surgiria em 1814 com Arthur Cayley) e deu
uma demonstrap do teorema da multiplicag de determinantes - meses antes J. F. M. Binet
(1786-1856) dera a primeira demonstageste teorema, mas a de Cauchy era superior.

Aleém de Cauchy, quem mais contribuiu para consolidar a teogaldterminantes foi o
alendo Carl G. J. Jacobi (1804-1851), cognominadovezes “o grande algorista”. Deve-se a
ele a forma simples como essa teoria se apresenta hoje éé@mente. Como algorista, Jacobi
era um entusiasta da noéegde determinante, com suas potencialidades. Assim, atambe
conceito dgacobianode uma fungo, salientando um dos pontos mais caréstieos de sua
obra,& uma homenagem das mais justas (IEZZI; HAZZAN, 1993).

3.2 ARTIGO REVISTA RECEN

Neste cafiulo ensinaremos como resolver um sistemen@guaes enincognitas, atra@s
do escalonamento. No entanto, apresentaremos um artijoguidna revista RECEN, onde o
mesmo apresenta uméatodo para escalonar sistemas de egeadineares usando somente de-
terminante de ordem 2 ( SMED) conforme (LOBEIRO; GRAMANI, 2DX®m intuito de ua-
lo para futuras aplicdes. Este ratodo foi criado pelos professores Adilandréeiio Lobeiro
e Liliana Madalena Gramani. Mostraremosingegra o artigo com o objetivo de melhor escla-
recimento do ratodo. E importante ressaltar que tivemos a pergsgos autores para dispor
o0 artigo neste trabalho.
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Um método para escalonar sistemas de equdgs lineares usando somente
determinante de ordem2

Adilandri M ércio Lobeiro
Coordenago de Infornatica, COINF, UTFPR - Universidade Tecaglca Federal
do Paraa, Caixa Postal 271, CEP 87301-006, BR 369, km 0,5, Campoadour
Pr, Brasil.
alobeiro@utfpr.edu.br

Liliana Madalena Gramani
Departamento de Mateatica, DMAT, UFPR - Universidade Federal do Paran
Caixa Postal 019081, CEP 81531-990, Curitiba, Pr, Brasil
gramani@ufpr.br

3.3 INTRODUGAO

O presente artigo descreve ungtodo para simplificép do modelo tradicional
do escalonamento para sistemas de edgmbtineares de qualquer ordem.

O referido nétodo denominado SMED, dgrimo para “Simplificago do Metodo
do Escalonamento usando Determinante de ordem dois”,demeolugao de um
sistema dem equades lineares a incognitas com duas caracigticas relevantes
em rela@o ao nétodo tradicional do escalonamento: (i) aspectos pgEglags, que
representam a facilidade com que os alunos aplicam o SMBRsfiectos tempo-
rais, que representam o tempo neaeisspara operar o SMED em um &eio de
sala de aula.

Além dessas caracisticas, 0 SMED possui outra, exclusivamente associada ao
seu modo de operag, ele opera utilizando somente determinante de ordem dois
independentemente daimero de equdies e inégnitas que um sistema venha a
possuir. Isso significa que sua utiliZagse torna aceis®l a qualquer estudante que
tenha tido contato corlgebra Linear Bsica.

Para propor o SMED, apresentou-se uma 8aqia de sistemas de eqbas
lineares. Cada um desses sistemas, incluindo um sistengaigerfoi resolvido
tanto pelo neétodo tradicional do escalonamento como pelo SMED. Afilak\e-
se a mesma sol@g, justificada pelas opei@&s elementares. Desta forma, buscou-
se salientar as vantagem do uso detodo proposto.

Um sistema de equéaes lineares comm equa@es enincognitasé um conjunto



de equages da forma:

(

a11X1 +aipXo +ayzxz+ - -
ap1X1 +agoXo +ap3Xz + - -
a31X1 + azoXp +az3Xz+ - -

\ Am1X1 + amX2 + amaX3 + - -

+ a1nXn
-+ aonXn
~+ AonXn

+ amrXn
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bs (3.1)

ondeb; e a;; sao rimeros reais, sendo<li < me 1< j < nnumeros naturais.

Uma solu@o do sistem#3.1) € uma n-upla delmeros(a,az,---,an) € IR"

gue satisfaca simultaneamente essa&gjuades.

O método mais simples e eficiente para resolver sistemas disear do esca-
lonamento, conforme os trabalhos (LIMA, 1998; LIMA et alQ0Z; BOLDRINI
et al., 1986; KOLMAN; HILL, 2006; GONCALVES; SOUZA, 1977Embora este
método esteja consagrado por seu uso secular e, ao mesmaq stoglpeste tra-

balho profde uma nova forma de escalonamento utilizando somentendetartes

de ordem dois. Essa proposta visa simplificar&iodo do escalonamento.

O meétodo tradicional do escalonamento opera sobre as masiyso, que

s40, a matriz dos coeficientes do sistefB4) e a respectiva matriz ampliada:

ailr 12 aA13
dp1 adz2 az3
d31 az2 ag3

ai; aip a3
dp1 adp2 a3

az1 azz ass

dmi dm2 am3

Ain
azn

aon

Amn

ain b
axn by

apn bz

amn bm

(3.2)

(3.3)

Diz-se que uma matrie escalonada quando o primeiro elemer#do-nulo de

cada uma de suas linhas &atesquerda do primeiro elementaaanulo de cada

uma das linhas subsequentes @naldisso, as linhas nulas (se houver), ou seja,

as linhas que tem todos elementos iguais a zerapesdtaixo das demais (LIMA,
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1998).

Um sistema escalonado (cuja mafiescalonada) pode ser facilmente resolvido
de baixo para cima, obtendo-se primeiro o valotilfiana incbgnita, substituindo-a
por esse valor na equag anterior, e assim por diante (LIMA et al., 2001).

O método do escalonamento se baseia no fato de que todo sigtemai-
valente a um sistema escalonado. Partindo do sis{8m§ chega-se a um sis-
tema escalonado equivalente por meio de umaésega de operdies elementares
(BOLDRINI et al., 1986), quedo as seguintes:

E1l) Permuta da &sima e késima equdies do sistema. Notag: Lj « Ly, com
1<i<mel<k<m;

E2) Substitui@o da iésima equaio pela iésima equago multiplicada por um
escalar Ao nuloa. Nota@o:Lj — alLj, 1 <i<m;

E3) Substitui@o da iesima equado pela iesima equaio maisa vezes a kesima
equa@o. Notag@o:Lj — Li+alLyx, com1l<i<mel<k<m.

Apbs obter um sistema escalonado equivalente ao sis{8rha atraes de
opera@es elementares possvel classifi@-lo quanto ao conjunto soloes. Se o
sistema3.1) admite:

e infinitas solu@es, diz-se que o SisteredPossrel Indeterminado (SPI);
e umadnica solu@o, diz-se que o SistengaPoss/el Determinado (SPD);
e nenhuma sollp, diz-se que o Sistengalmpossvel (SI).

Com base no sistema tradicional de escalonamento, resuerndadesenvolvido
acima,é proposto nas demais $&s um neétodo de escalonamento para am sis-
tema dem equa@es lineares @ incognitas utilizando somente determinante de
ordem dois.

E importante salientar que se apresentou o SMED a uma turraludes, du-
rante uma aula dAlgebra Linear na Universidade Tecngica Federal do Paran
(Campus Campo Moéb), e percebeu-se um grande avan¢co em d@ela@pren-
dizagem quando esse foi comparado coméasado tradicional do escalomento. O
SMED tanto colaborou para obter a s@ogo sistema de equi@es de uma forma
mais @pida quanto ajudou o aluno a entender melhor o processcd®ramen-
to. Foi observado, neste momento, a facilidade de apregehizalo SMED e o
pequeno espaco de tempo para solucionar o sistema.
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3.4 SIMPLIFICACAO DO METODO DO ESCALONAMENTO USANDO DE-
TERMINANTE DE ORDEM DOIS (SMED)

3.4.1 Sistema de uma eq@ace uma inégnita

Considera-se um sistema de uma e@oag uma inégnita, dado por
ax=Dh,

ondea, x e b sAo mumeros reais (BOLDRINI et al., 1986). Inicialmente pode-se
pensar que a solég desta equapé x = 3 entretante necesario avaliar as &s
possibilidades abaixo:

b L ~ ~ .
1. Sea+# 0, enhox = 3 gueé alnica soluéo da equadp, qualquer que seja o
valor deb, SPD.

2. Sea= 0, ha duas possibilidades, dependendo do valdy.de

(a) Seb+# 0, tem-se Ox = b e rAo existe solu@o para esta equag, Sl.
(b) Seb=0, tem-se Ox= 0 e qualquer amero real s&r solu@o da equeip,
SPI.

As mesmas possibilidades ocorrem no caso geral dgua@es an incognitas,
como sea desenvolvido adiante.

3.4.2 Sistema de duas eqfias e uma in@gnitas

Um sistema linear de duas eqoas e uma insgnitaé dado por

{ ajxy = by (3.4)

ayxy = by

cuja solu@o, quando exist& o conjunto formado pof; € IR. Uma das maneiras
de resolver o sistem¢B.4) é obter os conjuntos soldes das equéesa; Xy =
b1 e ax1x1 = by separadamente, como foi feito na #e¢3.4.1) e depois fazer a
intersec@o desses conjuntos soligs obtendo-se assim a s@oglo sistemé3.4).

3.4.3 Sistema de duas eqbdas e duas iragnitas

Considera-se um sistema linear de duas e@gme duas iragnitas dado por

{ apXr+apXe = by (3.5)

apiXi+apXe = by
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Para obter a sol@p do sistemd3.5) aplica-se o ratodo do escalonamento
tradicional com o objetivo de visualizar o SMED. Para issaliam-se dois casos:

2.3.1) aj; =0 paratoda =1,2.
Se os coeficientes; 1 e ap1 forem iguais a zero, pode-se escollkgrcomo
igual a uma constante arlditia, rao afetando o valor de. Para encontrat,

resolve-se o sistema

{ apXe = by (3.6)

apXo = by

como foi feito em(3.4.2). Para determinar a soléag do sistem#3.6), queé
equivalente ao sisten{8.5), tem-se:

e Se as equdes emxp nao trouxerem nenhuma nova inforrdacpara o
sistema, ist@,a;» = by = ap» = b, = 0, a solu@oé uma reta, SPI.
e se um § valor dex, € determinado por essas duas egeaceréio a
solu@o do sistem& um ponto, SPD.
e se as duas equdes §io incompdti/eis enéio o sistemado tem solugo,
S
2.3.2) a1 # 0 para algum=1,2.
Consideram-se dois casos:
2.3.2.1) all 75 0.

Seaj; # 0 no sistema3.5), aplica-se o escalonamento com uso das
operafes elementares

ajXp+apXe = b (3.7)
apiXp+agxe = by Lo—agilo
ou ainda,
apXpr+apXe = by (3.8)
aprdp1Xy +agtaXe = anhy Ly« Lp—apilg
chega-se a um sistema escalonado
apXp+apXe = by (3.9)
(ag1822 —ap1a12)X2 = ai1bp —agibs

equivalente ao sistem@®.5). E importante observar que, ag, = 0, 0
sistema(3.5) ja esh escalonado. Esse fatamimpede que seja aplicada
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a operago elementakE3 (somar a uma linha um aftiplo de outra linha
(LIMA, 1998; BOLDRINI et al., 1986)), conforme ilustrado nasgma
(3.8), pois, senday; = 0, a nova linha dois sarigual a antiga linha dois
(L2 < L, —0L,), obtendo-se um sistema equivalente.

A passagem d€3.5) para(3.9) pode ser interpretada simplesmente com
o calculo do determinante de ordem 2, ou seja,

apXp+apXe = b

a1 aw | aj1 bp (3.10)
2 p—

a1 a2 ap1 bo

E importante salientar que a represeatado sistem&3.10) introduz o
SMED para sistemas de duas edigeg;e duas iragnitas.

A seguir descreve-se mais alguns casos de aplacdg SMED para sis-
temas de outras ordens incluindo o casoEuaes en incognitas.
Representando-se

ajn by
, b5=

)

a1 by

no sistemg3.10), tem-se

{ apXr+apXe = by (3.11)

* _ >k ’

A solugao do sistem&3.11), queé equivalente ao sistenfa.5), depende
da solugo da equéaip a;,x, = b3. Logo:
e sea;, = b5 = 0, significa que existem infinitos valores pata ou
ainda, a equap rao traz nenhuma nova infornég para o sistema,
enfo resta a primeira equag, que define uma reta, SPI;

e se um § valor dexp & determinado por essa eqaia@néo a solugo
do sistema um ponto, SPD;

e se rao existe um valor dgy, enfio o sistemado tem solugo, Sl.

2.3.2.2)a;; =0.
Seaj1 = 0 no sistemd3.5) tem-seay; # 0, pois por hiptese,aj; # 0
para algum = 1,2. Troca-se a pos#p relativa da primeira e da segunda
equades e procede-se (a menos de uma troca de coeficientes) como fo
feito em(2.3.2.1).
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3.4.4 Sistema de@és equages e duas iragnitas

Uma sistema deés equages e duas iragnitase dado por

apXr+apXe = by
a1 +apXe = by . (3.12)
agiX1+agXe = b

Como foi feito anteriormente, a pritpio resolve-se o sisten{8.12) pelo método
do escalonamento tradicional buscando a egéin@h com o SMED. Analisam-se
dois casos:

2.4.1) aj; =0 paratoda = 1,2,3.
Seaj; = 0 paratodad = 1,2, 3, pode-se escolhet como igual a uma cons-

tante arbitaria, isso Ao afetad o valor dex,. Para encontrax, obttm-se os
conjuntos soluges de cada uma dagsrequages

apXe = b
Xy = by (3.13)
agXe = bs

separadamente, como foi feito na&e¢3.4.1). A solu@o do sistem#3.12)
e:
e umareta, SPI, se as eqdas enx, nao trouxerem nenhuma nova inforraac
para o sistema, ou seja,, = b1 = ayy =by =az, =b3 =0;
e um ponto, SPD, se undvalor dex, &€ determinado por essagsrequages;
e 0 conjunto vazio, Sl, se a$s equages &0 incompateis.
2.4.2) a1 # 0 para algum=1,2, 3.
Consideram-se dois casos:
2.4.2.1)a1; #0.

Sea;1 # 0 em(3.12), efetua-se o escalonamento aplicando as opesag
elementares

axat+apxy = by
A1Xg +agXe = by Ly« ajilo (3.14)

agiXp+agXe = bz Lz«—ails



35

e ainda,
apXi+apXe = bp
apiap1Xy +aganXe = anby Lr«—Lr—apily
ap18z1X1 +ag1@zXe = apbs Lz« Lz—agil
logo
apXr+apXe = by
(aq182 —ap1a12)X2 = agibp—agibr - (3.15)
(an1832—ag1d12)Xe = agibz—azib

Observando os sistem#3.12) e (3.15) conclu-se que a passagem de
um para o outro pode ser interpretada simplesmente coaicalo do
determinante de ordem 2, isgpusando o SMED,

aipxp+aixe = by
a;; ap a;; by
Xo =
a1 a2 ay, by
a;1 ap a;; by
X3 =
[ | @1 as2 az1 bs
Denotando-se
g | a1 212 be — | a1 b1
22 — ) 2 — )
a1 ap a1 by
g | 211 @12 b — | A1 by
32— ) 3 — >
ag1 a2 ag1 bz
tem-se
apixg+apXe = by
X, = b . (3.16)
* _ *

Para determinar a solag do sistem&3.12), equivalente ao sistenta.16),
analisam-se a segunda e a terceira egesgeparadamente da mesma
maneira como foi desenvolvido na &e¢3.4.1). Se:

e ay = by = azx = b3 =0, as equages emx, nao trazem nenhuma
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nova informa@o para o sistema, €xt resta a primeira equag, que
define uma reta, SPI;
e um 9 valor dex, & determinado por essas dudmas equages
enfio a solugo do sistemé& um ponto, SPD;
e as duas equées finais 8o incompaveis enfio o0 sistema &@o tem
soluco, SI.
2.4.2.2)a;; =0.
Sea; ;1 = 0 no sistemd3.12), tem-se por hiptese que pelo menag; # 0
parap = 2,3. Considera-se sem perda de generalidade# 0. Trocam-
se a posigo relativa da primeira e da segunda e@esce procede-se (a
menos de uma troca de coeficientes) como foi feitq 2ah2.1).

3.4.5 Sistema de@és equades e tés indgnitas

Considere o sistema déf equages e tés indgnitas

apXr+apXe+aisxs = by
apiX1+agXo+apaxz = by . (3.17)
agiX1+agoXp+agaxz = bg

Para solucioa-lo, inicialmente aplica-se o @odo do escalonamento tradi-
cional para depois visualizar o SMED. Tem-se dois casos:

2.5.1) a; =0 paratoda =1,2,3.
Seaj; = 0 para toda = 1,2,3, recai-se em um sistema dégrequages e
duas inbgnitas conforme foi analisado na 8e¢3.4.4).
2.5.2) gj1 #Oparaalgum=12 3.
Tem-se dois casos a considerar:
2.5.2.1) a1 £0.

Seaj; # 0 em (3.17), aplica-se o escalonamento procedendo com as
opera@es elementares

apXe+apXo+azXs = by
ag1X1+agXo+agxs = by Ly«—anls , (3.18)
aziX1+agXo+azaxs = bz Lz«—ayils



segue

logo

apiX1+apXe+asxs = by
aj1apiX1 + aj1@Xe +anaxaXs = aghp
a11831X1 +a11832X2 +a11833%3 = a11b3
a1iX1 +aipXo +a13xXs =

(ag1802 — @p1812)X2 + (A11823 — A21813)X3 =

(ag1832 — 831812)X2 + (A11833 — 8g1813)X3 =
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Lo« Lo—apily

L3« L3—agil1

by

ai1by —apiby (3.19)

aj1bs —agibg

Note que a passagem (®17) para(3.19) pode ser interpretada simples-

mente calculando determinante de ordem 2. A represanig sistema

usando o SMED eatilustrada abaixo:

;

\

aii

a1

ail

azi

Denotando-se

*
8 =

o —
a3, =

ail

ag;

ail

asy

aio

a2

ai2

as2

ai2

ago

ai2

asz

a1l
Xo +

az1

ail
Xo +

azi

*

I —
y A3 =

escreve-se o sistenta.20) por

ai3

a3

ai3

azs

ail

agi

ail

asy

a11X1 + a12X2 + a13X3

X3

X3

ai3

a3

ais

ass

a11X1 + a12X2 + a13X3
* *

* *

onde avaliam-se dois casos:

2.5.2.1.1)a5 # 0 para algum = 2, 3;

= by
— by

aii

az1

ail

azi

by
bs

ail

agi

ail

asy

(3.20)

(3.21)

Pode-se admitir (trocando a ordem das dukisnas equages, se

necesario) queaj, # 0. Da mesma forma da passage(8&) para
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(3.11), tem-se qué3.21) implica em

ajXr+apXe+aixs = b
A Xo+ayXs = b5 (3.22)
kk _ >k >k
onde
* * *«
qr | %22 B3| by = %2 P2
3 33 32 D3

sao coeficientes representados por determinantes de ordeicote

forme proposto pelo SMED.

A solucdo do sistem&3.22), queé equivalente ao sistenfa. 17), de-

pende da soldp da equaip azsxs = bs*. Consideram-seds casos:

e seaj; = 0eb3" # 0, o sistema sérimposével, SI;

e seaj; = 0eb;" =0, restam a primeira e a segunda e@esg que
definem uma reta, SPI, visto gugé um real qualquer;

e seajz; # 0, um $ valor dexz &€ determinado por esta eqéag isto
mostra que a sol@pé um ponto, SPD.

2.5.2.1.2)aj = 0 paratoda = 2,3.
Sea, = 0 para toda = 2,3 o sistemd3.21), reduz-se

X +apXo+agxs = by
ayxs = b . (3.23)

Para determinar a solag do sistemd3.23), queé equivalente ao

sistema(3.17), analisam-se a segunda e terceira eqeagomo foi

feito na se@o(3.4.1). Se:

e a3 = by =azz=bz =0, as equaies enxz (duaslltimas) podem
ser desconsideradas, po@ontrazem nenhuma nova inforndac
para o sistema. Eab, resta a primeira, que define um plano, SPI;

e se um § valor dexs &€ determinado por essas diétimas equages,
enfio a solugo do sistemé& uma reta, SPI;

e se as duas equdes finais 80 incompdteis enfio o sistema do
tem solu@o, SI.

2.5.2.2) a;1 =0.
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Sea;; = 0 tem-se por hiptese que pelo menag,; # 0 parap = 2,3.
Considera-se sem perda de generalidage# 0. Troca-se a posip
relativa da primeira e da segunda edies; e procede-se (a menos de
uma troca de coeficientes) como foi feito é25.2.1).

3.4.6 Sistema dmequaes an incognitas

Nas sedes anteriores foram abordados sistemasdesiuages e tés indgnitas
e alguns casos de menor ordem nos quais utilizou-se o SMERQuika&ncia do
escalonamento tradicional e do SMED foi ilustrada em todosasos abordados.
A representa®o da solugo dos sistemas atr@s do determinante de ordem dois
ficou evidenciada nas respectivas@eganteriores.

Nesta sego sea desensolvido o SMED para um sistema qualqueneguades
e n incognitas justificando-se a equigakcia dos sistemas atés/ das operégs
elementareg&l, E2 e E3 fundamentadas no&todo do escalonamento tradicional,
para isto considere o sister(21), o qual, mediante aplicées sucessivas de de-
terminantes de ordem 2, produz um sistema equivalenteoeschl. Tem-se dois
casos a considerar referente ao sist¢8ih):

2.6.1) i1 =0, paratodo K i <m,
Pode acontecer que todos os coeficieateraa primeira “coluna’referentes a
primeira in@gnita sejam nulos. Se isso acontecer, pode-se escglbemo
igual a uma constante arliitia. Isso Ao afetad os valores dey,--- , Xy €
passa a considergs ou, mais geralmente, a coluna maiéxima,a direita da
primeira, onde haja algum elementaaanulo e opera-se (como aefescrito
em 26.2) de modo a obter uma matriz cuja primeira colufa-nula comeca
com um elemento diferente de zero mas todos os demais iguaa A
partir dd, fixa-se a primeira linha.

2.6.2) a1 #0, paraalgum X i <m.
Se pelo menos um dag; € rho-nulo, pode-se escolher qualquer um destes
coeficientes &o-nulos, por exempl@y, trocar a posigo relativa da primeira
e dap-ésima equdies, e usar esta eq@acpara eliminax; dasm— 1 equages
restantes atr@s do uso de determinantes de ordem 2. O resultadc=fimal
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conjunto de equdes da seguinte forma:

(

apiX1 +apXe+aiaXz+ - +amXn = bp
* * * _ %
X2+ a3+ Ak = D

agXo +a3g%3+ -+ a3 Xn = b3 (3.24)

apXe tanpgXs+ - +ann = bp
onde

ajn bp
a1 by

a1 A
a1 4jj

Y

b=

com 2<i<me 2< j <n. Observa-se que a passagen{8é&) para(3.24)
é justificada aplicando as seguintes opéeasgelementares:

1. Lj —ajiljcom2<i<mea1 #0;
2. Li —Lj—ajLjcom2<i<m,

que g0 fundamentadas noatodo do escalonamento tradicional (BOLDRINI
et al., 1986; LIMA, 1998). Note que o SMED eliminou a primeinadgnita
dasm— 1 equades usando somente determinante de ordeélimportante
salientar seaj; = 0 para algum, nao interfere no SMED, visto que, pode-
se somar a uma linha umuitiplo de outra linha (LIMA, 1998), neste caso,
estad somando a linha nukalinhai (Lj < L;j — OL;), que resultéa na pbpria
linhai.

Para simplifica(3.24), temos duas possibilidades.

2.6.2.1)a’ =0paratodo Xi<m.
Se todos os elementag, comi = 2,--- ,m sao nulos, passa-se imedia-
tamente a considerar a terceira coluna a partir da tercquago, ou
seja, os coeficiente; comi = 3,--- ,mou, mais geralmente, a coluna
mais pbxima,a direita da segunda, onde haja algum elemento abaixo de
a3, nao-nulo e opera-se (como aetescrito em 5.2.2) de modo a obter
uma matriz cuja terceira colun@ao-nula possui elementos abaixoaig
iguais a zero. A partir de ed fixa-se a segunda linha.

2.6.2.2)a’, #0com2<i<m
Se pelo menos um dos elemenésé rio-nulo, pode-se escolher qual-
quer um deles, por exemplaaz. Depois trocam-se as po8gs relativas
da segunda g-ésima equdies usando esta eq@acpara eliminar, das
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m— 2 equades restantes, atr@s do uso de determinantes de ordem 2. O
resultado finaé um conjunto de equées da seguinte forma:

(

apiXy +apXe + Xz + - +aiXn = by
* * * — k

agsxz+ - +agXn = bg* (3.25)

At +ann = by
onde

Ay &;
ay &

com3<i<me3<j<n.

a5, b '
a, b

Esse process®ento repetido & que tenha-se tratado de todas as colunas do
sistema.

3.5 CONCLUS\O E PERSPECTIVAS

Neste artigo, foi desenvolvido uméatodo para resolver sistemas de e@asc
lineares dem equa@es en incognitas. Para isso apresentou-se umaé&egja de
sistemas de equaes lineares que foram resolvidos pelétodo tradicional do
escalonamento e pelo SMED. Aplicou-se o SMED a uma turmauwf®salda dis-
ciplina deAlgebra Linear da Universidade Techgica Federal do Para{Cam-
pus Campo Mou#o) e observou-se um grande avanco em é&lagaprendizagem
guando este foi comparado com @todo tradicional do escalonamento. Foram
enfio observados os aspectos pédpgps, que representam a facilidade de apren-
dizagem do SMED e os aspectos temporais visando o tempaocsagogsara operar
com este ratodo. Conclui-se que a principal contribéiicdo mesmeé a sua simpli-
cidade de utilizago, pois facilita o processo para obter a satude um sistema de
equades lineares de qualquer ordem, utilizando somente o dietente de ordem
dois, que representa uma ferramerdaiba da&lgebra Linear.

3.6 EXEMPLOS

Para melhor entendimento da&todo resolveremos alguns exemplos.
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3.6.1 Sistema de Ordemx22.

Iniciamos com um sistema de duas ediex;e duas iragnitas.

2X1+ 3% =
3 -5 = T
X +3X% = 4
2 3 2 4
Xo =
-3 -5 -3 7

2X1+3% = 4
—1x, = 26
Substituindax, = —26 na primeira equap

2 +3(—26) = 4=x=41

Conclimos que a sol#ip do sistemé (41, —26).

3.6.2 Sistema de Ordemx32.

Agora, resolveremos um sistema destequa@es e duas iragnitas.

2%+ 3% =
Xy +2% =
—3X1—4x, = 20

2X1+3% = 5
2 3 2 5
Xo =
1 2 1 6
2 3 2 5
Xo =
| | -3 -4 -3 20
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2X1+ 3% =
1xo

logo rao existe soll#o.

3.6.3 Sistema de Ordem»33.

Aplicaremos, agora, o @odo em um sistema de&é equages e tés indgnitas, conforme
mostrar o exemplo abaixo.

2% +1X—3x3 = 2
—IX1+ 2% —3X3 =
X +5%—-1x3 = 4
( 21+ 1Xo—3X3 = 2
2 1 2 -3 2 2
Xo + X3 =
-1 2 -1 -3 -1 4
2 1 2 -3 2 2
X2+ X3 =
\ 35 3 -1 3 4

2X1+1Xp—3%x3 = 2
5% —9%3 = 10 .
TXo+TX3 = 2

( 2+ 10 —3x = 2

5% —9%3 = 10
5 -9 5 10
7 7 7 2

X3 =

\



2X1+1Xp—3x3 = 2
5 —9%3 = 10
983 = —-60

2X+1X—3x3 = 2
5% —-9% = 10
30

X3 — —Ig

- 30 .
Substituindaxz = ~79 na segunda equag

30 270 44
5% — 93 =10=5x,—9 (—4—9) =10=5x, =10— 79 = Xp = 29
- 44 30 L -
Substituinda, = 9 exz= ~79 na primeira equaip

44 30 98—-44—-90
20+ —3X3=2= 2X1+E_3<_E> _2:>2x1_4—9

= 2X1 = —%‘) = X1 = —E

177297 T a9

Portanto a solu#o do sistemé

18 44 30
4949 49)°

44
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4 APLICAC OES

4.1 REDES EETRICAS.

Nesta sego apresentaremos um exemplo onde aplicaremos o SMED. (pkxdiscorre
sobre as leis&sicas dos circuitos @ricos onde&e mostrado como essas leis podem ser usadas

para obter os sistemas de eqies lineares cujas sologs fornecem as correntes que fluem
nesse circuito.

Os circuitos edtricos mais simples consistem de dois componendsgds, conhecido
como geradores e resistores, qu@estenotados, respectivamente na figura (1).

+

|
!
—MWW——

Figura 1: Gerador e Resistor

Os geradores etricos, tais como as baterias, criam correntes num air@ftrico e os
resistores, como aarnpadas éfricas, limitam as magnitudes das correntes.

Existem tés quantidadesasicas associadas a circuitostatos:

e 0 potencial etrico (E) queé medido em voltgV);
e aresiséncia(R) queé medida em ohmgY);

e aintensidade de correnfe) em amgres(A).

O potencial dttrico € associado com dois pontos de um circuitetrgdo e, na patica, €
medido conectando estes dois pontos a um aparelho chamdetra Por exemplo, uma
pilha AA comumeé classificada como tendg8lolt, o que significa que estaa diferenca de
potencial edtrico entre seus terminais positivo e negativo. Veja adigRy.
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Figura 2: Voltimetro

Num circuito eétrico, o potencial éltrico entre dois pontoé chamado déliferenca de
potencialou queda de teréo entre estes dois pontos. Comasrveremos, as intensidades de
correntes e as quedas de @mpodem ser tanto positivas quanto negativas.

O fluxo da corrente num circuito&tticoé governado por &s pringpios kasicos:

1. A Leide Ohm A difernca de potencial atré&g de um resistd@ o produto da corrente que

passa por ele e a regscia; ou sejak = IR.

2. A Lei de Corrente de Kirchhoff A soma al@brica das correntes fluindo para dentro de
gualquer ponto de um circuitoétticoé iguala soma algbrica das correntes fluindo para

fora do ponto.

3. ALeide Voltagem de Kirchhoff Em torno de qualquer circuito fechado (taantbochamado
de malha), a soma afyrica das diferencas de poten@alero.

Considerando o Circuito representado na Figura (3),

Malha
externa

+
30V

Figura 3: Circuito

vamos determinar as correnlgsl, e ls.
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As direges dos fluxos para as correntgsl, e I3 (marcadas por flechas) foram tomadas
arbitrariamente. Se alguma destas correntes acabar segdtivaé por que, na realidade, flui
no sentido oposto ao selecionado.

Aplicando a Lei de Corrente de Kirchhoff aos ponfos B, obtemos

1 =1>+13 (Ponto A)

I3+12 =17 (Ponto B)
Como ambas estas eqdas simplificamd mesma equag linear
l1—12—13=0 (4.1)

nos precisamos de mais duas ediex;para determingy, 12 el3 de moddinico. Estas equaes
selo obtidas com a Lei de Voltagem de Kirchhoff.

Para aplicar a Lei de Voltagem de Kirchhoff a um circuito featy, selecione um sentido
positivo em torno do circuito (digamos, sentido duao) e faca a seguinte convémde sinais:

e Uma corrente passando por um resistor produz uma difedengatencial positiva se flui
no sentido positivo do circuito e uma diferenca de potémmgativa se flui no sentido

negativo do circuito.

e Uma corrente passando por um capacitor produz uma dif@m@&potencial positiva se
o0 sentido positivo do circuité de+ para— e uma diferenca de potencial negativa se o

sentido positivo do circuité de— para+.

Aplicando a Lei de Voltagem de Kirchhoff e a Lei de Olanmalha iterna 1 da Figura (3),

obtemos
711+13—30=0 (4.2)
ea malhainterna 2, obtemos

11U, —3l3—50=0 (4.3)
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Combinando (4.1), (4.2) e (4.3) resulta o sistema linear

iU, — U, — U3 = 0

7, + 0, — 33 = 30

o, + 11, — 3l3 = 50
aplicando o SMED, temos

i, — U, - 13 = 0

O, + 7l + 103 = 30

oy + 11, — 33 = 50
aplicando novamente

iu, - U, — 11Uz = 0
+ 7l + 103 = 30
20
+ 0l — 1313 = 350-330 :>|3__E1
. 20 N
Substituindds = ~1a1 na segunda equag, temos
20 590
Substituindo, agordg = — lo = 590 na primeira equa
, agordag = 13127 131 P quap

590 20 570
obtemos os seguintes valores para as correntes

570 590 -20

l1= 1—31(A)7|2 = 1—31(A)7|3 = E(A)

Observe qués € negativo, o que significa que esta corrente flui no sentidstogao indi-
cado na Figura (3).
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5 CONCLUSAO

Ao estudarmos, a teoria de matrizes, determinantes e sistdemmequdies lineares con-
cluimos que apesar de ser um camte ja bem trabalhado ainda existem maneiras de exgpress
lo de forma diferenciada. Ao trabalharmos com o artigo tetdd no texto percebemos a
simplicidade que o mesmo apresenta para resolver sistearegudgdes lineares. Condlnos
ao resolvermos alguns exemplos e uma simples aglicagvolvendo circuito étrico que a
utilizacdo do neétodoé “bem vinda” para este fim.
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