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RESUMO

BENDER, Cristiane. Um estudo de &ise real atra@s da resollio de exefcios. 122 f.
Monografia — Programa dedbB-gradua@o em Materatica, Universidade Tecnijica Federal
do Paraa. Campo Mol#o, 2011.

Este trabalh@ um estudo de dtise real atra@s da resolu#p alternada de exéoios do livro
Analise Real volume 1 Fuldes de uma vaavel real. Cujo objetivo principa aprender esta
disciplina e ainda minimizar as dificuldades encontraddsspestudantes da mesma, procu-
rando oferecer ao leitor uma resdhiacdetalhada dos exéc@s de forma a contribuir para o
aprendizado dessa disciplina quéo importante para o saber matgino. Em cada cafulo
consta uma revaéo dos principais resultados utilizados para resmugos exelicios. Foram
abordados os seguintes camdes: Conjuntos Finitos e Infinitos,Uxheros Reais, Se§uacias
de NOmeros Reais, &@ies Nunéricas, Algumas Ndies Topabgicas, Limites de Furigs e
Fung@es Conihuas.

Palavras-chave:estudo, aalise real, resoll#p de exencios.



ABSTRACT

BENDER, Cristiane. A study of real analysis by solving exeisE22 f. Monografia — Pro-
grama de Bs-graduago em Materatica, Universidade Tecnajica Federal do ParanCampo
Mourao, 2011.

This is a study of real analysis by solving alternating eisex from the book Real Analysis
Volume 1 Functions of one variable real. Whose main objedsv® learn the subject and
minimizeg the difficulties encountered by students of ying to offer the reader a comprehen-
sive resolution of the exercises in order to contribute ®l&arning of that subject which is
so important when learning math. Each chapter containsiawesf the main results used for
solving exercises. We addressed the following contentste=and Infinite Sets, Real Numbers,
Sequences of Real Numbers, Numerical Series, Some Topaldgptions, Limits of Functions
and Continuous Functions.

Keywords: study, real analysis, solving exercises.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como foco a res@ogde parte dos exéoios do livro “Andlise Real
volume 1 Fundes de Uma Vaével’do autor Elon Lages Lima.

Preciso deixar claro que estudardise, & o grande objetivo deste trabalho. E que uma
pessoa com o mesmo objetivo deve tomar cuidado aoastdizDevo aleid-lo que o conheci-
mentoé um processo que depende de cada etapa. Digo isso, porquesolaeem parte deste
processo, e pode ser muiltil desde que aprendamos com eles.&/deve ler a teoria quantas
vezes seja necemso aé entender muito bem, depois deve ler o eix#goccom atengo para
enfio tentar resol+lo, nunca olhe a resolag antes de tentar exaustivamente resddy poisé
neste momento que vecealmente estaraprendendo os conceitos.

Utilize este trabalho para ver um jeito diferente do seu delver o exerio e talvez
encontrar uma forma maifdil. Nao Fa umadnica maneira de resolver, tentamos fazer da
forma mais didtica possrel, para facilitar o entendimento de cada passagem.

Este trabalho possibilitou o estudo dos seguintes Gdioe conjuntos finitos e infinitos,
nimeros reais, se@ucias de ameros reais,&ies nungricas, noges topobgicas, limites de
fungdes e fundes corihuas. E cor@m a resolugo dos exericios de forma alternada, poés
um trabalho realizado junto com a aluna Tatiane Tambarussitigz em sua monografia os
exerdcios rao resolvidos aqui.

Em cada cajpulo, aem dos exeficios, consta uma lista dos principais resultados utiizad
para resolugo destes, pém para um estudo do cofati recomenda-se o0 uso do livro base,
(LIMA, 2008), onde se encontra a demons&aglos resultados,&h de exemplos, muito im-
portantes para a compre@osdo contédo. Ou ainda as seguintes bibliografias (LIMA, 2009),
(AVILA, 2004) ou (FIGUEIREDO, 1975).



2 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

2.1 NUMEROS NATURAIS

O conjunto IN dos imeros naturaig caracterizado pelos seguintes fatos:

1. Existe uma furgo injetiva's : IN — IN . Aimagems(n) de cada imero natural

n € IN chama-se o sucessor de
2. Existe uminico rimero natural x IN tal que 1+ s(n) para todm € IN.

3. Prindpio da Indu@o: SeX C IN & um subconjunto tal qued X e, paratodm € X tem-se
tamkems(n) € X (s(X) C X), enfiloX = IN.

As propriedades (1),(2),(3) acima chamam-se os axiomasaleoP O Prinipio da Indu@o
(axioma (3)) significa que toddumero naturah pode ser obtido a partir de 1, tomando-se seu

sucessos(1), o sucessor destg(s(1)), e assim por diante.

O prindpio da indu@o serve de base para unétmdo de demonstrag de teoremas sobre
nimeros naturais, conhecido como étado de indugo (ou recor@ncia), o qual funciona as-
sim: “se uma propriedade é valida para o amero 1 e se, supond®valida para o imero
n da resultar queP é valida tamleém para seu sucesss(n), enfio P & valida para todos 0s

nimeros naturais”.

No conjunto IN dos iimeros naturaisd® definidas duas opef@gs fundamentais:

e Adicao:
4+ ¢ INxIN — IN
(m,n) m+n
e Multiplicacao:
INxIN — IN

(m,n) m-n
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gque {0 caracterizadas pelas seguintes igualdades, que Inessée definigo:

1. m+1=s(m);
2. m+s(n) =s(m+n);
3. ml=m;
4. m-(n+1)=m-n+m;
Temos as seguintes propriedades dagalegda multiplicago:

1. Associatividade:

e (M+n)+p=m+(n+p);

e m-(n-p)=(m-n)-p
2. Distributividade:m- (n+ p) = m-n+m- p;
3. Comutatividade:

e Mm+nNn=n+m;

emM-N=n-m
4. Leido corte:

e M+N=mM+p=n=p;

[} m-n:m~p:>n:p

Abordaremos agora a rekg de ordem entrelimeros naturais. Dados o8meros naturais
m, n, dizemos que:

e mé menor do que (m< n) quando existe € IN tal quen=m-+ p;

e m< nsignificaquem< noum=n.
Proposicao 2.1 (Transitividade) Se na n e n< p enéio m< p.
Dadosm, n € IN quaisquer, vale uma, e somente uma, das alternativas:

m<n m>n OouUu m=n.

Uma das mais importantes propriedades da &alale ordenm < n entre os ameros natu-
raisé o chamado prirfipio da boa-orden@p.
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Teorema 2.1 (Prindpio da Boa Ordenago) . Todo subconjuntodo vazio AC IN possui um
menor elemento, ist®, um elementoge A tal que iy < n para todo ne A.

2.2 CONJUNTOS FINITOS

Indicaremos peloimbolo I, 0 conjunto{1,---,n} dos rumeros naturais desde 1eat.
Notag@o:I,={peIN, 1< p<n}

Definicao 2.1 Um conjunto X diz-se finito quan@ovazio (X= 0) ou quando existe, para algum
nelN,umabije¢o ¢ : 1, — X .Escrevendox=¢(1),x=¢(2), -, % =@ (n)temos
enio X= {xq,%2, - ,Xn}.

Observa@o 2.1 e A bijecdo ¢ chama-se uma contagem dos elementos de X (ereero
n chama-se oimero de elementos, odimero cardinal do conjunto finito X. Notag:
Card X=n.

e Se X= 0, diz que o amero de elementos deézero, ou seja, Card X 0,
e Cada conjuntoy & finito e possui n elementos, ou seja, Carg In;
e Sef : X — Y éumabijeéo, um desses conjuntesinito se, e somente se, 0 outro
é.
Lema2.1Se f : X — Y & uma bijego e ac X, beY. En#o existe uma bijé&p

g : X — Y talqgueda)=h.

Teorema 2.2 Se Aé um subconjunto pprio de |, (A C I, e A# I,). Ento o existe uma
bijecdo f : A — |I,.

Corolario 2.1 Se existem bij@es f : I, — X eg : Iy — X enBom=n.

Corolario 2.2 Seja X um conjunto finito. Uma aplicag f : X — X € injetiva se, e
somente se& sobrejetiva.

Corolario 2.3 Se Yé subconjunto g@prio de X (YC X e Y# X) e Xé finito enfio ndo pode
existirumabijego f : X — Y.

Teorema 2.3 Todo subconjunto de um conjunto fingdinito.
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Corolario24 Dada f : X — Y

1. Se féinjetiva e Yé finito en&io X & finito.

2. Se fé sobrejetiva e >€ finito en&o Y é finito.

Definicdo 2.2 Um subconjunto XC IN diz-se limitado quando existepIN tal que x< p para
todo xe X.

Coroléario 2.5 Um subconjunto XC IN & finito se, e somente selimitado.

2.3 CONJUNTOS INFINITOS

Definicao 2.3 X & um conjunto infinito quando Xan € finito (X+# 0 e nAo existe, seja qual for
n e IN, bijecdo f: I, — X).

Teorema 2.4 Se Xé infinito, enfio existe uma aplicap injetiva f : IN — X.

Corolario 2.6 Um conjunto X¢ infinito se, e somente se, existe umaBigegp : X — Y
sobre um subconjunto pprioY C X.

2.4 CONJUNTOS ENUMERVEIS

Defini¢cao 2.4 Um conjunto Xé enumeiivel quandc finito ou existe uma bijé@o f:IN — X.

Observaggo 2.2 e f : IN — X chama-se umaenumeigdos elementos de X. Es-
crevendo 1) =xg, f(2) =X, -+, F(Xn) = Xn,--- tem-se erdo X = {X1,X2,- -+ , Xn," - }.

e Se Xé um conjunto infinito eéib existeumaf : IN — X injetivaonde fIN) C X.
Logo f : IN — f(IN)c X &uma bije@o, e portanto todo conjunto infinito possui
um subconjunto infinito enunéarel.

Teorema 2.5 Todo subconjunto X IN & eunumeavel.

Corolario2.7 Seja f : X — Y injetiva. Se Yé enumeavel enfio X tami@mé. Em
particular, todo subconjunto de um conjunto enuawe é enumeavel.
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Corolario2.8 Seja f : X — Y sobrejetiva. Se X enumedivel enfio Y tamimeé.

Corolario 2.9 O produto cartesiano de dois conjuntos enuawisé um conjunto enumavel.

Corolario 2.10 A reun&o de uma fafiia enumeavel de conjuntos enunéareisé enumeavel.
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2.5 EXERQCIOS
2.5.1 Sego 1: Numeros Naturais

1. Usando indugo, prove:

n(n+1)
5
(b) 1+3+5+...+2n—1=n°

@ 14+2+...+n=

2. Dadoam, n € IN comn > m, prove que oun & miltiplo demou existeng, r € IN tais que
n=mg+r er < m. Prove qual er saolnicos com esta propriedade.

Resolu@o:

Sejamm, n € IN comn > m, ha duas possibilidades:

(a) né miltiplo dem. Sen & miltiplo dem, temosn = mgpara algunt conveniente.
(b) nnaoé miltiplo dem.
Sen naoé miltiplo dem, segue que esh situado entre dois ftiplos consecutivos
dem, isto &, existe um naturay, tal que

mg<n<m(g+1)
0 queé equivalente a
O<n—mg<m. (1)
Considerando— mqg=r € IN, temos de (1)
O<r<m

onden = maq-+r.
Segue de (a) e (b) que Be>- menfio oun &€ miltiplo demou existeny, r € IN tais
quen=mg+reO0<r<m

Vamos provar a unicidade.

Suponhamos que existayy, r1 € IN tais quen = maq +ri € 0< r; < m. Vamos mostrar
quer =ri eq=0:. Sendomg+r = mq; +rq, enfio

m(@—qy) = ry—r. (2)

Dadosr er;, pela tricotomia temos:
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@ri<r.
Sery <renor;—r <0.
Logo, de (2) temos(q—q;) <O
Comom > 0, segue qug—q; < 0, assimg; — g > 0, ou aindag; — g > 1.

De (2) segue:

r = ri+m(gr—q),

levando em conta qua > 0,r; >0eq; —q> 1, temos
r > m

0 queé um absurdo, pois< m.

(b) ry>.
Ser; >r enfior; —r > 0, logo de (2) obtemosi(q—q;) > 0. Sendan > 0, en&o
g—q; > 0, ou melhorg—aq1 > 1.

Analisando (2) temos

ri = m(g—0oy)+r

e comom>0,r > 0eq—q; > 1, chegamos em, > m, 0 queé um absurdog que
rn<m

De (a) e (b) conclimos que; = r. Usando este fato e observando (2), teopesy;.

3. SejaX C IN um subconjunto &o-vazio tal quen,n € X < m-n,m+n € X. Prove que
existek € IN tal queX & o conjunto dos mitiplos dek.

4. Dadon € IN, prove que Ao existex € IN tal quen < x < n+ 1.
Resolu@o:

Suponhamos por absurdo que dadeIN, 3 x € IN tal que:

n < x < n+1 (3)

Comon, x € IN e x > n segue que existp € IN, tal quex = n+ p. Substituindox em (3)
temos

n < n+tp < n+l
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Adicionando(—n) obtemos

0<p<1

0 queé um absurdo, poip € IN.

Portanto nossa hiptese do racidaio por absurda@ refutada, ou seja, dados IN, nao
existex € IN tal que

n < X < n+1l

5. Prove o printpio de indu@o como uma conségncia do pringpio da boa ordena@p.

2.5.2 Sed&o 2: Conjuntos Finitos
1. Indicando contard X o numero de elementos do conjunto finKo prove.

(a) SeX éfinitoeY Cc X enfocard Y < card X.
Resolugo:
SeX & um conjunto finito efdo Ha dois casos a considerar:
i. X=0.
SeX =0, comoY C X en@oY =0, logo

cadY = 0 < 0 = card X

0 que satisfazard Y < card X.

ii. X#0.
SeX # 0 temos duas possibilidades para o conjufto X:
A. Y =0.
SendoY = 0 temoscard Y = 0. ComoX # 0 consideramosard X =m,
me IN.
Assim,

cardY = 0 < m = cardX,

0 que mostra card < card X.
B. Y #0.
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Por hipoteseX é finito eY C X, logoY é finito pois todo subconjunto de
um conjunto finitcé finito.
ComoX eY sao finitos e diferentes do conjunto vazio, temos que existem
bijegdes:

f:lh—=Xeg:Ilmn—Y
ondely ={pe€ IN,p<A}. Segue queard X=necard Y=m. Queremos
provar quem < n, ou sejacard Y < card X.
Suponhamos por absurdo gue> n.

ComoY C X, afun@oh:Y — |, & arestri@o de uma furgo f~1: X — I,.
Sendof ~! uma bije@o temos que

h=f1y:y - f1lcl,

e bijec@o, conforme a ilustrap:

onde¢ =hog:lm— 1Y) C I, & uma bijedo, poisé a composta das
bijegdesh e g.

Dizer que¢ & uma bije&o del, em f~1(Y), significa quecard f=1(Y) =
m.
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Considerando qué=1(Y) C Iy (f71(Y) C In e f(Y) #Iy), assimcard I,
> card f~1(Y), ou sejan > m. Isso contradiz a suposig de quem > n.
Portantom < n, ou seja, conclumos quecard Y < card X.

(b) SeX eY sao finitos er@o X UY € finito e
card (XUY) = card X+card Y—card (XNY).

Resolugo:
ComoX eY sao conjuntos finitos temos quatro possibilidades a analisar
i. X=0eY=0.
SeX=0=Y, enfocard X=0=card Y. Tamkem,XUY =0=XnNY e
card (XUY) =0=card (XNY). Portanto,

card (XUY) = card X+cardY—card (XNY).

ii. X=0eY #0.
SeX=0eY #0, enBocard X=0 ecard Y+# 0. Nota-se quXuY =Y e
XNY =0,dd card (XUY)=card Yecard (XNY)=0.
Portanto,

card (XUY) = cardyY
card Y+0+0
= card Y+card X—card (XNY).

ii. X£0eY =0.
Raciodnio aralogo ao anterior.

iv. X£A0eY #0.
SendoX # 0 eY # 0 temoscard X 0 ecard Y # 0 e comoX eY sao finitos
temos que existem as bifges:

fileasx—X € Qilcady—Y

Vamos analisar agora a intergegentreX eY. Temos dois casos a considerar:
A. XNY =0.
SeXNY =0, enkocard (XNY)=0. Sejah: lcaq xjcady — XNY
uma fun@o bijetiva definida por
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h(n) = f(n), se n<card X.
g(card X+card Y—(n—1)), se n>cardY.

Comolcarg x—card v € finito eh & uma bije@o, segue qu& NY é finito e
card (XUY) = card X+ card Y. Portanto,

card (XUY) = card X+card Y—card (XNY).

B. XNY #0
SeXnNY # 0, temos tés casos:
e XCY.
SeX CY,enfhioXUY =Y eXNY =X, logocard (XUY)=card Ye
card (XNY) = card X. Assim:

card (XUY) = cardY
card Y40
card Y+ (card X—card X)
= card Y+ card X—card (XNY).

o YCX.
Raciodnio aralogo ao anterior.

e XZYeY¢X.
Sabemos quXNY #0eseX ZYeY ¢ X, enBoY —X #0. Como
(Y=X)U(XNY) =Y temos quecard ((Y —X)U(XNY))=card Y.
Pelo fato dgY — X) N (XNY) =0, segue do item A queard (Y — X) +
card (XNY)—card ((Y —=X)N(XNY))=card Y, enfo

card (Y —X) +card (XNY) = cardY. (4)

ComoXUY = XU(Y —X) temos queard (XUY) = card (XU (Y —X)).
SendoX # 0 eY — X # 0 segue queX N (Y —X) = 0. Portanto pelo item
A, temoscard (X UY) = card X+ card (Y —X) —card (XN (Y — X))
ento

card (XUY) = card X+card (Y —X). (5)
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De (4) e (5), temos

card (XUY) = card X+card Y—card (XNY).

(c) SeX eY sao finitos erdio X x Y € finito e

card (X xY) = card X-card Y.

Resolugo:
ComoX eY sao conjuntos finitos, podemos considerar:
i. X=0o0uY =0.

A. SeX=0o0uY =0,enBoX xY =0, card X=0ecard Y # 0. Isto mostra
queX x Y é finito ecard (X x Y) = 0. Portanto,

card(XxY) = 0 = 0-n = card X-card Y.

B. X#0ouY =0.
Analogo ao anterior.
C.X=0eY=0.
SeX=0eY =0enBoX xY =0ecard X=0=card Y. Isto mostra que
X xY éfinito ecard (X xY) =0.
Assim,

card(XxY) = 0 = 0-0 = card X-card Y.

ii. X£0eY #£0.
SeX #0eY #0,temosX = {X1,X2, -+ ,Xm} parame INeY ={y1,¥2,--- ,Yn}
para algumm € IN.
Logo,card X=mecard Y=n. Enio, X xY = {X UXoU---UXy} &€ um
conjunto finito, onde = X x {y;}, V1 <i < n. Segue que:

X1 = Xx{y1} = {X,%,,Xm} x{y1} = {(x,y1),(%2,¥1), -, (Xm, Y1)}

Xn = Xx{yﬂ} = {X17X27"'7Xm}><{yn} = {(xl,yn),(xz,yn),---,(xm,yn)}
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ComoXiNX;=0,Vi#jecardX=mVi=1-- ,ntemos,

card (X xY) = card (XgUXoU---UXp)
card X +card X% + - --+card X,

e £n+m+...+rr)
n

= m-n

Portanto,

card (X xY) = card X-card Y.

. Sejall (X) o conjunto cujos elemento@s 0s subconjuntos @ Prove por indugo que
seX & finito enkocardJ (X) = 26adX,

. SejaZ (X;Y) o conjunto das furfjesf : X — Y. Secard X=mecard Y = n, prove que
card # (X;Y) =nM.
Resolu@o:

SejaX =ZU{a}, a¢ Z enfio para cada fudp f’ : Z — Y ha exatamenta maneiras de
esten@é-laaumafungof : X — Y, poiscard Y =n.

De fato, basta considerarmos

e N=1,

y1, Sex=a
f'(x), sexeZ
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e N=n,
fn X — Y
sex=a
X fn(X) _ yn7
f'(x), sexeZ
X Y
Logo,

card.Z (X;Y) = J[card.Z (X;Y)]-n

ondex = ZU{a}, tal quea ¢ Z, (usaremos esta ideia para provar a projgusgbaixo,
usando o prinipio de indu@o).

Considere a proposap:
P(m) :card # (X;Y) =nM card X=mecard Y=n,Vnm> 1.
Utilizaremos o netodo de indugo sobrem para provar qu@(m) é verdadeiray m> 1.

Sem=1, temoscard X=1e comoX =ZuU{a}, a¢ Z, conclimos queZ = 0.

.fl‘.'

O que mostra,
card # (X;Y) = n

isto implica queP(1) é verdadeira.



Sem= 2, temoscard X= 2, dd X = ZU{a}, ondecard Z= 1, ou sejaZ = {b}.

000 (0

Isto significa que,
card # (X;Y) = card.Z (X;Y)-n

0 que mostra quB(2) & verdadeira.

Suponhamos qué(m) é verdadeira pana = k, ou seja,

card.Z (X;Y) = nk

23
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Mostraremos qu@(m) é verdadeira pamna = k+ 1, ou seja,
card.Z (X;Y) = nktl,

Param=k+ 1 temoscard X=k+1 e comoX =ZU{a} temoscard Z=k ecard {a} =
1. Sabemos queard .7 (X;Y) = card.Z (X;Y)-n, ondecard .Z (X;Y) = n* por hipbtese
de indu@o. Portanto,
card # (X;Y) = card.Z (X;Y)-n
= nk.n
k1
isto mostra qu®(k+ 1) é verdadeira.

Conclimos pelo neétodo de indugo, queP(m) é verdadeiray m > 1, ou seja,
card # (X;Y) = nm

ondecard X=mecard Y =n.

4. Prove que todo conjunto finitddn-vazioX de rimeros naturais co@tmn um elemento

maximo (istoé, existexp € X tal quex < Xg, ¥x € X).

2.5.3 Se#@o 3: Conjuntos Infinitos
1. Dadaf: X —Y, prove:

() SeX éinfinito ef € injetiva endoY & infinito.
Resolugo:
Temos por hiptese queX é infinito e a aplicago f : X — Y € injetiva, queremos
mostrar queY € infinito.
ComoX é infinito, podemos definir uma fuag injetivag : IN — X, conforme dia-

grama:
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fog:IN=Y

Sabendo qué e g sdo injetivas temos queog: IN — Y €& injetiva, pois a composta
de fun®es injetivas injetiva. Donde concimos queY & infinito.

(b) SeY éinfinito e f & sobrejetiva, e@b X & infinito.
Resolugo:
Sendof : X — Y sobrejetiva por hiptese, temos que y € Y podemos escolher
x=g(y) €Y tal quef(x) =y. Isto define uma aplic@g:Y — X injetiva, como

iremos provar. Note que

De fato, g € injetiva pois considerandn,y> € Y, comg(y1) = g(y2). Aplicando
a f em ambos os membros obtemb®(y1)) = f(g(y2)), 0 que implica em(f o
9)(y1) = (f og)(y2). Devido a definido da composta temgs = y».

Como por hipteseY é infinito, temos que existe uma apliéagnjetivah: IN — Y,

tal que
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goh:IN — X € injetiva, por ser a composta de fieg injetivas.

Portanto X & infinito.

2. SejamX um conjunto finito €Y um conjunto infinito. Prove que existe uma faoc
injetiva f: X — Y e uma fun@o sobrejetivay: Y — X.

3. Prove que o conjuntg? dos rumeros primo infinito.
Resolug@o:
SejaZ? o cojunto dos imeros primos, suponhamos por absurdo g€ finito en&o
P ={Xg, %2, Xmy comx; € N, i=1--- m.

Considerando um{mero naturap, tal quep = Xx;-X2-...-Xm € adicionando 1 a este
resultado, determinamgs= p+ 1 € IN. Desta formay naoé primo poisé diferente de
todos o € &2, ou ainday > x;, V X € Z.

Logo sey naoé primo, endo pode ser decomposto em um produto de fatores primos.

Sendop = X1 - ... Xm, Ondex; € &2, temos quep é dividvel por todos 0s;. Como
y = p-+ 1, exclui-se a possibilidade deser divigsel por qualquex; € &. Logo,y nao
pode ser decomposto em fatores primos, portgrégrimo.

Conclimos que existg primo tal quey ¢ &2, isto contradiz a hiptese do racidaio por
absurdo, o que implica e ser infinito.

4. Dé exemplo de uma sagncia decresceni§ D Xy O ... D X, D ... de conjuntos infinitos

Cuja intersecgo ﬂ Xn seja vazia.
n=1
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2.5.4 Sego 4: Conjuntos Enumaveis

1. Definaf: IN xIN — IN pondof(1,n) =2n—1e f(m+1,n) =2M(2n— 1). Prove quef
€ uma bijeé@o.
Resolu@o:

Sejaf: IN x IN — IN definida por

F(xy) = 2n—1, sex=1ley=n
’ 2"(2n—1), sex=m+ley=n

Vamos provar qué & uma bije@o.

Parte 1- f € injetiva.

@ x1=1lexx=1.
Sejax; = 1 exp = 1. Suponhamos quix1,y1) = f(X2,Y2), dd,

f(Ly) = f(Ly2)
2y1—1 = 2y-1
Y1 = Y2
yi = Yo

Portanto(x1,y1) = (X2,Y2).

(b) Xy =1exy#1.
Comox; =1 exp # 1, temos(x1,Y1) # (X2,¥2). Sendoxy # 1, enBoxp =
X5+ 1, ondex, € IN. Dai f(xq,y1) = f(Ly1) =2y1—1 e f(xo,y2) = (X +
1,y2) = 2¢,(2y, — 1). Comof(xq,y1) €impar ef (x,y2) & par conclimos que
f(x1,y1) # f(x2,Y2).

(c) x1#1lexy=1.
Analogo ao anterior.

(d) x1 #lexy#1.
Comoxi # 1 exp #1, temosx; = x; +1 ex; = X, + 1. Ha dois casos a
considerar:

I. X1 = Xo.

Sex; = Xz, enBox] = X,. Considerandd (x1,y1) = f(X2,y2), temos
22y —1) = 2%(2y,—1)
= 2y1—-1 = 2y,-1

= Y1 = Yo
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logo (x1,Y1) = (X2,Y2).

ii. X1 75 X2.
Comoxg # Xp temos quegiXy, Y1) # (X2,Y2) € X; = X,. Vamos considerar
dois casos:

A yr =Y.

Considerandg; = y» e sabendo que; # X, 0U sejax; # X, temos:

f(xa,y1) = 2% (2y1 — 1) = 29 (L,y1)

f(Xp,y2) = 22(2yp — 1) = 2 (1, y0).

Como 21 £ 2% obtemos 2 f (1,y1) # 22 f(1,ys), poisf(1,y1) = f(1,y2).
Conclimos quef (x1,y1) # (X2, Y2).

B. y1# Y2
Comoy; # Yy temosqueys —1#2y,—1,onde ¥ —1e 3»—1 <30
nimeros primos. Pelo fato dg # xp temosx; # x,, dd 24 # 2%,
Sabendo qud (x1,y1) = 24(2y1 — 1) e f(xo,y2) = 22(2y, — 1), con-
cluimos quef (x1,y1) # f(X2,¥2), pois a fatorago de fumeros primog
Unica.
Parte 2- f & sobre.

(a) Dado um ameroimpark € IN temos

k = 2n—-1,

onden € IN, logo existen = kizl €INex=1tal que

f(Ln) = 2n-1 = 2(8) -1 = k

(b) Dado um fimero pak € IN, sejam o maior timero natural tal qukeé divisivel
por 2" logok = 2M.1, ondel €impar. Comd & impar temos =2n—1, ou
seja,n= ”Tl Dai existemen € IN tal que

f(m+1,n) = 2M2n-1)

Portanto,f & sobre.
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2. Prove que existg: IN — IN sobrejetiva tal qug~*(n) & infinito, para cada < IN.

3. ExprimaIN=IN{UIN>U...UIN,U... como un&o infinita de subconjuntos infinitos, dois
a dois disjuntos.

Resolug@o:

SejalN = IN U {0}. Definimos:

¢1 1 IN — Im(¢1)
n — ¢1(n) = 2n,

onde INy = Im(¢1) C IN.

$2 : NxN —  In(¢o)
(n,n2) — @a(ng,np) = 2Mm.3%2

sendo IN = |m(¢2) —IN7eINyNINy = 0.

¢z : NxNxN — Im(¢3)
(n].? ny, n3) = ¢3(n1, Ny, n3) = 2Mm.3Mn. 5n3,

onde INs = Im(¢3) — (IN7UIN2), com INsNIN7. =0 e INsNIN2 = 0.

¢s 0 NxNxINxIN — Im(®a)
(N1,N2,N3,Nz)  +—  @a(N1,Np,Na,ng) = 2M.3M0.5M%.7M

com INg = Im(¢4) — (IN7UIN2UIN3) € INgNINg = 0, NN IN2 = 0, N4 INg = 0.

¢ : NxNx---xIN — Im(Pk)
(n]_’nz’...’nk) — ¢k(nl,n2,...’nk) = 2m.3Mn2.ghs. . ... pnk,

sendop o k-ésimo rumero primo. E IND INg = Im(¢x) — (N7 UINo U ---UINg_;), onde
INkNINy =0, INNNIN2 =0, ---, INk\NINg_1 = 0.

Como todo fimero natural pode ser decomposto em um produtoleeenos primos,
temos pela definfgpp dag;, comi € IN, que IN=IN71UINoU---UINgU---, onde IN &
infinito e INFNINj =0, parai # |, i, ] € IN.
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. Para cada € N, seja ], = {X C N; cardX = n }. Prove quéJ, &€ enumeavel. Conclua que
0 conjuntd¢ dos subconjuntos finitos d& & enumeavel.

. Prove que o conjuntd (N) de todos os subconjuntos Henaoé enumeavel.

. SejamY enumeavel ef: X — Y tal que, para cadgc Y, f~1(y) & enumeavel. Prove qué &

enumeavel.
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3 REAIS

3.1 IRE UM CORPO

Isto significa que e@b definidas em IR duas opetas(IR,+,-) chamadas adép e multi-
plicacao, que cumprem certas conoks

+: RxR — R
(Xy) — x+y

RxIR — IR
(xy) — Xy
gue satisfazem os axiomas:

1. Associatividade: para quaisquey,z € IR tem-se

X+(y+z) = (X+y)+z
X(y.z) = (xy).z

2. Comutatividade: para quaisquey € IR tem-se
X+y = y+X
Xy = yX

3. Exiséncia do elemento neutro: para qualguerir,

40€IR ; x+0=Xx
d1¢IR ; x1=x

4. Exiséncia do elemento inverso:
Dadox € IR; 3 (—x) € IR tal quex+ (—x) = 0.
Dadox € IR; x#0,3x ! € R tal quex.x 1 = 1.
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5. Distributividade: para,y, z € IR quaisquer, tem-se- (y+2) = X-y+X-Z

Dos axiomas acima resultam todas as regras de mangmuan os oimeros reais. Aitulo
de exemplo, estabeleceremos algumas delas.

a) da Comutatividade
(i) O+x=x.
(i) (—x)+(x)=0.
(i) 1.x=x.
(iv) x 1x=1.
b) da Distributividade
() x.0=0,vxelR.
(i) xy=0=x=00uy=0.
(i) Regra de sinais

@) x.(=y) = (=x).y=—(xy);
(b) (=x)(=y) = xy.

(iv) X2 =y?> = x=+y.

3.2 IRE UM CORPO ORDENADO

Isto significa que existe um subconjunta. IR IR, chamado o conjunto dogsimeros reais
positivos, que cumpre as seguintes codds;

(P) Sejax,y€ IR, enBox+ye R ex-yelRy
(P) Dadox € IR tem-se uma dasés alternativas:

xelRy ou (—x)€lRy ou x=0.

Se indicarmos com IR o0 conjunto dos ameros(—x) ondex € IR, a condi@o P, diz
que R=IR; UIR_U{0} e os conjuntos, IR, IR_ e {0} sao dois a dois disjuntos. Os
nimerosy € IR_ chama-se negativos.

Proposicgo 3.1V x# Otem-se X € IR .
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Definicao 3.1 Diz-se que » menor do que y e escreve-se y quando y-x € IR, isto &,
y =X+ z onde = IR,. Neste caso, escreve-se ta@mby> x e diz-se que g maior do que X.
Em particular,

e x> O significa xe IR, isto&, xé positivo;

e X < 0 significa que-x € IR, ou seja, > negativo.

A relacdo de ordenx < y em IR satisfaz as seguintes propriedades:
1. Transitividade: sge<yey < zenfiox < z
2. Tricotomia: Dadog,y € IR tem-se uma dasés alternativas.
X=Y, X<y ou y<Xx

3. Monotonicidade da achp: sex <y enfiox+z<y+z Vze IR.

- T z>0 = X-z<y-z
4. Monotonicidade da multiplicép: sex <y enfio y
z<0 = Xx-z>y-z

Mais geralmentey x,y, X,y € IR

(i) x<yeX <y = x+X <y+VY;
(i) O<x<ye 0<X <y = xX <VY,;

(i) 0O<x<y=ylt<x?l
Como 1€ IR & positivo, segue que
1<14+1+1+1<---

podemos eidto considerar INC IR. Segue que Z- R pois0c IRene€ R = —n < IR. Alem
disso, sen,n € Z comn # 0 eno

m
—=mnlteR

n
0 que nos permite concluir gue@QIR. Assim

NcZcCcQCIR.
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Proposicao 3.2 (Desigualdade de Bernoulli) Para todaimero real x> —1 e todo ne IN,
tem-se

(I+x)" > 1+nx

Definicdo 3.2 (Modulo) Dado x< IR, definimos o rddulo de x por

X se x>0
IX| = 0 se x=0
—X se x<0

ou ainda
IX| = max{—x, x}

€ 0 maior dos fimeros reais x e-X.

Observag@o 3.1 1. —|x] <x<|x,Vx€IR.

2. |x| & olnico rimero rdo negativo cujo quadrade ¥, ou seja,|x|? = x2.
Proposi¢ao 3.3 Se xy € IR en&o

(i) [X+yl <X+ 1yl;

(il) [x.yl = [x].ly|.
Teorema 3.1 Sejam xa € IR. As seguintes afirmées §0 equivalentes.

(i) —a<x<a;
(i) x<ae—x<a;

(i) |x| <a.
Corolério 3.1 Dados ax,b € IR, tem-sgx—a| < b se, e somente se;d < x<a+b.

Usaremos as seguintes ndiag para representar tipos especiais de conjuntosmenns
reais, chamados intervalos:

e Intervalos limitados com extremasb.
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fechado: [a,b] = {x€ IR;a<x < b};
aberto: (a,b) = {x€IR;a<x < b};
fechadoa esquerda: [a,b) = {x € IR;a < x < b};

fechadoa direita: (a,b] = {x€IR;a< x < b}.
e Intervalos ilimitados

Semi-reta esquerda fechada de origer: (—o,b] = {x € IR;x < b};
Semi-reta esquerda aberta de origen: (—o,b) = {x € IR;x < b};
Semi-reta direita fechada de origema: [a,+») = {x € IR;x > a};
Semi-reta direita aberta de origema: (a,+«) = {x € IR;x > a};

Reta: (—oo,+0) = IR.
Teorema 3.2 Num corpo ordenado K, as seguintes afiries 6.0 equivalentes:

(i) IN c K & ilimitado superiormente.
(i) dados ab € K, com a> 0, existe re IN tal que na > b.

: 1
(i) dado qualquer a> 0 em K, existe i IN tal que0 < - <a.

Definicao 3.3 Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando aefdida qualquer
das tés condifes equivalentes citadas no teoerema 3.2.

Observago 3.2 O corpoQ dos rumeros racionai€ arquimediano.
3.3 IRE UM CORPO ORDENADO COMPLETO

Nada do que foi dito &agora permite distinguir IR de Q pois adgmeros racionais tangm
constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora nossdec&@ago de IR, descrevendo-o
como um corpo ordenado completo, propriedade qua@xem.

Definicdo 3.4 Seja XC IR. Dizemos que % limitado superiormente quando existe IR tal
que

x<k, VxeX
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e todo k com esta proriedadedenominado umeota superior deX.

Definicdo 3.5 Seja XC IR limitado superiormente edo vazio. Dizemos queésupremo de
X. Se & a menor das cotas superiores

b = supX.

Equivalentementdy & supremo d& se, e somente se:

() x<b,VxeX.
(i) Secé uma cota superior d¢, enfiob < c.

(i) V& >0, existex € X tal queb— € < x.

Definicdo 3.6 Seja XC IR dizemos que % limitado inferiormente quando existesnR tal
que

m<x,VxeX

e todo m com esta propriedaéadenominado umeota inferior de X.

Definicdo 3.7 Seja XC IR limitado inferiormente e &o vazio. Dizemos que&oinfimo de X
se aé a maior das cotas inferiores

a = infX.

Equivalentementeg & oinfimo deX se, e somente se:

(i) a<x VxeX.
(i) Sec & uma cota inferior dX enfioc < a.

(i) V&> 0, existex € X tal quex < a+¢.

Definicao 3.8 Um nimero be X & o maior elementae{emento maximo) do conjunto X quando

b>x,VxeX

Isto quer dizer que b- supX que pertence a X.
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Definicdo 3.9 Um nimero a€ X & o menor elementelemento mnimo) do conjunto X quando
as<xvxeX

Isto quer dizer que & infX que pertence a X.

Definicdo 3.10 Se Xé limitado superiormente e inferiormente, diz-se qué ¥m conjunto
limitado. Isto significa que X esta contido em algum intesvishitado [a,b] ou que existe
k> Otal que se x X enfio|x| <k.

A insuficiéncia mais grave dodimeros racionais, para efeitos dabise materatica,é o fato
de alguns conjuntos limitados démeros racionaisdo possuirem supremo (dofimo). Este
fato esh ligadoa inexiséncia de rezes quadradas racionais de certameros inteiros, mas
uma dificuldade que vai muito&h dessa falta.

Pitagoras e seus digulos descobriram o seguinte:
Lema 3.1 Nao existe um éamero racional cujo quadrado seja igual a 2.

Proposigao 3.4 Sejam
X={xeQx>0ex¥<2}cQ

Y={yeQy>0ey¥>2cQ

enfio rao existensupX neminfY emQ.

Observag@o 3.3 Com base na proposip (3.4), observamos que se existir um corpo ordenado
no qual todo conjuntodo-vazio, limitado superiormente, possua supremo, efjstiesse dito
corpo, um elemento & O cujo quadradcé 2. Com efeito, tal corpo, sendo ordenado @&mt

Q, logo coném o conjunto X e nele exisiia= supX, cujo quadrado, &o podendo ser menor
nem maior do qué, devea ser igual a2. Escreve-se & /2.

Definicao 3.11 (Corpo Ordenado Completo)Um corpo ordenado K chama-se completo quan-
do todo subconjuntodo vazio, limitado superiormente, X K, possui supremo em K.

Resulta da defingpp que, num corpo ordenado completo, todo conjuatevazio, limitado
inferiormentey C K, possui uninfimo.

Adotaremos, a partir de agora, o axioma fundamental ddigenMatenatica.
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Axioma 3.1 (Axioma Fundamental da Aralise Matematica) Existe um corpo ordenado com-
pleto, IR, chamado o corpo dosimeros reais.

Como foi observado, existe em IR umimero positivoa tal quea® = 2. Este fimeroé
representado peldrabolo /2 o qual doé nimero racional.

Aos elementos do conjunto IRQ, istoé, aos ameros que &0 K0 racionais, chamaremos
de riimeros irracionais. Assiny2 & um ramero irracional.

Proposicdo 3.5 Dados mn € IN, sey/m¢ IN enio y/me (IR — Q).

Mostraremos agora que ofimeros irracionais se acham espalhados por toda parte entre
0s rumeros reais. Em seguida, provaremos caenlis fumeros irracionais do que racionais.
Para explicar precisamente o que significa “espalhado®gargarte”, comecaremos com uma
definicdo.

Definicao 3.12 (Denso)Um conjunto XC IR chama-se denso eiR quando todo intervalo
aberto (a,b) coném algum ponto de X. Em outras palavras, diremos que o canjinte
nimeros reai€ denso enk quando, dados arbitrariamente<ab emiR, for pos$vel encontrar

x € X tal que a< x < b.

Teorema 3.3 O conjuntoQ dos mumeros racionais e o conjunt@ — Q dos rumeros irracionais
sao ambos densos eRr.

Teorema 3.4 (Intervalos Encaixados)Sejah D1, D --- D1y D --- uma seqéncia decrescente
de intervalos limitados e fechadgs+ [a,, bn| enfio ﬂ:jlln nao é vazia.

Teorema 3.5 O conjunto dos ameros reais &o & enumeavel.
Corolario 3.2 Todo intervalo @o-degenerado deiimeros reai€ ro-enumeavel.

Corolario 3.3 O conjunto dos meros irracionais &0 & enumeavel.
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3.4 EXERQCIOS

3.4.1 Se&o 1: IRé um Corpo

1. Prove as seguintes unicidades:

(a) Sex+ 0 =xparaalgunx < IR enfo 6 = 0;
Resolugo:
Temosx+ 0 =X, x € IR.

Somandd —x) a ambos 0os membros da igualdade obtemos:

X+ 0+ (—x) = Xx+(—x)
= X+(—x)+68 = 0
= 0+6 =0
= 6 = 0.

(b) Sex-u=xparatodx € IR enfiou =1,
Resolugo:
Sejax-u = x para toda € IR, ha dois casos a considerar:
i. x=0.
Sex =0, enfio 0-u= 0. Segue quel pode ser qualguerimero real, em
particular,u = 1.

i. x=£0. Sex 0, multiplicamos a identidade u = x porx—1, assim

x1.x.u = x1.x
= 1-u
= u =

(c) Sex+y=0entoy= —x;
Resolugo:

Adicionando(—x) ax+y = 0 temos:

(—=X)+x+y = 04+ (—X)
= 0+y = —x
= y = —X



(d) Sexy=1enBoy=x1.
Resolugo:
Comox-y =1, temos que # 0 ey # 0.

Multiplicandox-y = 1 porx~*, obtemos:

Xfl.x.y = 1.x1
= 1.y = x1
= y = x 1.

a ¢ (ad+bc) ray cy ac
2. Dadosa,b,c,d € IR, seb# 0 ed # 0 prove que6+a = "bd e (5) a) = b
-1
3. Sea#0eb+#0em IR, prove quéa-b)~t =a1.b~!e conclua que{%) = g.
Resolug@o:
Sejama # 0 eb # 0 nUmeros reais, logo:
(@b = (@b t(@t-a-(b-b?
= (a-b)tal-(a-b)-b?!
= (a. b)_l. (a. b) .al.p?!
= l.albt
= al.bl
Temos ainda que:
-1
(g) = (a b‘l)f1 al. (b‘l)f1 = alb = bal = g.

(1 _ Xn+l)

4. Prove queﬂ =1+Xx+...+X" paratodox # 1.

3.4.2 Se&o 2: IRé um Corpo Ordenado

1. Para quaisquesy,z€ IR, prove quex—z| < |[X—Y|+|y—12.
Resolu@o:
Sejamx, y, z € IR. Temos
X=yl = [x+(=y+y)—-7

= |(x=y)+(y-2)|
X=y|+]y—12.

A
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Portanto,
X—2Z < [x—y|+|y—12.

. Prove que|x| — |y|| < |x—Yy]| para quaisquex,y € IR.

. Dados,y € IR, sex? +y? = 0 prove quex=y = 0.
Resolu@o:

Sejamx, y € IR, ondex? +y2 = 0. Logo
X2 — _y2 (1)

e como todo amero real diferente de zero tem quadrado positivo (Prggo<i3.1)),
temos:

(@) ¢ IR_.

(b) ¥* ¢ IR,

pois sex? € IR, ento de (1)-y? € IR?, 0 queé um absurdo.

De (a), (b) e pelo fato de IR ser um corpo ordenado, temosae0, ou aindax-x =0,
0 que implica que = 0.

Comox? = 0, segue de (1) quey? = 0, ou melhory? = 0, de onde concimos que
y=0.

Portantox =y =0.

. Prove por indugo que(1+x)" > 1+ nx+ {w] X2 sex > 0.

. Paratodx # 0 em IR, prove quél+x)?" > 14-2nx,V n> 1.
Resolu@o:

Sejax # 0 um riumero real qualquer, logo
(10 = [(14+%7]" = (1+2x+3)", 2)

onden > 1.
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Para mostrarmos qué +x)?" > (1+2nx) queremos aplicar a Desigualdade de Bernoulli
em (1+2x+x?)". Para iss@ necesario verificar que 24 x> > —1. De fato, como
(x=1)?>>,Vx€ IR, temos que+ 2x+1 > 0, 0 que acarrete +2x > —1.

Aplicamos a Desigualdade de Bernoulli em (2) e temos

(14X = (1+2X+x)" > 14+ (2x+x2)n
1+ 2nx+x?n
> 1+42nx

Conclimos que(1+x)?" > 1+2nx, V x#0en> 1.

. Prove queéa—Db| < &= |al < |b|+e¢.

n

. Use o fato de que trémio do segundo graf(A) = Zl(xi +Ay;)2 &> 0 paratodot € R

para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

(8) < (3) (8)

Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, axislequex; = Ay; para todo
I=21---,nouy;=---=y,=0.

Resolu@o:
n

Sejamxq, y1 € R, i=1,---,x tal quef(A) = Z\(Xi +Ayi)? > 0. Logo,

n

f(A) = _;(xi2+2xi)\yi +A%y7) >0

= f(A) = .in2+2/\ixiyi+/\2.iy$

= f(A) = (éyﬁ) )\2_+ (2é>qyi> A+ (éﬁ) :

n n
Podemos escrevé(A ) = aA2+bA +c, ondea = Zy,z b=2 leiyi ec= le,-z. Como
= = =

|
f(A)>0eA € IR, devemos teA < 0, ou sejap? —4ac < 0. Dd

() -+(8) (84) <o
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“o(fon) +(34) (87)

(8r) <(8) (3)

o que verifica a Desigualdade de Cauchy Schwarz.

Portanto,

Além disso, s = Ay;, paratodd = 1,--- ,n, temos

(iw)z - (ii()\Yi)Yi>2

Conclumos que
Xyi| =

pertencem a um interval¢a, ) e by,...,b, sdo positivos, prove que

M =
'?'<I\.)
N————
N
M=
<,
N————

a an
8. Sebl""’bn

ap+...+an)

Eb — pertence da,f). Nas mesmas condigs, sdy,...,tn € RT prove que
1 e n

(

(

tiar+... +tnan)

tamkem pertence ao interval@, 3).

3.4.3 Se&o 3: IRé um Corpo Ordenado Completo

1. Diz-se que uma fudp f : X — IR élimitada superiormentguando sua imagef(X) =
{f(x);x € X} &um conjunto limitado superiormente. Bate-se suf = sup{ f(x),x €
X}. Prove que sé, g: X — IR sdo limitadas superiormente 0 mesmo ocorre com a soma
f+g9: X — IR e tem-se suff +g) < supf +supg. D& um exemplo de syp +g) <
supf + supg. Enuncie e prove um resultado&ogo para inf.

Resolug@o:
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Sejamf, g funcgdes reais definidas e limitadas superiormente. Logo, 0s conjuntos
f(X) ={f(x); xe X}, g(X) = {g(x); xe X} sao limitados superiormente. E, stip-
sup{f(x); x € X} e sum = sup{g(x); x € X}.

Vamos provar que +g: X — IR €& limitada superiormente, ou seja, que 0 conjunto
(f+9)(X) ={(f+9)(x); xe X} & limitado superiormente e

su(f+g) = sup{(f+g)(x); xe X}
= sup{f(x) +9(x); xe X}.

Para isso basta encontrar uma cota superior do conjéirtg) (X) = { f (x) + g(x); x € X}.
Vamos mostrar que supt- supg € uma cota superior para esse conjunto.
Com efeito,

supf = sup{f(x); xe X}
supg = sup{g(x); xe X}

f(x),¥xe X.
g(x),vV x e X.

Logo,

supf +supg = sup{f(x); xe X} +sup{g(x); xe X}
> f(x)+9(x),VxeX
= (f+9)(x),vxeX.

Isto mostra que

sup(f+9g) < supf+supg.

Portanto, f +g) : X — IR & limitada superiormente.

Uma funo f : X — IR élimitada inferiormentequando sua imagerfi(X) = { f(x);x €

X} & um conjunto limitado inferiormente. Ed @e-se inff = inf{ f(x),x € X}. Deve-
mos provar que s&, g: X — IR sao limitadas inferiormente o0 mesmo ocorre com a soma
f+0:X — IR etem-se inff +g) <inf f +infg.

De fato, sejamf, g fungdes reais definidas limitadas inferiormente. Lod¢X) =
{f(x); xe X} eg(X) ={g(x); x € X} sao conjuntos limitados inferiormente. E, in&
inf{f(x); xe X} einfg=inf{g(x); x € X}.

Vamos provar qud +g: X — IR & limitada inferiormente, isté, que o conjuntdf +
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9)(X) ={(f+9)(x); xe X} & limitado inferiormente e

inf(f+g) = inf{(f+g)(x); xe X}
= inf{f(x)+9(x); xe X}.
Para isso basta encontrar uma cota inferior do conjunteg) (X) = { f (x) +g(x); x € X}.
Vamos mostrar que irff+ infg &€ uma cota inferior para esse conjunto.
Com efeito,

inff = inf{f(x); xe X}
infg = inf{g(x); xe X}

f(x),¥xe X.
g(x),v x € X.

Logo,

inff+infg = inf{f(x); xe X} +inf{g(x); x € X}
< f(x)+9(x),VxeX
= (f+09)(x),VxeX.

Disto podemos concluir que
inf f +infg < inf(f+g).

Portanto, f +g) : X — IR & limitada inferiormente.
Exemplo:
Sejam

f: R - R

X — f(x)=serx

g: R - R
X +— g(X)=—serx

Temos qué f +9) : IR — IR & definida por
(f+9)(x0) = f(x)+9(x)

= SeIX— serx

=0

vV x € IR, ou seja,f +g & afun@o nula.

Observe que:



46

(@) supf =1, supg=1esugf+g)=0<1+1=supf-+supg.

Portanto,
sugf+9g) < supf+supg.

(b) inff =—-1,infg=—-1einf(f+g)=0> —-1—1=inff +infg.

De onde conclimos que

inf(f+g) > inff+infg.

2. Dadas as furies f, g: X — IR, limitadas superiormente, prove que o prodfitay :
X — IR; & uma fun@o limitada (superior e inferiormente) com $éipg) < supf - supg
e inf(f-g) > inf f -infg. D& exemplos onde se tenkae rho=.
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4 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

4.1 LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Definicao 4.1 Denominamos se@uncia de imeros reais a toda fuag

X : N — IR
n — Xx(n)=xn

gue associa a cadalimero natural n um realx chamado o resimo termo da se@uacia.

Escreve-séxy, Xo, -+, Xn, -+ ) OU (Xn)neN, OU Simplesmentéx,), para indicar a se@ncia

A nota@o da segencia(x,) nao deve levar o leitor a confundir com o conjunto dos seus
valores ou conjunto dos seus termos guado pox (IN) = {x1,X2,- -+ ,Xn, - }.

Definicao 4.2 Dizemos que uma se@pcia de fimeros reaigxn) & limitada superiormente
guando existe € IR tal que
Xh<c, VnelN.

Definicao 4.3 Dizemos que uma se@jocia de ameros reais(x,) & limitada inferiormente
guando existe € IR tal que
Xn>cC, VneIN.

Definicao 4.4 Dizemos que uma se@ocia de imeros reaigxy) € limitada sex,) € limitada
inferiormente e superiormente. Ou seja, existémmaros reais a, b tais que

a<xy<b,VnelN,

ou ainda, existe k IR tal que
IXn| <k, VNneEIN.
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Definicao 4.5 Seja x= (Xn)nen Uma seqéncia de meros reais. DaddN’ c IN com IN’
infinito, istoé, ilimitado, ou ainday ng € IN existe p € IN’ tal que iy < nx enéo a restrigo
da segéncia(xn)nen @0 conjuntaN’ & denominada uma subséuncia da segencia(Xn)neiN -

Denota-S&Xn)nen’ OU (X JkeN -

Definicao 4.6 Dizemos que uma segpucia(X,)nein tem limite ac IR quando para tode& > 0
dado arbitrariamente, pode-se obter uramero natural g € IN tal que todos os termog, x
comindice n> ng cumprem a condp |X, —a| < € e escreve

lim x,=a
n—oo Ve>0,9ng € IN tal que
ou A .
se n>ngendo [x,—al < &
Xn—>a

Uma segéncia que possui limité convergente, caso coatio diz-se divergente.

Teorema 4.1 (Unicidade do Limite) O limite de uma sed@ncia(X,)nen € Unico.

Teorema 4.2 Se(xn)nein CONvVerge para a eéb toda subsedncia de(x,) tamkem converge
para a.

Observa@o 4.1 Temos pela contrapositiva do teorema (4.2) que se existesulrseqgéncia
de (Xn)nein que r&o converge para a eaib (X,)nein NAO converge para a.

Teorema 4.3 Toda seqg@éncia convergenté limitada.

Observa@o 4.2 Poréem nem toda se@ucia limitadaé convergente.

Observago 4.3 Temos pela contrapositiva do teorema (4.3) qu&gnein € ilimitada enéio
(Xn)nen N0 & convergente.

Definicdo 4.7 (Seg@éncia Monotona) Para todo ne IN,

i) se < Xpr1 dizemos quéxn)nen € o-decrescente.
ii) se > Xnr1 dizemos quéxn)nen € reo-crescente.
i) sex < Xpt1 dizemos quéx,)nen € crescente.

iV) se % > X,11 dizemos quéxn)nein € decrescente.
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Teorema 4.4 Toda segéncia moltona limitadaé convergente.

Teorema 4.5 (Teorema de Bolzano Weierstrassjoda seqgéncia limitada de aimeros reais
possui uma subseguocia convergente.

Teorema 4.6 A fim de que & IR seja limite de uma subse@pcia de(xp)nein € Necessio e
suficiente que, para todo > 0, exista uma infinidade dedices n tais quexc (a— €,a+ €).

4.2 LIMITES E DESIGUALDADES

Dizemos queXn)nein Satisfaz uma propriedade paran suficientemente grande quando
existe umindiceng € IN tal queP se verificav n > ny.

Teorema 4.7 Seja a= rI]im Xn. Se b< a enfio para n suficientemente grande tem-se k.
Analogamente, sea b enfio para todo n suficientemente grande temrse b,V n € IN.

Corolario 4.1 Seja a= rI]im Xn. Se0 < a enfio para n suficientemente grande tenBse x,.
Analogamente, se-a 0 enfio para todo n suficientemente grande temse ®, vV n € IN.

Corolario 4.2 Seja a= rI1im Xn € b= rI1im Yn. Se x <y, para todo n suficientemente grande
entio a< b. Em particular, se x< b para n suficientemente grande 1r1]im Xn < b.

Teorema 4.8 (Teorema do Sandighe) Serllim Xn = rI]im Yn = ae < z, <yp para n suficien-
temente grande, eﬁmrl]im Zn = Q.

4.3 OPERA@ES COM LIMITES

Teorema 4.9 Serllim Xn = 0 e (Yn)nen € uma segéncia limitada (convergente owin) enéio
rlim (Xn-Yn) =0
Teorema 4.10 Serllim Xn = a erllim yn = b, enfio:

1. r!im (XnEtYn) =azxb;

2. r!im (Xn-Yn) =a-b;
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. X a
3. Iim2 =72

Y~ b’ se b£ 0.

Observago 4.4 Uma das constantes mais importantes dalfse Matenaticaé o rumero e,
queé limite da segéncia(1+ %)”. Tem-s€ < e< 3.

Exemplo 4.1 Consideremos a se§ncia cujo nésimo terma %, = y/n= n/", Temos x> 1
para todo ne IN. Esta seqénciaé decrescente a partir do seu terceiro termo. Com efeito, a
desigualdadey/n > ™y/n+1 é equivalente a¥" > (n+ 1) Elevando a desigualdade
acima a r{n+ 1) obtemos:

Mt > (+)" = nn’ > (D" = n > (UMD = on > (144"

Como(1+ %)n < 3 paratodo n, a desigualdade acindaverdadeira para todo i 3.
Portanto, existe = lim n%/". E tem-se > 1, pois % > 1, para todo ne IN.

Considerando a subse@ucia(2n) 1/2n como a subseduncia converge para 0 mesmo limite
da segéncia temos:

L2 = Iim [(2n)1/2”}2 — lim [(2n)1/“} — lim [21/“-n1/”] — lim2Y" Jimn/" = L.

Como L> 1, segue que k& 1. Conclimos qudim n¥/" = 1.

4.4 LIMITES INFINITOS

Entre as sedgncias divergentes, destacaremos um tipo que se comparteecta regulari-
dade, a saber, aquelas cujos valores se tornam é&mabitrariamente grandes positivamente
ou arbitrariamente grandes negativamente.

Defini¢ao 4.8 Dizemos qu%im Xn =+ seV A>0,dng € IN tal que se n> ng enao x, > A.
Definicao 4.9 Dizemos qu%tim Xn=—0seVA>0,3dn € IN tal que se n> ng enfio x, < —A.

Observaggo 4.5 1. +o e —o NA0 S0 NUMeros;

2. Selim xp =+ e lim y, = —o as seq@éncias(Xn)nen € (Yn)nen NAO convergem;

n—oo n—oo

3. rIlim (Xn) = 400 & r|‘im (—Xn) = —0o;
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4. Selim x, = +o enfio a segé@ncia(X,)nen N@0 € limitada superiormente. A rgroca

Nn—oo
é falsa, ou seja, se a segpucia réo € limitada € ilimitada) superiormente efd rAo
necessariamentrl]ém (Xn) = +0. Basta observar a se@ucia
— 00

(Xn)nemn = (N+(=1)" - N)nen-

5. Se(xn)nen & rBo-decrescente &)nen € ilimitada superiormente temos qwm Xpn =
+-00.

Teorema 4.11 1. Serllim Xn = 4 € (Yn)nein € limitada inferiormente eéb
Jim (o +30) = o

2. Ser!im Xn = +00 e existe ¢ Otal que y, > ¢ para todo ne IN en&o

() =

3. Sex>c>0,Yy,>0paratodo ne IN er!irrloyn:Oenﬁo

Observa@o 4.6 As hipoteses feitas nas diversas partes do teorema anterior terolpetivo
evitar algumas das chamadas “expréss indeterminadas”. Tais como:

1. o0 —o0;

2. 0- (+);
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4.5 EXERGCIOS

4.5.1 Sego 1: Limite de uma Se@ncia

1. Uma seqancia(x,) diz-seperiodicaquando existe € IN tal quexn,p = X, para todo
n € IN. Prove que toda se@ucia perbdica convergenté constante.

Resolug@o:
Seja (xn)nenw UMa segéncia perddica convergente. Suponhamos, por absurdo, que
(Xn)neiN NA0 & constante. EBD existem elementos # Xx €m (Xn)nen, COMi # K, tais
que:

e A seqencia(Xi,Xi+p,Xi+2p, -+ ), ONAEX; = Xi1np, N € IN, converge para;.

e A seqencia(X, X p, Xkt2p, -+ )» ONAEX = Xicnp, N € IN, converge para.
Isto mostra que existem pelo menos duas sutisedas d€X,)ncin, qUe convergem res-

pectivamente parg e xx, COmX; # Xx, 0 que contraria a higese de conveémcia de
(Xn)neN- Portanto(X,)nen € constante.

2. Dadas as seéucias(xn) e (Yn), defina(z,) pondozy,_1 = Xn € Zop = Y. Se limx, =
limy, = a, prove que ling, = a.

3. Se limx, = a, prove que limxy| = |a|.
Resolu@o:

Temos por hiptese que lim, = a, ou seja, dad@ > 0 existeng € IN tal que sen > ng
enfo|x, —al < €.

Devemos provar que lifw,| = |a|, istoé, dadce > 0 existeng € IN tal quen > ng implica

[Ixn| = la]] < &

Sabemos que no conjunto dasmeros reais vale
[Ixa| = [al] < [xn| —1a].
Disto segue que

||Xn’_‘a’| < ‘Xn’—‘a’ < &, Vn>ng
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Logo, sen > ng en@o
[Ixa] —fal] < e.

Portanto, limxy| = |a.

. Se uma sedncia moltona tem uma subsegcia convergente, prove que a s&ogia
e, ela popria, convergente.

. Um rimeroa chama-se valor de adsrcia da sed@ncia(x,) quandoé limite de uma
subseqg@éncia de(x,). Para cada um dos conjuntasB e C abaixo, ache uma se@ucia
que o tenha como conjunto dos seus valores déaderA= {1,2,3},B=IN,C=0,1].

Resolu@o:

Dado o conjuntdA = {1,2,3} considere a se@ncia(Xn)nen = (1,2,3,1,2,3,- ) limi-
tada e @o convergente, pois possigésrsubsed@ncias constantesg, > =1,X3,.1=2¢€
X3n = 3, com limites 12 e 3, respectivamente. Isto mostra que a 8eqia(Xn)nein tem
A= {1,2,3} como conjunto dos seus valores de édera.

Agora, dado o conjunt® = IN vamos encontrar uma segpcia (Yn)nen que possua

B como o conjunto dos seus valores de &dera, para isso considere o conjunto dos
nimeros naturais IN= INyUINoU---UINqU---, INjNINj = 0 para todd # j (veja o
exerdcio (3) da sego 4 do cafiulo 1).

Fazendgy, =ksen < IN, obtemos a sed@ncia(yn)nemn = (1,1,2,1,3,2,4,1,2,3,5,2,6,4,
3,1,---). Pelo fato de que cada conjuntqJ¥ € IN € infinito, podemos afirmar que cada
namero natural se repédiinfinitas vezes na se@ucia(yn)nei, 1SS0 significa quUéyn)nen
possui subsed@ncias(yn, Jken tal quek € IN, definida pory,, = k que convergem para
k, respectivamente. Conétaos queB = IN & o conjunto dos valores de adacia da
seq@ncia(yn)neiN-

Sejax € [0, 1], segue que existem infinitoéimeros racionais, i € IN no intervalo(x — € ,
X+ €), ou seja, dado uma enumegacrbitéria(rq,ra,-- - ,rp,---) dos rumeros racionais
existe uma infinidade dedicesn tais quer, € (X— €, X+ €). Isto mostra que < [0, 1]
é limite de uma subse@ucia de(rp)ncin, conforme teorema (4.6). Comoc [0,1] é
qualquer, conclimos queC = [0, 1] & o conjunto dos valores de adacia da sed@ncia

(rn)neN-
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6. Afim de que o imero reah seja valor de adéncia dgx,) & necesario e suficiente que,
para todo & > 0 e todok € IN dados, exista > k tal que|x, — a| < €.

7. Afim de que o imero reab nao seja valor de adencia da secncia(xn)nen € Necessio
e suficiente que existamy € IN e € > 0 tais quen > ng = |X, — b| > ¢.

Resolu@o:

Seb & valor de adémcia da secgncia(xn) . €nio para tode > 0 e todok > 0 dados,
existen > k tal que|x, —b| < €. Temos pela contrapositiva que existen» 0 ek € IN
tal que sen > k en@io|x, — b| > € implica queb naoé valor de adémcia de(Xn) e -

Analogamente, sabemos que para teds 0 e todok € IN dados, existen > k tal que
|Xn — b| < € acarreta qué é valor de adémcia d&(xn),.y- NOvamente pela contraposi-
tiva, seb ndoé valor de adémcia de(X,) .y €n60 existek € IN e £ > 0 tal que sen > Kk

enfo|x,—b| > ¢

4.5.2 Se@o 2: Limites e desigualdades

1. Sen IiJrrn Xn = a,nlin+1 Yn = b e|x,—yn| > € para todmelN, prove quela—b| > ¢.

2. Sejamnimxn =ae nﬂrﬂwyn =b. Sea < b, prove que existeg € IN tal quen > np =
Xn < Yn.
Resolu@o:
Temos limx,=ae nﬂrpmyn = b. Disto segue que dado> 0, existerns, n, € IN tais

n—-o0
que:

n>nm = |[xp—a <& = xp€(a—¢,a+e);
n>m = |yh—bl<e = yrc(b—¢gb+e).

b—a
Sea < b, tomemos = 5 > 0 eng = max{ny,ny}. Desta foma, sa > ny temos:

a—€& <X < a-+e e b—¢ <yn< b+e
b—a b—a b—a b—a
a—T < Xp < a+T b_T <Yn < b+T
3a—b <% < ib bjl <y < 3b—a.
2 2 2 2

] a+b .
Dal, x, < > < Yn, OU Seja,

Xn < Yn, ¥V n>ng.
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3. Se o fimero reala nao é o limite da seg@ncia limitada(xn)nein, Prove que alguma
subseqg@éncia de(X,)nen CONverge para um limite # a.

4. Prove que uma segocia limitada converge se, e somente se, possuinioo valor de
adeéncia.

Resolug@o:

(=) Seja(xn)nen UMa seqgéncia limitada convergente, logo existe= Iirﬂ Xn. Dé
N—-o00

toda subsedencia de(xn ),y converge para. Ou seja,(Xn),c POSSUi uminico valor

de adegncia.

(<) Sejaa o Unico valor de ad@ncia de(xn) <y, 1090 existe uma subsegucia(Xn, )
de (Xn),en Que converge para Comoa € oUnico valor de adé@ncia, conclimos que
toda subsedencia de(xn ), CONverge para. Vamos mostrar que a Se&ucia(Xn) e

converge para.

Suponhamos que existe uramero reah que raoé limite da seqéncia limitada(Xn) ,c »
logo existe alguma subsegncia dg(xn),.p que converge pamg ondec # a, 0 queé um

absudo, pois toda subsémcia dex,) o CONVerge para.

o . o 1
5. Quais 80 os valores de adiicia da subse@uacia(xn)nen tal quexon—1 =nexgn = ﬁ?
Esta seg@éncia converge?

6. Dadosa, b e IRT, defina indutivamente as sécia(Xn)nein € (Yn)nen pondox; = v/ab,

a+b X
Y1 = ( 5 ) € Xnt1 = v/ *nYn: Yn+1 = ( rg/n)

para o0 mesmo limite.

. Prove queXXn)neN € (Yn)nen CONvergem

Resolug@o:

Temos que a &dia aritnéticaé maior que a @dia georatrica, pois dadog, b € IR,



56

segue que:
(a—b)? > 0
= a? — 2ab— b? > 0
= a’—2ab+4ab+b®> > 4ab
=  a’42ab+b> > 4dab
= (a+b)? > 4dab
= (a+b)2 > +/4ab
= (a+Db) > 2yab
= %) > +ab,

isto é,y1 > X1. Analogamentgy > Xp, V N.

Vamos mostrar agora qug < X1, temos que

X < Yn
= XnXn < YnXp
= X2 < ¥
= /X < X
= Xn < Xnp1

com isso concluimos quen),.n € morbtona crescente.

Mostraremos agora qu#n),. € decrescente, segue que:

Xn < Yn
= Xn < 2Yn—VYn
= Xn+Y¥Yn < 2Vn
N Xn ‘|2‘ Yn < v
= Yny1 < Yn.

Disto resulta que
A<XI <K< <K <Kpp1 < <Y1 <¥n<--<Yy2<yr<h

Logo (X e sa0 seqéncias montonas limitadas, d&xistemx= lim x,e
90 (Xn)ne € (Yn)new aq N too” M

y= nlrmmyn. Vamos mostrar quén)ncn € (Yn)nen POSSUEm o mesmo limite, ou seja,

X =Y. Temos,

=— |lim
2n—>+00

Xn+Yn)

= lim = lim _1
y=lm yni1= lim | = (X +yn) = 5 (X+y).
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X+
:’V:Ty
= 2y = X+Yy
= X = Y.

"
7. Diz-se quéx,) &€ umaseqincia de Cauchguando, para tode > 0 dado, exist&g € IN
tal quem,n > ng = |[Xm — Xn| < €.
(a) Prove que toda se@ncia de Cauchg limitada.
(b) Prove que a se@acia de Cauchyao pode ter dois valores de aéecia distintos.

(c) Prove que uma segucia(x,) & convergente se, e somente&dge Cauchy.

4.5.3 Se&o 3: Operages com Limites

1. Prove que, para todoe IN, tem-senlim "9/n=1.
Resolu@o:

Vamos mostrar que lit¥n=1,vn,pelIN.

1
Considergxn) ey Ondex, = n*+v. Temos que, > 1V n e IN. Observe tamém que

n+p > n
1 1
= — < =
n+p n
= nnp < ni.
Portanto,
1 1
1 < np < nn,
Dai,
: .1 L1
Iiml < limnme < [|limnn.
Nn—oo n—oo Nn—oo
. 1 . e
Como limnn =1 (pelo exemplo (4.1)), condimos pelo Teorema do Saridbhe que
Nn—oo
.1
lim ni+p =1,
Nn—oo

2. Se existenz > 0 ek € IN tais quee < x, < nK para todm suficientemente grande, prove
que lim {/x, = 1. Use este fato para calcular lifhn + k, lim \/n++/n, lim {/logne
rIlim \/nlogn.
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3. Dadoa > 0, defina indutivamente a seBucia(Xn ), PONAOXy = \/aeXnr1 = v/a+ Xn.
Prove qugxn),cn € convergente e calcule seu limite

L:\/a+\/a+7\/ﬁ

Resolug@o:

Podemos observar que = /a < \/a+X; = Xo. E supondax,_1 < Xn, vem quexﬁ =
a+Xp1<a+X,= xﬁH, dondexn < Xnt+1, OU seja, a se@ncia(X,) ey € morotona
crescente.

Considerande a (inica raiz positiva da equagx? — x—a= 0, com efeito

X_li 1+4a
N 2
logo
1++/
o tviftda
2
e
1-v1+4a
X'=—+———>0
2
pois comaa > 0, temos
da > 0
1+4a > 1
Vi+da > 1
1-v1+4a < O
1-v1+4a - 0

2

Dai, temosc? = a-+c. Logo podemos afirmar que < ¢, ¥ n € IN, ou seja,(Xi)nen €
limitada.

De fato, paran = 1, temosx; = \/a < C, ja quec® = a+c, isto&,c® > a, enfio,c > /a.
Supondo a afirma&p verdadeira pama= k, temosxx < ¢. Logo paran = k+ 1 temos
Xer1 = (\/a-l-xk)2 = a+X < a+c=c? dd x.1 < ¢ Portantox, < ¢,V ne IN.

Donde podemos concluir qy&,) . € convergente, iste, existen limxn, = L.



59

Sabendo quéx,:1)* = a+ X, temos:

lim x5 = lim (a+x))
= mda = Jmasimx
= Jm - fimx-a = 0
= L2—L—a =0
= L = C.

Portanto, limx, =c.
n—oo

. Sejaen = (Xxn —+/@/+/a) o erro relativonan-ésima etapa doatculo de,/a. Prove que
€ni1= 9,12/2(1+a1). Concluaque, <0,01= e,.1 <0,00005= e,, 2 < 0,00000000125
e observe a rapidez de convengia do netodo.

. Dadoa > 0, defina indutivamente a se&ucia(Xn),cp PONdOX1/a €Xnr1 = 1/(a+ Xn).
Considere o imeroc, raiz positiva da equépx? + ax— 1 = 0, o nico rimero positivo
tal quec = 1/(a+c). Prove que

XoI Xy <...<Xp<...<C<...<Xon—1 < ... < X3 < Xq,

e que limx, = ¢. O nimeroc pode ser considerado como a somdrdeao contnua

Resolu@o:

1
Sabendo qug,.1 = ,VneIN temos:
qQUBn 1 arx €

n

nN=1=Xx= .
a+xg
1 a+ X
N=2= X3= = T = X .
a+Xo a+m ac+ax+1
N=K—1=xx= .
a+ X1
1 1 a—+ Xg_1
n=Kk= = = = .
Mt a-+ Xy a+a+le_1 a+ax_1+1
1 1 a+ Xg

N=K+1= X 2=

a+Xe1 a+ g Ca4ax+1
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. - . . o 1
Consideranda a (nica raiz positiva da equag x?> + ax+ 1 = 0, obtemosc = arc

. 1
Temos por hiptese que; = " logo

X_1>1_C
l—a - L

0 que acarreta, > c. Dd,

1
X1>C=——-> = Xo,
at+c a+xg

. 1 o
0 que implicax; > ¢ > xo. Tendox; > —— obtemosx;(a+ x1) > 1. Multiplicando
1

ambos 0s membros da inegéagoora e somando; temos:xl(a2 +ax+1) >a+x.
Dai,

a—+Xp

X -
1 2+ ax +1

X3.

1 1
> —— =, temos

Comoxy < cexsz=
a+X a+c

X1 > X3 > C > Xo.

1 , .
Analogamentexy = < —— = ¢, enfioxy < ¢. Além disso, observe que
a+xs a+c
1 a+axy+1
X = a+x3  ad+axg+2a+x
Ainda xy < Xz = _atx Enfio, x?(a? +ax; + 1) < a+ x;, multiplicando pora e
a2+ax;+1
somando 1, temos:
X (@+at+a)+1l < a+ax+1
= xz(a3+a2x1+a+%> < a?+ax +1
= x(ad+a®x+2a+x) < a+axq+1
N y _ a+axq+1
2 aS+a’x;+2a+x, X4

Assim temosg > X3 > C > Xq > Xo.
Vamos mostrar por ind@p sobren queY n € IN, Xon_3 > Xon_1 > C > Xop > Xon_2.

Paran = 1 & verdade, poisajfoi mostrado que; > ¢ > x,. E verdade tamim paran = 2,
POIS VIMOS quet > X3 > C > Xq > Xo.



61
Supondo que valido paran = k, ou seja,
X1 > -+ > Xok—3 > Xk-1 > C > Xox > X2 > -+ > Xo.
Vamos mostrar qué valido paran = k+ 1.

X1 > - > Xkl > Xkl > C > Xxq2 > Xk > 0 > X

Comoxyk < ¢ temos:

1 1
X = > —— = C = X > C.
2k+1 at o atc 2k+1
Dai
X 1 < 1 cC = X < C
kt+2 = = 2k4-2 .
a—+ Xok+1 a+c

Pela hiptese de indw@oxyk_» < ¢, enfo:

1 1
Xok—-1 = > = C = X1 > C
a—+Xok_2 a+c
Donde,
X = < 1 C = Xx < C
2k = = 2k .
a—+Xok—1 a+c

Sabemos qury > Xok_», dd

a+Xx > at+Xx-2
1

< -
a+ Xok a—+ Xok—2
= Xk+1 < Xk-1.

Disto segue que

a+Xut1 < a+Xok-1
1 1

- > -
a—+Xok+1 a—+Xok—1
= Xok+2 > X2k -

Logo,
X1 > X3 > -+ > Xopi > - > C > - > Xop > - > X4 > Xo,

Vv n € IN. Disto segue que as subsé@mqaiasxy, € xon_1 Sa0 limitadas e mogtonas. Por-
tanto, limxon=n e limxo,_1=¢.
NnN—oo N—oo
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A relag@oxy. o = = 1 _atx por passagem ao limite, fornece
@ +2_a+xn+1_a+‘,jl+1)(n_a2+axn+1’ ’
a a

&= +¢ e il logoé?+af —1=0en?+an—1=0. Comoé e

Zrat+1l 1" @1an+1
1 sao positivos, ven§ = n =c.

. Dadoa > 0, defina indutivamente a se&ncia(yn), pondoy; = a € yp11 = a+ 1/yn.
Mostre que liny, = a+ ¢, ondec &€ como no exeiicio anterior.

. Defina a seggncia(a,) indutivamente, ponda; = ap = 1 ean 2 = an1+ &, para todo
n € IN. Escrevax, = an/an;1 € prove que linx, = ¢, ondec & Gnico rimero positivo tal
que ¥(c+1) =c. O termoa, chama-se m-ésimonimero de Fibonaccéc = (—1+
v/5)/2 & onimero de ourala Geometria Gissica.

Resolu@o:

Temosc > 0. Disto segue que

WS SR S
a 1 c+1

Xzzﬁz g __1 < = ¢, logoxq > %o.
a3 a+a 1+xg c+1

stﬁz s _ 1 > 1 =C= X3 >C.
as ata l1l+x 1+c

Além disso,
1 1 1+x1

X3 —

T 1tx 1+ 14 2+x

1 .
Comoxq > T =X1 +x§ > 1= x1(1+x1) > 1, somandx; a desigualdade temos,
1

X1(1+Xx)+x1 > 14X

= X (1+x1+1) > 1+4x
- X S 1+x1 _
1 2% 3

Dai x; > X3 > ¢ > Xo.

Temos ainda
1 1 2+X1

=g = T = 3o
Note que

1 1
X4 = <-——=Cc=>x4<C.

1+x3 1+4c
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1+x N
Comoxy < X3 = zixl' En&o,x2(2+x1) < 1+ X3, somando 1, obtemos:
1

X(2+x1)+1 < 14+4x3+1

= x2(2+x1+x—12) < 24X

=Y X2(2+X1+1+} ) < 24X
X1

= X2+x1+1+x1) < 24X

= X2(34+2x1) <  2+X

= X2 2+

3+ 2%

Segue quey > X3 > C > X4 > Xo.

Mostraremos por ind@p sobren que as subse@nciasxy, € Xon_1 SA0 mordtonas limi-
tadas, ou seja,
Xon_3 > Xon_1 > C > Xon > Xon_2,VN € IN.

Vimos queé verdade para= 1, ja quex; > C > x3. Tamlkem paran = 2, poisx; > X3 >
C > X4 > Xp. Suponhamos quevalido paran = k enfio temos

X1 > -+ > Xok—3 > Xk—1 > C > Xok > X2 > -+ > Xo.
Vamos provar que vale pare=k+ 1,

X1 > ==+ > Xk-1 > Xxkt+1 > C > Xoky2 > Xk > -+ > X

Temos da hiptese de indWp quexyk < ¢, enfo

1 1
2k+1 1+ Xox 1+c 2k+1
Dai
X = 1 < 1 = C = X < C
2k+2 = 1+X2k+1 1+c - 2k+2 .

Tamkem da hiptese de indup Xy _» < ¢, eno:

1 1
X _ e > — C i X _ > C.
2k—1 1+X2k—2 1+c 2k—1
Donde,
1 1
Xok = < = C = Xx < C

14 Xox_1 1+c
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Temos da hiptese de indup quexyk_» < Xok, enfio

1+Xx > 1+Xxk 2
1 1

< -
a—+ Xok a—+ Xok_2
= Xok+1 < Xok—1.

Disto segue que

I+Xkr1 < 14Xk

1 1
- > -
1+ Xok41 1+ Xok—1
= Xok+2 > Xok-
Logo,
X{ > X3 > - > Xopog > 0 > C > e > Xon > e > Xg > X,

Vv n e IN. Portanto, exist% limon = a enlim Xon—1 = b.
— 00 — 00

A relag@@oxn o = 1 1 1% por passagem ao limite, fornece
1
a=-"2_oara=1ta=alta-1=0
2+a
e
1
b=t P 2 iob—14b=tRib1-0.
2+b

Comoa e b sao positivos, podemos concluir gae= b = c.

4.5.4 Se&o 4: Limites Infinitos

1. Prove que lir{/n! = 4o,

2. Se limxy =+ eac R, prove: lim [\/Iog(xn +a)— \/Iogxn} =0

N—oo

Resolug@o:



(v/log(xa+a) + vIogx )
V109 (%, +a) + 10g%, )

log (X +a) — logxn
V109 (Xn+a) +/10gxn

lim | /iog (xa +a) — /10|
= lim | (\/log(x-+a) - /logxq) (

g () ]
T logbata)tviogx | M
| log (%5:2) ] | [
= lim = lim
" | I0g(xe + @) + VoK | M

i foa (1)

log (1+32) ]

V10g(xn +a) + /I0gn

ool (1)

log [Iim 14 lim (E)}
n—oo n—oo Xn

im [\/iogGa+a)+viogx| i [\/10g(xe-+ ) + y/I0g%]

log[1+0]

logl

lim [\/Iog(xn+a)+\/logxn] - lim [\/log(xn+a)+¢|ogxn}

0

= 0.

Conclimos que

lim [\/Iog (Xn+a) + \/Iogxn] - lim [\/Iog(xn+a) + \/Iogxn}

lim [¢|og(xn+a)—¢|ogxn} — 0

3. Dadok € IN e a > 0, determine o limite

i n!
m —-—-.
n—oo nk.an

65
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Supondm > 0 ea+# ecalcule

_an! . nK.a.n!
lim m—— .

n—o NN N—oo nn

(Para o casa = e, ver exericio 9, se@o 1, caftulo 11.)

. Mostre que ILmIog(nJr 1)/logn=1.
Resolu@o:

Note que
log(n+1) , _log(n+1)—logn _ log (%) Iog(1+%).

logn logn logn logn
E ainda,

1
lo lim 1+ lim =
im Iog(l+%) B g(naw +nﬁ+oon> ~ logl 0 0
n—+e  logn r]Iﬁlrnmlogn nI_|>rprmlogn r]I_l)rprmlogn

Logo
im {Iog(n+ 1 1]

N—-co logn

log(1+ 1
~ jim 90 +0) g
n—+e  logn
ento,
im 1290+ i 1o
n—+e  logn N—s 400
Portanto,
log(n+1)

lim ———~=1
n—+o logn

. Sejam(xn) uma seqgéncia arbitaria e(y,) uma seqgéncia crescente, com liyg = +co.
Supondo que lifkn+1 —Xn)/(Yn+1 — Yn) = &, prove que linx,/yn = a. Conclua que se
lim(xnr1 —Xn) = @ enfio limx,/n=a. Em particular, de limlogL+ 1/n) = 0, conclua
que lim(logn)/n= 0.

. Se limx, = ae (t,) € uma segéncia de meros positivos com
lim(ty 4 ... +ty) = +oo,

prove que
X X
I|m11+ +nn:a‘
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: X1+ ..
Em particular, sg, = Xt.. 4%

, tem-se ainda ling, = a.
Resolug@o:

Considere as se@ucias

(Xn)neIN = (thl +toXo+--- —i—tan)ne'N

(Yn)nenw = e+t 4+ +th)en s

onde lim x,=ae |lim y,= +oo.
n—-oo

n—-o0
. . . —Xn . Xn
Pelo exertcio anterior, temos que se il =X _ a, enfio lm = =a.
N—+®Yni1 —Yn N—-+c0 Y

Observe que

Xn4+1— Xn t1X1 +toXo + - -+ tXn +thpaXnr1 — (t1X1 + - - +thXn)

im —— = Ilim
n—+oYni1—Yn n—>-|-oot XrEl"‘tZ‘f‘"“f‘tn‘f‘tn—f—l_(t1+t2+"'+tn)
_ lim n+1An+1
n—+to  thiq
=l
= a
Dai,
im " —a
n—>+ooyn
Entao,

L CD. I S |

lim L 1t ...+ lXn a
N—+-00 t]_+ +tn

Em particular, considere a sé&ncia

(tn)neIN = (1+1+1+”'+1)nelN )

temos pelo exeicio anterior que Iijxn = a, € (th),cn € uma sec@ncia de ameros
N—-4o00
positivos onde

lim t, = nIirﬂ (14+1+1+4---41) = +oo.

n—-+o0



Dai

. 11Xy +toXo + - - - +1thX
a — lim 1X1 +1oXo 4 - - - +1pXp

neto  ttta+ -+

— im X+ I+ -+ + Xy
o n——+oo 1_|_]__|_..._|_1

 XgXo X
_ jm tXet X

N—-o00

68
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5 SERIES NUMERICAS

5.1 SRIES CONVERGENTES

Definicao 5.1 Dada uma sedgncia(an)ney de rumeros reais, denomina-sérge a soma in-
finita
ap+aptag+---+ant-
oo

Indicaremos a@&rie por z an, OU seja,
n=1

~+o00
atatagt-tant=) an
n=1

Como algebricamentésem sentido somas finitais hecesario definir “soma infinita”.

~+0o0
Definicao 5.2 Dada uma érie z a,, denomina-se se@ucia de somas parciais darse dada
n=1

a seg@ncia(sy)nein definida po_r

n
Si=) &=at+a+ag+-+an
k=1

Definicao 5.3 Dizemos que umasie converge se a se@ucia de somas parciais converge, isto
e, lim s;,=s, s€ IR. Neste caso
n—-+oo

N—-o0

+o00
Z ah=s= lim s
n=1

Teorema 5.1 Sela| < 1. A srie geongtrica

+0o0
1+at+a+ - +a+-- = %a“
£

converge.
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Observag@o 5.1 1. Suponha quéa,)nen S€ja uma sedgncia de termos & negativos
+00
(an > 0,¥Y n € IN). Assim, a se¢@ncia das somas parciais darse z an €

n
Si=artat - tan= ) a
n=1
€ o decrescente, pois

Ss=a+---+an<a+---+an+ant1 =S+1
enfo
Sh < Sh+1

Para que(sh)nen convirja basta que(sy)nen Seja limitada superiormente (pois toda
sequencia moltona e limitadaé convergente).

' , . +©
2. Se(an)nein €SB nas mesmas condies doitem anterior e sey a, converge €a'’n)neiN
n=1

~+o0
uma subsed@ncia de(an)neiny €NBO S &' converge.
n=1

+o 1
Exemplo 5.1 (A Srie Harmonica) A serie Z - diverge.
n=1

+00 1 00 1 +00 1
De fato seX = sfosse convergente &t Z 2 =te 2 el tamkem seriam

convergentes. /éalm disso, com&y, = ty + Up, fazendon — 00 tenamoss_ t+u. Mast =

ZZn 22 = ,portantou_tzg

Por outro lado

u—t = lim(uy—tp)

Nn—oo

= lim 1 L + 11 +--- 4 1 1
T nooo 2 3 4 2n—1 2n
= lim 1+ ! + — 1 + -+ = >0
e\ 2 12 30 (2n—1)2n ’

—+o00
logou >t contradi@o. Portantoz - e divergente.

+00
Teorema 5.2 Se Z a, converge erdo lim a,=0.

n— oo
n=1
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Observago 5.2 1. A contrapositiva do teorema (5.2) diz que: nS'olen+ a, # 0 enfo a

+00
Z a, diverge.
n=1

2. Nao vale a regroca do teorema (5.2): Sndirﬂ a, = 0 entio nada podemos dizer a
respeito da conve@ncia da érie.

~+o00 ~+o00

Teorema 5.3 (Criterio de Comparago) Sejamz ane Z b, séries de termosao negativos.
n=1 n=1

Suponha que existante0 e ny € IN tais que a < c-bp, Vn > ng. Logo

+00 +o
1. Sez bn converge eréto z an converge.
n=1 n=1

400 +00
2. Sez an diverge erdo z bn, diverge.
n=1 n=1

—+00
Teorema 5.4 A srie Z Y diverge se < 1 e converge se p 1.
n=1

5.2 SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

+o0 +oo
Definicao 5.4 Uma rie Z a, diz-se absolutamente convergente quaryday| converge.
n—1 n=1

~+00
Observaggo 5.3 1. Quando-1 < a< 1a srie georgtrica Z a" & absolutamente conver-
n=1

gente.

2. Uma €rie convergente cujos termoammudam de sind@ absolutamente convergente.

Teorema 5.5 (Leibniz) Se (an)nen € UMa seg@ncia movtona decrescente que tende para

+00
zero endo z (—1)™1a, & uma &rie convergente.
n=1

oo +o0
Definicdo 5.5 Uma rie convergentez a, tal que Z |an| diverge chama-se condicional-
n=1 n=1

mente convergente.

+00 (_1)n+1

Observa@o 5.4 A rie z ——— €& condicionalmente convergente.
n=1

n

Teorema 5.6 Toda €rie absolutamente converge@eonvergente.
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5.3 TESTES DE CONVERENCIA

+00
Teorema 5.7 Seja z bn, uma €rie absolutamente convergente, cognA0 para todo ne IN.
n=1

—+00
Se a seqg@ncia (%) for limitada (em particular, se for convergente) aata €rie z a, serd
n n=1

absolutamente convergente.

Corolario 5.1 (Teste de d’Alembert) Seja @ # 0 para todo ne IN. Se existir uma constante

+00
Gni1 < c < 1 para todo n suficientemente grande@mt $rie Z a, sera absolu-
n=

1

c tal que

tamente convergente.

Corolario 5.2 (Teste de d’Alembert ou Teste da R&@o) Se g # 0 Vn € IN e suponha que

exista o limite
an+1

lim |—=| =L
n— 4o an
+o0
1. Sel< 1a<erie z a, converge absolutamente;
n=1
+00

2. Se > 1a rie z a, diverge;
n=1

3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Teorema 5.8 (Teste de CauchyPBe existe € IR tal que/|ay| < ¢ < 1 para todo n suficiente-
+00

mente grande e@b a £rie ) an sefd absolutamente convergente.
n=1

Corolario 5.3 (Teste de Cauchy ou Teste da Raizpuponha que
lim +/|an| =L
n—-+oo

+00
1. Sel< 1a<trie z a, € absolutamente convergente;
n=1

+00
2. Se L> 1ento a €rie Z a, € divergente;
n=1

3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Teorema 5.9 Seja & # 0. Selim '%

= Lenﬁor!im V/|an| =L
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5.4 EXERQCIOS

5.4.1 Sego 1: Sries convergentes

—+00 +00 1
1. Dadas asalesz ae 2 bn, coma, =vn+1eb,=log (1+ ) mostre que Iimaln =

lim b, = 0. Calcule epr|C|tamente asésimas reduzidas, e t, destas &ries e mostre

Nn—oo

quemllmsn = r!lm th, = 4+, logo as éries dadasa® divergentes.
— 00 — 00

+0 1
2. Use o criério de compard@p para provar quez = € convergente, a partir da con-
n=1

+00
vergéncia de
* n; n(n

+1)

Resolug@o:
—+00

Sab da hq
abemos da hgiese qu?,;n(n-l—l)

€ convergente.

Temosn? > n, V n.

Adicionandon? e dividindo por 2 obtemos:

2 > n(n+1)
- 2
Disto segue que,
1 < 1
n2 — n(n+1)
2
N 1 < 2
n2 — n(n+1)
+o0
Como Z 1) e convergente e utilizando o @fto de compardap, podemos con-
+oo

cluir que z — € convergente.
n=1 n

3. Sejas, an-ésima reduzida déésie harnbnica. Prove que para= 2" tem-ses, > 1+ 9
e conclua dague a grie harndnicaé divergente.
o .
4. Mostre que aéxie Yy —— diverge.
& nlogn

Resolug@o:
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+0o0
Tomando a reduzids, da €rie § ————, temos:
& nlogn

S SR (I S D (S S S I
= 2log2" \3l0g3 " 2l0ga) " \Blog5  6log6 ' 7log7 ' 8logs

1 1
((zn—1+1)|og(2n—1+1) Tt 2”I092”>

> o,z 4 8 L il
— 2log2 4log4 8log8 16logl6 2"log 2"
R R - +o
~ 2log2 2log2  2log®  2log2 2log2n
S W

2 3 4 n
- tn.

~+00
Temos qué, & a soma parcial deége harndnica, e como aé&ie harnbnica ;ﬁ e
Nn=

+00

. " lo criéri - . _
divergente, conclunos pelo criério de comparap quenZ2 —nlogn diverge

+00

. Mostre que se > 1 a $rie ——— converge.
; 2, nllognyr ™"

. logn
. Prove que aésie  —- converge.
=L

Resolug@o:

Observe que log < /N, paran suficientemente grande. Assim, dividindo essa desigual-
dade pon? obtemos:

logn n
0 < logn _ Vh
n n
Como
i o1 1 (1)3
n2 n—z.n2 ns n/

1 3 1\2,
Note que O< - <1, 95 > 1, logo Z (ﬁ) e convergente, conforme teorema (5.4).
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L . L. logn !
Portanto, pelo crério de compardép temos que aésie Z n_% converge para sufi-

cientemente grande.

—+o0
7. Prove:sey > --->ap>--- € z a, converge eritonlim na, = 0.
— 00
n=1

5.4.2 Sego 2: $ries absolutamente convergentes

+00 ~+00
1. Se Z a, € convergente a, > 0 para todm € IN enfao a €rie Z anX" & absolutamente
n=1 n=1

com?ergente para todoc [-1,1] e

+oo oo
Z ansen(nx) , z ancognx)
=1 =1

sao absolutamente convergentes para toddR.

Resolug@o:
+00

Vamos provar inicialmente qug anX" & absolutamente convergenitex € [—1, 1].
n=1

e Sex= —1, enfo:

Sl = FID"al = Ylaal = Yan

e Sex=1, temos:

S = Yl = ¥ an

e Selx| <1, ento|X"| <1, dd:

Ylanx'| = Y lanlXT < Hlanl = 3 an.

Logo Z lanX"| < Z an,Vxe[-1,1]. ComoX an € convergente, temos pelo ériio
de comparago quez lanX"| & convergente, Iog§ anX" converge absolutamente.

Agora vamos mostrar quE ansennx) e z apcognx) sAo absolutamente convergentes
para todo amero real.

Temos quez lansen(nx)| = Z lan||sen(nx)| e z lancognx)| = Z lan| |lcognX)|.
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Comos as furges sen e coss limitadas, comsen(nx)| < 1 e|cognx)| <1,V x € IR.
Conclumos pelo que provamos acima que

z lansen(nx)| < Zan e Z lancognx)| < Zan,

ou seja, quez ansen(nx), Z ancognx) convergem absolutamentéx € IR.

1 2 1 2 2 1 "
.Asriel-—4-—-+- +6——+--- tem termos alternadamente positivos

1 n 2 1
2 3 3 4 4 5 5 6 _ .
e negativos e seu termo geral tende para zero. Entretadit@rgente. Por que ist@a
contradiz o Teorema de Leibniz?

—+0o0
. Dé exemplo de umaésie convergente) a, e de uma sedncia limitada(x,)nen tais

n=
~+o00

que a érie Z anXn seja divergente. Examine o que ocorre se uma da@gesps seguintes

—1
for verlflcada

(@) (Xn)nein € convergente.

—+0o0
(b) z an € absolutamente convergente.

. Prove qué convergente a&sie obtida alterando-se 0s sinais dos termo£da harndnica,
de modo que fiquerp termos positivos§ € IN fixado) seguidos d@ termos negativos,

alternadamente.
+o0
. Se Z)an € absolutamente convergente e Ibn 0, ponhac, = agbp +aibn 1+ ---+
—
anbp e prove que IJlrmcn =0.

Resolu@o:
400 400

Seja %an absolutamente convergente, diganﬁs]an\ = Ae|b,| < B, para toda > 0.
— n=

Dadoe > 0, existeng € IN tal que sen > ng enio|b — 0] < — oA € lan| +|ans1]|+ - < =5 ZB

Considerand@, = agbn +ajbn_1+ -+ an,bn_n, +--- + anbo, temos:

cn| = |agbn+aibn_1+ -+ angbn_ny -+ - - -+ anbg|
< |agbn+aibn_1+ - + anybn_ny| + [@ng+10n—ng—1 + - - - + anko|
&
< (!ao|+|a1|+---+|ano|)-ﬁ+(|ano+1|+---+|an|>-8
A —+—.B
< 2A+ZB

E.
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Logo,|cn| < &, dd |ch— 0] < €.

Portanto, lint, = 0.

oo +oo

6. Se z an € absolutamente convergente, prove @aﬁ converge.
n=1 n=1
oo oo

7. Se z a; e Z b2 convergem, prove qui)anbn converge absolutamente.
n=1 n=

Resolug@o:
—+00

Vamos mostrar quezoan -bn & absolutamente convergente, para tanto basta provarmos

+00
que Zo|an -bn| converge.
n=

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

:ilan-brﬂ < (Zolan bn|) = (riawbn)Z Zwoan Zobz

Dai, como por hiptese Z)an e Z)bz convergem, temos qui}an ;bz converge.

—+o0
Desta forma, pelo cétrio de compardp, podemos afirmar quz)|an-bn| converge,

+00
portanto, Z a, - b, converge absolutamente.

+o0
8. Prove: umaéyie z a, € absolutamente convergente se, e somenglgajtado o con-

n=1
junto de todas as somas finitas formadas com os teaqos

5.4.3 Sego 3: Testes de convemcia

+00
1. Prove que se existir uma infinidade idelicesn tais que+/|a,| > 1 en&o a &rie z an

+00

8n+ll 5 g para toda > ng eno §' ay diverge.

diverge. Se, # 0 para todo e

Resolu@o:

Se existir uma infinidade dedicesn tais que\/|an| > 1, enfio existe uma infinidade de
+o00

indicesn para os quaita,| > 1. Logoa, nao tende para zero. Portan@ a, diverge.
n=0
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Agora se‘% > 1 para todm > ng, enfo|an ;1| > |an|, ¥V n > ng, € consequentemente,

+oo
lima, # 0, logo a &rie z a, diverge.
n=0

. SeO<a<b<1,as®riea+b+a?+b>+a>+b3+... & convergente. Mostre que o teste
de Cauchy conduz a este resultado mas o teste de d’Ale&mberdnclusivo.

+o00 n
. L ogny .,
. Determine se aésie Z (%) € convergente usando ambos os testes, de d’Alembert
n=1

e Cauchy.
Resolu@o:
- - . 2 /logn\"
Inicialmente vamos provar a convericia da érie z e empregando o Teste de
n=1
Cauchy:
. logn\" . |logn
Lzllml”(i>]:hmi:0.
n—oo n n—oo n

t° /logn\",
LogoL=0<1. Portanto,z (T) e convergente.
n=1

™ /logn\"
Agora vamos mostrar qu§ (%) converge usando o teste de d’Alembert:
=1

(Iogn(:: 1) ) n+1

N0 logn\"
n

~ g (oo (emne Y ()|

= g [0 ) (0 (et )]

lim {%] = 0,

Como

n—oo
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e,
lim [( n )n] lim [ = ] fim | —— 1
1 - ne1nn - A 1\N =
AUV B (N A A B
_ log(n+1)\", . .
precisamos mostrar q eW é limitada.

n+1\" .
De fato, paran > 3 temos(%) <n, logo (n+1)" < n"*! e tomando logaritmos

Iog(n+1)<n—|—1 Entio log(n+1) ”<
logn ' logn

temosnlog(n+1) < (n+1)logn, donde

(n+ 1) n
— < e
n
Logc), (w

n
logn ) é limitada. Disto resulta que = 0 < 1. Portanto, o teste de

* /logn\"
d’Alembert confirma a conveémcia dez (T) .
n=1
|

4. Dada um sedncia de ameros positivog,, com limx, = a, prove que lim/X;Xz - - X, =
n—oo Nn—oo
a.

5. Determine para quais valoresxieada uma dassies abaix@ convergente

+oo +o0
@ Y Ve (d 5 nix"
n=1 n=1
+o0 +0 Xn
(b) H nx" © > >
nzl nzl n?
+@ o
(©) nzlﬁ
Resolu@o:

+o0
(a) Para determinar o valor deque possibilita a conveggcia da 8rie Z n“x" em-
n=1
pregamos o teste de Cauchy:
. n k n o - K K . _
lim {/|nkx?| = lim |x|-nn no= x|-1 = |x|.
Nn—oo

n—oo

= lim |x-limn
n—oo n—oo
~+o00
Logo Z nx" converge séx| < 1.
n=1

+o0
(b) Para o caso da&se Z n"x" tamkem usaremos o teste de Cauchy:
n=1

i n/lanyn| — i . _
lim /™) = lim [n[-[x| =L.
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Assim, a &rie converge somente ke< 1, ou seja, s& = 0.

+o0 yn
(c) Utilizaremos novamente o teste de Cauchy pakxia ilﬁ:
n=

nN—oo

Como 0< 1, a €rie converge para todec < X < co.

400
(d) No caso daéyie z n!x" empregaremos o teste de d’Alembert:
n=1

i [ DL
nl—>oo n! - xn

= lm|(n+1)-x = L.

N—oo

Portanto, a@rie converge somente ke< 1, istoé, somente se= 0.

L e
(e) Para aérie z — utilizaremos o teste de Cauchy:
n:ln

Disto segue que &sie converge si| < 1.
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6 ALGUMAS NOC OES TOPOLOGICAS

6.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definicao 6.1 (Ponto Interior) Dado XC IR dizemos que & ponto interior de X quando existe
€>0talque(a—¢,a+¢€) C X.

Definicao 6.2 (Interior de X) O conjunto de todos os pontos interiores dé& Xenomindado
interior de X, denotado por int X.

Definicdo 6.3 (Conjunto Aberto) Um conjunto AC IR & aberto se int A= A, istoé, todo ponto
de Aé ponto interior a A.

Definicao 6.4 (Vizinhanca dea) Quando ac int X diz-se que o conjunto & uma vizinhanca
do ponto a.

Observa@o 6.1 1. Se o conjunto X possui algum ponto interior, ele deve cpeaie menos
um intervalo aberto, logé infinito. Assim, se X {X1,X2, -+ ,X,} € um conjunto finito,
nenhum dos seus pontégnterior, ou seja, temos int X 0. Melhor ainda, como todo
intervalo abertod um conjunto &o-enumeavel, se int X 0 entio X é rdo-enumeavel.
Em particular, temos:

(a) O conjuntdN dos rumeros naturai€ enumeivel logo rfio possui pontos interiores,
isto &, intIN = 0, isto mostra qudN nao &€ aberto.

(b) O conjuntaZ dos rumeros inteiro® enumegivel logo r&o possui pontos interiores,
isto &, intZ = 0, isto mostra que&Z nao € aberto.

(c) O conjuntoQ dos rumeros racionai® enumegvel logo r&o possui pontos interi-
ores, istog, intQ = 0, isto mostra qué&) nao é aberto.

(d) O conjuntdR —Q dos rumeros irracionais, apesar de sefiorenumegvel, réo pos-
sui pontos interiores. De fato, todo intervalo aberto deweter rimeros racionais,
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logoIR — Q ndo pode conter um intervalo aberto. Assim(IRt— Q) = 0, isto mostra
guelR — Q nao & aberto.

2. Se X= (a,b), ou X= (—o,b), ou X= (a,+»), ento int X=X, ou seja, Xé aberto.

3. SeY=[c,+») e Z=(—o,d] enfio intY = (c,+) e intZ= (—o,d). Portanto rio sio
abertos.

4. O conjunto vazi@ aberto. Com efeito, um conjunto ¥ gode deixar de ser aberto se
existir em X algum ponto quedn seja interior. Como &@o existe ponto algum e
somos for¢cados a admitir quieé aberto.

5. AretalR & um conjunto aberto.
6. Um intervalo (limitado ou &o) & um conjunto aberto se, e somente&em intervalo
aberto.

O limite de uma sedgncia pode ser reformulado em termos de conjuntos abertos.

Teorema 6.1 nIirn Xn = L se, e somente se, para todo aberto A contendo L, exjstdh tal
quex €A,Vn2>np.

Teorema 6.2 1. Se A e A sdo conjuntos abertos, g A, N Ay € um conjunto aberto.

2. Se(A)),eL € uma farflia de conjuntos abertos, € a reungo A= (J A, & um conjunto
AeL
aberto.

Observago 6.2 A interse@o de um fimero finito de conjuntos abertésainda um conjunto
aberto. O caso de uma faha infinita de conjuntos abertos pode ter uma inte@&egue 1o é

um conjunto aberto. Observe ogximo exemplo.

Teorema 6.3 Se F= {x1,X2,--- ,Xn} € um conjunto finito delnmeros reais e@db o comple-
mentarlR — F & aberto.

6.2 CONJUNTOS FECHADOS

Definicdo 6.5 (Ponto aderente)Dado X C IR, dizemos que & ponto aderente de X quando a
é limite de uma sed@ncia de pontosxe X.
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Observago 6.3 1. Todo ponto & X € aderente a X, basta tomar os=¢ a, da nIirﬂ Xn =
a.

2. Pode-se ter a aderente a X sem que 4. Por exemplo, %= (0,+), enfilo a=0¢ X,
, .1 1
mas a= 0 & aderente a X, po@ = rlIlrﬂ o ondeﬁ e X.

3. Um rimero a chama-se valor de aéercia da segéncia(x,) quandoé limite de uma
subseqgéncia de(xp).

4. Todo valor de adéncia de uma se@uncia(x,) € um ponto aderente de um conjunto X.

Mas, a reéprocaé falsa. Nem todo ponto aderente a dé& Xalor de ade&ncia de(Xy).
neiN & 0,
mas todos 0s pontog por pertencerem a X% (0, ), s30 pontos aderentes a X.

.1 L L
Por exemplo, comohT o= 0, o Unico valor de adegncia de(xp)neNn = (%)
N— 400

Definicdo 6.6 (Fecho)O conjunto dos pontos aderentes é&&Xlenominado fecho de X, deno-
tado porX.

Definicdo 6.7 (Conjunto Fechado)Um conjunto XcC IR & fechado quando % X.

Observa@o 6.4 As seguintes afirmé@es §0 equivalentes:

1. Um conjunto XC IR & fechado se, e somente se, todo ponto aderente a X pertence a X

2. Para que XC IR seja fechad@ necesario e suficiente que cumpra a seguinte Coadi¢
se % € X paratodo re IN erllim Xn = a, enfio ac X.

Teorema 6.4 Um ponto aé aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanga de
coném algum ponto de X (M X # 0 para toda vizinhanca de a)

Pelo teorema acima, a fim de que um pamt@o pertenca X & necesario e suficiente que
exista uma vizinhangd, ondea € V tal queV N X = 0.

Teorema 6.5 Um conjunto Fé fechado se, e somente se, 0 complementai®\— F & aberto.

Teorema 6.6 O fecho de qualquer conjuntum conjunto fechado. (Ou se}:a,: X paratodo
X CIR.)

Teorema 6.7 1. Se ke F, sao conjuntos fechados €t F, U, é fechado.
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2. Se(F) )<L € uma farflia qualquer de conjuntos fechados &@ot- = () F, é fechado.
Ael

Uma reundo infinita de conjuntos fechados podrser um conjunto fechado.

Observago 6.5 1. Todo conjunto finito = {xg,%p,--- ,X,} & fechado pois, seu comple-
mentarlR — F & aberto (Teorema (6.3)).

2. Z é fechado pois, seu complementr Z € aberto.
3. IN & fechado pois, seu complemenfr IN é aberto.

4. IR e o conjunto vazio& fechados pois, seus respectivos complementares, ontonju
vazio elR sao abertos.

5. Existem conjuntos que&ia sio fechados nem abertos, co@pIR — Q, ou um intervalo

do tipo[a,b) ou (a,b].

Definicao 6.8 (Denso)Sejam X, Y conjuntos déimeros reais, com X Y. Dizemos que ¥
denso emY quandod X, istoé, quando todo Iz Y & aderente a X.

Observa@o 6.6 As seguintes afirmégs §o equivalentes a dizer que &denso em Y. (Em
todas elas, suje-se XC Y.)

1. Todo ponto de ¢ limite de uma seduncia de pontos de X.

2. YCX.
3. Paratodo Y e todos > 0tem-sgly—&,y+€)NX # 0.

4. Todo intervalo aberto que contenha um ponto de Y deverciamdem algum ponto de
X. (Note que um intervalo aberto contende ¥ deve conter um intervalo da forma

(y_ £7y+ 8))
Observago 6.7 1. Qé denso enR, ou sejaR C Q.
2. R—QédensoenRk, ousejalR CIR-Q.
Definicao 6.9 (Cisio do Conjunto) Uma cisio do conjunto XC IR & uma decomposiQ X =

AUB tal queANB = ANB = 0 (isto &, nenhum ponto de &aderente a B e nenhum ponto de
B & aderente a A). (Em patrticular, A e Bsdisjuntos.)
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A decomposigo X = X U0 chama-se a @® trivial.

Teorema 6.8 Um intervalo da reta & admite a cido trivial.

Corolario 6.1 OsUnicos subconjuntos dB que $i0 simultaneamente abertos e fechad@s s
IR e0.

6.3 PONTOS DE ACUMULAGO

Definicao 6.10 (Ponto de Acumulago) Um rnimero a< IR & ponto de acumul&p do con-
junto X C IR quando toda vizinhanca V de a cént algum ponto de X diferente dadprio a,
istoé, VN (X —{a}) # 0. Equivalentementer € > 0, (a—¢€,a+€)N (X —{a}) # 0. Indica-se
com X o conjunto dos pontos de acumuiacde X.

Observag@o 6.8 1. Acondi¢o ac X’ (aé ponto de acumul@p de X) exprime-se simboli-
camente do seguinte modo:

Ve>03dxeX;0< |x—al<e.
2. ac X' < aeX—{a}.

Definicao 6.11 (Ponto Isolado)Se ac X ndo é ponto de acumul@p de X, erdio aé ponto
isolado de X. Isto significa que existe> 0 tal que aé& o Gnico ponto de X no intervalo
(a—¢,a+¢).

Definicao 6.12 (Conjunto Discreto) Quando todos os pontos do conjunto Zossolados, X
chama-se conjunto discreto.

Teorema 6.9 Dados XC IR e ac IR, as seguintes afirmées €0 equivalentes:

1. aé um ponto de acumulag de X;
2. aé limite de uma seduncia de pontosxe X — a;
3. Todo intervalo aberto de centro a cént uma infinidade de pontos de X.
Observag@o 6.9 1. Se Xéfinito enfio X' = 0. (Conjunto finito @o tem ponto de acumulag).

A contra positiva diz: Se %£ 0 enio X & infinito. Observe @tem?2 e verifique que &o
vale a volta da contra positiva;
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2. Z € infinito mas todos os pontos #@&sio isolados, ou sejaZ’ = 0;
3. Q0 =IR;

4. (R-Q) =R;

5. (a,b) = (a,b)’ =[a,b) =[a,b];

6. Dado X= {x1,X2, -+ ,Xn, " } ondenirﬂmxn = a, temos:

(a) Se a¢ X temos a# x,, para todo ne IN, enfio X' = {a}. Por exemplo, se %

11 1 .1 A
1,=,=,---,=,--- ponde lim ==0ento X = {0}, isto&,0 & olnico ponto de
2'3 n N—-oo N
acumulaéo de X.
(b) Se ae X, pode-se ter X= {a} ou X' = 0. Por exemplo:
i. Aseqéncia(a,a,a,---)tem X =0.

N . 1 1 1
il. Asequanma(a,a+1,a+ é,a+ 3 ,a+ ﬁ"") tem-se X= {a}.

Segue-se uma vers do Teorema de Bolzano-Weierstrass em termos de pontoe @&cao.

Teorema 6.10 Todo conjunto infinito limitado deimeros reais admite pelo menos um ponto
de acumulago.

Teorema 6.11 Para todo XC IR, tem-seX = X UX’. Ou seja, o fecho de um conjuntoé
obtido acrescentando-se a X 0s seus pontos de acuguwlac

Corolario 6.2 X & fechado se, e somente séXX.
Corolario 6.3 Se todos os pontos do conjunto &ossolados erito X € enumeavel.
6.4 CONJUNTOS COMPACTOS

Definicao 6.13 (Conjunto Compacto)Um conjunto XC IR & um conjunto compacto se &
fechado e limitado.

Teorema 6.12Um conjunto XC IR & compacto se, e somente se, toda 8egia de pontos em
X possui uma subse@ncia que converge para um ponto de X.
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Observago 6.10 Seja XC IR um conjunto compacto &o vazio). Por ser limitado, existem
B =infx, e a=supx,

Por ser compacto, pelo teorema anterfdre a pertencem a X. Portanto todo conjuntoXIR
possui um elementoarimo e um elementoimmo, ou seja, se X compacto e@db existem
X1,X2 € X tais que

Xp S X< X2

vx e X.
O teorema a seguir generaliza o prinoigos intervalos encaixados.

Teorema 6.13Dada uma sedencia decrescente;XO Xo D X3 D --- X, D --- de conjuntos
compactos o vazios, existe (pelo menos) utmrero real que pertence a todos agg ¥u seja,

+00

N Xn # 0.

n=1

Definicao 6.14 (Cobertura deX) Dado um conjunto X chama-se cobertura de X umdlfam

CI{C}\;)\ GL}

de conjunto G tais que XC | C,.
AeL

Observago 6.11 1. Se G &€ um conjunto abertoy A, a cobertura chama-se cobertura
aberta.

2. Se L= {A1,A2,---,An} € um conjunto finito e ainda se temXC), UC),U---UC, _diz-se
que C= {C,;Ai € L} &€ uma cobertura finita.
3. SelLcLétalqueaindasetemX |J C, entioC = {C,;;A’ € L'} € denominada

Alel!
uma subcobertura de C.

Teorema 6.14 (Borel-Lebesgue)loda cobertura aberta de um conjunto compacto possui uma
subcobertura finita.
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6.5 EXERQCIOS

6.5.1 Sego 1: Conjuntos abertos

1. Prove que, para tod$ C IR tem-seint(int X) = int X e conclua quént X & um conjunto
aberto.

Resolug@o:
Precisamos provar quet (int X) C int X eint X C int (int X).

(=) E facil ver queint (int X) C int X, ja que o interior de todo conjunto astontido no
mesmo.

(<) Para mostrarmos quat X C int(intX) tomamosa € intX. Assim, existes > 0
tal que(a—¢,a+€) C X. Logo, basta mostrarmos qua— €, a+ €) C intX, isto €,
acint(intX).

Seye (a—¢g, a+¢€), sejad 0 menor dos ameros positivog— (a—€), (a+€) —y. Eno,
(y—90,y+90)C (a—¢g,a+¢€) CX.

Desta formay € int X. Portanto(a— €, a+€) C int X.

Conclumos quent (int X) = int X, ou seja, que todos o0s pontosideX sdo interiores a
int X, isto€&,int X & um conjunto aberto.

2. SejaA C IR um conjunto com a seguinte propriedade: “toda &éegia(xn)neny que con-
verge para um ponta € A tem seus termos, pertencentes A para todon suficiente-
mente grande”. Prove gueé aberto.

3. Prove quént(AUB) DintAuintB eint(ANB) = int ANint B quaisquer que sejam B C
IR. SeA=(0,1] eB=[1,2), mostre quent(AUB) # int AUIntB.

Resolu@o:

e Para provarmos quat (AUB) D (intAU intB), tomemos< € (int AU int B), assim
xeintAouxeintB.

Sex € int A, existee > 0 tal que(x—¢&,x+¢€) C AC AUB, logox € int(AUB).

Da mesma forma, sec int B, existes > 0 tal que(x— &, x+¢€) C BC (AUB), logo
x € int (AUB).



89

Note que em qualquer dos casos int (AU B), enfo
int(AUB) D intAuintB.

e Agora vamos mostrar quet (ANB) = intAnint B.

Para tanto, sejac int (ANB). Logo, existee > 0 tal que
(x—g,x+€)C(ANB)CA e (x—¢,x+¢€)C (ANB)CB.

Dai, x € intAex € intB, istoé,x € int Anint B. Eno,

int(ANB) C intANintB. Q)
Tomandox € (intAnintB), existee > 0 tal que

(x—g,x+€)CA e (x—¢g,x+¢€)CB,

ou seja(x— &, X+ ¢€) C (ANB). Logo,x € int (ANB). E portanto,

(intAnintB) < int(ANB). 2
De (1) e (2) segue que:

(intANintB) = int(ANB).

e SejaA= (0,1] eB=[1,2], devemos mostrar quet (AUB) # (int AU intB).
Temos quaAUB = (0,2). En&o,int (AUB) = (0,2). Temos ainda quat A= (0,1)
eintB=(1,2), dd (intAuintB) = (0,2) — {1}.

Portantojnt (AUB) # (int AU int B).

4. ParatodX C IR, prove que vale a reudw disjunta IR= int X Uint(IR — X) UF, ondeF
é formado pelos pontose IR tais que toda vizinhanga deconém pontos d& e pontos
de IR— X. O conjuntoF = fr X chama-se a fronteira @& Prove queA C IR & aberto se,
e somente sAN frA=0.

5. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sueifeor = [0,1], Y = (0,1) U
(1,2),Z=Q,W =Z.

Resolu@o:
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SejaX C IR, chama-se fronteira d¢ o conjuntofr X, formado pelos pontosc IR tais
gue toda vizinhanca deconém pontos d& e pontos de IR- X. Desta forma temos:

o frX = fr[0,1] = {0,1}, pois para tod@ > 0, temos(0—€,0+&)NX #0D e(0—
£,0+&)N(IR—X)#0. Da mesma formgl—¢,1+e)NX#A0e(l—¢,1+
e)N(R—-X) #£0,V € > 0. Para qualquer pontoa esquerda de 0 e a direita de 1,
existee > 0 tal que a vizinhancé& — &, x+ £) N X = 0. E para os pontogtais que
0<y<1, existes >0talquey—¢g,y+€&)N(IR—X) =0.

o fry =1r[(0,1)U(1,2)]={0,1,2}

o frZz=1rQ=R

o fr(W=Ffrz=2Z

6. Sejamly Dl D ---lI5 D --- intervalos limitados dois a dois distintos, cuja inteise¢
+o0
| = N I, ndoé vazia. Prove queé um intervalo, o qual nun@aberto.
n=1

6.5.2 Se@o 2: Conjuntos fechados

1. Sejaml um intervalo &o-degeneradole> 1 um rimero natural. Prove que o conjunto
dos rumeros racionaigf, cujos denominadore&s potenciais dk com expoente € IN,
e denso enh.

Resolu@o:

Temos queR C | & denso ent se, e somente seatpontos deR em todo o intervalo
(y—¢€,y+¢€)comyel.

. N m m+1 _

Sen é fao grande quk" > s os intervalo P tem comprimento menor do que
. m+1 m 1 1 , o m+1

€, pois—— e — < &. Logo, sem & o menor inteiro tal qug+ € <

k' k'K KD Kn

m m
enﬁoﬁ <y+e¢, desta formak—n € (X—&,x+¢).

2. Prove que, paratodC IR, valeX = XU fr(X). Conclua qué& é fechado se, e somente
se,X D frX.

3. ParatodX C IR, prove que IR-intX =IR—X e IR— X =int(IR — X).
Resolug@o:

Provaremos inicialmente que {Rint X = IR — X.
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(@) (R—intX) Cc IR—X.
Sejaac (R —intX), logoac IR ea¢ int X. Isso significa que toda vizinhanga de

a coném pontos quedo esho emX, ou seja, toda vizinhanca @econem pontos
de(IR—X), assimac IR—X. Dai (R—intX) C IR—X.
(b) R=X c (R—intX).
O exerdcio anterior(2) nos tas queX = XU frX. Assim, sejea € IR — X, temos
queac (IR—X) ouac fr (IR —X) (toda vizinhanga da coném pontos de IR- X
e de IR— (R —X) = X).
Sea € (IR—X), comointX C X, temos qua € (IR —int X). Seréo,a é ponto de
fronteira deX e do mesmo moda € (IR —int X). De qualquer forma, temos que
IR—X C (IR —intX).
De (a) e (b) segue que Rint X = IR — X.
Agora vamos mostrar que IRX = int (IR — X).
(c) R=X cint(R—X).
Considereb € IR — X. Desta formab € IR e b ¢ X. Logo existee > 0 tal que

(b—¢€,b+¢€) CIR, poem(b—¢g,b+€)NX =0. Dd, b €int(IR—X), donde
IR —X Cint (IR —X).

(d) int(R—X) CIR—X.
Sejab € int (IR — X), logo existe uma vizinhan¢a @énteiramente contida erfiR —

X). Dai, tal vizinhanca déb nao coném pontos deX, ou seja,a ¢ X. Portanto,
ac (R—X)eint(R—X) c (R—X).

Conclumos de (c) e (d) quimt (IR —X) = IR —X.

4. SeX C IR € aberto (respectivamente, fechad®) & AUB & uma cigo, prove qué e B
sa0 abertos (respectivamente, fechados).

5. Prove que s¥ C IR tem fronteira vazia eab X = 0 ouX = IR.
Resolu@o:

ConsidereX C R e frX = 0 ento os dois casos seguintes ocorrem:

e X D frX, jaque o conjunto 0 egtcontido enY, seja qual for o conjunty.

e XN frX =0, poisYNO =0, qualquer que seja
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No primeiro caso temos qu¢ & um conjunto fechado e no segundaé um conjunto
aberto. Pogm oslnicos subconjuntos de IR gu&sssimultaneamente fechados e abertos
sao0elR. D X =0 ouX = IR.

6. SejamX,Y C IR. Prove queXUY = XUY e queXNY c XNY. Dé exemplo em que
XNY #XUY.

7. Dada uma sed@uncia(X,)nen, prove que o fecho do conjun® = {x,;;n € IN} € X =
X UA, ondeA & o conjunto dos valores de aéacia de(Xp)nciN -
Resolu@o:

Devemos mostrar qué = X UA.

1. XUAC X.

Sejax € XUA, logox € X oux € A. Sex € X, comoX C X, temosx € X. Sex € A,
enBox é valor de adéncia de algum&n)nein, OU Sejax & limite de uma sedncia
de X, logox € X.

De qualquer forma € X. PortantoX UA C X.

2. X C XUA.

Sejax € X, logox & aderente X, ou sejax € limite de alguma se@mncia(X,)nen €
X, enBox e A.

Disto segue que € X UA. Donde resulta qu¥ c X UA.

De (1) e (2) podemos concluir qu& = X UA.

6.5.3 Se&o 3: Pontos de acumukag

1. Prove que, paratodé C IR, tem-seX = X UX’. Conclua queX é fechado se, e somente
se, coném todos 0s seus pontos de acumadac

2. Prove que toda col@g de intervalosao degenerados dois a dois disjuré@numeavel.
Resolu@o:

SejaX = {l,, A € IN} uma coleéo de intervalos@o degenerados dois a dois disjuntos.
Logo,lpnlg=0,V p,q< IN.
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Uma vez que tais intervalo&g riio-degenerados, existe infinitdsmeros racionais den-
tro de cada um deles. Assim, podemos escolher em cada iotésvda coleg@o um
nimero racionat ) . A corresponénciaX — Q & injetiva. Como o conjunto dogimeros
racionaise enumedivel, podemos concluir gué & enumeavel.

. Prove que se todos os pontos do conjXita IR sao isolados eidb pode-se escolher,
para cada € X, num intervalo abertty, de centro. tal quex #y = IxNly = 0.

. Prove que se todo conjunt@menumeavel X C IR possui algum ponto de acumudax;
acX.

Resolu@o:

Vamos provar a contrapositiva: “Se um conjuita IR nao possui ponto de acumuéag
enfio X & enumeavel.”

De fato, temos do exeiao (2) que se todos os pontos do conjuKtsao isolados, eab
existe uma fantia de intervalos abertok, com centro enx € X, tais que 0s mesmos
sao dois a dois disjuntos. Como toda fdéiende intervalos o degenerados, dois a dois
disjuntos,e enumeavel, exertio (3), segue-se que¢ € enumedivel. Provando a contra-
positiva e desta forma o exécm.

. Prove que, para tod C IR, X’ & um conjunto fechado.

. Sejaa um ponto de acumul@p do conjuntdX. Prove que existe uma seicia crescente
ou uma seggincia decrescente de pontgse X comnli_[gxn =a.

Resolug@o:

Sejaa ponto de acumul@p deX. LogoV € >0, (a—¢,a+¢€)N(X—{a}) #0.

Consideremos; = 1. Enfio existex; € X tal que|x; — a < 1. Sejas, =min{|x; —a], %}
Entio existec, € X tal quelx; — a| < &. Sejags=min{|x; —a, %|} Enfio existexz € X
tal que|xs —a| < &3.

Procedendo assim, obteremos uma éegia(x,)ncin de elementos d¥ tais quex, — a| <
1

= e 0< [Xpy1—2a| < [¥n—a.

Desta forma, sa > x, paran suficientemente grande, obtemos uma éegia crescente

(Xn)nen de elementos di, tais quenlin(xn) = a. Sea < x, paran suficientemente
grande obtemos uma sémcia decrescenten)ney tais quen lim(xy) = a.
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6.5.4 Sed&o 4: Conjuntos compactos

1. Prove que o conjunta dos valores de adencia de uma se@uacia(xn)ncin € fechado.
Se a seg@éncia for limitadaA € compacto, logo existeire L, respectivamente o menor
e 0 maior valor de adéncia da secgncia limitada(X,)nen. COStuma-se escrever=
lim infx,eL = I|m 1 SUPXn.

Nn—oo

2. Prove que uma reum finita e uma inters@p arbitaria de conjuntos compactésum
conjunto compacto.

Resolug@o:
SejamA e B conjuntos compactos, mostraremos @ueB € um conjunto compacto.

Tomandax € AUB temos quexe Aoux € B. Sex € Aenfio existek; € IR tal quex < ki,
V x € A. E sex € B existeky € IR tal quex < kp V x € B. Sejak = max{ky, ko} en@o
x<Kk,VxeAUB, istoé,AUB é limitado.

ComoA e B sao fechados, segue do Teorema 6.7 4ueB € fechado.
Portanto AU B & compacto.

Agora, vamos provar que a inters@ocarbitaria de conjuntos compactésum conjunto
compacto.

Considerd= = ﬂ F,, ondeF, & compactoy A € L. Sejax € F enfox € F,, para todo

A€eL
A € L. ComoF, é limitado, segue que exiskg tal quex < k,, V x € F,. Supondo, sem

perda de generalidade, qEg forma uma sedgncia rio-decrescente tal qie C F, C

F3C---CF, C--- esejakomaior dok,, assimx < k para todx € F = ﬂ F,. Logo

. T A€L
a interse@oé limitada.

ComoF, é fechadoy A € L, segue do Teorema 6.7 qbee fechado.

3. Dé exemplo de uma se@ncia decrescente de conjuntos fechadasvaziod D F D
~-DFyD--- euma seqenma decrescente de conjuntos limitadaswaziod.1 D Ly, D

~DLlyD-- talsqueﬂFn (DeﬂLn_
n=1

4. SejamX, Y conjuntos disjuntos eawo-vazios, conX compacto e/ fechado. Prove que
existemxp € X, yo € Y tais quelXp — yo| < |[X—Y| para quaisquexre X,y €Y.
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Resolu@o:

Sejaa = inf{|x—y|;xe X,yeY}. EnBo,a < |x—y|,Vxe X eyecY. Vamos provar
qued = |Xo— Yol

De fato, existem se@uncias de pontas, € X ey, € Y tais que limx, —yn| = a.

Como X & compacto podemos admitir que k= xg € X. Temos ainda quéy,| =
[Yn — X0+ Xn| < |Yn—Xn| + |Xn|, OU Seja,(yn) € uma sed@ncia limitada, datemos que
(Yn) possui uma subse§uocia convergente, is& limy, =yp € Y. Logo, lim|x, —yn| =
X0 —Yo| = Q.

. Um conjunto compacto cujos ponto&ostodos isoladog finito. Dé exemplo de um
conjunto fechado ilimitadX e um conjunto limitado @&o-fechaddy, cujos pontos &o
todos isolados.

. Prove que s¥ & compacto e@db 0s seguintes conjuntos taemb 50 compactos:

(@) S={x+y;xyeX};
(b) D= {x-y;x,yeX};
() P={x-yixye X}
(d) Q= {X/y;xyeXj.

Resolu@o:

SeX & compacto temos qu€ € limitado e fechado. Com¥ € limitado segue que existe
k> Otal que|x| <k, Vxe X.

(a) Para provarmos qu&e compacto precisamos provar que:

e Sé limitado;
Com efeito, se,y € X, dd |x| < kely| <k. Sejas=x+Yy, s€ S Enfo,

X+yl < [X+ly < k+k = 2k = |§ < 2k

Portanto Sé limitado.

e Sé fechado;
Suponhamos que iR, + Yn) = S, Xn,Yn € X. Devemos mostrar quec S
ComoX é limitado, toda sedancia de pontos d¥ & limitada e possui uma
subseg@ncia convergente. Logo, existe IN IN infinito tal que Iim/ Xn=Xo €

neiN
X (poisX & fechado).
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Entio, comoyn = Yn + Xn — Xn, t€mMOos:

limy, = lim (Yyn+Xy) — lim xn = S—Xo,
/ / !/
neiN neiN neiN

chamandacs — Xg de yp, temos que existe o limite Iimn =y € X. E d4,

neN
S=lim (Xn+Yn) = lim xq+ lim yo, =X+ Yo € S ou sejase€ S. PortantoS
. neN’ neN"  nelN’
é fechado.

Donde conclimos queS é compacto.
(b) Vamos provar qu® é compacto:
e D é limitado;
Sejamx,y € X, tomandad = x—y € D temos:
df = [x=y| < X+ly < k+k = 2k

PortantoD é limitado.

e D é fechado;
Suponhamos que liR, —yn) = d, Xn,Yn € X. Da mesma forma que no item

anterior, comoX & limitado, existe INC IN infinito tal que Iirq Yn = Yo € X,
neiN
COMOXn = Xn — Yn + Yn temos

Iim/xn = Iim,(xn—yn)+lim,yn = d+VYo.
neiN neiN neiN

Fazendal + yp = Xp temos que existe Ii/nxn =Xp € X. Dai
neiN

d = IimMX -y = Iimx,—limy, = X—Y€S

neiN’ neiN’ neiN’
enfiod € S. LogoD & fechado.
PortantoD & compacto.
(c) Agora mostraremos queé compacto.

e P € limitado;
Sejap=x-y € P, enfio temos:

pl = [xy = X-ly < kk = Kk’ VpeP

Logo, P & limitado.
e P é fechado;
Suponhamos que li(®y - Yn) = P, Xn, Yn € X. ComoX & compacto existe N
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IN infinito tal que Iim/xn = Xp € X. Comoy, =
neiN

X"X Y seque que

im (% yn)
imy, = lim Xn'Yn  neN _ b
n - - T — —
neN’ neN’  Xn lim xq Xo
neiN

b

considerandee = Yo, existe 0 limy, = yp € X. Dd,
Xo neiN’

p = IlimXy-yn) = IlimXy-limy, = Xo-YoeP
neiN’ neN"  neiN’

Portantop € P, donde segue queé fechado.
Logo, P & compacto.
(d) Mostraremos qué tamkemé compacto.
e Q élimitado;

Sejaq = 3 € Q, ento:

X

y

PortantoQ € limitado por 1.

LY

g ly| — k

e Qé fechado;
Suponhamos que Iilglzéi1 =, COMXp,Yn € X. ComoX & compacto existe N
n

IN infinito tal que limy, =yp € X. Comox, = X"'yn, segue que
nelN’ n
. . Xn-  Xn
imx = fim 22— im 2 imoy, = gy
neiN’ neN’  Yn neN’ Yn nenN’

Fazendog = g- Yo € X, existe o limite Iimyn =Yp € X. D4,

neiN
Iim,xn
q = lim>? = N _ X g
neN’ Yn lim yn Yo
neiN

Logoqg e QentoQ é fechado.

PortantoQ & compacto.
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7 LIMITES DE FUNC OES

7.1 DEFINIQ&O E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definicao 7.1 Sejam XC IR um conjunto de iimeros reais, f X — IR uma fun@o real cujo
dominio € X e ac X’ um ponto acumuldp do conjunto X. Diz-se que aimero real Lé
limite de f(x) quando x tende para a, e escrevels®,_., f(X) = L, quando para tod@ > 0
dado arbitrariamente, pode-se obtér> 0 tal que se temf(x) —L| < € sempre que x X e

0<|x—al <.

Teorema 7.1 Sejam fg: X — IR, ae X/, )I(imaf(x) =L e)l(imag(x) =M. Se L< M enfo existe
0 > Otal que f(x) < g(x) para todo x¢ X como0 < [x—a| < .

Teorema 7.2 (Teorema do Sandighe) Sejam fg,h: X — IR, ae X’ e)l(ima f(x) = )I(imag(x) =
L. Se fx) < h(x) < g(x) para todo xc X — {a} enfio )I(imah(x) =L.

Teorema 7.3 Sejam f: X — IReac X'. Afimde que sej)l(ima f(x) =L & necesario e suficiente

que, para toda sedncia de pontospxe X —a comlim x, = a, tenha-sdim f(x,) = L.

Corolario 7.1 (Unicidade do limite) Sejam f: X — IR e ac X'. Se)l(imaf(x) =L e)l(imaf(x) =
M ento L= M.

Corolario 7.2 (Opera@es com limites). Sejamd:— IR, ac X/, com)l(ima f(x)=L e)l(imag(x) =
M. Ento

1. lim f(x)+g(x) =L+ M,;

X—a

2. lim f(x)-g(x) =L-M;

X—a

3. lim W — L se M0,

x—a 9(X)

4. Se)l(imaf(x) = 0 e gé limitada numa vizinhanca de a, temih'%f(x) -g(x)=0
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Teorema 7.4 Sejam f: X — IR, ae X/, se existe)i(imaf(x) en@o f & limitada numa vizinhanca

de a, istoé, existemd > 0 e c> Otais que x€ X,0 < |[x—a| < d implica|f(x)| < c.
7.2 LIMITES LATERAIS

Definicao 7.2 (Ponto de acumul&p a direita) Um rumero real a& dito ponto de acunul@&p a
direita de XC IR, quando toda vizinhanca de a cént algum ponto ¥ X com x> a. Escreve-
se: a€ X.

Equivalentemente para toda> 0 tem-seX N (a,a+€) # 0. A fim de quea € X; € necessio
e suficiente que seja limite de uma se@ucia de pontog, > a, pertencentes 4. Finalmente
a € um ponto de acumulag a direita para o conjuntX se, e somente s& um ponto de
acumulago ordirario do conjuntdf = XN (a, +).

Definicao 7.3 (Ponto de acumulap a esquerda) Diz-se que @um ponto de acunulag a
esquerda de X_ IR, quando para tode > 0 tem-se X\ (a— €,a) # 0, ou seja, a Z onde
Z = (—,a) N X. Representa-se:@aX’ .

Para que isto aconteganecesario e suficiente qua= lim x,, onde(x,) & uma seg@ncia cujos
termosx, < a pertencem &.

Quandoa € X\ N X’ diz-se quea & um ponto de acumulag bilateral dex.

Definicao 7.4 (Limite & direita) Sejam f: X — IR, a€ X|. Diz-se que o imero real Lé
limite & direita de f(x) quando x tende para a, e dado> O, pode-se obted > 0 tal que
|f(X) —L| < € sempre que x X e0 < x—a< d. Escreve-se k& Xin; f(x). Simbolicamente:
Xirg+ f(x) =L.=.Vedd > 0;xe Xn(a,a+9d) = |f(X)—L| < e&.

Definicao 7.5 (Limite a esquerda) Considerando. K — IR e ac X’ , dizemos que E limitea
esquerda de () quando para tod@ > O, pode-s& > 0 tal que xe XN (a—9d,a) = |f(x) —
L| < €. Escreve-se: k= lim f(x).

X—a~

Os resultados enunciados para limites tamis&io \alidos para limites laterais.

Dadoa € X N X', existe Iirgf(x) = L se, e somente se, existemaodgguais os limites
X—
laterais.

lim f(x) = lim f(x) = L.

x—at X—a~
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Teorema 7.5 Seja f: X — IR uma fun@io mordtona limitada. Para todo & X' e todo be X’
existemlim+ f(x) =Le lim f(x) =M. Ou seja, existem sempre limites laterais de uma&anc¢

. Xﬂa_ . X—a~
mordtona limitada.

7.3 LIMITES NO INFINITO, LIMITES INFINITOS

Definicdo 7.6 Seja XC IR ilimitado superiormente. Dada:fX — IR, escreve-se)élim f(x)=

—> 00

L, quando o amero real L satisfaa seguinte condgp:

Ve>0 JA>0; xeX,x>A=|f(X)—L|<¢€

Defini¢do 7.7 Seja XC IR ilimitado inferiormente. Dada f X — IR, escreve-se:lim f(x) =

X— —00

L, quando o amero reale > 0 dado, existir A> O tal que x< —A=-|f(x) —L| < €.

Os limites para — +o e x — —oco0 sS40 de certo modo, limites laterais, o prime&gam limite
a esquerda e o segunddlireita. O limite de uma se§unciaé um caso particular de limite no
infinito.

Definicao 7.8 (Limites Infinitos) Sejam X IR, ac X', f : X — IR. Diremos que)i(imaf(x) =400
quando, para todo A 0 dado, exist&d > 0tal queO < |[x—a| < d,xe X = f(X) > A

Definicao 7.9 (Limites Infinitos) Sejam X IR, ac X', f : X — IR. Temos qu?maf(x) = —00
quando, para todo A 0 dado, exist&d > 0tal que0 < |[x—a| < d,xe X = f(X) < —A
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7.4 EXERGCIOS
7.4.1 Sego 1: Defini@o e primeiras propriedades

1. Sejamf : X — IR,ae X' eY = f(X—{a}). Sexlirgf(x) =LenBolL €Y.

2. Sejamf : X — R, a€ X. A fim de que exista}( Iigﬁ (x) & suficiente que, para toda
seq&ncia de pontos, € X — {a} com limx, = a, a seqéncia(f(xn)) seja convergente.
Resolu@o:

Suponhamos que exis}aéih@x) eXn,Yn € X —{a} tal que limx, = limy, = a.
Desta forma, definimo&,), consideranda@n_1 = Xn € Zon = Yn. Dd, temos limzpn_1 =
limx, = ae limz, =limy, = a. Logo, limz, =a. Como pelo Teorema (7.3)x) con-

vergir ex, convergir implica na conveémcia def (x,), enfio(f(z,)) converge. Portanto,
lim f(xn) = lim f(yn), ja que(f(xn)) e (f(yn)) SA0 subsegencias de€ f(z,)).

3. Sejamf : X - IR,g:Y —IRcomf(X)CY,aec X ebeY'NY.

Se

lim f(x)=be ylgrl;gw) =C,

prove quexlir;g(f(x)) = ¢, contanto que = g(b) ou enfio quex # aimplique f (x) # b.

4. Sejamf,g: IR — IR definidas poif (x) = 0 sex & irracional ef (x) =xsex€ Q;g(0)=1e
g(x) = 0 sex # 0. Mostre que Ii[)nc (x)=0e Iirr(}g(y) = 0, poém rao existe ling(f(x)).
X— y—

Xx—0

Resolug@o:
Temos

0, xelR|Q 1, x=0
f — =
) {x, xeQ ¢ o {O, x#0

Vamos provar inicialmente que éirfr(x) =0.
X—

e Sex € IR|Q temos:
lim f(x) =1lim0=0.
x—0 x—0

e Sex e Q temos:

lim f(x) = limx=0.
x—0 x—0
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O que mostra que Ig)n‘l(x) =0.
X—
Mostraremos agora que (I)ngy) =0.
y—
De fato, Iingg(y) = IimOO =0, jaquey — 0, masy # 0.
y— y—
Agora calcularemos Iiorg (f(x)):
X—
e No caso d € Q, segue:
)I(lnog(f(x)) B )I([)nog(x) - )I(anOO =0.
e Poem para € IR|Q, temos:
J([nog(f(x)) - >|<|Lnog(0> B >|<|Lnol =1
Como Iingg(f(x)) quandox € Q é diferente de Ii(r)rg(f(x)) quandox € IR|Q, segue que
X— X—
Iimog(f(x)) nao existe.
X—

5. Sejaf : IR — IR definida porf (0) = 0 e f(x) = sin(1/x) sex # 0. Mostre que para todo
c € [-1,1] existe uma sedncia de pontos, # 0 tais que limx, =0 e limf(x,) =c.

7.4.2 Se@o 2: Limites laterais

1. Prove quac X’+ (respectivamente € X/_) se, e somente sa= lim x, & limite de uma
sequencia decrescente (respectivamente, crescente) de pmertesicentes ao conjunto
X.

Resolug@o:

(=) Sejaa € X/, tal que limx, = a, devemos mostrar que;,) & uma segéncia decres-
cente de pontos d€.

Comoa e X'+, para todce > 0, tem-seX N (a,a+€) # 0.
Assim, dadce; = 1 temosX N (a,a+ 1) # 0, ou seja, existg; € (a,a+ 1) NX.

Sejag; = min{|x; —a|,1/2}, enloX N (a,a+ &) # 0, istoé, existexp € (a,a+ &) N X.

Sejag, = min{|xn—1—a|,1/n}, enfloX N (a,a+&,) # 0, ou seja, existr, € (a,a+ &) N
X.

Procedendo desta forma, obtemos uma 8egia(x,) de pontos d& tal que

1
O<|Xn+1—al < |xn—8 e [Xn—a| <5
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Comox, > a, vV n € IN, temosx, —a > 0, o que implica emx, —a| =X, —a, ¥ n € IN.
Dai, da primeira desigualdade segue ggley < X,, ISto€, a seqancia(x,) & decrescente,
e da segunda desigualdade resulta queis a.

(<) Reciprocamente, sega= lim x, tal que(x,) & uma segéncia decrescente de pontos
deX. Vamos mostrar qua € X, .

De fato, como linx, = a, dadog > 0, existeng € IN tal quen > ng implica
(a—g,at+e)N[(x) —{a}] # 0. Q)
Mas como(x,) é decrescente temas< X,, ¥ n € IN. Logo,
(a—g,aN(X,) = 0. 2
De (1) e (2) segue que
(a,a+€)N(Xn) # 0,

ou sejaa € X,

. Prove que Iirpf(x) = L (respectivamente, linf(x) = L) se, e somente se, para toda
X—a X—a~

sequencia decrescente (respectivamente, crescente) de pgrtoscom limx, = atem-

se limf(x,) = L.

. Sejaf : IR—{0} — IR definida porf (x) =1/ (1+ al/x> ,ondea> 1. Prove que limf(x) =

X*>O+
Oe lim f(x)=1.
X—0_

Resolu@o:

. 1
Devemos provar que lim———— =0.
x—0+ 1+ al/)(

1
De fato, lim — = +oo.
Xx—0+ X
Dai, comoa > 1, lim al/* = 4.
X—0+

L ,lim —— =
ogo xigL 1+ al/x

1
Vamos provar agora que lim——— =1.
P 9 9 x—0— 1+ al/x

) 1
Com efeito, lim = = —oo.

x—0—

Logo, paraa > 1 temos limal/* = 0.

X—0—
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Seqgue que Iim L _ 1 =1
gueaque ™M alx 110

4. Sejamf : X — IR monbtona ea € X'+. Se existir uma sed@ncia de pontog, € X com
Xn > a, limx, =aelimf(x,) =L eno Iim+ f(x) = L.
X—a

5. Dadaf : IR — {0} — IR, definida porf (x) = sen(1/x)/(1+ 2/*), determine o conjunto
dos rumero4l tais quel = lim f(x,), com limx, = 0, X, # 0.
Resolu@o:

Como a fun&o sene limitada por 1, ist@, |senf| <1,V 6. Sejac € [—1,1] e tome uma
seqncia(xn) tal quex, < 0 com limx, =0 e ser{1/x,) = c, para toda.

: _osen(1/%)) 1 1
ASSIm, 1) = == = Sen/%n) - S = o
. , 1
Logo, limf(xp) = lim (c- m)

. 1
Como limx, = 0 ex, < 0, temos I|mX— = —o00,
n

Dai, lim2/* = Q.
1

L =1
+2% 140 7

Desta forma, Iim1

. 1
Portanto, limlc- ————— ) =c-1=c.
1+ 21/*n

Conclimos que o conjunto dosimerosL tais quel = lim f(x,) &[—1,1].

7.4.3 Se@o 3: Limites no infinito, limites infinitos, expre®ss indeterminadas

1. Sejap: IR — IR um polindmio réo constante, iste, para todx € IR, p(X) = ap+ a;X+
---+apX", coma, # 0 en > 1. Prove que sB € par erﬁox Iirp p(x) = Xlinj p(X) = +oo
sea, > 0 e= —ow sea, < 0. Sen éimpar enﬁoX Iir+n = 400 eXIirp p(X) = —co quando
an > 0 e os sinais dos limitess trocados quanda, < 0.

2. Sejaf : IR — IR, definida porf(x) = xserx. Prove que, para todo< IR, existe uma
sequenciax, € IR com nIim Xn = +0o e nIim f(xn) =cC.

Resolug@o:

Ao considerarmosn — 7 < x < 2rm+ 7, a fung@o serx assume todos os valorgs:
[—1,1]. Ento a fun@oxserx assume todos os valores fle- 2rma J +2mm.
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Dadoc € IR, existeng € IN tal que para todo > ng temos’—2T —2m<c<2m+ g
Logo, para toda < ng, existex, € [2rm— 7, 2rm+ 7] tal quex,serx, = C.

Entao limx, = +o e limf(x,) = c.

. Sejaf : [a,+») — IR limitada. Para cadia> a indiguemos conM; o sup em o inf de f
no intervalol = [t,+o). Comw; = M — m indicaremos a oscil@p def eml. Prove que

existem lim M; e lim m. Prove que existe limf(x) se e somente se, limt = 0.
X——+00 t—-+oo X— 400 t——+o
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8 FUNCOES CONTINUAS

8.1 DEFINIQ&O E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definicao 8.1 (Continuidade) Uma furéip f: X — IR, definida no conjunto X IR, diz-se
confinua no ponto & IR quando, para tod@ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obtér> 0

tal que xe X e|x—a| < d impliqguem|f(x) — f(a)| < &, de outra maneira podemos escrever
gue fé contnua no ponto a significa:

Ve>0 30>0; xeX,|x—al<do=|f(x)—f(a)|<e.

Defini¢ao 8.2 (Funcdo Contnua) Diz-se que f X — IR & uma fun@o contnua quando fé
confinua em todos os pontos=aX.

Definicao 8.3 (Continuidade Local) A continuidadeum fedmeno local, ist@, a fun@o f:
X — IR & contnua no ponto & X se, e somente se, existe uma vizinhanca V de a tal que a
restricdo de f a VN X & contnua no ponto a.

Observa@o 8.1 e Se aé um ponto isolado do conjunto X istg dadod > 0 tem-se X0
(0—a,0+a) ={a}, emtodaafungo f: X — IR & contnua no ponto a.

e Se Xé um conjunto discreto, conzB por exemplo, efdio toda a fungo inteiraé contnua
0 mesmo acontece com o conjunto doseros naturais.

e Se ac XNX/, ou seja, se & X e ac X' enfio f: X — IR & contnua no ponto a se, e
somente se)|(ima f(x) = f(a).

e Nao ha restrigdes para a defingo de continuidade quando=x a pois nesta situap

teriamos obviamente > 0.

Teorema 8.1 Sejam fg: X — IR coninuas no ponto & X, com fa) < g(a). Existed > O tal
que f(x) < g(x) paratodo xc XN (a—d,a+9).
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Corolério 8.1 Sejam f: X — IR confnua no ponto & X. Se {a) # 0 existed > 0 tal que,
para todo xe XN (a—d,a+ 9d), f(x) tem o mesmo sinal dgd).

Teorema 8.2 A fim de que a furiip f: X — IR seja coninua no ponto & neces&io e sufi-
ciente que, para toda segncia de pontospxe X comlim x, = a, se tenhdim f(x,) = f(a).

Corolario 8.2 Se fg: X — IR sdo contnuas no ponto & X entio S50 contnuas nesse mesmo
ponto as fun@es f+g, f-g: X — IR, bem como a furéip f/g, caso seja () # 0.

Teorema 8.3 Sejam f: X — IR confinua no ponto & X, g: Y — IR confnua no ponto b=

f(a) eY e f(X) CY, de modo que a composta §: X — IR esta bem definida. Eawb go f &
confnua no ponto a.

8.2 FUNGQDOES CONTNUAS NUM INTERVALO

Teorema 8.4 (Teorema do Valor Intermedlio) Seja f: [a,b] — IR coninua. Se fa) < d <
f(b) enfio existe & (a,b) tal que f(c) =d.

Coroléario 8.3 Se IC IR @ um intervalo e f| — IR & contnua en&o f(l) & um intervalo.

Teorema 8.5 Seja | C IR um intervalo. Toda furip contnua injetiva f: 1 — IR & mordtona e
sua inversa gJ — | definida no intervalo J= f (1), & contnua.

Corolério 8.4 Para todo ne IN, a fun@o g: [0,+») — [0,+) definida por gx) = /X &
confinua.

Diz-se um homeomorfismo enttdee Y quandoX C IR eY C IR & uma bijeéo contnuaf :
X — Y cuja inversaf 1 :Y — X & tamt&m contnua. O Teorema 8.5 diz, portanto quel ¢
um intervalo eréio toda fungéo contnua e injetivaf : | — IR & um homeomorfismo enttee o
intervalod = f(1I).

8.3 FUNQDES CONTNUAS EM CONJUNTOS COMPACTOS

O teorema a seguir assegura a @sta de valores aximos e nmimos de uma furio
confinua quando seu ddmio &€ compacto.
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Teorema 8.6 (Weierstrass) Seja fX — IR confnua no conjunto compacto X IR. Existem
Xp € ¥ tais que 1xg) < f(x) < f(x1) para todo xe X.

Teorema 8.7 A imagem {X) de um conjunto compacto X IR por uma funéo contnua f:
X — IR & um conjunto compacto.

Corolario 8.5 Se XC IR & compacto edb toda fun@o contnua f: X — IR & limitada, istoé,
existe c> O tal que|f(x)| < c para todo xc X.

Teorema 8.8 Se XC IR & compacto e@db toda bije@o contnua f: X — Y C IR tem inversa
confnuag:Y — X.

8.4 CONTINUIDADE UNIFORME

Sejaf : X — IR confnua. Dadce > 0, para cada € X pode-se achad > 0 tal quey € X,
ly— x| < é implicam|f(y) — f(X)| < .

O nimero positivod nao depende apenas do- 0 dado mas taném do pontak no qual
a continuidade dé & examinada. Nem sempre daglo- O, pode-se encontrar uth> 0 que
sirva em todos os pontos= X (mesmo sendd confinua em todos esses pontos).

Definicao 8.4 Uma fun@o f: X — IR diz-se uniformemente céntia no conjunto X quando,
paratodog > 0 dado arbitrariamente, pode-se obt@r> Otal que xy € X,
[fly) - f(¥)] <e.

y—X| < é implicam

Observa@o 8.2 e Uma fun@o uniformemente comua f: X — IR & conthua em todos
0s pontos do conjunto X. A figcoca rao € verdadeira.

e A continuidade de uma fuég f: X — IR no ponto a X significa que pode se tei(X)

tao proximo de fa) quanto se deseje, ou seja a esta fixo e x se aproxima dele afim de

que f(x) se aproxime da (a). Ja na continuidade uniforme, pode-se fazer com gue f
e f(y) se tornemdo proximos quanto se queira, bastando qug & X estejam tamém
préximos.

e Podemos distinguir a continuidade uniforme, se cada pomt&xpossui uma vizinhanca
V tal que a restri@o VN X & contnua en&o f & cominua. Mas i&o podemos afirmar
para f uniformemente coimua. Isso se exprime dizendo que a continuidadsa nogo
local enquanto a continuidade unifornrdeum conceito global.
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Definicao 8.5 (Funcdo Lipschitziana) Um furép € dita Fun@o Lipschitziana quando existe
uma constante k 0 (chamada constante de Lipschitz da faogtal que

() — F(y)| <KIx—y],

sejam quais forem,y € X

Toda fun@o lipschitzianaf : X — IR & uniformemente coimua dadce > 0, tome-sed = —.
€
k

x| M

Enox,ye X, [x—y| <d=|f(y)— f(X)| <Kk[x—y| <k-—=¢
Teorema 8.9 A fim de que f X — IR seja uniformemente cdnua é necesaio e suficiente
que, paratodo par de segucias(xn), (Yn) em X conim (Y, —Xn) = 0tenha-séim [f (yn) — f(Xn)] =
0.

Teorema 8.10Seja XC IR compacto. Toda fudo contnua f: X — IR & uniformemente
contnua.

Teorema 8.11Toda fun@o f: X — IR, uniformemente coirtua num conjunto limitado X
uma fun@o limitada.

Teorema 8.12Se f: X — IR & uniformemente coimua en&o para cada & X’'(mesmo que a
nao pertenca a X), exisl}(da"na f(x).
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8.5 EXERQCIOS

8.5.1 Sed&o 1: Defini@o e primeiras propriedades

1. Sejamf,g: X — IR coninuas no pont@ € X. Prove que &0 contnuas no pont@ as

fungdese, Y : X — IR, definidas porp (x) = max{ f(x), g(x)} e ¢(x) = min{ f(x), g(x) }
para todax € X.

Resolu@o:

Comof eg sao fun@es corihuas, dade/2 > 0 existed; > 0 e d, > O tais que:
Ix—al <& =|f(x)—f(a)| < &/2;
x—al <& =g(X) —g(a)| < &/2.

Sejam¢ (x) = max{f(x),g(X)} e ¢(x) = min{f(x),9(x)}, V x € X. Tomando¢ =
min{d;, 8}, paratodox € X, com|x—a| < d, devemos mostrar que (x) —¢(a)| < €e
[W(X) - (@) <e.

Sabendo que maX (x),g(x)} = 3 [f(X) +9(x) + | f(X) — g(x)|], temos:

[px)—d@] = [3[fX)+909+|F(x) —gX)]] - 3[f(a) +g(@) +|f(a) —g(@)]|
= %|[f(x)+g(x)]—[f(a)+g(a)]+|f(x)—g(x)|—|f() g(a)ll
= 3If00—f(@+g(x) —g(@)+|f(x)—gx)|-|f(a) —g@)l|
< 3[fx)—f@I+19() — @)+ f(x) —g(x)| — | f(a) — g(@)]]
< 300~ f(@)]+1g() —g@|+[f(x) —g(x) - [f(a) —g(@)]l]
= 3[f00—f(@]+lg(x) —g@]+[f(x)— f(a)]+[g(a) - g}
< 3[fx) — @I +19() —g(@)] +f(x) - f(a)| +g(@) —g(x)]
= 3[f00—f@]+f()~f(@)]+lg(x) —g(@]+[g(x) —g@)l]
= 3[2[f(x) ~ f(a)]+2]g(x) —g(a)]]
= [T —f(a)[+]9(x) —9(a)]
< £+%
= &

Logo, ¢ € contnua.
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Agora, considerando o fato de que rhi{x),g(x) } = % [f(x)+a(x) — | f(x) —g(x)|], temos:

W —w@| = [3[f0+90)—If(x) -9 - 3[f(a) +g(@ —|f(a) —g(@|]]
= 31f(x)—f(@)+9() —g(@) +[f(a) - g(@)] — [ f(x) —g(x)[]
< 3[fe0—f(@)]+19(x) —g@]+lf(a) —g(@) - f(x) —g(3)]]
< 3lfx)—f@I+19(x) —g(@)| +|f(a) —g(@) - [f(x) —g(x)]|
= 5[~ f@l+1909 —g@]+I[f (@ — f ()] +[g() —g(@)]l]
< 300~ f(@)]+1g0) —g(@]+[~[f(x) — f(@)]+|g(x) — g(@)]]
= [~ f@I+]f(x) — f(@]+1909 — (@) +g(x) - g(@)]]
= 3[21f(0 —f(a)|+2[g(x) —g(a)]]
= [T - f(@]+]9(x) —9(a)l
< £+%
= e

Portanto,y tamkemé contnua.
]

. Sejamf,g: X — IR confnuas. Prove que ¢ & aberto erdo o conjuntoA = {x € X;
f(x) # g(x)} & aberto e s&X é fechado o conjuntd = {x € X; f(x) = g(x)} & fechado.

. Umafun@of : X — IR diz-sesemi-coriinua superiormentéscs) no ponta € X quando,
para cada > f(a) dado, exist® > 0 tal quex € X, |[x—a| < d implicam f (x) < c. Defina
fungdo semi-corhua inferiormentdsci) no pontaa. Prove quef & contnua no ponta
se, e somente sé,scs e sci hesse ponto.

Resolug@o:

Uma fun@o f : X — IR & dita semi-conhua inferiormente(sci) no ponte X quando,
para cad& < f(a) dado, existe®d > 0 tal quex € X, |x—a| < é implicam f (x) > c.
Provaremos agora qufeé contnua no pont@ se, e somente sé,scs e sci nesse ponto.
(=) Comof e contnua no pont@, para todce > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter
0 > 0tal quexe X e|x—a| < é impliquem|f(x) — f(a)| < €.

Para provarmos qué & scs no ponta suponhamos > c— € > f(a), devemos mostrar
quec > f(x).

De fato,|f(x) — f(a)| < € implica

fla)—e < f(x) < f(a)+e¢

= (x) < f(a+&€ < c—¢e+¢e = ¢

f
= f(x) < c,
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Logo, f & scs.

Para mostrarmos qufeé sci no pont@ suponhamos < c+ € < f(a), precisamos provar
quec < f(x).

Com efeito,

f(x)— f(a)| < € implica

fla)—e < f(x) < f(a)+¢
= c = c+e—€ < f(a) < f(x
= c < f(x
Logo, f & sci.
(<) Temos quef & sci e scs no pont@a Suponhamos por absurdo gii@aoé contnua
neste ponto.
Entio existes > 0 tal quev 8 > 0, sexe X e |x—a| < d enBo|f(x) — f(a)| > €.
Dai, f(x)— f(a) > € ou f(x) — f(a) < —¢&. E, portanto,
f(x) > f(a)+& > f(a) > c
= f(x) > C.
ou
fx) < f(a)—e < f(a) < ¢
= f(x) < C.

Disto segue quéd € scs ouf € sci, 0 quee um absurdo, pois contradiz nossadigse.
Logo f & contnua.

. Sejaf : IR — IR confnua. Prove que s&(x) =0 para todox € X enfio f(x) = 0 para
todox € X.

. Prove qud : IR — IR & contnua se, e somente se, para t&da IR, tem-sef (X) C f(X).

Resolu@o:

(=) Sejaf : IR — IR confinua. Tomandg € f(X), precisamos mostrar qyec f(X), ou
seja, para tode > 0 temos(y — g,y+€) N f(X) # 0.

De fato, comoy € f(X) temosy = f(Xg), para algunxg € X. Dai, para todad > 0 temos
(Xo—9,%+ d)NX #0. Logo, pelo fato dé ser coninua temos

f((x0—-9,x%+9)) C (y—¢&y+e).
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Segue que

f(x) € f(x0—9,%+9)) C (y—g&y+e).

Além disso, comag € X, temos queg € (Xg— 9,%X+ ) eXg € X, logo

f(xo) € f((xo—8,%+9d)) e f(x) e f(X).

Portanto,f (xg) € (y—&,y+¢&) N f(X), istoé,y = f(xo) € f(X). Dai, f(X) c f(X).

(<) Reciprocamente, sejac IR tal quef(X) c f(X). Vamos mostrar qué & contnua
emac R.

Suponhamos qué nao seja conhua ema. Logo, existerre > 0 e (Xn)nen € IR tal que
lim x, = ace lim f(x,) # f(a), ou sejalf (xn) — f(a)| > €.

Nn—oo

Ao considerarmoX = {X,X2, -+ ,%n,--- } temosa€ X e f(a) ¢ f(X). Assim, f (X) ndo

esh contido emf (X), o queé um absurdo.

Portanto,f & contnua ema.

. Sejamf,g: X — IR coninuas no pont@. Suponha que, em cada vizinhantale a,
existam pontos,y tais quef (x) < g(x) e f(y) > g(y). Prove quef (a) = g(a).

. Sejaf : X — IR descorinua no pontaa € X. Prove que existe > 0 com a seguinte
propriedade: ou se pode achar uma &egia de pontos, € X com limx, =ae f(x,) >
f(a) + € para todm € IN ou acha-sg¢y,) comy, € X, limy, =ae f(yn) < f(a) — € para
todon € IN.

Resolu@o:

Sef : X — IR & descorihua no pont@ € X, enfio existes > 0 tal quev d > 0 pode-se
acharx € X para os quais

x—al<d e |[f(x)—f(a)>e.

Desta forma, temos que existe uma fagua(z,)nen € X tal quenlimzn =ae|f(zy)—f(a)| >
£.

Logo, existe um subconjunt C IN, Ay = {ny,,ny,, -+, N, - } tal que

f(zo)—f(a)>€, V ngeAr
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Denotanddz,, ) = (Xn), temosnlimxn =aef(xn) > e+ f(a).

De forma a@loga, existe um subconjurnge C IN, A, = {m<l, Mgy, Mg,y } C IN tal
gue

f(zm)—f(a) <—¢&, V mg €Ao.

Denotando(zm, ) = (Yn), temos que IioroTyn =aef(yn)— f(a) < —¢. Logo,

—f(a)+e < —f(yn)
= fa—e > f(yn)
= f(yn) < f(a)—e.

8.5.2 Se&o 2: Funes corinuas num intervalo

1. Umafun@of : X — IR diz-selocalmente constantguando todo ponto d¥ possui uma
vizinhancaV tal quef & constante e NX. Prove que toda fu@pf : | — IR, localmente
constante num intervalq & constante.

2. Sejaf : 1 — IR uma fun@o mordtona, definida no intervalb Se a imagenf(l) &€ um

intervalo, prove qué é contnua.
Resolu@o:

Suponhamos, sem perda de generalidade,fggega modtona rao-decrescente. Sejam
acintl,l = lim f(x)eL= lim f(x).
X—a~ x—at

Sef ndoé contnua no pont@ < |, tomando,y € l,x<a<yez# f(a) talquel <z<L,
f(x) <z< f(y). Masz# f(l), logo, f(I) ndaoé um intervalo. Absurdo!

Portanto,f & contnua no ponta.

f (}’] —————————————————————— /

I‘ [ =
fla)yp=---mmmmmmmm- -.
£

f)
/

i

P
[ I
LS
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Sea & um extremo do intervalo, digamos extremo direito, comsities |im f(x) = I.
Sef & descorihua enx = a, enfol < f(a). Sejax € | tal quex < aez;(:?(a) tal que
| <z< f(a). Logo, f(X) < z< f(a), masz# f(l). Desta forma, tan#m f (1) ndoé um
intervalo. Absurdo!

Logo, f & contnua.

| 1
£

f(-"ff) -------- 7/(_//?

3. Diz-se que uma fudp f : | — IR, definida no intervalo I, tem propriedade do valor
intermedéario quando a imagenfi(J) de todo intervald C | & um intervalo. Mostre que
afun@o f : R — IR, dada porf (x) = sen(1/x) sex # 0 e f(0) = 0, tem a propriedade
do valor intermedirio, embora seja descomaa.

4. Sejaf : 1 — IR uma fun@o com a propriedade do valor intermé@ild. Se, para cada
c € IR, existe apenas unimero finito de pontos € | tais quef(x) = c, prove quef &
confinua.

Resolug@o:

Sejaa € |. Suponhamos por absurdo gliseja descoimiua ema € |. Assim, existe uma
seq@ncia(xn)nein €1 €€ > 0 tal que(xn) — ae|f(x,) — f(a)| > € entio

f(xn) > e+ f(a) ou f(x,) < f(a)—e.

Consideremod (x,) > €+ f(a). Sejac e (f(a),f(a+¢)). Pela propriedade do valor
intermedario, para cada < IN existe(z,) entrex, eatal quef(z,) = c, onde(z,) &€ um
conjunto infinito, contradigo.

Portanto,f & contnua ema.
| ]

5. Sejaf : [0,1] — IR contnua, tal quef(0) = f(1). Prove que exist& € [0,1/2] tal que
f(x) = f (x+1/2). Prove o mesmo resultado conidlem vez de 12. Generalize.
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8.5.3 Se&o 3: Fun@es corinuas em conjuntos compactos

1. Sejaf : IR — IR confinua, tal que IJirm f(x) = lim f(X) = +o. Prove que existe € IR

X— —00

tal quef(xg) < f(x) para todx € IR.
Resolu@o:
Comoxlim f(x) = XIirp = o0, Segue que exist& > 0 tal que, sex € X temos|x| < A.

Fixemosa € IR tal quea € [—A, A], enfio

fx) > f(a). (1)

Restringindo a fur@o f ao conjunto compactp-A, A}, temos quef (X) tamkemé um
conjunto compactoajquef & contnua. D& f (X) possui um menor elemenfdxp), tal
quef(xg) < f(y), Vye [-A/A], em particular temos

f(x) < f(a). 2)
De (1) e (2) segue qui(Xp) < f(a) < f(x), logo

f(xo) < f(x), ¥xelR.

2. Sejaf : IR — IR contnua, com Ii+m f(X) = +o0 e lim f(x) = —c. Prove que, paratodo

c € IR dado, existe entre asiz@sx da equago f (x) = c uma cujo nddulo x| & minimo.
3. Prove que @o existe uma furdip contnuaf : [a,b] — IR que assuma cada um dos seus
valoresf (x), x € [a,b], exatamente duas vezes.

Resolug@o:

Vamos supor por absurdo que a fangcontnuaf : [a,b] — IR assuma cada um dos seus
valoresf (x), x € [a, b], exatamente duas vezes, ou seja, suponhamos que t¢xmesd;
e f(x) =dy, comd;,dr € IR ed; # dp, X € [a,b)].

Considerex, € [a,b] tal que limx, = ¢, comox, € [a,b] fechado temos quec [a,b]. E
comof & contnua temos linf (x,) = f(c), comoc € [a,b], f(c) =d; e f(c) = dp, entio
lim f(xn) = d; e limf(x,) = d2, 0 queé um absurdo pela unicidade do limite. Logo, s
podemos ted; = db.
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4. Uma fun@o f : IR — IR diz-seperiddicaquando existe € IR, tal quef(x+ p) = f(x)
para todo € IR. Prove que toda fui@p contnua perddicaf : IR — IR & limitada e atinge
seus valores AXiMos e nnimo, istog, existemxp, x; € IR tais quef (Xg) < f(x) < f(x1)
para todx € IR.

5. Sejaf : X — IR confinua no conjunto compact. Prove que, para tode > 0 dado,
existeke > 0 tal quex,y € X, [y—x| > € = |f(y) — f(X)| < ke-|y—X|. (Isto significa
que f cumpre a cond@o de Lipschitz contanto que 0s pontgy nao estejam muito
proximos.)

Resolu@o:

Suponhamos por contra@ig que existe > 0 tal queV ke > 0 e portanto,V n € IN,
existemx,,yn € X tal que

Xn—Yn| >€ € [f(yn) = F(Xn)| > N[Xn—Ynl.

Uma vez queX & compacto sejarfxy) € (Yn) subsegéncias dé€x,) e (yn), ja renomeadas,
tal que limx, = a e limy, = b. Assim,

|f(Xn)—f(yn)| > lim n|Xn—yn| _

la—b|>¢ e lim > = lim n= +co.
X=+o %o — Yl x=de [Xn—Yn| Xt
Dali,
o i OO TOR] 1)~ F(@)]
X—+eo Xy — Y Ib—a|

Portanto,f ndoé limitada emX C IR. Absurdo!

8.5.4 Se&o 4: Continuidade uniforme

1. Se toda furg@o contnuaf : X — IR & uniformemente coirtua, prove que o conjuni é
fechado pogm riio necessariamente compacto.

2. Mostre que a furlip contnuaf : IR — IR, dada poif (X) = senx?), ndoé uniformemente
confinua.
Resolug@o:

Tomemos um par de se@ucias de ameros reaigx,) = /NMT+11/2 e (Yn) = /N
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Temos:
lim (xa—yn) = lim [«/nn+ 2 — \/m]
_ [ <\/nn+ m/2— \/ﬁ) - (\/nn+ m/2+ \/ﬁ>
- T 24
— im [ o m/2—nm
n—e | /N4 11/24 /N1
= 0.
Mas,
lim ()~ f(y)] = lim [ser(nmr- t/2) — ser{nm)
- jm 1
= +1

Portanto temo% linx, — yn) = 0 sem que tenham%s lif (x,) — f(yn)] = 0. Isto sig-
nifica quef naoé uniformemente comua.

. Dadaf : X — IR uniformemente coimua, definap : X — IR pondo¢ (x) = f(x) sex € X
€ um ponto isolado ¢ (x) = )I/irr;(f(y) sex € X'. Prove quep e uniformemente cofitua
e ¢(x) = f(x) paratodo € X.

. Sejaf : R — IR confinua. Se existerQ Emf (X) eXIim f(x), prove quef & uniforme-
mente corihua. Mesma concl@® vale se existem os limites déx) — x quandax — =-oo.
Resolu@o:

Consideremot; = rllirrgo f(x). Disto segue que dado> 0, existen > 0 tal que, s> n
enBo|f(x) —L1| < £/4,¥Vx€ IR. Logo, sex> n ey > n ento

FX)—fW = [fX)-Li+Li—Ffy)| < [f-La+[f(y) -l < 7+

Alm

£
4
Logo

X —fyl < 3)

NI ™
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Tamkem, se lim f(x) = L, para todos > 0 dado, exister tal que sex < —o enfo

X— —00

|f(X) —L2| < €/4,VXx€IR. Assim, sex< —og ey < —o enfo

-ty = [T -La+Lla—f(y)| < [F)-Lof+[f(X)+La| < S+

Alm

£
4

Logo,

f0-fW) < = @

Desta forma, constimos um intervalg—o, n]. Sendo este um intervalo compacto, como
f & contnua segue que exisée> 0 tal que, se,y € [—0,n]

X=yl < 8=~ )| <5 )

Agora sex< —o ey € [—a,n], considerandX —y| < & temos de (4) e (5)

)=t = [f(0) —f(-0)+f(-0)—f(y)|
< ) = f(=o)[+|f(y) - f(-0)
E €
< E—’_é
= €.

Da mesma forma, se>n,y € [—o,n] e|x—y| < o por (3) e (5) temos

F)—=fY)| = [f(x)—=f(n)+f(n)— Ty
< [Fx) = f(n)[+[f(y)—f(n)]
€ €
< §+§
= E&.

Portantof & uniformemente coiriua.
Agora verificaremos a continuidade uniformefde) —

Sejaxlim[f (X) —x] =1 enio dadc > 0, existen > 0 tal que, s&>n enéo|f(X) —x— 11| <
€/4,¥x€R. Logo, sex>n ey > n engo

F(X) —x=f(y)+yl = [f(X)—x—=I1+l1—Tf(y)+Y]|
< (X)) —x—=Il1]+|f(y) —y—I1]
€ &
< Z+Z
€

Se lim f(x) —x=I,, dadoe > 0 existeg > 0 tal que, s&x < —o enfo|f(x) —x—12| <

X— —00
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/4. Ddsex< —oey< —oenfo

X—Ilo+12—f(y)+Y|
X—lo| +[f(y) —y—I2|

[(X) —x—f(y)+Y| [ f(X) -
[f(x) -

IA

N

+

Nl m

¢
4
¢

(7)

N-

Considere o intervalo—o,n]. Como este intervalé compacto € (x) — x &€ uma fun@o
confnua temos que exist > 0 tal que, s,y € [—0,n].

x=yl <8 = [F()—x—f(y)+yl <3, ®)

Diante disso, s& < —0 ey € [—0,n], consideranddx—y| < é por (7) e (8) temos

[F(X) —x=f(y)+y] = [f(X)—x—f(-0)+0+f(—0)—0—"f(y)+Y]|
< [f(X)—x—f(-0)+a|+[f(y)—y—f(-0)+0]
< £y
= E&.

[F(X) —x—f(y)+Y]|

VANVAN

Portanto,f (x) — x tamkemé uniformemente cofrtua.

. Sejamf,g: X — IR uniformemente coimiuas. Prove qué+ g é uniformemente coirtua.
O mesmo ocorre com o produtb- g, desde quef e g sejam limitadas. Prove que
¢,y : X — IR, dadas pomp(x) = max {f(x),g(x)} e ¢(x) = min {f(x),g9(x)} x € X
sao uniformemente comuas.
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9 CONCLUSAO

Ao termino deste trabalho, que muito acrescentou a nossa basaltecimentos, notamos
o quanto fomos transformados.abl foram poucas as vezes que estudamos o dotmas
guando chegamos nos exeios rio inhamos ideia de como res@hNos, e eriio tinhamos que
estudar novamente. Houve vezes que fizemos coisas erradaseanientador pacientemente
corrigiu. Outras que recorrem@sdica do autor e levamos semanas para ebtém@ para
conseguirmos concluir o exécn. E vezes que simplesmentgéanconseguimos fazer. ad
pense que o0 nosso trabalho facil. Mas agora observando o quanto amadurecemos e 0 quanto
aprendemos, vemos que tudo valeu a pena. Aprendemos argstpéasistir, e a perceber a
importancia de cada detalhe.

Sugerimos esta expériciaa todos aqueles que querem aprendalisareal, pois a fixap
do contéido ocorre no momento em que aplicamos 0s conceitos patdgeesm problema.
Quando olhamos a resofug de um exeiicio podemos @& compreender suas passagens, mas
logo esqueceremos. Mas quando resolvemos um iei@rconstrimos a ideia em nossas
mentes e e@db iSSO hos acompanha por muito mais tempo.

No inicio, nossa interiip era resolver todos os exmios do livro, mas &o houve tempo
para fazermos isso com qualidadegue buscamos fazer tudo de forma detalhada pensando no
nosso aprendizado e taérh no leitor desse trabalho. Ran pretendemos estudar e resolver os
demais exeiicios do livro para eido publi@-los, com o propsito de contribuir para o estudo
da ardlise real. Desta forma, as contribbés para 0 mesmo $&r bem-vindas pelo e-mail
cris_bndr@hotmail.com.
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