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RESUMO

GONCALVES, Marco. Um estudo sobre a diferenciabilidade. 60 f. Monografia — Programa de
P6s-graduacdo em Matemadtica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Campo Mourdo,
2011.

A derivada e as taxas de variagdo, tem sido objeto de estudo de matemadticos de varias geracoes.
O conhecimento construido sobre esse tema € fruto da necessidade humana de encontrar formas
de traduzir fendmenos da natureza, ou resolver problemas intrinsecos da matematica, em sua
infinidade de funcgdes e curvas. A capacidade de interacdo desse conteido matematico com
outras areas do conhecimento, como as ciéncias bioldgicas, exatas, naturais e até sociais, fez
com que seu desenvolvimento fosse potencializado e sua utilizagdo nessas dreas, onerasse aos
matematicos a missao de construir uma teoria sélida para a derivabilidade e diferenciagdo, que
desse a ela plena confiabilidade.

No trabalho, buscamos formas de abordar o assunto de forma simples, porém ndo simplificada,
ou seja, apesar de buscar uma linguagem mais acessivel, com exemplos de exercicios e aplica-
coes, procurou-se um estudo da teoria com demonstracdes de alguns teoremas mais importantes,
procurando atender ao rigor matemadtico exigido para tal propdsito.

Palavras-chave: Derivadas, Diferenciabilidade, Taxas de variagdo



ABSTRACT

GONCALVES, Marco. A study of the differentiability. 60 f. Monografia — Programa de
Pés-graduacdo em Matemadtica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Campo Mourdo,
2011.

The derivative and the diversification’s rate has been the mainly study for several generations
of mathematicians. The knowledge built on this theme is inspired by the human needs to find
ways of translate natural phenomenons or solve inherent math problems in its functions and
curve limitless. The interactions of this math content with other knowledge areas, such as
biological sciences, exact and natural sciences even social one modifies its development and its
use in these areas burdened to mathematicians the mission to build a consistent theory to the
derivability and differentiation which give it full confidence.

In this work we show to approach this theme in a simple way, but not simplified. We find an
accessible language, with exercises and application’s examples and a theory study with the most
important theorem demonstrations to attend the mathematic rigidity claimed for that purpose.

Keywords: Derivative,Differentiability , Rates of change
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1 INTRODUCAO

1.1 UM POUCO DE HISTORIA

E fato que o século XVII foi muito importante para o desenvolvimento da matemdtica mo-
derna. Inimeros foram os esforgos e varios foram os matematicos que se dedicaram a aprimorar
antigas teorias e inovar na busca de novos conhecimentos. Dentre esses notorios mateméticos
destacamos Pierre de Fermat, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, de forma que os dois
ultimos sdo considerados, de maneira independente, os precursores do cdlculo diferencial e

integral.

Tendo em vista o vasto campo de conhecimento inerente ao cdlculo, destacamos de forma
especial o cdlculo diferencial que, diferente do que se estuda habitualmente, surgiu depois do
calculo integral, resultante de problemas envolvendo tangentes a curvas e sobre questdes de

valores maximos e minimos de funcdes.

Problemas como os citados anteriormente, sobre tangéncia ja haviam sido estudos desde
a antiguidade por alguns grandes matemadticos como Euclides (cerca de 300 a.C.) que provou
o importande teorema que diz que a reta tangente a um circulo em qualquer ponto P é per-
pendicular ao raio em P. Arquimedes (287-212 a.C.) também tinha contribui¢des a respeito de
retas tangentes, assim como Apolonio (cerca de 262-190 a.C.) que descreveu métodos, todos
um tanto diferentes, para determinar tangentes a pardbolas, elipses e hipérboles. Todavia, todos
esses problemas tinham um enfoque puramente geométrico o que fez com que seu desenvolvi-

mento tivesse algumas limitacoes.

No séc. XVII, Descartes e Pierre Fermat, introduzindo as coordenadas cartesianas, tor-
naram possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos e assim, estudar
analiticamente funcdes. Com essa possibilidade, a Matematica ganhou nova forca, em grande
parte por sua aplicabilidade em outros ramos da ciéncias, pois além de estudar de forma algé-
brica as funcdes, permitiu a confecdo de novas curvas com fungdes definidas por relacoes en-
tre varidveis. Fermat entio,observando as ideias de Kepler de que incrementos de uma fungdo

tornam-se extremamente pequenos nas vizinhancas de um ponto de maximo ou de minimo,usou



do fato para criar um processo para determinar tais pontos, num modelo muito semelhante ao
que usamos hoje, ou seja, considerando a inclinacio da reta tangente nesse ponto igual a zero.

Que na notag¢ao usual se torna:

i JEHA) —fX)
h—0 h

Mesmo tendo essa visdo de que a inclinacdo nula da reta tangente daria pontos extremos de
uma fun¢do, Fermat ainda ndo distinguia entre valores de maximo e minimo da funcdo, apenas
considerava essa uma condi¢do suficiente para que houvesse os valores extremos. Estas ideias
constituiram o embrido do conceito de derivada e levaram alguns matemadticos a considerar
Fermat “o verdadeiro inventor do Calculo Diferencial” (EVES, 2004). Contudo, Fermat nio

dispunha de notacdo apropriada e o conceito de limite nio estava ainda claramente definido.

Seguindo os passos de Fermat, outros matematicos importantissimos no desenvolvimento
do calculo e, até considerados como os criadores do mesmo, sdo Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz que por muitos anos travaram um duelo ferrenho pelo mérito da criacdo do
calculo. Na verdade, o desenvolvimento de suas teorias e suas contribui¢des foram dadas de
forma totalmente independentes. Newton, buscando explicar os fenonemos fisicos ligados a
mecanica, onde deixou seu maior legado, na éptica entre outros e Leibniz, considerado “o
grande génio universal do século XVII”(EVES, 2004) que aos doze anos de idade ja dominava
todo o conhecimento corrente de matematica, filosofia, teologia e leis publicado na época, que
com grande desenvoltura dava suas contribui¢cdes em todas elas, ficando € claro, mais conhecido

pela teoria desenvolvida em matematica.

O método dos fluxos de Newton foi de fundamental importancia para a ideia de diferencia-
¢do. De acordo com a mesma, uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto,
associando esse ponto no plano, a abscissa e a ordenada do mesmo passavam a ser consideradas
quantidades varidveis, definindo uma taxa de variacdo em fun¢do do tempo. A notacdo de New-
ton para essa variacdo concedida por uma curva y era dada por y. Newton introduziu também
o que ele chamava de momento de um fluente que nada mais era que um incremento infinita-
mente pequeno (tendendo a zero) que sofria o fluente, em um intervalo extremamente pequeno
ficando claro entdo, ser equivalente a ideia de diferenciacdo. O método dos fluxos de Newton
foi aplicado para encontrar pontos de maximo e minimo, tangentes a curvas, de inflexdo entre

outros.

Paralelamente no séc.XVII, Leibniz algebriza o Célculo Infiniesimal, introduzindo os con-

ceitos de varidvel, constante e parametro, bem como a notacao que realmente foi adotada para
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. d : : . o
as taxas de Varlagéo,d—y, em que dx era definido como um intervalo finito arbitrério e dy pela
x

dy _ . . . .
propor¢ao i y. Leibniz deduziu a maioria das regras de diferencia¢do que aprendemos nos
X
cursos de cdlculo, tendo um simbolismo claro e sendo sua notacdo para o célculo, muito mais

conveniente e flexivel que a de Newton.

Com Leibniz e Newton, o Calculo Diferencial torna-se um instrumento cada vez mais in-
dispensavel pela sua aplicabilidade aos mais diversos campos da Ciéncia. Apesar das diferen-
cas, tanto Newton quanto Leibniz reconheceram até certo ponto a importancia do “adversario”.
Leibniz disse: “Considerando a Matemdtica desde o inicio do mundo até a época de Newton,
o que ele fez ¢ sem ddvida a melhor metade.”(EVES, 2004). Newton, por sua vez, admitiu a
capacidade do opositor em uma de suas publica¢des dizendo que Leibniz possuia um método
semelhante ao seu. Infelizmente, mais tarde em uma nova edicao retirou o que mencionara de

Leibniz.
1.2 MOTIVACAO

A considerar os livros disponiveis sobre o assunto, desde a defini¢ao das derivadas até che-
garmos ao conceito de diferencial, percebe-se uma diferenca na abordagem dada nos livros de
calculo, usado na maioria dos cursos de graduacdo, e nos livros de andlise que visam fundamen-
talmente trabalhar a teoria provando seus teoremas mais importantes em um enfoque algébrico
que nem sempre fica ao alcance do entendimento dos alunos, por ainda nao estarem adaptados

com esse tipo de abordagem.

Assim, buscaremos no trabalho, um meio termo. Uma forma de captar aquilo que se apre-
senta nos livros de cdlculo e fundamentéd-lo com teoremas e suas respectivas demonstracoes,

considerando que esse fato faca com que seja mais palpavel ao leitor, conciliar teoria e pratica.

1.3 OBIJETIVOS
1.3.1 Objetivo Geral

Estudar a diferenciabilidade de fun¢des com enfoque algébrico e geométrico apresentando

algumas de suas possiveis aplicacoes.
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1.3.2  Objetivos Especificos

e Fazer um apanhado histérico sobre o surgimento da idéia da derivada destacando os no-

mes mais importantes no desenvolvimento de suas teorias;
e Definir os principais teoremas no estudo das derivadas;

e Mostrar durante o desenvolvimento algébrico, a interpretagdo geométrica relativa a deri-

vada, as derivadas parciais e a diferencial;
e Trabalhar a diferenciabilidade em R e RZ;

e Buscar aplicagdes em diversas dreas da ciéncia para ilustrar a teoria trabalhada.

1.4 PROBLEMA

De acordo com a teoria que envolve o estudo da diferenciabilidade, como vincular as vérias

abordagens sobre o tema, de forma que os conceitos se tornem os mais claros possiveis?

1.5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O trabalho se inicia com a pesquisa bibliogrifica buscando o embasamento tedrico neces-
sério para a realizacdo da pesquisa. A pesquisa bibliogréfica, colocando o pesquisador a par de
tudo o que foi publicado sobre o assunto, oferece meios de definir e desenvolver sua pesquisa,
sem ser, no entanto, repeticao daquilo que foi dito ou escrito a respeito do tema, mas algo que
propicia um exame sob uma nova abordagem, chegando a conclusdes inovadoras (LAKATOS;
MARCONI, 2007).

Os livros utilizados fazem parte dos acervos que tratam do célculo de uma e duas varidveis e
também livros de cursos de andlise real, que refor¢ardao a fundamentacgdo tedrica. Sao exemplos

de livros estudados:

Célculo I (GUIDORIZZI, 2001a)

Calculo II (GUIDORIZZI, 2001b)

Calculo II (LEITHOLD, 1994)

Analise Real (LIMA, 2000)

Analise Real (LIMA, 2009)
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Além da pesquisa bibliografica softwares matematicos auxiliardo na representagdo grafica das

funcdes trabalhadas.

1.6 CRONOGRAMA

Pretende-se realizar a pesquisa seguindo as datas descritas a seguir:

ATIVIDADES

AGO
2010

SET
2010

ouT
2010

NOV
2010

DEZ
2010

JAN
2011

FEV
2011

MAR
2011

ABR
2011

MAI
2011

2011

Escolha do tema

X

Delimitacio do tema da
pesquisa e orientacio
sobre o projeto da
monografia

Levantamento
bibliogrifico sobre os
temas abordados

Escrita da introducio
do projeto

Elaboracio da
monografia

Digitalizacio da
monografia

Entrega da monografia
pronta para correcio e
anilise da banca

Defesa da monografia

O trabalho, a priori sera subdividido em 5 capitulos assim descritos:

e Primeiro capitulo: Introducido- Nesse capitulo constard a introdugdo do trabalho, que
buscard orientar o leitor quanto aos objetivos da pesquisa e a motivacao em sua realizacgao,

assim como dar a ideia de como a mesma serd desenvolvida, além de fazer um apanhado

1.7 PLANO PRELIMINAR

histérico da criacdo da derivada citando seus precursores ;

e Segundo capitulo: Preliminares- Se faz necessario no estudo da diferenciabilidade, co-
nhecer alguns conceitos e teoremas importantes da derivada. Nesse capitulo abordaremos

tais conceitos com exemplos e representacdes grificas para auxiliar no entendimento dos

capitulos posteriores.

e Terceiro capitulo: Diferenciais- Serd trabalhada a diferenciacio em R e R?, assim como

a diferencial exata.
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e Quarto capitulo: Aplicagdes- Como ja citado, existem vdrias aplicagdes para o conceito
de derivadas. Nessa secdo, vamos expor algumas delas refor¢cando sua aplicabilidade em

diversas areas.

e Quinto capitulo: Consideragdes Finais- No quinto e dltimo capitulo, apresentaremos
as conclusdes parciais sobre a pesquisa, fazendo uma andlise se seus objetivos foram

alcangados com éxito.
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2 DERIVADA DE UMA FUNCAO

2.1 RETA TANGENTE E DERIVADA

Podemos afirmar que os problemas mais importantes do célculo envolvem a determinagdo
da reta tangente em um dado ponto de um curva. Entendamos um pouco melhor esse procedi-

mento e sua justificativa.

Primeiro pensemos na praticidade. E fato ser muito mais f4cil manipular uma fungdo afim
do tipo f(x) = ax+ b, que nos fornece como resultado uma reta, do que outras fungdes cujos
gréificos sdo curvas. Entdo € plausivel afirmar que se pudessemos aproximar qualquer fungdo
dada por meio de uma reta, a andlise seria facilitada. Ora, entdo nosso intuito é buscar, caso
exista, uma fungdo g(x) = ax + b (equagdo reduzida da reta) que aproxima uma fungéo f qual-

quer. Para ilustrar essa situacdo, atentemo-nos ao exemplo de Céssio Neri (NERI, 2006):

Consideremos a Terra. Durante muitos milhares de anos, pensou-se que a superficie
terrestre era plana. A razao é que o planeta era visto de muito perto. S6 quando nos
afastamos dele, vemos que na realidade a sua superficie € mais parecida com uma
esfera do que com um plano. Diz-se que Aristételes reparou isto vendo a sombra da
Terra sobre a lua durante um eclipse. De certa forma, Aristételes precisou recorrer
a imagem da Terra vista da Lua para poder perceber que ela nao era plana. Ora,
se a Terra parece ( ou parecia) plana, significa que existe um plano que se parece
muito com a Terra, certo? Na verdade, sabemos que ndo € um plano, mas sim
varios planos. Para um habitante Téquio, o plano que mais parece com a Terra ndo
€ o mesmo que para nés. Isto nos indica que esta no¢ao de aproximagao ¢é local,
isto é, dependendo do ponto onde nos colocamos percebemos de modo diferente
o objeto simples (reta, plano, etc)que mais parece com o objeto original (curva,

esfera, etc).(p.91)

Pensando entdo em uma curva de uma fungdo qualquer f,se existir o coeficiente a, podemos

aproxima-la por uma reta g(x) = ax + b na vizinhanga de um ponto qualquer xy.
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YA
y=fx)
/
B
— —

Reta tangente

Figura 1: Reta tangente a curva no ponto x

Assim, quando aproximamos a curva de f pela reta tangente g(x) = ax+ b, temos que

admitir as seguintes condigdes:

1. g(x0) = £ (x0)

2. Iim [f(x) —g(x)] =0

X—X0

Podemos observar que a primeira condi¢do (f(xg) = g(xp))nos fornece o resultado que

b = f(xp), uma vez que podemos escrever g(x) da seguinte forma, g(x) = a(x—xg) + b.

Do enunciado em (2) vemos que o erro cometido quando aproximamos f por g(x) se torna
cada vez menor quando tomamos um x suficientemente préximo de xy. Substituindo entdo a
expressdo para g(x) na igualdade 2:

lim [ (x) —g(x)] =0

X=X

obtemos:

lim [f(x) — (a(x—x0))] = f(x0)

X—X0

o que indica a continuidade de f em xp.

Definicao 2.1 Seja f: A — R e xo um ponto qualquer de seu dominio. O limite

L0 — £ ()

X—X0 X — _XO
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quando existe e é finito é chamado de derivada de f no ponto xy e pode ser escrito como:
h) —
L fleE )~ ()
h—0 h

Se a fun¢do admitir derivada no ponto xy dizemos que ela é diferencidvel nesse ponto.

Como vimos na defini¢do acima se o limite dado existir a funcdo serd derivavel nesse ponto e,
em consequéncia, dizemos que uma fun¢do € derivavel em um conjunto, quando existe a deri-
vada para todos os pontos desse conjunto. Como consequéncia da derivabilidade, consideremos

0 seguinte teorema:
Teorema 2.1 Se existe a derivada denotada por f'(xo) entdo a fungdo é continua em x

Demonstracio. Dizer que existe f’(xo) é equivalente a existéncia do limite,

lim f(x) = f(xo0)

X—X0 X — XO

donde, para provarmos a continuidade basta provar que lim f(x) — f(xg) = 0.
X—X

De fato,
lim [f(x) — ()] = lim TE TS0 ()
X—X0 X—X0 X — X0
_ IS0 (x — xo)
X—X0 X — _xo X—X0
-0

prova-se assim, que se a funcao for diferencidvel no ponto xq ela € continua nesse ponto.

A reciproca do teorema 2.1 ndo é verdadeira, ou seja, a suposicdo de que uma fungdo €
continua em um ponto xo ndo garante que ela seja diferencidvel nesse ponto. Para ilustrar isso

consideremos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.1 A fungdo f(x) = |x| ndo é derivdvel em xo =0

Sabemos que a fungao médulo de x é continua em todo seu dominio, no entanto vamos verificar
que a mesma ndo € derivavel em x = 0. Da defini¢do (2.1), para que a funcdo seja derivavel
em um ponto do seu dominio, o limite ali dado deve existir. O que € equivalente a dizer que os
limites laterais sao iguais quando nos aproximamos, no caso, de x = (. Sabemos ainda que:

x , se x>0

x| =
—x , se x<0
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Figura 2: Funcao Mddulo de x

Assim,

@O W f0)

x—0t X— x—0~ x—0
desta forma, sendo os limites laterais diferentes, podemos dizer que ndo existe o limite, pro-

vando que a funcdo ndo € diferencidvel em x = 0.

De maneira rotineira, justifica-se a descontinuidade dada pelo exemplo (2.1), ao ver grafi-

camente que a fun¢do faz um “bico” no ponto x = 0.

Vimos, que a fun¢do f(x) = |x| ndo é diferencidvel em x = 0 e vimos na figura acima que
o “bico” formado nesse ponto, indica que a curva mudou abruptamente de direcdo. Em geral,
como dito anteriormente, essa “quina” formada pelo grafico ja € uma garantia que f nao terd
tangente nesse ponto, e portanto nao € diferencidvel. Se tentarmos calcular os limites laterais,

veremos que estes, tem valores diferentes.

O Teorema (2.1) nos conta que se uma fun¢do ndo € continua em um ponto, nao sera deri-
vavel ali. Assim em toda descontinuidade em f, ela deixa de ser diferencidvel. Mas ainda ha
uma outra possibilidade. Quando a curva de uma funcdo tiver uma reta tangente vertical em

= a. Isto é, f € continua em a mas

lim [ /' (x)| = oo

xX—a

Isso significa que a reta tangente fica cada vez mais ingreme quando x se aproxima de a. Po-
demos ver nas figuras abaixo os trés possiveis casos de nado-diferenciabilidade (STEWART,
2005a).
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_
e 5 e T N ~
0 P! x 0 4 X 0| B
|

Figura 3: Casos de descontinuidade

2.2 PROPRIEDADES OPERATORIAS DA DERIVADA

As propriedades operatdrias da derivadas sdo, na maioria das vezes, consequéncias imedi-
atas das propriedades de limites. Fato facilmente compreencivel, uma vez que a definicdo da

derivada parte do limite de uma fungdo.

Proposicao 2.1 Sejam f,g : A C R — R derivdveis em xo e a € R. Tem-se as seguintes

propriedades:

(i) f+géderivavel emxye (f+g) (x0) = f'(x0) + &' (x0);

(ii) cf éderivdavel em xq e (cf) (xo) = cf’(x0);
(iii) f—g é derivdvel em x e (f —g)'(x0) = f'(x0) — &' (x0);

(iv) fg éderivavel em xo e (fg)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)&’ (x0);

(v) Se g(xo) # 0 entdo f/g é derivavel em xg e (f/g) (x0) =

(g(x0))?
Demonstracao de (i):
Utilizando as propriedades de limite (ver apéndice A) podemos escrever:
48 ) = Jin LEOZUEE)0)
(f+8)(x) = lim (f(x) +g(X))C :fo(xo) — 8(xo)
(f+g)/(x0) —  lim (f(x)_f(x0)+g(x)_g(x0)
X—>X0 X —X0 X —Xp

(f+8)(x) = f(x0)+g(x) =



Demonstracao de(ii):

Novamente utilizando as propriedades de limite, chegamos a prova de (i1), veja:

(cfY(x) = tfim G =(c)x0)

X—X( X — xO

(cfY () = lim LR =cfX0)

X—Xo X — X0

(cf) (x0) = ¢ tim ) =/ (x0)

X—X0 X— X0

(cf) (x0) = cf'(xo) m

A demonstracdo de (iii) € andloga a (1)

Demonstracao de (iv)

(fo) (x) = lim S8 = (f8)(x0)

X—Xo X — X0
_ iy Ng() — flxo)g(xo)
X—X0 X —Xp
_ i S 800 — f(x0)g(x0) +8(x)/ (x0) — 8(x)f(x0)
X—XQ X — X
_ iy L) = f(x0))g () + ((x) —g(x0)) f (x0)
X—X0 X —Xp
— m f(X)-f(Xo)g(x)Jr lim 8() —8(x0))f(x0)

X—X0 X — X0 X—X0 X — X0

= f'(x0)g(x)+ f(x)g (x0) m
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Demonstracao de (v)

(f/8)(x) = (f/&)(x0)

(f/8)'(x0) = lim

X—X0 X — X
f(x)  f(xo)
30 sto)
X—rX0 X — X
= lim lim f(x)g(x0) — g(x)g(x0)
X—rX0 g(x)g(xo) X—rX( X — X0
. L F(0)a(x0) — g(o)e(x0) + 8x0)f(x0) — 8(x0) )
X—X(Q g(x)g(xo) X—X(0 X — X
= lim im M X im g(x) _g(XO) X
B xl_mo g(x)g(xo) (xlﬁxo X — X0 g( 0)x1—>x0 X —Xp f( O))
1

= lim S (s00) (f'(x0)g(x0) — f(x0)g'(x0))

J'(x0)g(x0) — f(x0)g (x0)
(8()60))2

2.3 INTEPRETACAO DA DERIVADA COMO TAXA DE VARIACAO

Ao definirmos a derivada, utilizamos normalmente a ideia de que esta, € a inclina¢do da reta
tangente ao grafico em um determinado ponto xg. Isso significa que se usdssemos uma lupa com
poder de aproximag¢do muito grande e olhdssemos para a curva do grafico no ponto (xg, f(xo)),

ao redor desse ponto o grafico ficaria muito parecido com uma reta. Veja exemplo:

(1,1 ' fAA) i 71, 1)
0 ‘ ' ’ 2 05 ' ‘ ‘ LS 09 T L

Figura 4: Aproximaciao pela reta tangente

Com a ideia de que em uma regido proxima ao ponto de uma curva teremos uma reta,
consideramos entdo pequenas variagcdes (acréscimos) nas varidveis e podemos estudar varios
fendmenos que envolvem tal variagdo por meio da derivada. Essa interpretacdo da derivada
como uma taxa de variacao € bastante utilizada por exemplo na fisica, no estudo da velocidade

instantanea. Em geral, supomos que y ¢ uma quantidade que depende de outra quantidade x, ou
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seja, y = f(x). Se x variar de x| para x; , entdo a variagdo nessa varidvel pode ser chamada de

incremento de x.

Existe muito interesse das ciéncias em geral, no estudo das taxas de variacdo. Além da
velocidade instantanea de uma particula, ou seja, a taxa de variagdao do deslocamento em relagdo
ao tempo, ha também um interesse dos fisicos por outras taxas de variagdo, como por exemplo, a
taxa de variacdo do trabalho em relagao ao tempo (poténcia). Quem estuda reagdes quimicas se
interessa pela taxa de variagdo da concentragdo de um reagente em relagdo ao tempo, conhecida
como faxa de reacdo. Uma sidertrgica se interessa pela taxa de variacao do custo de producgdo
de x toneladas de aco por dia, e estuda entdo o custo marginal. Um bidlogo estuda a taxa de
variacdo de uma determinada bactéria em funcdo do tempo, e assim percebemos que nao sé na
area das exatas sdo estudadas as taxas de variagdes, podemos encontra-las nas ciéncias naturais
ou mesmo nas ciéncias sociais. Por tal importancia continuaremos estudando posteriormente as

taxas de variacdes, ou acréscimos, também para funcdes de mais variaveis.

2.4 DERIVADAS PARCIAIS

Quando tratamos da derivagdo de fungdes com mais de uma varidvel, o caso requer que re-
duzamos a situacao para o caso unidimensional, tratando a dada func¢do de n varidveis como uma
fun¢do que aborda uma varidvel de cada vez, considerando as outras como sendo constantes.
Esse pensamento nos leva ao conceito de derivada parcial. Para ilustrar a situacao consideremos

o exemplo encontrado em (STEWART, 2005b):

Em um dia quente, a umidade influencia na sensacido de calor, uma vez que quando a
mesma estd muito alta a sensacdo de calor é maior, ao passo que se o dia estd muito seco,
temos a impressao que o dia estd um pouco mais fresco. O Servico Nacional de Meteorologia
americano criou um indice de calor para descrever os efeitos combinados de temperatura e
umidade. Esse indice de calor (I) € uma varidvel que depende de dois fatores: a umidade relativa
do ar (H) e a temperatura real (T). Assim I € uma funcdo de T e H, e podemos escrever I=f(T,H).
Observe a tabela com valores de I, extraida de uma tabela compilada pelo Servico Nacional de
Meteorologia. Observando a primeira coluna que indica uma unidade relativa de 70% ou seja
H = 70%, iremos considerar o indice de calor como dependente de uma unica varidvel para
H fixo. Assim, admitamos por exemplo, g(7) = f(7,70), desta forma g(7T') descreve como
o indice I de calor aumenta de acordo com a temperatura T para uma umidade de 70%. Se

tomarmos a derivada de g quando 7' = 96°F esta serd a taxa de variagdo de I com relacdo a T
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UMIDADE RELATIVA (%)
T H| 50 35 60 65 70 75 80 85 90
90 06 08 100 103 106 109 112 [15 119
ot _ _ i ] _
. 92 100 | 103 | 105 | 108 | 112 | 115 119 | 123 | 128
94 104 107 I:11 114 118 122 127 132 L3
96 109 113 116 121 125 130 135 4] 146
08 114 118 123 127 133 138 144 150 157
100 119 124 129 135 141 147 154 161 168

quando 7 = 96°F. Em linguagem matematica:

h) — h,70) — 7
J(96) = 1lim8O0FTN=806) _ fO6+170) = f(96,70)
h—0 h h—0 h

Utilizando os valores da tabela, podemos aproximar os valores acima tomando por exemplo

h=2 e h=-2. Assim:

— - 13312
g(96) = lim g(98) —g(96) _ . f(98,70)—f(96,70) _133—125 _,
h=0 2 h—0 2 >
J96) = 1im 80N =800 _ . fO470) - f(96,70) _ 118125 _,
h—0 -2 h—0 -2 )

Tomando a média dos dois valores, podemos dizer que a derivada g’(96) é aproximadamente
3,75. Isso significa que quando a temperatura real é de 96°F e a umidade do ar de 70%, o
indice de calor aumenta a sensa¢@o da temperatura em 3,5°F para cada grau que a temperatura

real aumenta.

Pensando de forma andloga, olhemos agora para a linha da tabela que corresponde a uma
temperatura fixa de 96 °F, os nimeros da linha correspondem aos valores da fungdo y(H) =
f(96,H), que descrevem como o indice de calor aumenta com o aumento de umidade relativa
H quando a temperatura real é de 7 = 96°F . A derivada dessa fung¢do quando H = 70% ¢ a

taxa de variagdo de I com relacdo a H = 70%.

£(96,70+ h) — £(96,70)

, . y(70+h) —y(70)
R T

De acordo com a tabela podemos tomar, h=5 e -5, obtendo:

75) —y(7 130—12
y10) = 1im2IN =300 _ o v06.75) — £(96,70)5 = 0125y
h—0 h—0 5
65) —y(70 121 —125
Y(70) = lim ¥(65)=3(70) _ lim £(96,65) — £(96,70)—5 = ———— =0,8

h—0 -5 h—0 -5
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Tomando novamente a média dos valores obtemos um estimativa para y'(70) = 0,9. Isto sig-
nifica que quando a temperatura € de 96°F e a umidade relativa é de 70%, o indice de calor

aumenta em certa de 0,9°F para cada ponto percentual que a umidade relativa aumenta.

De acordo com o que foi exposto podemos definir as derivadas parciais da seguinte forma:

Definicao 2.2 Seja f uma funcdo de duas varidveis, x e y. A derivada parcial de f em relacdo

a x é aquela fungdo, denotada por I tal que seus valores funcionais em qualquer ponto (x,y)
X
no dominio de f sejam dados por:
d h,y) —
91 13y — tay L) = )
ox h—0 h

Se o limite existir.

d
Da mesma forma, a derivada parcial em relagcdo a'y denotada por —f é tal que seus valores

dy

funcionais em qualquer ponto (x,y) no dominio de f sdo dados por

af 1 f<x7y+k>_f<x7y)
a_y(x7y>_]£l_r>% k

Com essa notacdo para derivadas parciais podemos escrever as razdes de variagdo do indice
de calor I com relacdo a temperatura real T e umidade relativa H quanto T=96°F e H=70% da
seguinte forma:

fr = (96,70) ~ 3,75 £1(96,70) ~ 0,9

Existem ainda outras formas de se representar as derivadas parciais. Além da que utilizamos

para a derivada parcial em relagdo a x P que alids, ndo pode ser entendida como a razao
X

dos diferencias, temos: fi, D1 f ou ainda f,. Resumindo, a maioria dos textos matemdticos que

tratam das derivadas parciais, irdo trazer alguma das notacdes a seguir para as derivadas parciais

em relagdo axey. Se z= f(x,y) temos:

d d d
foen ==L =y =E = fi=Dif =Dy

d d d
o) = fy = a—§ — 5o = o= fa=Daf = Dif

Com as consideragdes feitas, podemos seguir os seguintes passos para calcular as deriva-

das parciais de uma fun¢@o do tipo z = f(x,y): Para achar of olhamos y como constante e

ox

diferenciamos f(x,y) em relacdo a x. De forma andloga, para encontrar =— deixamos X como

ox

constante e derivamos f(x,y) em relacdo a y.
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Exemplo 2.2 Se f(x,y) = x> +x2y3 —2y?, determine f.(2,1) e H(2,1)
Solucio:
Mantendo y constante obtemos a derivada parcial em relagcdo a x dada por:
felx,y) =32 +2x° = f:(2,1) =322 +2.1.1° = 16
Procedendo da mesma forma, deixando x constante obtemos a derivada parcial em relacdo a y:

f(xy) =372 —dy = £,(2,1) =32%1°—4.1=8

24.1 Interpretagdo Geométrica

Para apresentar uma interpretacdo geométrica das derivadas parciais, devemos nos lembrar
que uma equagdo z = f(x,y) representa uma superficie S. Se f(a,b) = ¢, entdo o ponto P(a,b,c)
pertence a S. Fixando y = b, analisamos a curva Cj na qual o plano vertical y = b intercepta S.
Da mesma forma, o plano vertical x = a intecepta S na curva C;. As curvas C| e C; passam

pelo ponto P. Observe a figura: Notemos que a curva C; é o grifico da fungdo g(x) = f(x,b),

Z A

(a, b, 0)

Figura 5: Derivadas Parciais

d
de forma que a inclinagdo da reta tangente 77 no ponto P é g’(a) = —f A curva G, € o gréfico

ox



25

da fungdo h(x) = f(a,y), que tem no ponto P uma reta tangente 7, que a derivada da fun¢do em

d
relagdo a y no ponto P, ou seja i/ (b) = —f

dy
As derivadas parciais entdo, podem ser interpretadas geometricamente como as inclinacdes

das retas tangentes em P(a, b, c) aos tracos C; e C; de S nos planosy =bex =a.

O conceito de derivada parcial pode ser estendido para funcdes de n varidveis. Vejamos a

definicdo:

Definicdo 2.3 Seja P(x1,x2,...,X,) um ponto em R" e seja f uma funcdo de n varidveis xi,xz, . . ., Xp.
Entdo a derivada parcial de f em relacdo a xi é a fungdo, denotada por Dy f, tal que seu valor

funcional em qualquer ponto P do dominio de f seja dado por

. X1,X0, oo X1, Xk + H,x e Xy) — f(x1,x0, ...,
Dkf(X],xz,...,xn):}ll_l}'(l)f( 1,42, s Ak—1yAk ’ k—;ll7 y I’l) .f( 1,42, 9 n)

Se o limite existir.

Exemplo 2.3 Dada f(x,y,z) = x*y +yz*> + 2> Determine as derivadas parciais em relacéo a

X,y, ez para um ponto qualquer (x,y,z).

Se mantivermos y e z constantes, iremos encontrar a derivada parcial em relacdo a x. Assim:

af B
x(x,y) = 2xy

Mantendo x e z constantes, temos a derivada parcial em relacdo a y:

Jdf )
a_y(xay)_x +z

e por ultimo mantendo x e y constantes obteremos a derivada parcial em relagdo a z:

0
&—f (x,y) = 2yz+32>
Z
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3 DIFERENCIABILIDADE

Ao considerarmos uma fun¢do f(x) de uma variavel, podemos definir a diferenciabilidade
da mesma baseados nos incrementos Ay que a fungdo recebe para cada ponto em que ela é

derivavel. Onde Ay = f(x+ Ax) — f(x). Sabemos que em tais pontos:
fx+Ax) - f(x)

"(x) = i 1
fx) = lim A (D
o : / Ay
Isso significa que para |Ax| suficientemente pequeno, sabendo que f'(x) ~ A tem-se que:
Ay ~ f'(x)Ax. ()

O segundo membro da equacdo em (2) é conhecido como diferencial de y e denotado por

dy.

Analisemos na figura a seguir o que acontece quando fazemos um incremento Ay na fung¢ao:

Y

Vi

\ | |
I I
0 \ a a-+ Ax

y=fla)+ f'(a)(x—a)

Figura 6: Incrementos dados na funcao

=Y
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A figura mostra as relagdes entre o incremento Ay e o diferencial dy: Vemos que Ay repre-
senta a variacdo de altura com relacdo a curva y = f(x) e dy nos d4 a varia¢ao de altura da reta
tangente quando x varia da quantidade dx = Ax. A diferenca Ay —dy nos da o erro cometido

pela aproximagao da diferencial.

Se tomarmos a equacdo (2) e dividi-la por dx Obtemos:
d
) =22 sedx #0 3

Essa relacdo representa a derivada como um quociente entre duas diferenciais, diferente de

~ . Yy
pensarmos apenas na notacao de derivada T
X

3.1 DIFERENCIABILIDADE PARA DUAS VARIAVEIS

Vamos agora, estender para funcdes de duas varidveis reais o conceito de diferenciabilidade

a partir da defini¢do dada para fungdes de uma tnica varidvel.

Vimos que uma fung¢@o f(x) é diferencidvel ou derivavel,(ao se tratar de uma tinica varidvel
estes termos sdo equivalentes)quando o limite dado em (1) existir e for finito. No entanto essa
forma de representagc@o ndo torna possivel sua extensao para funcdes de duas ou mais varidveis,
pois Ax serd um par ordenado, o que faz com que a razao incremental ndo tenha sentido. Desta
forma devemos encontrar uma forma similar de representacdo da razdo incremental que seja

passivel de generalizacdo:

Supondo f(x) diferencidvel em x, existe um nimero real a = f(xg) tal que:

Alglof(Xo+AZ])C—f(Xo) .

De onde obtemos:

lim Jo+Ax) — flxo) —adx

0
Ax—0 Ax

e esse resultado € igual a zero quando Ax — 0 tanto pela direita quanto pela esquerda, assim

pOdeOS €screver:

. flxo+Ax) — f(xo) —aAx
Almy Ax| =0
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Portanto a forma que equivale a dada em (1) que € passivel de generalizacdo € dada por:

. flxo+Ax) — fxo) —aAx
Almy A =

0 “)

Com a possibilidade de extensdo para funcdes com mais de uma varidvel, tomemos uma
outra notacdo mais utilizada, em que, Ax = h e Ay = k sdo os incrementos nas varidveis x e y

respectivamente, temos:

Definiciio 3.1 Sejam f: A — R, sendo A um conjunto aberto do R?, e (xo,y0) € A. Dizemos

que f € diferencidvel em (xo,Yyo) se e somente se existirem reais a e b tais que

li f(x0+h,)’0+k) _f(x07y0) —ah—ak _
im =0
(h,k)—(0,0) | (h, k)|

Teorema 3.1 Se f for diferencidvel em (xg,yo) entdo f serd continua em (xg,yq).

Dem:

Sendo f(x,y) diferencidvel em (xg,yo), da defini¢do (3.1), existem reais a e b tais que

E(h,k)

im =0
(hk)—(0,0) || (B, k)|

onde E(h,k) = f(xo + h,yo +k) — f(x0,y0) — ah — ak, pode ser interpretado como o erro co-
metido pela aproximagdo feita em relacdo ao incremento realizado e pode ser escrito como a
funcao:

f(xo+h,y0+k) = f(x0,y0) +ah+ak+ E(h,k) &)

Aplicando o limite em (5) e tendo em vista que:

lim (ah+bk)=0
(h,k)—(0,0)

| | E(hK)
lim E(h,k)= lim hk)|| ———= =0
pimy o B = im0 Ol
encontramos que

li h k) =
(h,k)lg(lo,o)ﬂonr Yo +k) = f(x0,y0)

provando que a fungdo é continua no ponto (xp,yp) m

Quando temos uma fung¢do que é diferencidvel em um ponto qualquer do dominio (xg,yo)

existe a garantia de que esta fun¢do admite derivadas parciais nesse ponto e a transformacgdo
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linear 5 3
(1) = 5 o) = 5 (o)

¢ a unica tranformagdo que tem a seguinte propriedade:
af af
J(xo+h,yo +k) — f(x0,50) — 5 (X0, ¥0)h — 55 (x0,y0)k

lim =0 6)
(hk)—(0,0) || (h, k)|

Teorema 3.2 Seja f : A C R? — R, A aberto, e seja (xo,y0) € A. Se f for diferencidvel em

(x0,Y0), entdo f admitird derivadas parciais neste ponto.

Demonstragdo

Se a fungdo é diferencidvel em (xg,yo), existem reais a e b tais que

. E(h,k)
lim =0 )
()= (0,0) [| (R, k) |
segue de (7)
lim E(h,0) _ lim f(o+hyo) = f(x0,y0) —ah _ 0
(hj)—(0,0) [|(7,0)]|  h—0 ]
De onde obtemos
hm f(x() +h7y0) —f(xo,yo) —ah _ O
h—0 h
e, portanto,
- flxo+hyo) — flwoye) _ _f
}lzlg(l) h =a=4- (x0,y0)

Desta forma vemos que a constante a necessdria para a diferenciabilidade de uma fun¢ao em

um ponto de seu dominio, € a derivada parcial da funcdo em relacao a varidvel x.

Da mesma forma tomemos o limite:

im EOK) L f(x0,y0+k) — f(x0,y0) — bk

—0
(hk)—(0,0) [[(0,k)[| k=0 |k|

De forma andloga ao desenvolvimento anterior para obtermos a constante a, encontramos
af
ue b = ——(x
q R (%0, ¥0)

Com isso, do teorema (3.1) as constantes a e b as quais dependem a diferenciabilidade em
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um ponto sdo dadas por:
af of
a= —=—(x eb=—=—(x
55 (10:20) ay( 0:0)
e estas, serdo as os unicos ndmeros reais, os quais fazem com que o limite em (3.1) seja igual a

zero. Disso decorre o corolario a seguir:

Corolario 3.1 Seja f(x,y) uma fungdo definida em um conjunto aberto A C R? e seja (xo,yo) €
A. Tem-se f ¢ diferencidvel em (xp,yo) <
a) f admite derivadas parciais em (xg,y0)
E(h,k
b) im  EWR
(=00 [| (2, k)

E(hk) = f(xo+h,y0+k)—f(xo,)’0)—%(XO,YO)}Z—g—J;(Xo,yo)k

De acordo com o coroldrio (3.1), para provar que uma fungao € diferencidvel em um ponto
(x0,¥0), temos que mostrar que existem as derivadas parciais nesse ponto e que o limite em (6)

¢ realmente igual a zero.

Cabem ainda algumas considerac¢des sobre o corolério (3.1):

1. Se uma das derivadas parciais ndo existir em um ponto qualquer do dominio, a funcao

nao é diferencidvel nesse ponto;

2. Se ambas as derivadas parciais existirem, porém o limite ndo ser igual a zero, a fungdo

também nao serd diferencidvel no ponto;

3. Se a fungdo ndo for continua no ponto (xp,yp), automaticamente nio serd diferencidvel

nesse ponto.

Dizemos entdo , que uma fungdo f € diferencidvel em um conjunto A C Dy se a fungio for

diferencidvel em todo ponto de A.
Exemplo 3.1 Prove que f(x,y) = x*y é uma funcdo diferencidvel.

Solugado:

Como vimos, para mostrar que a funcdo € diferencidvel, basta mostrar que existem as deri-

vadas parciais e que o limite (6) € igual a zero.

A funcdo é continua em todo R%. As derivadas parciais sdo dadas por :



31

d

—f(x,y) = 2xy ‘ o

g;ﬁ Como vemos as derivadas parciais existem para todo ponto (x,y) €
a_y ()C Y ) = x2

R2. Verifiquemos agora, o limite:

Flxo+hyyo+ k) = F(x0,30) — 5= (x0,50)h — 5 (x0,0)k

lim =
(h,k)—+(0,0) | (h, k)|
— lim (x+h)%(y +k) —x%y — 2xyh — x’k
(h,k)—+(0,0) | (k)|
2xhk + h*y + Wk

m
(h,k)—(0,0) | (A, k)||

h h
= hm + hk
i ( \/7 RV \/h2+k2)
Como para (h,k) # (0,0), | |

mos também que o produto de uma fungao que tem limite igual a zero por uma outra limitada é

< 1, podemos dizer que a mesma € limitada por 1, e sabe-

igual a zero (ver apéndice), chegamos ao seguinte resultado:

h h
hm + hk —
(hok)— ( \/h2 +k \/h2 + k? Vh? + k2)

Portanto a fungio f(x,y) = x?y é uma fungio diferencidvel. m

2xy?

T2 A ’ 0,0
Exemplo 3.2 A fungdo f(x,y) =<{ x2+)* se(x,y) # (0,0)
0 se(x,y) = (0,0)

ndo é diferencidvel em (0,0)

Solugdo:

Vamos primeiramente verificar se a fun¢io é continua em (0,0), pois caso contrério, ji vimos

que a descontinuidade implicard a ndo diferenciabilidade.

Para verificar a continuidade tomemos o limite da fungdo tendendo ao ponto (0,0) por dois

caminhos:

Seja C; um caminho que tende ao ponto (0,0) pela pardbola x = y?. Assim temos:

27 L b

Iim ————=Ilm—=
()00 3 D0y A T B0y
Tomemos agora um caminho C, que tende ao ponto (0,0) por y = 0. Vejamos:
2xy? .0

lim —— hm—2:0
(x.y)—(0,0) X 24yt a0
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Foi possivel perceber que tomando o limite por dois caminhos diferentes o resultado ndo € o

mesmo, o que indica que o limite ndo existe. Ou ainda, ( limo . £(0,0) # £(0,0)=0
x7y )

Desta forma afirmamos que a funcao ndo é continua nesse ponto, nao sendo entdo, diferencidvel

no mesmo. um

X3

- ) 0,0
Exemplo 3.3 Provemos que a fungéo f(x,y) =< x>+y? se(xy) 7 (0,0) ndo é diferen-

0 se(x,y) = (0,0)

cidvel no ponto (xg,y)-

Solugdo:

Primeiramente, notemos que a fungdo é continua no ponto (0,0). Observe:

2 2
X
lim x,y)= lim x———=0. lim ——
@w%mmf(y) (e)=(0.0) X2 +¥2 7 (0y)=(0,0) X2 +)2
2

Como lim < 1, portanto limitada, lim x,y) = 0. Temos entdo que a a

o002y = P umammf(y) a
funcéo € continua no ponto (0,0), pois  lim 0)f(O,O) = £(0,0) =0.

x7y _> b)

Verifiquemos agora se as derivadas parciais existem no ponto (0,0):

a_f T f(x70)_f(070)_ : )_C_
Bx(o’o) n igl(l) x—0 _xl—r>r(l)x_1
dy y—0 y—0 y—=0y

Como vemos as derivadas parciais existem no ponto. Basta agora verificar se o limite em (6)

existe e € finito:

i f(xo+h,yo+k) — f(x0,50) — %(x()ay())h - %(xo,yo)k
1m
(h k)= (0,0) [(h, k)|l
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F(O+h,0+k)— £(0,0) — 1h — Ok

= lim
(h,k)—(0,0) Vh?+ k2
h3
—— —0—h
_ lim h? + k2
(hk)—(0,0)  Vh2+k?
h —h® — hi?
2 2
_ lim ks
(hk)—(0,0)  /h%+k?
h3
—— —0—h
—  lim PtE
(hh)—(0,0)  Vh2+k2
h® —h® — hi?
2 2
_ lim ks
(hk)—(0,0)  /h%+k?
—hk?

lim
(hk)=(0,0) (h? + k>)Vh?> + k?

Para h = k = ¢, temos:
3

—t —t
lim —— = lim ———
1=02124/212  1-024/2[t]
Esse limite ndo existe, pois os limites laterais sdo diferentes. Desta forma concluimos que

Flxo+hsyo+K) = f(x0,30) = 5= (x0,y0)h — 5 (x0,30)k

lim também nao existe.

(h.k)=(0.0) (A, k)
Desta forma, observamos que a funcao € continua, as derivadas parciais existem, porém, o limite

(6) ndo é igual a zero. Logo a fungdo ndo é derivavel em (0,0) =
3.2 CONDICAO SUFICIENTE PARA A DIFERENCIABILIDADE EM UM PONTO

Em alguns casos, verificar pela defini¢do, que uma fungdo € ou nao diferencidvel em um
conjunto aberto do R2, se torna uma missdo laboriosa. Pensando nisso, demonstraremos um
teorema que garante que a continuidade das derivadas parciais em um conjunto aberto A C R?

garante que o mesmo serd diferencidvel em todos os pontos de seu dominio.

Teorema 3.3 Seja a fungdo f: A C R? — R, em que A é um conjunto aberto, e (xg,yo) € A.

Se as derivadas parciais =— e == existirem em A e forem continuas no ponto (xg,yo), entdo a

dx dy

fungdo f serd diferencidvel neste ponto.

Demonstracdo:
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Como foi dito no teorema, o conjunto A € aberto. Logo existe uma bola aberta B com centro
no ponto (xp,yo) de forma que B C A. Consideremos os incrementos em x e y denotados por

h e k tais que (xo + h,yo + k) € B. Observe o desenho que mostra essa situagdo:

Y

Tomemos f(xg+ h,yo+k) — f(x0,y0), somando e subtraindo f(xq,y, + k) obtemos:

J(xo+hyo +k) = f(x0,0) = f (x0+h, yo + k) — f (x0,y0 + k) + f (0,50 + k) — f (x0,50)  (8)
7 11

Fazendo G(x) = f(x,yo + k) pelo Teorema do Valor Médio, existe um X entre xg € xo + & (ver

figura), tal que:

(1) = Glxo+ )~ Glxo) = G (B = L (.30 +0

De forma Andloga, existe um y entre yg € yo + k tal que

(11) = g—f;m,y)k

Desta forma, substituindo as identidades acima em (8) temos:

o+ 30+) = F50.30) = S (E0+ -+ T (10,54

d d
Subtraindo of (x0,¥y0)h+ —f(xo, yo)k em ambos os membros da igualdade obtemos:

ox dy
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f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) = %()@m +k)h+ %(xo,i)k— g—i:(xo,yo)h— g—i(xo,yo) =

0 0 0 0
a—j:(f,yoJrk) — a—ic(xo,yo)} h+ {T;C(XOJ) - a—i(xo,yo) k

Aplicando o médulo na expressdo acima e dividindo pela norma de (A, k), chegamos a:

d 0
f(xo+h,yo+k) — f(x0,y0) — a—i:(xo,yo)h - a—Jyf(xovyo)

I, k)l

0 0 0 0 1
af(x yo+k)— ai(xoyyo)} h+ [aij(xo,)’) - a—]yc(xovyo)_ k

(A, k)l

d 0
f(xo0+h,yo+k) — f(x0,y0) — a—i(xo,yo)h - a—ij(xo,yo)

(R, k)|
_dn ‘9f of K]

N7 I
| Vi oy o) gy o]
III v

=

IN

% (&30 +40) — 2 (x0.30)

ox

N

Temos por hipétese que as derivadas parciais —— e —=— sdo continuas em (xg,yp). Assim,

dx dy

passando o limite na expressdo acima notamos que (IIT) e (IV) tendem a zero quando (h,k) —

k
| | < 1e, da mesma forma i < 1, portanto limitadas.

N V22~ ’

d 0
f(xo+h,yo+k) — f(x0,y0) — 8_§h_ a—;c

(0,0) e ainda sabemos que ——

Assim obtemos:

lim =0

(hk)—(0,0) | (h, k)|

Donde concluimos que a fungdo é diferencidvel em (xg,yo)

OBSERVACAO
Seja f(x,y) uma funcdo. Dizemos que f € de classe C; em um conjunto aberto A, se as derivadas

parciais = e —— forem continuas em A.

dx dy

Disso e do teorema (3.3), segue o coroldrio:

Corolario 3.2 Seja f: A C R? — R, A um conjunto aberto do R?. Se f for de classe Cy em

A, entdo a fungdo serd diferencidvel em A.

Exemplo 3.4 Mostre que a funcdo f(x,y) = sen(x*> 4 y?) é diferencidvel em todo R?
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De fato,
d
9 (xy) = 2wcos(x®+1)
Notemos que as derivadas parciais sio continuas em todo R?.
X
8f (x,y) = 2ycos(x*+y)
y

Portanto é diferencidvel em todo plano. m

O teorema e coroldrio anteriores nos contam que se uma fun¢do admite derivadas parciais
em um ponto (xp,yo) ela serd diferencidvel nesse ponto. No entanto, a reciproca ndo é verda-
deira. Existem fungdes que sdo diferencidveis em um ponto, porém as derivadas parciais nao

existem nesse ponto.

Exemplo 3.5 Use o teorema (3.3) para provar que a funcdo f(x,y) = x3 +3xy — 5y° ¢ diferen-

cidvel em toda parte.

Solugado:

Pelo teorema, devemos observar se as derivadas parciais existem para todos os pontos (no caso)

——(xy) = 3x*+3y
5y ) = 3x— 15y?

Vemos que ambas as derivadas sdo continuas em todo ponto (xg,yo) € IR?. Portanto a fungio
¢ diferencidvel em toda parte. m
No exemplo (3.5) a fun¢@o era uma fungdo polinomial, e em toda fun¢@o polinomial temos a

garantia que ela é continua V(xo, yo) € R?

(% +y*)senzs se(x,y) # (0,0)

Exemplo 3.6 Seja
0 se(x,y) = (0,0)

1) Encontre as derivadas parciais;
ii) Mostre que as derivadas parciais ndo sdo continuas no ponto (xo,yo);
ii1) Prove que a func¢do € diferencidvel em qualquer ponto.

i) Para encontrar as derivadas parciais, temos que fazé-lo em duas partes: No ponto (0,0) e para
um ponto (x,y) qualquer, temos:
af f(x70) —f(0,0) — Sen)?

—(0.0) =1 =1
8x(’) xIL% x—0 xgl?) X
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ou seja,
af ) 1
5(0,0) = igl(l)xsen; =0
Da mesma forma:
2l
P 0,y) — £(0,0 yisensy
9 0.0) = 1im LN =FO0) T vsent =0
dy x—0 y—0 y—=0 X y—0 y2

Desta forma obtemos o seguinte resultado para a derivada da funcao:

8_f(x y) = 2x senxziyz— xzzfyz COszleyz se(x,y) # (0,0)

” 0 se(x,y) = (0,0)
€

a_f(x y): 2y senxzjryz— xz%fyz Cosxzley2 se(x,y) 7é (070)
” 0 se(x,y) = (0,0)

ii) Tomemos o limite das derivadas parciais em pontos em que x = y, consideremos para efeito

de cdlculo, x =y =t¢. Assim obtemos:

of . 1 2 |
30) = Imdtsen s~
of 1 1
——(t,t) = lim2tsen— —lim—cos—
T ox 0 = ey i s
d d d
Portanto of ndo existe, uma vez que lim —f(t, t)# of (t,t) = 0 De forma anéloga, encon-
dx 1—0 dx dx

tramos que —— também ndo existe.

dy

iii) Bom, como a fun¢do é dada em sentencas, precisamos considerar duas possibilidades,
(x,y) = (0,0) e (x,y) # (0,0) Se (x,y) = (0,0) temos:

Flxo+ o+ k) — £ (x0,30) — 55 (x0,0)h — G (x0, 0)k

lim

(hk)—(0.,0) (R, k)|
(hz—H’cz)senth2 1
= 1 K~ lim VR2E2 i s
h0>00) VTR (1K) 0.0 * 1) 200) K2+

~~
a

b
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Note que o limite em (a) é igual a zero e em (b) temos uma fungio limitada. Portanto

; Flxo+hyyo+K) = £(x0,30) — 55 (x0,50)h — 5 (x0,0)k
1m
(hk)=(0.0) fEoll

Para um ponto (x,y) # (0,0) do R?, ndo teremos problema, pois as derivadas parciais sdo

continuas.

Desta forma, observamos que mesmo nao tendo as derivadas parciais continuas em todo ponto

(x,y) € R? obtemos que a funcio dada é diferencidvel em todo plano.

Exemplo 3.7 Determine o conjunto dos pontos em que a fun¢do abaixo é diferencidvel

Fxy) = xz)gyz se(x,y) # (0,0)

0 se(x,y) = (0,0)

Primeiramente, vamos verificar a continuidade das derivadas parciais para os pontos do R?:

( y(x2+y2)—xy2x B y(y2_x2) ol
%(Ly) _ (24272 ) (x,y) # (0,0)
\ 0 S€(X,y> = (070)
( x<x_2_y2) se X
é}i(x,y) = ey ) A 00
’ | 0 sey) = (0.0)

Observando as derivadas parciais ja percebemos que estas serdo continuas para todo ponto do
plano diferente de (0,0). Portanto em todos os outros a funcdo é diferencidvel. Vamos entdo

verificar a diferenciabilidade no ponto (0,0) verificando se o limite (6) é realmente igual a O:

af af

- fxo+h,yo+k)— f(x0,y0) — Z(x()uy())h - jy(xo,yo)k
(h,k)—(0,0) || (h, k)|
F(O+h,0+k)— £(0,0) — g—f(0,0)h — g—f(0,0)k
. X y
= Iim
(h,k)—(0,0) || (h, k)|
f(h,k) . hk 1
— im = lim .
(hk)—=(0,0) VA2 + k2 (hk)—=(00) VA2 + k2 Vh2 + k2

hk
lim
(hk)=(0,0) (h? + k?) Vh?> + k>
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Para h = k = t obtemos o seguinte resultado:

2
lim

t 1
Iim———= 1 —_—
1=02121/212  (hk)—(0,0) 24/2|t]
Podemos observar que a fungdo ndo é diferencidvel no ponto (0,0), uma vez que o limite vai
para o infinito.
Concluimos desta forma que o conjunto R? — {(0,0)} é o conjunto de todos os pontos em que

a funcgdo € diferencidvel.
3.3 PLANO TANGENTE E RETA NORMAL

Como comentado anteriormente, se uma fungéo f(x,y) é diferencidvel em um ponto (xo, yo)

de seu dominio, temos:

lim o =0
(hk)—(0,0) [ (B K|l

f(xo0+h,yo+k) — f(x0,y0) — 8—f(xoyyo)h— g—]yc(xo,yo)k

Fazendo na equacgdo acima, xo +h = x e yo+k = y chegamos a

d d
F10:3) = 50,30) = 51 (203005 =30) = 1 x0.30) 5 = 0)
)
(xv)’)_1>r(20>y0) H(xvy> - (-x)ay())H

De acordo com o exposto acima podemos aproximar o valor de f(x,y) fazendo:

1653 = 150:30) = 2 (50.30) 5 =30) = 2 (30.30) (5 = 30) = 0

De onde tiramos pela aproximagdo que:

d d
F329) = 10,30+ 51 (50.30) (r—30)+ 52 (50.30) (5= 30)

Chamando o segundo membro da equagéo acima de 7' (x,y) e o erro cometido por essa aproxi-

magdo de E(x,y), podemos dizer que:

fx,y) =T(x,y) +E(x,y)

onde

E
lim (x,y)

—0 )
(x)—=(ow0) 1| (X,¥) — (x0,0) ||
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O que se expde em (9) é que T'(x,y) é a tinica fungdo afim que aproxima f(x,y) com E(x,y)

que tende a zero mais rapidamente que ||(x,y) — (xo,y0)||, quando (x,y) — (xo0,y0).

Com base no que definimos anteriormente se a fungdo for diferencidvel no ponto (xg,yo),

fazemos a seguinte defini¢ao:
Definicdo 3.2 Seja f diferencidvel no ponto (xo,yo). O plano

0 0
z— f(x0,y0) = a—if(xo,yo)(x—xo) + a—]yc(xo,yo)(y —Y0)

denomina-se plano tangente ao grdfico de f no ponto (xo,yo, f(x0,¥0))-

zh

plano tangente

B

/ \ reta normal
* \

Figura 7: Plano Tangente

Observe que s6 definimos o plano tangente em (xg, yo, f (x0,Y0)) se a fungdo for diferencié-
vel nesse ponto. Se a fung¢do néo for diferencidvel em (xg,yp), mas admitir derivadas parciais
nesse ponto, entdo o plano em (3.2) exitird, mas ndo serd um plano tangente a superficie. Em

notacdo de produto escalar, o plano definido em (3.2) pode ser escrito da seguinte forma:
d d
(52 0,300 5 0300 1) [65:2) = G030, 7 3030)] =0

Segue entdo que no ponto (xg,yo, f(x0,y0)) 0 plano tangente é perpendicular a dire¢éo do

vetor

(g—ip(xoyyo)»g—]yc(xo,yo)y—g- (10)

A reta que passa pelo ponto (xo,yo, f(x0,Y0)) € € paralela ao vetor (10) denomina-se reta



41

normal ao gréfico de f no ponto (xo,yo, f(x0,Y0)). A equagdo desta reta é
d d
(x,,2) = (x0,¥0, (%0, ¥0) + 2 (a_ic(x()vy())v&_‘;‘(x()vy())a_l) A €R.

Exemplo 3.8 Seja f(x,y) = 3x’y —x. Determine as equagdes do plano tangente e da reta
normal do ponto (1,2, f(1,2)).

Solucdo: Note que
f(1,2) = 5
7z = 6xy—1
2 (x,7) Xy
a_y <x7y) = 3)62
Como a equagdo do plano tangente, com (xg,yo) = (1,2) é dado por:

=102 = Z0.2)6- 1+ F1.206-2

Temos que a equacgdo da reta tangente nesse caso €:
z=5=11(x—1)+3(y—2)

Para a reta normal temos:

(x,3,2) = (1,2, £(1,2) + A (%(1,2),%(1,2),—1)

ou seja,
(X,y,z) = (17275) +A‘ (11737_1))

xyz

——— se(x, 0,0
Exemplo 3.9 Seja f(x,y) = { x*+)? () 7 (0,0) . Mostre que o grdfico de f ndo
0 se(xy = (0,0)

admite plano tangente em (0,0, £(0,0)).

Solugdo:
De acordo com a defini¢do (3.2) para que a fungdo admita um plano tangente em um ponto, a
funcdo deve ser diferencidvel nesse ponto. Se provarmos entdo que a funcao ndo € diferencidvel

em (0,0) seguird que a mesma ndo admitird plano tangente nesse ponto.

Vamos primeiramente encontrar as derivadas parciais no ponto (0,0):
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af - . f(xa())_f(()ao) 13 0 _
3_?(070) ) ’%f(o 5770 0)—)5%%—0
YJ o . YY) — ) — Tim — —
3y(0’0) R R— =y =0

Para verificar a diferenciabilidade, tomemos o limite (6), analisando se seu resultado é

realmente igual a zero:

' f(x0+h,yo+k)—f(xo,yo)—g—i(xo,yo)h—g—;c(xo,yo)k
i To0 20l
F(0+h,04k) — £(0,0) — g—i(0,0)h - g—J;(o,O)k
B (h,kmo,O) [[(h k)|

hk?
lim
(hd)—=(0,0) (h? + k?)V h* + k?

Tomando o limite com (h,k) — (0,0) por dois caminhos diferentes encontramos:

Seja C; o caminho que faz o ponto tender a zero por 2 = 0. Se assim for temos que

lim 0.4
k=0 (k2)V/k2

Por outro lado tomemos o caminho C; que faz tender a zero pela reta & = ¢. Assim teriamos:

K K 1

Iim—m——=lim — = ——
k—0 2/@@ k—0+ 2k3\/§ 2\/§

Nota-se entdo que o limite ndo existe, pois tomando-o por dois caminhos diferentes os
resultados ndo foram iguais. Logo a fun¢do ndo é diferencidvel no ponto (0,0) ndo admitindo

plano tangente no mesmo. =

3.4 DIFERENCIAL

Para uma funcdo de duas varidveis, z = f(x,y), definimos os diferenciais denotados por
dy e dy como varidveis independentes; ou seja, podem ter qualquer valor. O diferencial obtido
em z denotado por d; € chamado de diferencial total. Observe graficamente os acréscimos em

uma fun¢do de duas varidveis:

Consideremos uma fung¢do f(x,y) diferencidvel em um ponto xg, yo € a transformacao linear

L :R?> — R dada por:
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) (x0+h,}’0+k,f(x0,-}’0)
z= flx, y) /

(0,0 f(x0,y0)

(JC() +h,yo+k 0)

x0,Y0, 0) k=dy

Plano tangente

Figura 8: Diferencial em R>

0 0
£,k = 5 (a0, v+ a—Jyt(XOJo)k (11)

Afirmamos, pelo visto anteriormente que L(h, k) é a tinica transformagio linear de R? em R que

aproxima o acréscimo

f(xo0+h,yo+k) — f(x0,¥0)

com erro E(h,k) tendendo a zero mais rapidamente que ||(h,k)||, fazendo com que possamos

afirmar que

d 0
f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) = a—i(xo,)’o)h + 8—§(x0,y0)k+E(h,k)

L(hk)

Com
E(h,k)

lim —— —
(hk)—(0,0) || (B, k) |

Desta forma, dizemos que a transformacdo linear L dada em (11) é chamada de diferencial de f

0

em (x0,Y0)-

. d d )
Sef T/(v) = f(50.30) + 5 (4.0) (= 0) + 57 (50.30) (= 30). Sabermos que o grifico
de T € o plano tangente ao grafico de f no ponto ((xop,yo), f(x0,Y0)). Fazendo x =xo+h e

y = yo + k Obtemos:
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d d
T(x,y) = f(XO,yo)Jra—f:(xo,yo)(x—xo)+a—]yc(x0,yo)(y—yo)
d d
T(xo+h,yo+k) = f(XO,yo)Jra—ic(XO,yo)(XOJrh—XO)+a—]yc(XO,yo)(yo+k—yo)

0 0
T(xo+h,yo+k) = f(xo,y0)+ a_‘i(x(),y())h_F a—ch(Xo,yo)k

0 0
T (xo+h,yo+k) — f(x0,y0) = a—j:(xo,yo)}H' a—ic(xoy)’o)k

L(h.k)

/

Assim, podemos interpretar a tranformacao L(h,k) como sendo a variagéo que sofre o plano 7,

quando se passa do ponto (xg,yp), ao ponto (xo+ &, yo +k)

Por outro lado, f(xo+ h,yo+k) — f(x0,y0) € a variagdo da fungdo f quando esta passa do
ponto xp,yo para o ponto (xo + /,yo + k), 0 que nos permite escrever:

0 0
f(x0+h,y0+k) — f(x0,y0) = a—j:(xo,)/o)lﬂ' a—JyC(Xo,yo)k

e essa aproximagdo fica cada vez melhor a medida que os mddulos de & e k ficam cada vez
menores.
. . af af : :
Muitas vezes, nos referimos a 8_(x0’ yo)h + 8_(x0’ yo)k como a diferencial de f no ponto
X y
(x0,y0) relativo aos acréscimos /4 e k. Assim se tivermos uma fung¢ao z = f(x,y) dizemos que
a diferencial da fungdo para um ponto (x,y) qualquer é denotada por dz e descrita da seguinte

forma:

d d
dz= a—f:(x,y)dxﬂL %(x,y)dy (12)

Utiliza-se o simbolo Az para representar a variagdo em f quando se passa do ponto (x,y) para
(x+dx,y+dy), ou seja:
Az = f(x+dx,y+dy) — f(x,y)

Assim, como a aproximagao vai ficando cada vez melhor ao diminuirmos os médulos de dx e dy

podemos dizer que Az = dz

Exemplo 3.10 Seja z = x%y

a) Calcule a diferencial
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b) Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para a variacdo Az em em z,

quando se passade x =ley=2parax=1,02ey=2,01

¢) Calcule o erro cometido na aproximagdo acima.

Resolucao

d
a) a—ip(x,y) = 2xy

d
Ty =2

assim dz = 2xydx +x’dy
b) Az = dz ou Az = 2xydx + x*dy , fazendo x = 1,y = 2,dx = 0,02,dy = 0,01 resulta que
Az=0,09

¢) Az = (x+dx)*+ (y +dy) — x>y = (1,02)%(1,01) —2 = 0,091204 (valor exato). O erro co-
metido na avalia¢io acima € de 0,001204.
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4 APLICACOES

Visto um pouco da teoria sobre a diferenciabilidade,vamos agora por meio de exemplos
praticos, estudar algumas aplicacdes que utilizam tais conceitos. O estudo sobre as taxas de
variagdo, se fazem presentes em diversas situagdes. Na maioria das vezes utilizam-se equacoes
com essas taxas, equagdes estas chamadas de “Equacdes diferencias”. No nosso caso atentemo-

mos as taxas dadas por acréscimos nas varidveis em estudo.

Ao estudarmos tais acréscimos vimos que podemos aproximar o valor da variacao por meio

da equacao diferencial exata:

_df af
dz= g(x,y)dﬁr a—y(x,y)dy

E essa representacdo pode ser ainda estendida para funcdes de mais varidveis, basta apenas
considerar os acréscimos dados para cada uma delas. Matematicamente podemos escrever a

equacao diferencial para n varidveis como segue:

af af af
dZ — a_xl(xlu'” 7xn)dx1 +a_x2(-x17'” 7xn>dx2+"'+ aXn (-xla" : 7xn)dxn
Em que (x1,---,x,) € um ponto do dominio da fung@o e dx; - - - dx, sdo os acréscimos feitos em

cada uma da variaveis.

Com tais consideragdes, vamos agora aos exemplos, retirados basicamente de trés livros:
(GUIDORIZZI, 2001b), (LEITHOLD, 1994), (STEWART, 2005b).

Para facilitar a compreensao, veremos separadamente as aplicagdes para cada area.

4.1 APLICACOES EM CALCULOS NUMERICOS

Vejamos alguns exemplos de aplicacdo da diferencial para operacdes numéricas. O intuito
de utilizar os acréscimos € evidentemente facilitar cdlculos que aparentemente sao de dificil

resolucdo.
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Exemplo 4.1 Utilizando as diferenciais, calcule o valor aproximado de (1, 01)2’03

(GUIDORIZZI, 2001b)

Para utilizarmos as diferenciais, vamos primeiro definir uma funcdo f que dependa de dois

valores, um deles € a base e o outro o expoente. Assim a funcdo f pode ser escrita como:

flxy) =%

Para 0 nosso caso, como o intuito é calcular (1,01)%9, podemos considerar o ponto (1,2) do
dominio da funcdo e um acréscimo de 0,01 para a varidvel x e um acréscimo de 0,03 na varidvel

y, e representaremos por: dx = 0,01 edy = 0,03.Vejamos que em:

_df of
dZ—-gz(xoﬁdx%-5§(xo0dy

dz representa o acréscimo aproximado quando passamos do ponto (1,2) para o ponto (1,01;2,03)
desta forma, podemos calcular f(1,01;2,03) fazendo f(1,2) +dz.

Como f(1,2) = 12 = 1, basta calcularmos dz:

Uiy = ot =20 - 2
f f

=—(xy) = Xlnx ==-(1,2) = 0

dy dy
Assim,
af af

dz = = dx+ == d
z ax(xoﬁ x%-ay(xod y
dz = 2.0,0140.0,03
dz = 0,02

Portanto,

(1,01)203 = 140,02 =1,02

Exemplo 4.2 Utilizando diferenciais, calcule o valor aproximado de /(0,01)2 + (3,02)2 + (3,97)2
(GUIDORIZZI, 2001b)

Nesse exemplo, vemos que € apropriado considerarmos um func¢ao de trés varidveis, pois a raiz

quadrada contém trés valores. Assim podemos tomar a fungdo w = f(x,y,z) representada por:

f(x,3,2) = Vx> +y?+ 22

e centremos ainda no ponto (0,3,4) por ser préximo dos valores da expressdo. Assim o valor

da expressdo 1/(0,01)2+ (3,02)2+(3,97)2 pode ser aproximado por f(x,y,z) +dw, onde dw
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é a diferencial da fun¢do quando a mesma passa de (0,3,4) para (0,01;3,02;3,97). Antes de

iniciar o célculo vejamos que dx = 0,01, dy = 0,02edz = —0,03 e ainda:
(a—f(xyz) =1 = - = a—f(o34) = 0
3)6 e 2 /2 y2422 /x24y2 472 gx T

f _ 1 2y _ y f - 3

gy (x,3:2) 2. /2242 SR+ — gy (0,3,4) = 3

f 1 2z z f 4

s - 12  _ __z 'l 4) = 4

\ Jz (x:3,2) 2\ /324y 42 Va2t 4y2 422 - 27 (0,3,4) >

Calculando a diferencial temos:

of of

d
dw = =—(x,y,z)dx+ =—(x,y,2)dy+ f

- d
ox dy dz (x,3,2)dz
3 4
dw = 0.0,01+7.0,02+2.(-0,03)
3
dw = _ﬁ
Tendo em vista que f(0,3,4) = v/32+42 = 5 vemos que:

V(0,012 4(3,02)2 4 (3,97)2 25— Sog 4988

4.2 APLICACOES ENVOLVENDO GEOMETRIA

Na geometria trabalhamos com diferentes relagdes a respeito de variacdes. Relagdes de
area, volume entre outras. Vejamos alguns desses exemplos que podem ser trabalhados usando
a diferencial. Vale ressaltar que em todas as fun¢des tomadas o leitor deve subtender que estas
sdo diferencidveis no dominio em que o acréscimo € feito, o que permite “enfrentarmos” a

situacdo por meio das diferenciais.

Exemplo 4.3 Um dos dos catetos de um tridngulo retdngulo é x = 3 e o outro, y = 4. Calcule
um valor aproximado para a variagdo Az na hipotenusa z, quando x aumenta 0,0lcm e y
decresce 0,1 cm.

(GUIDORIZZI, 2001b)

Como sabemos todo tridngulo retingulo obedece ao teorema de Pitdgoras: hip? = cat? + cat?.
Com isso podemos definir a fun¢do que nos d4 a medida da hipotenusa em func¢do dos catetos x

€ y como seguce:

2= fxy) = Va2 +y?
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As variacOes dadas nos indicam que dx = 0,01 e dy = 0, 1. Calculando as derivadas parciais

af 2x _ X af

—(x,y) % — = a5 — =-(34) = %
em relacdo 4 x e y, obtemos: g;ﬁ x22+y2 o g;cf
S N | 2
Jy (x;y) 2. /212 /32132 - ay (3 4) 5
Donde obtemos:
of of
dz = == dx+ = d
z 5, (0 y)dx+ R (x,y)dy
3 4
dz = —-.0,01+—-.(-0,1
Z 5 ) + 5 ( ? )

dz = —0,074cm
Vimos entdo que com a variagdo feita nos catetos a medida da hipotenusa diminui 0,074 cm

Exemplo 4.4 A altura de um cone é h = 20cm e o raio da base é r = 12cm. Calcule um
valor aproximado para a variacdo AV no volume quando h aumenta 2mm e r decresce 1 mm

(GUIDORIZZI, 2001b)

Definimos a fun¢do que nos d4d o volume em fun¢do do raio e da altura do cone da seguinte

forma: )
wreh
hor) =
v( 7r> 3
A altura e raio do cone eram respectivamente 20e 12 cm e as variagdes nos indicam que dh =
0,2cm e dr = —0,1cm. A variagdo sofrida no volume com os acréscimos apresentados pode
ser aproximada por dz. Calculemos entdo as derivadas parciais:
2
: = 3 L (20,12) = 48memd
2717 h
o (hry = 3r f (20,12) = 160mem?
Assim o acréscimo aprox1mad0 no volume ¢ calculado como:
af af
dv = h,r)dh+ —=—(h,r)dr
v = SH(hndh+ S )

dv = 4871.0,2+1607.(—0,1)

dv = —6,4wcm’

Portanto vemos que com as variacdes no raio e na altura do cone seu volume diminuiu 6,4 wcm?.

Um detalhe importante é que se quisermos verificar o quao préximo o nimero encontrado estd
do real, basta calcular o volume com o raio antigo e o volume com as alteragdes no raio e altura

e entdo fazer a diferenca entre os valores.

Exemplo 4.5 Uma caixa de forma cilindrica é feita com um material de espessura 0,03m. As

medidas internas sdo: altura 2m e raio da base 1m. A caixa é sem tampa. Calcule um valor
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aproximado para o volume do material utilizado na caixa.

(GUIDORIZZI, 2001b)

O volume do material consta do acréscimo no raio e na altura do cilindro. Sendo tal acréscimo
igual a 0,03m podemos afirmar que dr = dh = 0,03m.

A fungdo que fornece o volume de um cilindro em fung¢do do raio (r) e da altura (h) € dada por:

V(r,h) = nr’.h

Desta forma, como o raio e a altura do cilindro sdo respectivamente iguais a 1me2m vamos

calcular a diferencial no ponto (1,2). Calculemos entdo as derivadas parciais em relagdo a re h:

d d
g—{(r,h) = 2nrh — g—]:(l,z) = d4n
—z(r,h) = o’ - a—f(l,z) =
Calculando dV obteremos o volume aproximado de material usado:
of of
dV = W(r,h)dr—l—%(r,h)dh

dv = 471.0,03+7.0,03

dv = 0,151mcm’

Exemplo 4.6 Um recipiente fechado na forma de um solido retangular deve ter um compri-
mento interno de 8m, uma largura interna de Sm, uma altura de 4 m e uma espessura de 4cm.
Use diferenciais para aproximar a quantidade de material necessdrio para construir o recipi-
ente.

(LEITHOLD, 1994)

O Volume nesse caso pode ser definido como o acréscimo dado pela espessura do recipiente
que no caso € de 4 cm ou 0,04m. Com tal espessura, € facil verificar que o acréscimo em todas
as dimensdes da caixa serd de 0,08m. Logo chamando de ¢ o comprimento, / a largurae i a

altura temos que dc = dl = dh = 0,08m.

O volume da sélido é dado por:
Ve, h) =c.l.h

Donde obtemos:



51

of of
C

§ 7lah = ch — § 854 = 32
f f854):40

Por d1ferenc1als temos entiao que o volurne aproximado de material é:

_of of of
dv = 5 —(c,l,h)dc+ = 3 (c,l,h)dl—i—%(clh)dh

dv = 20.0,08+32.0,08+40.0,08

of

(c,l,h) = Ih — =2(8,54) = 20

c,l,h) = ¢ —

dv = 7,36m>
4.3 EXEMPLOS NA FiSICA

Na fisica, sdo varios os exemplos que podemos citar envolvendo taxas de variagdo. Nem sempre
a tarefa de modelar tais situacdes € uma tarefa facil, na maioria das vezes tal trabalho s6 €
possivel tomando mao de toda teoria sobre equagdes diferenciais. Em casos particulares em
que as taxas de variacao estdo bem definidas na forma de acréscimos, podemos utilizar, como
feito nos exemplos dados anteriormente, a diferencial da funcdo. Aproximando o efeito sofrido

pela mesma de acordo com o acréscimo dado em cada variavel.

Separamos entdo alguns exemplos para analisarmos.

2
Exemplo 4.7 A energia consumida num resistor elétrico é dada por P = ?watts. SeV =

100volts e R = 100hms, calcule um valor aproximado para a variacdo AP em P, quando V
decresce 0,2 volt e R aumenta 0,01 ohms.
(LEITHOLD, 1994)

As medidas fixas dadas no exemplo nos fornecem, em funcdo de V e R o ponto do dominio
(100,10). As variacdes nas varidveis V e R nos indicam que dv = —0,2voltedr = 0,01 ohms
. Para encontrar o valor aproximado da variacao sofrida pelo consumo de energia no resistor,
tomemos a diferencial da funcao no ponto citado com seus respectivos acréscimos. Calculemos

primeiramente as derivadas parciais:

of _ of 2100
g(v,ze) = ?Vz — g‘;(100 10) = o = 20
SeVR) = (—5) = =2(100,10) = —— = —100

Calculando a diferencial obtemos:
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_of af
dP = =7(V.R)dV + 5 (V.R)dR
dv = 20.(—0,2)—100.0,01

dv = —Swatts
Notamos entdo, que com as variacdes em V e R, o consumo de energia do resistor caiu 5 watts.
Exemplo 4.8 A gravidade especifica s é dada pela formula
A

A-W

onde A é o niimero de quilogramas no peso do objeto no ar e W é o niimero de quilogramas no

S =

peso do objeto na dgua. Se o peso de um objeto no ar é de 20 quilogramas com erro possivel
de 0,01 quilogramas e seu peso na dgua é de 12 quilogramas, com um ero possivel de 0,02
quilogramas, ache, aproximadamente, o erro mdximo possivel no cdlculo de s a partir dessas
medidas. Ache também o erro mdximo relativo possivel.

(LEITHOLD, 1994)

O erro maximo em s pode ser estimado pela diferencial da fun¢cdo no ponto em que A=20 e
W=12. Temos no exercicio que as variacdes em A e W sdo: dA = 0,01kg e dW = 0,02kg. O
calculo € entdo andlogo aos feitos nos exercicios anteriores. No entanto vimos que além do erro
maximo € pedido o erro relativo. O erro relativo € encotrado se dividirmos o erro pelo valor real

20
dado por: 5(20,12) = 5= =2,5.

Inicialmente, calculemos as derivadas parciais no ponto (20,12):

af W af 12

- _ ' - = = _3
3A(A W) = —aTwe aaA(20,12) = -3 = 1
f _ A f _ 20 s
AW = (o) = 1010 = & =

Calculando a diferencial obtemos:

of of

ds = AW)dA+ —(A,W)dW

s aA( ) +aw( )

dv = —3001+ > .0,02
16 16

dv = @waﬁs

Esse valor € entdo o erro maximo que pode sofrer a varidvel s com os acréscimos dados.
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O erro relativo é dado por:
I
eretaiivo = 7 5 = 000175

Dizemos entdo que o erro percentual relativo é de 0,175%

Exemplo 4.9 A pressdo, o volume e a temperatura de um mol de um gds ideal estdo relaciona-
dos pela equacdo PV = 8,317, onde P é medida em quilopascals, V em litros e T em kelvins.
Utilize diferenciais para determinar a variagdo aproximada da pressdo se o volume aumenta
de 12L para 12,3L e a temperatura diminui de 310K para 305K.

(STEWART, 2005b)

Solucao:
Como buscamos a variagdo da pressao, pordemos expressar a féormula acima deixando a pressao
dependende da temperatura T e do volume V. Fazendo isso obtemos a fung¢ao:

8,317
%

P =

A variagdo em V foi de 0,3L, ou seja dV =0, 3. J4 a temperatura diminuiu 5K, logo dK = —5k.
Para utilizar as diferenciais para determinar a variacdo da pressdo com o acréscimo em V e o
decréscimo em T, vamos primeiramente calcular as derivadas parciais no ponto (12,310):

af 8,31T af 8,31.310

T) = — 12,310) = ———— = -0,25
qVv. v Ve 7 8V( ) 122 2 Calculando
of V.T) = 8,31 — af(lZ 310) = 8,31 = 00,6925
_ T( ) = _ OR N 12 -
a diferencial temos o seguinte resultado:
af of
dP = V., T)dV + == (V,T)dT
dv = —-0,259.0,340,6925.(—5)
dv = —3,54quilopascal

Exemplo 4.10 Se R é a resisténcia equivalente de trés resisténcias conectadas em paralelo,

com valores Ry, Ry, e R3, entdo
1 1 1 1

R R R R
Se as resisténcias medem em ohms Ry = 25Q Ry = 40Q e R3 = 50Q com precisdo de 0,5% em

cada uma, estime o erro mdximo no cdlculo da resiténcia equivalente de R (STEWART, 2005b)

Para encontrar o diferencial para a resiténcia equivalente, vamos escrevé-la como fungdo das



trés resiténcias conectadas em paralelo.

11 N 1 N 1

R R, R, Ri

1 RR3+RIR3+RiRy

R R\R>R;
R\R>R

R — 1213

(R2R3+RiR3+RiR»)

Calculando as derivadas parciais em relag@o as varidbeis Ry; R,, e R3 obtemos:

af _ RyR3(RyR3+ RiR3+ R1R2) — RiRyR3(Ry + R3)
R, (RoR3+RiR3+RR»)?

8f B RoR3 (R2R3 +RiR3+R|R) —R|R3 —R1R2)
oR; (R2R3+RiR3+ R R;)?

af (RyR3)?

OR;  (RR3+RR3+RR,)?

aIf RoR;3 :

oR, <R2R3 +RiR; +R1R2>

De forma andloga, encontramos:

of ( RiRs )2
oR, RoR3+R{R3+RR,

aif ( RiR; )2
J0R3 RoR3+R{R3+ R R,

As derivadas parciais no ponto (25,40,50) em relagdo a R}, Ry e R3 sdo respectivamente:

af 50.40 2

22 (25,4 =0,2214
8R1( 3,40,50) (40.50.+25.50+25.4o) 0,22145
of 25.50 2

=2 (25,40,50) = =0,0865
8R2< ,40,50) (40.50.+25.50+25.4o> ’

of 25.40 2

22 (25,4 = =

aR3( 3,:40,50) (40.50.+25.50+25.40> 0,05536
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Para aproximar o erro maximo da resisténcia equivalente, utilizamos a diferencial dR dada por:

d d d
dR = a—I{](Rsz,Re.)de + a—I{z(Rl,Rz,Rz.)dRz + a—lé(Rl,Rz,Rs)dRs

De onde obtemos:

dR = 0,22145.0,005+0,0865.0,005 +0,05536.0,005
dR = 0,0018Q
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5 CONSIDERACOES FINAIS

E possivel perceber no desenvolvimento da teoria sobre as derivadas, que de forma inde-
pendente varios matematicos de diferentes épocas fizeram suas consideracdes sobre o tema ao

estudarem grandezas varidveis em diferentes campos da ciéncia.

Newton e Leibniz sdo os mateméticos que mais se dedicaram no aperfeicoamento da teoria
sobre a derivada, sendo considerados por muitos, como os criadores do célculo. No entanto,
ambos tiveram seus estudos subsidiados por resultados encontrados por Pierre de Fermat, res-
ponsavel por algebrizar o cdlculo. O fato da derivabilidade tratar de taxas de variacdo, fez
com que o tema fosse muito bem aceito por outras ciéncias, permitindo que sua expansao fosse

potencializada e disseminada por vdrias dreas.

Ao estudarmos a diferenciabiliadade para funcdes de uma varidvel, percebemos sua impor-
tancia ao nos ser permitido o estudo da fun¢do de uma curva qualquer, aproximando tal func¢do,
em um determinado ponto, por meio de uma reta, denominada reta tangente. Alids, dizemos
que em R a derivada nada mais é do que a inclinacao da reta tangente ao ponto. Com tal fun-
cionalidade, ou seja, por simplificar o estudo da curva utilizando uma reta, problemas de dificil
andlise passaram a ser simplificados pelo estudo da derivada. No caso em que as fun¢des dadas
dependem de duas varidveis, a diferenciabilidade nos permite, tomando as derivadas parciais
para cada varidvel, encontrar os eixos que sdo base para um plano tangente a superficie em um

dado ponto do dominio.

No presente trabalho, buscamos a abordagem da teoria sobre diferenciabilidade, de uma
forma esclarecedora e que propiciasse, mesmo ao leitor menos engajado no assunto, uma visao
motivadora sobre o tema, sem perder no entando, o rigor matemaético exigido para tal propdsito.
Os teoremas trabalhados, podem ser encontrados na maioria dos livros que tratam do assunto.
Procuramos em cada um deles, detalhar os passos das demonstra¢des apresentadas e exemplos

que enriquecem os teoremas dados.

Ao interpretarmos a derivada como uma taxa de variacdo, evidenciamos sua aplicabilidade

em diversos campos da ciéncia: o fisico pode utilizar as derivadas para definir a velocidade no



57

movimento retilineo; o bidlogo usa a derivada no estudo da taxa de crescimento de bactérias; o
quimico analisa a variagdo em uma determinada reagdo quimica; o economista estuda conceitos
marginais tais como a receita marginal ou custo marginal e assim por diante. No capitulo 4,
utilizamos as diferenciais para alguns exemplos praticos em diferentes areas, buscando reforgar
a teoria estudada. Em tais exemplos, utilizamos equagdes diferenciais que nos permitiram fazer
uma andlise consistente e simplificada da situacdo e que assim, ratificaram os objetivos do

trabalho.
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APENDICE A - PROPRIEDADES DE LIMITE

Sejam f,g:ACR—ReceR. Se lim f(x) =1 €Re hmg() m € R, temos:

) lim (f(0)+8(x) =1 +m;
ii) xli)n; (cf(x)) =cl;

iii)  lim (f(x) —g(x)) = —m
) lim (f(x)g(x)) = Im;

v) Sem # 0 entdo xlgg (%) = é

Das propriedades acima decorrem um resultado importante que vamos utilizar no trabalho,

que trata do produto entre os limites de uma funcao limitada por outra que tem limite nulo.

Enunciamos primeiramente o lema:

Lema A.1 Se uma sequéncia de pontos (a,) converge para 0 e a sequéncia (b,) € limitada,

temos que ayb, — 0

Demonstracao:

De fato, como (by,) é limitada, 3¢ > 0 tal que |b,| < ¢,¥n C N. Como a, é convergente e
lima, = 0, podemos encontrar ng € N tal que n > ny = |a,| < £.

Assim,

n>ng = |apby| = |ay||by| < £.c=€.

Portanto, a,b, —0 =

Teorema A.1 Se lirr(l) f(x) =0 e g é limitada numa vizinhanga de a, tem-se lim f(x).g(x) =0
X— Xx—a

Demonstracao:

Se tomarmos as fungdes f,g : A — R, temos que para qualquer sequéncia de pontos x,, €

A —a, com lim x,,, existe uma vizinhanca V de a e uma constante ¢ tal que |g(x)| < ¢ para todos
xX—a
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x € V, entdo como x,, € V, para n suficientemente grande, a sequéncia g(x,) é limitada. Assim,

do lema anterior podemos afirmar que lim f(x,)g(x,) = 0 pois lim f(x,) =0. =
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