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RESUMO

SCHEMMER, Rosangela. ITODOS DE INTERPOLAGO POLINOMIAL. 93 f. Monogra-
fia— Programa de@3-graduago em Materatica, Universidade Tecnmjica Federal do Paran
Campo Mouéo, 2013.

Neste trabalho apresentamos alguretados de interpol@p polinomial dentre eles temos,
Interpola@o de Lagrange, Newton, Hermite, Inversa, Spline Linedm&Quadatico e Spline
Culbico a utiliza@o destes gtodos consiste em determinar amico polirbmio de grawn que
passa pelos+ 1 pontos dados. Este pafimio en&o, fornece umadimula para se calcular
valores intermedirios.Sendo apresentados defieig e aplicailes de exeiicios com o audio
de programas computacionais como Visualddlo Nurrerico-VCN, Maple e Geogebra.

Palavras-chave:spline, interpolago, Visual Gilculo Nungrico - VCN



ABSTRACT

SCHEMMER, Rosangela. Title in English. 93 f. Monografia — Protaale Bs-graduago em
Matenatica, Universidade Tecnmjica Federal do ParanCampo Moudo, 2013.

We present some methods of polynomial interpolation ambemthave, interpolation La-
grange, Newton, Hermite, Reverse, Spline Linear, Quadeatet Cubic Spline Spline using
these methods is to determine a single polynomial of degrpassing througm + 1-point
data.This polynomial then provides a formula to calcula®ies intermedirios.Sendo pre-
sented definitions and applications with exercises aid afijzdger programs such as Visual
Numerical-VCN, Maple and GeoGebra.

Keywords: spline interpolation, Visual Numerical Calculus - VCN
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1 INTRODUCAO

A interpolago & uma écnica antiga e dsica do alculo nungrico. Antes do advento da
computa@o, a interpolago era largamente utilizada paraaaulo dos valores de fues trans-
cendentes. Em geral po$sios $ uma tabela com valores de tais féieg par certo conjunto
de argumentos e quando era neédsso @lculo de algum valor o tabelado, recdamos
a interpolaéo. Hoje a interpoldp de fund@o rao é utilizada para estes fins, pois mesmo as
calculadoras mais simples nagados valores dentro do donio de defini@o de tais funges.

Entre tanto, a teoria da interpoag rio perdeu sua imp@mcia por quee a base de
varios algoritmos nu#gricos, entre 0os quais o da diferen@agda quadratura, da integéac
de equages diferenciais e ddatculo das rezes de equdies.

Atualmente a interpol@pé muito utilizada para outros casos ordealmentedcil calcu-
lar o valor da fun@o ou ainda quandcam conhecemos a exprassda fun@o, mas pos$mos
um conjunto de valores que em gerabsobtidos atra&s de experimentos. Neste trabalho
trataremos somente da interp@agcom polidmios, istoé, do problema de aproximar uma
funcdo f(x) por um poliromio P,(x) de grau menor ou igual B, tal quePy(xx) = f(X),
k=0,1,2,---,n, onde ogn+ 1) pontos(xx, f (xx)) sdo conhecidos. A aproximag de fundes
por polifbmiosé uma das idias mais antigas da alise nunérica, e ainda uma das mais usa-
das. E bastante4cil de entender por que @z isso acontece. Os pdiimios o faciimente
compufiveis, suas derivadas e integraéd® siovamente poldmios, suas fiaes podem ser en-
contradas com relativa facilidade. Portagtgantajoso substituir uma fuaig complicada por
um polinbmio que apresente. Alem disso temos o teorema de Weiertrassafirma “toda
funcao continua pode ser arbitrariamente aproximada por um@uip”. A simplicidade dos
polinbmios permite que a aproximig polinomial seja obtida deavios modos, entre os quais
podemos citar: interpola@g, metodo dos rmimos quadrados oscukag, ninimo-maximo. Ve-
remos neste trabalho como aproximar uma &mgsando @todos de interpol@p polinomial.
Tais métodos 80 usados como uma aproxirdacpara uma furép f(x), principalmente nas
seguintes situdes



a) nao conhecemos a exprassandtica def(x), istoé sabemos apenas seus valores em alguns
pontosxg, X1, X2, -+ (est situa@o ocorre muito frequentemente nafica, quando se
trabalha com dados experimentais) e necessitamos manigula como por exemplo,
calcular seu valor num ponto, sua integral num determinaigovialo.

b) f(x) extremamente complicada e deidifmanejo. Erfio,as veze& interessante sacrificar
a preci&o em bené€io da simplifica@o dos élculos.



2 INTERPOLAC AO LAGRANGE

Dadosn+ 1 pontos distintos queremos determinar um tiio interpolador de grau me-
nor ou igual an.

Teorema 2.1 Seja(x;,yi), i =0,1,2,...,n, n+ 1 pontos distintos, isté % # X;. Existe uninico
polindmio A(x) de grau menor ou igual a n, tal qug®) = y;, para todo i. O politdtmio RX)
pode ser descrito na forma:

P(X) = ap+aix+ax+ax+ ...+ anx”

n 2.0.1
= P(x) = Z)aix' ( )
i=
O polindbmio RAx) & no néximo, de grau n, sea# 0 e, para determié-lo, deve se conhecer
os valores de@ay, ...,ah. Como R(x) coném os pontosx;, y;), onde i=0,1,2,3,...,n pode-se
escrever quefx) =y;. Com isso temos:

’

ao+aXo+axd+--+ax) = Yo
ap+axit+axi+-+anx] = yi
Q+aXe+aXst - +anx] = yo . (2.0.2)

ao+aXn+axi+--+axd =y,

\

Resolvendo o sistema (2.0.2), determinamos o ailia Ry (x). Para provar que tal polibmio
e lnico, basta que mostrar que o determinante da matriz

1 x X .. X
A= 1x x5 - x5 |, (2.0.3)
(1% G o

dos coeficientes das iagnitas do sistema diferente de zero. Mas o determinante da matriz A
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€ conhecida combeterminante de VandermondelaAIgebra Linear, sabe se que seu vador
dado por:

detA = [](x—x)) . (2.0.4)

i>]

Como x # Xj, parai# j vem que:

detA £ 0 . (2.0.5)
Portanto, Rx) & Gnico.
2.1 FORMULA DE LAGRANGE
SejaP,(x) o polindbmio de grau menor ou igualraque interpolaf (x) emXg, X1, ..., Xn.

Podemos representar o pobmio interpolador por
P(X) = Yolo(X) +y1L1(X) +Y2L2(X) +YsLa(X) + ... +Ynkn(X) , (2.1.6)
onde os polibmiosLg(x) sdo de grawn. Para cad@ queremos quB, () = Vi, Ou seja

Pa(X) = yolo(X) +YyiL1(X) +y2L2(X) +Yy3La(X) + ...+ YnLn(X) = Vi - (2.1.7)

A forma mais simples de satisfazer esta coadi

0 se k # i
Lk(Xi) = . 2.1.8
) { 1 sek =i ( )
Para isso, definimds,(x) por
(X=X0) (X =X1) (X =%2) (X—=X3) ... (X=X 1) (X = Xk11) - - - (X— Xn)

L (X (2.1.9
) (X —X0) (X — X1) (X — X2) (X — X3) - - - (X — Xk—1) Xk — Xkr1) - - - (X — Xn) ( )
E facil verificar que

Lx(x) = O k '
(%) sek# 1 (2.1.10)
Li(xx) = 1 se k = i
Como o numerador dg,(x) € um produto d& fatores da forma
(x=x) , i=01,...,n , i#k, (2.1.11)

enfoLy(x) &€ um polidbmio de grawn e, assimR,(x) &€ um polidmio de grau menor ou igual a
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n. Alem disso, para = x;, tal quei =0,...,ntemos

Pix) = > wb(x) = yiLi = yi. (2.1.12)
k=0

Portanto, adrmula de Lagrange para o pdimio interpoladog dado por

PhX) = ) Wlkk(X) , (2.1.13)
k=
onde
. |E| k(X—XJ)
Le(x) = 7 . (2.1.14)
N —Xj)
j=0, ]k

Exemplo 2.1 Dados 0s ponto$x, f(Xp)) e (x1, f(x1)) use a brmula de Lagrange para obter
o polindbmio interpolador. A interpolago por dois pontog chamada Interpolap Linear.

Solugao: Usando adrmula de Lagrange, temos

Pi(x) = Yolo(X) +yiL1(X) > (2.1.15)
onde
_ (x=x)
Lo(x) = %o —x1) (2.1.16)
e
L = X=X (2.1.17)
(X1 —Xo)

Substituindo na equag (2.1.15), obtemos

(X—x1) n (X—Xo)
(Xo—x1) >t (x1—Xo)

Pi(X) = Yo : (2.1.18)

ou ainda,

Yo(X—X1) +y1(X—X0)

P]_(X) (X]_ — Xo)

(2.1.19)

queé exatamente a equag da reta que passa pdxo, f (Xo)) e (X1, f(x1)).

Exemplo 2.2 Dada a fun@o f(x) = sen(x). Determine o valor aproximado para(f7/2) a
partir da interpolago de Lagrange no intervald, 2], observando a Tabela 2.2
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Tabela 1:
x| f(x)
0| 1]0,8415

1| 20,9093
Fonte: Autoria pr opria.

Solucao: Pela forma de Lagrange, temos

PX) = yolo(X)+yiLi(X), (2.1.20)
onde
Lo(X) = ((x);_—);11)) _ E’l(:g = x+42 (2.1.21)
e
L = X=X (X:l) — x—1. (2.1.22)

Substituindo (2.1.21) e (2.1.22) no pdmio de Lagrange dado pela equax(2.1.20),
obtemos

Pi(X) = yolo(X)+yiL1(X)
= Pi(X) = 0,8415—x+2)+0,9093x— 1) (2.1.23)
= P(X) = —0,8415+1,683+0,909%—0,9093 o
(%)

= 0,0678+0,7743
Para calcular o valor aproximado de(f1/2) iremos substituir x= 11/2 em R(x). Temos

P(Xx) = 0,0678+0,7743
= Pi(m/2) = 0,067871/2)+0,7743. (2.1.24)
= P(r/2) = 0,881
Conclimos que Rm/2) = 0,881

Utilizando o aplicativo VCN podemos encontrar o valor no ofir/2) e o polirbmio
interpolador de grau um, onde o programa calcula péenula de Lagrange.
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12] Caleulo Numérico = E|@
Utilitarios  Operadores Interpolacio  Derivacio Integracdo  Equaces Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
[g[ I)]ntexpo!aéﬁu eExtraquagéo Utilizando a Formula de Lagrange E=0 =t :@
Principal ]gra'ncg]
~Entre com a Tabela
Nimero de Pontos: |2

Funcaa] 1 ‘2 I

X- 1 2

¥= 0,8415 0 9pa3

alor interpolado: 08280148

Qalcu\a»‘ ﬁG[éﬂco‘ i Novo ‘ f] sar ‘

Valor de x onde se vai interpolar. | 4 57

Valor de X onde s& vai Interpolar

Valor Interpolado

1) X=157 Valor Interpolado ¥ = 0,880146 lIsando o método de Lagrange.

0 polindmio interpolador & : 0,7737 +0,0678%X

E}L\ Formeto Numérico Geral com precisac de 19 cases decimais.

00:02:02
Figura 1: Aplicativo VCN utilizando a f érmula de Lagrange

Fonte: Autoria pr opria.

Exemplo 2.3 Sabendo o alongamento de uma mola(emm em funéo da carga Rkgf) que
sobre ela atua, dado por

Tabela 2:
X; 10 15 20 25 30 35

P 105 172 253 352 473 619
Fonte: Autoria pr opria.

Use a interpolago por meio de poliamios de segundo grau, encontrando as cargas que
produzem os seguintes alongamentos na mola:

a) 22mm

b) 18mm
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Solugdo: Temos peladrmula de Lagrange

P(X) = Yyolo(X)+yiL1(X)+yoLa(X). - (2.1.25)

Como queremos avaliar em=x22 mm usando polidmio de interpolago de segundo grau,
devemos escolherés pontos consecutivos na vizinhanca de2@. Assim, temos duas opgs
Xo =15, X1 = 20e % = 25, ou enfio Xy = 20, X, = 25e % = 30. Em ambos 0s casos, 0 erro
na aproxima@o sef da mesma ordem de grandeza. Seja@eny = 15, x; = 20e % = 25.
Podemos agora construir os polimios L(x) com k= 0,1,2. Assim

 (x=x)(x—=x%)  (x=20)(x—25)  x2—45+500

L = o Tx)0o—x) ~ (15-20)(15-25 50  (2.1.26)
(X=X (Xx—%)  (x—15)(x—25)  x2—40x+275

L = o) a—rx) — (20-15)20-25 5 &12D)
 (x=X)(x—x1)  (x—15)(x—20)  x?—35¢x+300

L0 = o Txe—x)  (@5-15(25-200 ~  s0 - @12®

Portanto,
Po(X) = YoLo(X)+YyiL1(X) +YaL2(X), - (2.1.29)

Substituindo os politmios L (x) calculados

2 2 2
X2 — 45x 4500 X2 — 40x 4 275 x2 — 35x+ 300
_ i 2 7RIV (2.1.30
Po(X) (172) 5 +(259=————— +(352 =5 ( )
ou ainda,
P>(x) = 0,36x°+3,6x+37 . (2.1.31)

Para calcular o valor da carga peso precisamos calcular covale R(x) em x=22. Temos

P(x) = 0,36x%+ 3,6x+37
(22) = 0,36(22)%2+3,6(22)+37 . (2.1.32)
(

22) = 29044

ipz
= P

Para calcular o valor da carga peso precisamos substituiratov de x= 18 ho mesmo
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polindmio, poisl8 e (15,20), enfio

P(x) = 0,36x%2+3,6x+37
= P(18) = 0,36(18)2+3,6(18) +37 . (2.1.33)
= P(18 = 21844

Utilizando o aplicativo VCN podemos encontrar o valor nostpernx= 22 e x= 18, apli-
cando o polidmio interpolador do segundo grau, onde o programa calcdiagormula de
Lagrange:

2] Calculo Numérico E@E
Utilitarios  Operadores  Interpolacdo  Derivacio Integracdo  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
@i I)Interpﬂ!aﬁoe&tvapoiagéu Utilizando a Farmula deLagrange =i = @

Principal ]gréﬂco]

~Enire com a Tabela:
Nimero de Pontos:

Valor interpolado: 218 44

Vialor dex onde se vai interpolar. ({7 Qalcula»‘ 1 Crafico ‘ i# Nowo ‘ F] sar ‘

Valor de X onde se vai Interpolar Valor interpolado

1) X=22 Valor Interpolado ' = 250,44 Usando o método de Lagrange.
2) X=18 Valor Interpolado ' = 218 44 UUsando o método de Lagrange.

0 polindmio interpolador & : 37 +3,67X +0,36%K"2

VC’BL\ [Formato Numérico Geral com preﬁséo de 19 casss decimas. 005604

Figura 2: Polindmio interpolador do 2° grau

Fonte: Autoria Pr 6pria

Exemplo 2.4 A resiséncia de um certo fio de metal(x), varia com o dimetro desse fio, x.
Foram medidas as resiétcias de cinco fios de diversogidietros, conforme Tabela 3.
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Figura 3: Fio de metal

Fonte:

Tabela 3: Exemplo dametros x resiséncias:
Xi 15 20 22 3,0 3,8

f(x) 49 33 30 20 1,75
Fonte: Autoria pr opria.

Use o nétodo de Lagrange para estimar a registia de um fio de @dmetrol, 75, utilizando
todos os pontos.

Soluggo: Utilizando todos os pontos teremos um pofirio da forma
Pa(x) = Yolo(X) +yiL1(X) +y2L2(X) +YaLs(X) +yaLa(x) - (2.1.34)
Podemos agora construir os pofimios L(x), onde k=0,1,2,3,4. Assim

k=0

(X=X1) (X—X2) (X —X3) (X — X4)
(X0 — X1) (X0 — X2) (X0 — X3) (X0 — X4)

(x—2,0)(x—2,2)(x—3,0)(x—3,8)
(1,5-2,0)(1,5-2,2)(1,5-3,0)(1,5-3,8) ’

(2.1.35)

x4 —11x3 + 44,36x2 — 77,8x+ 50,16
1,2075




k=1

k=2

k=3

k=4

L3(X)

L4(X)

(X—X0) (X—X2) (X —X3)(X—X4)
(X1 —X0) (X1 — X2) (X1 — X3) (X1 — Xa)

(x—1,5)(x—2,2)(x—3,0)(x— 3,8)

(2,0—-1,5)(2,0-2,2)(2,0—3,0)(2,0—3,8) ’

x* —10,5x3 4 39,86x% — 64,62x+ 37,62
-0,18

(X—X0) (X —X1) (X —X3) (X —X4)
(X2 —X0) (X2 — X1) (X2 — X3) (X2 — X4)

(x—1,5)(x—2,0)(x—3,0)(x—3,8)

(2,2—1,5)(2,2—2,0)(2,2—3,0)(2,2—3,8) ’

x* —10,3x3 4 38,2x% — 60,3x+ 34,2
0,1792

(X—X0) (X—X1) (X —X2)(X—X4)
(X3 —X0) (X3 — X1) (X3 — X2) (X3 — Xa)

(x—1,5)(x—2,0)(x—2,2)(x—3,8)

(3,0-1,5)(3,0—2,0)(3,0—2,2)(3,0—3,8) ’

x4 —9,5x3 + 32, 36x% — 47,26x+ 25,08
—0,96

(x—1,5)(x—2,0)(x—2,2)(x—3,0)

(3,8—1,5)(3,8—2,0)(3,8—2,2)(3,8—3,0)

x*—8,7x3+27,8x% —38,7x+ 19,8
5,2992

17

(2.1.36)

(2.1.37)

(2.1.38)

(2.1.39)
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Substituindo os valoreg ¥ L(x) na formula do polidmio

Pa(X) = Yolo(X) +YiLa(X) +YaL2(X) +y3L3(X) + Yala(X)

_ (4.9 x* — 11x3 + 44,36x° — 77,8x+ 50,16
o 1,2075
3.3 x* —10,5x3 4 39,86x2 — 64,62x+ 37,62
’ —-0,18
(2.1.40)
(3.0 x*—10,3x3 4 38,2x% — 60, 3x+ 34,2
’ 0,1792
(2.0 x* —9,5x3 4 32, 36x% — 47,26x+ 25,08
’ —0,96
x*—8,7x3+27,8x% —38,7x+ 19,8
1 75 9 9 ) )
+(1,79) ( 5,2992 )
ou ainda,
P4s(X) = 40,681—54,81%+ 30,518 —7,6521x°+0,7126%* . (2.1.41)

Para obter a resigncia do fio, precisamos substituiex1, 75 no polindbmio encontrado.

P4(1,75) = 40,681—54,8191,75)+30,5181,75)2— 7,6521(1, 75)3+0,7126](1775é 1.42)
Py(1,75) = 3,8823 ;

Portanto, o fio de dimetrol, 75tem uma resigéincia de aproximadameng8823

Utilizando o aplicativo VCN podemos encontrar o valor no po(i, 75), aplicando o
polindmio interpolador do quarto grau, onde o programa calculdap®rmula de Lagrange,
temos
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[9] Caleulo Numérico ’E‘\E|@
Utilitarios  Operadores  Interpolacdo  Derivagio Integracdo  Equagdes Diferenciaic  Sistemas Lineares  Célculo deRaizes  Ajuste de Curvas  Otimizacdo
@I 2ﬂnterpo¥a§§ue Extrapoiagéo Utilizando a Formuls de Lzgrange ’E‘E :@

Principal ‘gra'ﬂco]

~Entre com 3 Tabela;
Nimero de Pontos: |5

Funcao 1 ‘Z ‘3 ‘4 ‘5 ‘
X- 15 20 22 30 38

Y- 49 33 30 20474

Valor interpolado: 38823
Valor de y onde se vai interpolar. |4 75 Qalcula»{ EG[éﬂw‘ géﬂovo ‘ ESEU l

Valor de X onde 2e vai Interpolar Valor Interpolado

3 K=175 Valor Interpolado Y = 3,8823 lIsando 0 método de Lagrange.

0 poindmic interpolador & : 40,681 54,819 +30,518%0°2 -7 B521%0"3 +0,T1261°4

Figura 4: VCN polin dmio de4° grau aplicacdo do Método de Lagrange

Fonte: Autoria Pr 6pria

2.1.1 Vantagem e Desvantagem nétildo de Lagrange

e Vantagem: Quandce feita somente uma interpobag, este ratodoé o eficiente quanto
0 método de Newton (j@ixima ses&0)e mais [#tico, por o ser necedsio armazenar
as tabelas de diferencas divididas.

e Desvantagem:Quandce necesario fazer \arias interpolages, este @odo fica com uma
guantidade dealculos excessivos. Quando um novo terenadicionadce necesario
recalcular todos os valores tgx), o que &o acontece no @todo de Newton.
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3 INTERPOLAC AO COM DIFERENCAS DIVIDIDAS ( NEWTON)

O método de Lagrange para determigago polidmio de interpolago de uma furio
y = f(X) sobre um conjunto de pontog,xs,...Xn POSSUi UM inconveniente. Sempre que se
deseja passar de um pdimio de grawk (constrido sobrek+ 1 pontos) para um polémio
de grauk+ 1 (constrido sobrek+ 2 pontos), todo o trabalho tem que ser praticamente refeito.
Seria interessante se houvesse possibilidade, conhegidindmio de grawk, passar para o
de grauk+ 1 apenas acrescentando mais um termo ao @oiio de gralk. Vamos ver, agora,
gue tal objetivce alcancado atré@s da brmula de Newton do polémio de interpolago. Para
a construgo do polidbmio de interpolago por esse Btodo, precisamos da rég de divididas
de uma fungo.

Definicao 3.1 Sejam ¥, X1, -+, %, 0S n+ 1 pontos distintos no interval@a, b]. Considere
tamkem, f(xg), f(x1), ---, f(Xn), 0s n+ 1 valores de uma furdp y= f(x) sobre x= x, k=
0,1,---,n. Definimos

fix] = flx0 (3.0.1)

fX1,X2...,%n] — F[X0, X1, -+, Xn_
f[XO>Xl7X2,"‘7Xn] = [1 2 ]Xn—[)i(;) ! d 1] y (302)

onde fXp,X1,%2,- -+ ,Xn| & a diferenca dividida de ordem n da fudim; f(X) sobre os pontosex
X1, -+, Xn. Assim, usando a defirdig,temos:

fxa] — fxo]

flxo,x1] = Wa (3.0.3)
fxq,X%o] — f[Xo, X
(o) = re2az ol (30.4

f [X1, %2, X3] — f[X0, X1, X2]
X3 — X0 , (3.0.5)

f[X0, X1,X2,X3] =
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f[X1,X2,X3, ..., Xn—1] — F[X0,X1,X3,...,Xn—2
f[X07X17X2aX37-.-7XI’]71] = [ VeV ’ nX ]1 )[(0’ )Ny ) ] ,
11—

(3.0.6)

f[X17X27X37 .- -aXn] - f[X07X1aX3a cee 7Xn—1]
Xn—Xo

f[X0,X1,X2,X3,...,Xn] = (3.0.7)

Observe que do lado direito de cada uma das igualdades anésridevemos aplicar suces-
sivamente a definép de diferencas dividida atque os &élculos envolvam apenas o valor da
fungdo nos pontos, isté

f[xq, %] — f[Xo,X41]

flxo, X1, %] = — , (3.0.8)
fxo] = fxa]  fxa] = fxo]
flxo, X1, %] = —2—X — X1— X0 (3.0.9)

Entretanto podemos calcular as diferencas divididas de tum¢o, de uma maneira mais
simples, como mostra a seguir.

3.1 CALCULO SISTEMATICO DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS

Para calcular as diferencgas divididas de umadorfgx) sobre os pontos, - - -, X, cons-
truimos a tabela de diferencas divididas.

Tabela 4: Tabela de Diferencas Divididas

X f[Xi] f[X.,XJ] f[Xi,Xj,Xk]
Xo | flxo] | flxo,x] = Fbal = Tho f [X0, X1, %] = xa, xo] — fxo, x1]
; v X1, 2=

X1 f [Xl] f [X1, XZ] _ f [X;]J : )1; Xl] £ [X1, X, XS] _ f [Xz, in : )]ZX%XL XZ]
Xo | fixo] | flxo,xa] = f [Xjﬁ = ;][Xz] [ X, 4] = f[Xs, Xj - )i[xz X3]
X3 | f[xs] X3, Xa] = f [Xi : )];3)(3]
Xa | fxa] :

- e 2% 1,%] = ”an»X;j - ;EXZZ’X“]

f[Xn—1,%n] = W

Xn | f[Xn] i

Fonte: (BURDEN; FAURES, 2003)
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A tabela das Diferencas Dividid&sconstrida da seguinte maneira:

a) A primeira colunegé constrida dos pontos, = 0,1....n;
b) A segunda coluna contem os valoresfdr) nos pontosg, k=0,1,2,...n;

c) Nas colunas 31,5,... esto as diferencas divididas de orden2,B,... cada uma destas
diferenca® uma fra@o cujo numeradae sempre a diferencas entre duas diferencas divi-
didas consecutivas e de ordem imediatamente inferior,cedarjominadoé a diferenca
entre os dois extremos dos pontos envolvidos.

Exemplo 3.1 Com base na furdp tabelada

Tabela 5:
Xi -1 0 2
f(x) 4 1 -1

Fonte: Autoria pr opria.

Construa a tabela de diferencas divididas.

Solugdo: Constrimos a seguinte tabela

Tabela 6:
Xi | f[xi] f i, %] f i, X, X
4-1 —1-3 -4
-1 4 _— = _— =
0—-(-1) 3 2— (-1 3
o 1 _1_1——1 —
2-0

Fonte: Autoria pr opria.

Assim, o elemente4/3 corresponde a diferenca divididax, X2, X3]. Portanto, usando a
defini@o, segue que

fxo, %3] — f[x1, X -1-3 -4
fpaoe = Lo ji—xl[l d _ s - 3 (3.1.10)

Como veremos adiante, os resultados a serem utilizados s&rw@o do poliomio de
interpola@o na forma de Newtoréi® 0s primeiros valores em cada coluna de diferencas, em-
bora tenhamos que construir toda a tabela, pois os valaesio independentes dos outros.
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3.2 RESULTADO SOBRE DIFERENCAS DIVIDIDAS

Teorema 3.1 As diferencas divididas de ordem k de uma &m¢(x) satisfazem:

k
f(x)
f[Xo, X1, X0, ..., %] = . 3.2.11
X0, x1, %2 d i; (X —X0) - (X —Xi—1) (X —Xi11)--- (X —X) ( )
Corolério 3.1 As diferencas divididas de ordem k de uma &m¢(x) satisfazem:
flxo,x1, %2, ... %d = f[Xjo,Xj1,Xj2, -, Xji], (3.2.12)

onde(jo, j1,-- -, jk) &€ qualquer permuteip dos inteirog0, 1, - - - k). Por este resultado, vemos
que a diferenca dividida de(X) & uma fungo sirétrica de seus argumentos, igpindepen-
dente da ordem dos pontog Xy, - - - , K.

Corolario 3.2 As diferencas divididas de ordem k de uma &m¢(x) satisfazem:

fIX05 - s X1, X415 - - —f[X0, .-, Xj—1,Xj+1,---
f[XO,Xl,XZ,...,Xk] _ [X07 7X| 17X|+17 7X|)((]. X.[X()? sy N =1, ]+17 7Xk] 7(3213)
i —X

onde i# j.

Por este resultado, vemos que podemos tirar quaisquer doiop distintos para construir
a diferenca dividida de uma fu@g, e r&o necessariamente o primeiro e o ultimo.

3.3 FORMULA DE NEWTON

Para obtermos @fmula de Newton do polémio de interpolago precisamos,inicialmente,
definir algumas funges. Para tanto, consideremos diir) seja corinua e que possua deri-
vadas corihuas ema,b] e, abm disso, que os pontog, Xy, - - ,X, Sejam distintos enf, b].
Definimos erdo as fundes

(1) f[xo,X] = M definida enf|, b], parax # xo.
(2) flxo,x1,X = f[xo,x)](: ;1[X0’X1] , definida enfa, b], parax # Xp € X # X1.

(n+1) f[Xg, X1, ,Xn,X| = fxo X, Xn-1,X] — X0, Xa, - ’X”], definida ema, b], parax #

X— Xn
X, kK=0,1,2,---,n.
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Observe gque nesta fubgs acrescentamos, sucessivamente, na diferenca divagibximo
ponto da tabela. Em todas estamos aplicando o @dodB.2. Nosso objetivo agogaencontrar
uma brmula de reco@ncia paraf (x). Assim, de(1), temos

f(x) = fxo]+ (x—x0)f[x0,X. (3.3.14)

De (2),(usando (1)), obtemos:

f[XO,X]_,X](X_X]_) = f[XO,X] - f[XO,X_']_]
f

f[X0,X1,X|(X—X1) = M—f[xo,xl] (3.3.15)

= |-

X—Xo
= f(x) = o]+ (X—x0) f[Xo,X1] + (X —X0) (X — 1) f [X0, X1, X]
De maneira aaloga, (n+1), segue que

f(x) = {f[xo] 4+ (x—=x0) f[x0,X1] + (X—=X0) (X — X1) f [X0, X1, %]
+(X—X0) (X—Xx1) (X—X2) f[X0, X1, X2, X3] + . ...
X—X0)(X—X1) ... (X—Xn—1) F[X0, X1, ..., Xn] }1
)

, (3.3.16)
F{(X=X0) (X—X1) ... (X—Xn) T [X0, X1, - - -, Xn, X] } 2

Obtivemos, assim, um&ifmula de reco@ncia pard (x). Vejamos o que significafy .. }1

e { . .}2.

Teorema 3.2 O polindmio

Pr(X) = f[xo] + (X —x0) f[x0,Xa] + (X = X0) (X = X1) f [0, X1, X2]
+(X—X0) (X—Xq) (X—X2) f[X0, X1, X2, X3] + . ... ) (3.3.17)
+(X—=X0)(X—X1) ... (X—Xn—1) F[X0, X1, ..., X0 = {-- - }1

é o polirdbmio de interpolago da fun@o y= f(Xx) sobre 0s pontospxxi, - - - ,Xn, iSt0€,
Pi(x) = f(x), (3.3.18)

ondek=0,1,---,n

Demonstra@o: Provaremos por indw@po em n

a) Paran=1, temos

) f[xl] — f[xo] . (3.3.19)
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Logo para x= Xg,

fixq]—f
Pilo) = o]+ (0 —0) i 5320
= f(x)
Para x=x1
fixq]— f
Pi(x1) = f[Xo]Jr(Xl—Xo)—[X;i_XO[XO] (3.3.21)
= f(x).
b) Suponhamosalido para n=k—1, istoé,
Ro1(x) = f(x) (3.3.22)

ondei=0,1,--- ,k—1.
c) Provemos para b= k. Dividiremos a prova em duas partes.

e Parai< k, temos

A(X) = Be1(Xi)+ (X —Xo)(Xi —X1) -+ (% —Xk—1) F[X0, X1, -+, Xk] = F—1(X) = F(%i),

usando a hiptese de indu#p.

e Parai=k, temos

Pd(x) = fxo] 4+ (X —Xo) f[Xo,Xa] + - -+ (X — X0) (¥ — X1) - - - (X — Xi—1) T [X0, X1, . . ., X]-

Fazendo x= xx em 3.3.16(lembrando que-ak) e comparando com a expréss
obtida anteriormente paralPxy), vemos quedPxx) = f(Xk), 0 que completa a prova
do teorema. Adrmula 3.3.17é chamadaFormula de Newton do Poliamio de
Interpolacao.

Teorema 3.3 Para x< [a,b],x# X, k=0,...,n,

f (n+1) (8)

G € € (X0, %n) (3.3.23)

f[XO7X17X27" '7X|"|7X] =
Prova: Usando o Teorema 3.2,em 3.3.16,podemos escrever:

f(x) = P(X)+{(X—x0)...(X—xn) f[X0,X1,--.,Xn,X| }2 '

(3.3.24)
= f(X)—P(x) = {(X=%0)...(X—Xn) f[X0,X1,...,%n,X|}2
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Por,outro lado,temos:

-PR = E = (x— — - —f(n V(e 3.3.25
f(X) n(X) n(X) (X X()) (X Xl) - (X Xn) (n 1)! s ( 0. )
ondee € (Xo,%n).Assim,comparando a equaEg3.3.24 com a equég 3.3.25,segue:
f = —f(n D) (X0, Xn) (3.3.26)
= t) ee , 3.
[X0,X1,%2, ..., %n,X] nr1)! X0

desde quéx—xg)(X—X1)...(X—Xn) # 0,pois 0s pontos tabelado&s distintos.Portanto:

En(x) = {(X—X0)...(X—=Xn)f[X0,X1,.... %, X|]}2 = {...}2 - (3.3.27)

€ otermo do erroou erro de truncamentdObserve que o tratamento do erro de truncamento
e, portanto,0 mesmo da forma de Lagrange.

Exemplo 3.2 Dada a tabela,calcular f1),usando adrmula de Newton do polémio de interpolago.
Soluggo:Temos;

Tabela 7:
Xi -1 0 3

f(x) 15 8 -1

Fonte: Autoria pr opria.

Portanto n= 2.Assim, o polibmio de interpolago na forma de Newto@ dado por:

Po(x) = fxo] + (x—%0) f X0, Xa] + (X = X0) (X = x1) f [X0, X1, Xe] (3.3.28)

Em primeiro lugar, construmos a tabela de diferencas divididas.Assim;

Tabela 8:
Xi | f[xi] f i, %] f i, Xj, %]
8—-15 -3—(-7) 4
1) 1 =7 ——2L=-=1
> 0—(-1) 3—(-1) 4
8 _1_8——3
3-0
3| -1 - —

Fonte: Autoria pr opria.

Temos: fxg| = 15, f[Xo, X1] = —7 e f[Xo,X1,X2] = 1.Logo:

P(x) = 154 (X—Xo)(—7)+ (X—Xo)(X—x%1)(1) (3.3.29)
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Substituindo os valores dgx —1ex =0:

Pox) = 15+ (x—(=1)(=7) +(x=(=1))(x=0)(1)
= P(x) = 15—-7x—T7+xX*+X (3.3.30)
= Py(x) = x>—6x+8

O valor de f(1) & dado por R(1),lembrando que esteum valor aproximado.Assim:
P(1) =3~ f(1).

Exemplo 3.3 Dada a tabela , {x) = sern(x),calcular f(71/2),usando aérmula de Newton do
polindmio de interpolago:

Tabela 9:
Xi 1 1,25 1,5 1,75 2

f(x) 0,8415 0,949 0,9975 0,984 0,9093

Fonte: Autoria pr opria.

Soluggo:Temos

o = 1 =f(x) = 0,8415

x1 = 1,25 = f(xq) = 0,949

Xo = 1,5 =f(x) = 0,9975 (3.3.31)
X3 = 1,75 = f(x3g) = 0,984

Xa = 2 =f(x) = 0,9093

Portanto n= 4.Assim o polidmio de interpolago na brmula de Newto® dada por;

Pa(x) = f[xo]+ (x—Xo) f[Xo,X1] + (X—X0) (X — X1 f [X0, X1, X2]
+(X—XO)(X—X1)(X—X2)f[Xo,X]_,Xz,Xg] (3.3.32)
+(X—X0) (X—X1) (X—X2) (X — X3) f [X0, X1, X2, X3, X4]

Em primeiro lugar, construmos a tabela de diferencas divididas.Assim:

Tabela 10:
X | Ordemo | Ordem 1 | Ordem 2 Ordem 3 | Ordem4
1 08415 094908415 _ "~ 0194043 __ " 030477 __ o 0.008533— (0032 _ 0o
, 29— 1,5—- 1,7(5—1 ) 2-1
0,9975-0,949 —0,054-0,194 B —0,4896— (-0,496) B

1,25 0,949 5125 0,194 175-1.25 0,496 7271125 = —0,008533

15 0.9975 0,984—0,9975 — _0.054 —0,2988— (—0,054) — _0,4896 _ _

0,9093-0-584 a1s

1,75 0,984 2-175 = —0,2988 —_ —_ —_

2 0,9093 - — — —

Fonte: Autoria pr opria.

Podemos calcular diretamente o pdimio do4°grau aplicando nadrmula de Newton (3.3.32).
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Mas queremos mostrar que a partir da tabela podemos émbéncontrar o poliamio do1°

grau2° grau,3° grau, apenas acrescentando mais um termo a partir do poin dol1°grau .

Entio:

Y

(x) = ap+ai(X—xo)

)

= PO = o]+ flxo,xa] (x—x0) (3.3.33)
)
)

= Pi(x) = 0,8415+0,43(x—1)

= Py(x) = 0,4115+ 0,43

Calculando B(x) acrescentando mais um termo:

R

4

N

N

A~~~ I/~ —~ —~
X X X X X
— O ~—

= Pi(X)+ax(X—X0)(X—X1)

= ap+ay(X—Xo) +ax(x—xo)(X—x1)

= f[Xo] + f[X0,X1](X—X0) + f[Xo,X1,X2] (X —X0) (X —X1) - (3.3.34)
= 0,8415+0,43(x— 1)+ (—0,472)(x— 1)(x—1,25)

= —0,1785+ 1,492 — 0,472¢

Calculando B(x) acrescentando mais um termo:

x

P3(x)
= P3(x)
= Ps(x)
= P3(x)

= P3(x)

Po(X) +ag(X — Xo) (X — X1) (X— X2)

ap +a1(X—Xo) +32(X—Xo) (X—X1) +ag(X — Xo) (X — X1 ) (X — X2)

fXo] + X0, 1] (X —X0) + f[X0, X1, X2] (X — X0) (X — X1)

+ 1 [X0, X1, X2, X3] (X — X0) (X — X1) (X — X2) . (3.3.35)
0,8415+0,43(x— 1) + (—0,472)(x— 1)(x— 1,25)
+(—0,032)(x—1)(x—1,25)(x—1,5)

—0,1185+ 1,344x— 0,352 — 0,032¢

Calculando R(x) acrescentando mais um termo:

P (X)
= P4(X)

= P4(x)
= P4(X)

= P4(X)

P3(X) 4+ aa(X —X0) (X — X1) (X — X2) (X — X3)

Ao + a1 (X —Xo) + @2(X — Xo) (X — X1) +ag(X — Xo) (X — X1) (X — X2)
+a4(X—Xo) (X —X1) (X—X%2) (X — X3)

P3(X) + f[X0, X1, X2, X3, Xa] (X — X1 ) (X — X2) (X — X3) - (3.3.36)
(—0,1185+ 1,344x— 0,352¢ — 0,032¢)
+0,04053x—1)(x—1,25)(x—1,5)(x—1,75)

0,0145+ 0,939%+ 0,1015¢ — 0,2549¢ + 0,04053¢*



29
Para calcular f(11/2) precisamos substituir o valor det/2) no polindbmio R(X):

Py(x) = 0,0145+0,939%+0,1015¢ — 0,2549¢C + 0,04053¢

T T T T T
= Pi(5) = 0,0145+0,93997) +0,10157)° ~ 0,25495)° +0,04053 5)* (3.3.37)

s
?P4(§) =1

Utilizando o aplicativo VCN podemos encontrar o valor no jediat/2), aplicando o polidmio
interpolador do4° grau , onde o programa calcula pelarimula de Diferencas Divididas:

ﬂl Caleulo Numérico

E1EES
Utilitarios. Operadores Interpolacio  Denvagdo Integracdo  EquagBes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo deRaizes  Ajustede Curvas Otimizago
2] Liinterpolacio e Bxrapolacic por Diferencas Divididas - Método de Newton |E|—IEI_ '@
~Entre com a Tabela;

Niimaro de Pontos: | 5 Nimero de Termes da Farmula; |5 Ponto Base Inicial: | 1
Funcao:| 1 ‘ 2 I 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘

X- 1 12 19 172 2

Y- | 08415 0949 09975 03840900

Valor de x onde se vai interpolar: ‘15703 Valorinterpofado: 1

Tabela de Diferencas Divididas: ﬂl\, St géﬂm ﬂ i
Tabela: n ‘ 2 ‘ TE ‘ I

1 043 0472 -0,032 0,040533

Y2 0194 0495 0,0085333

Y3 0,054 -04896

Y4 -0,2988

E —

3 K=175708 Valor Interpolado Y =1 \lzando o método de Newton com 5 termos.

Figura 5: DIFERENCAS DIVIDIDAS P4(x) APLICADO NO PONTO (11/2).

Fonte:

Exemplo 3.4 A velocidade do som na@gua varia com a temperatura. Usando os valores da
tabela, determinar o valor aproximado da velocidade do saragua al00°C.

Solugdo: Temos 5 pontos calculados portante=4.Assim o polidmio de interpolago na
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Tabela 11:
TemperaturdC) Velocidade(m/s)
86,0 1552
93,3 1548
98,9 1544
104,4 1538
110,0 1532

Fonte: Autoria pr opria.

formula de Newto dada por:

Pa(x) = fXo] + (x—x0) f X0, Xa] + (X—X0) (X—X1) f [X0, X1, X2]
+(X—X0) (X—X1) (X — X2) f [X0, X1, X2, X3] . (3.3.38)

( X
+(X—X0) (X —X1) (X —X2) (X — X3) f [X0, X1, X2, X3, Xa]
Em primeiro lugar constrimos a tabela de diferencas divididas.Assim:

Tabela 12:
Ordem

Ordem 0

Ordem 1
—0,54795

Ordem 3
=-0,0011432

Ordem4

=0,000137

7’ = —0,012895 1077
-1, 0909+O 71429 0,001755+ 0,03393
————————— = —0,03393 ~110-933 =0,0021368

=0,001755 —

933-860 110,0-86,0

1544—1548

93,3 =—0,71429

93,
—1 07l4+ 1,0909
110-98,9

98,9

1538— 1544
1044-989
1532— 1538
110-104/4

98,9 = —1,0909

104,4
110,0

=-1,0714

Fonte: Autoria pr opria.

A partir da tabela das Diferencas Divididas encontramovaleres:

f [Xo] = 1552
f[xo0,Xa] = —0,54795
f[xo,X1,%] = —0,012895 (3.3.39)
f[Xo,X1,X2,X3] = —0,0011432
f[Xo,X1,X2,X3,%s] = 0,00013667

Calculamos agora o politimio de Newton, aplicando no valor de=x100. Substituindo na
formula (3.3.38).

P4(100) = 1552+ (100— 86)(—0,54785 -+ (100— 86)(100— 93,3)(—0,012895
+(100— 86)(100— 93, 3)(100— 98,9)(—0,0011433
+(100— 86)(100— 93, 3)(100— 98,9)(100— 104,4)(0,00013667 (3.3.40)
= P4(100) = 1552—7,6713—1,2096— 0,1180— 0,0620
= P,(100) = 154293
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Portanto o valor aproximado da velocidade do soméagua al0°C é 1542 93m/s. Utili-
zando o aplicativo VCN podemos encontrar o valor no pgif0), aplicando o polidmio
interpolador do4° grau , onde o programa calcula pelarimula de Diferencas Divididas:

@ Caleulo Numérico E\E@
Utilitérios  Operadores  Interpolacdo  Derivacdo Integracdo  Equacdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizaczo

[;ﬂ,ﬂ l]fﬂte:poiag;éu e Extrapalagio por Diferengas Divididas - Método de Newton E'_E'I—:

Entre com a Tabela;

Nimero d Fortos: | 5 Nimera de Termos da Férmula; |5 1 Panto Base Inicial: | 1

Funcan:| 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 5 ‘

% B0 933 %8 1044 10

W 1552) 1548 1544 1538 1532
VValor de x onda se vaiinterpolar; | 4gp Valor interpolado: 1542 9
Tabela de Diferencas Divididas: ﬂl Lada e %NUVU ﬂ it l
Tabela n ‘ 12 j A3 ‘ A J
Y1 -0,54795 -0,012895 -0,0011432 0,00013867
Y2 071428 -0,03303 00021268

¥3 -1,0909 0001755 '
e 40714

: —

X=100 Valor Interpolado Y= 15428 Usando o método de Newton com 5 termos.

Figura 6: DIFERENCAS DIVIDIDAS P4(x) APLICADO NO PONTO (100).

Fonte:
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4 INTERPOLAC AO COM DIFERENCAS ORDIN ARIAS

4.1 CONCEITO DE DIFERENCAS FINITAS

Do mesmo modo que no caso de Lagrange, existe dnmaula mais simples para o po-
lindmio de interpolago quando os pontog sao igualmente espacados.eA disso, adrmula
de Newton - Gregory do polomio de interpolago permite, como no caso darfmula de New-
ton, passar de um polimio de graup, para um polidbmio de graup + 1 acrescentando se um
termo ao polidmio de grayp.Consideramos eab a construgo deste poliamio de interpolago
guando os argumentassao igualmente espacados sehdé 0. Muitas vezesao encontrados
problemas de interpolag cuja tabela de valores conhecidos tem, de certa fornatessticas
especiais, ou seja os valores conhecidos tem de certa fanactersticas especiais, ou seja 0s
valores dei, (i =0,1,2,...n) s3o igualmente espacados

X1—Xp = Xo—X1 = X3—X = X4—X3 = -+ = Xn—X-1 = h.

Assimx;i 1 —X = hex; = X+ ih, para todd, senddh uma constante.
Exemplo 4.1 Seja a funéo f(x) definida pela tabela:

_Tabela13:
Xi Yi
0,01 1,01
0,03 1,09
0,05 1,25

0,07 1,49
Fonte: Autoria pr opria.
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Os valores de x&o igualmente espacados

h = X—-X = X-X = X-X = X4—X3
= h = 0,03—0,01 = 0,05—-0,03 = 0,07—0,05 = 0,02 (4.1.1)
= h = 0,02

Caso fosse pedido para se determind0,02), f(0,04) e f(0,065), conhecendo-se os valo-
res de fungo f(x), que constam da Tabela 13, sem duvida alguma serigiyissncontrar
uma aproximago para cada valor perdido usando sarrihula de interpolago de Lagrange
ou de Newton. Contudo, deve se, aproveitar o fato que tais p@ussuem abscissas com
espacamento constante, o que simplificaranula de Newton.

Definicao 4.1 Seja %, X1, X2, . . ., Xn,N+ 1 pontos distintos, igualmente espacados|arh], isto
e X%11—x=h,i=0,12,....n—1, e sejam {, f, fo,..., fy,n+ 1 valores de uma furdp y=
f(X) sobre x=x, k=0,1,2,...,n. Definimos

Af(x) = f (%)

. (4.1.2)
Af(x) = A1 (x+h)—A1f(x)

ondeA" f (xx) & adiferenca ordiraria de f(x) de ordem r em x x,. Assim, usando a defirdig,

temos

MOf(x) = f(%)

A (x) = AM(x+h)— A (x)
= f(x+h) —f(x)

A%f(x) = AM(x+h)—Af(x)
= A%f (x+ 2h) — AP (x + h) — AP (x4 h) + A% (%) . (4.1.3)
= f(x¢+2h) —2f (x¢+h) + (%)

A3f(x) = f(x+3h) —3f(xc+2h) +3f (x+h) — F(xe)

Nf(x) = (6)F(atrh)— () F o4+ (r—Dh) +...+ (=1 (5) f(x0)-

Portanto

B0 = 3D () (ke -, ondely) o

) W . (4.1.4)

Entretanto, podemos calcular as diferencas aritis de uma furéip de uma maneira mais
simples, como mostrado a seguir.
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4.2 CALCULO SISTEMATICO DAS DIFERENCAS ORDIMRIAS

Para calcular as diferencas oraliims de uma fur@ip f(x) sobre os pontogg, Xy, -+ ,Xn
(igualmente espacados #§ constrimos a tabela de diferencas ordiias, como mostra na
Tabela 14, da seguinte maneira

a) A primeira coluneé constitida dos pontos;, i =0,1,....n;
b) A segunda coluna contem os valoresfd® ) nos pontosq, i =0,1,2,--- ,n;

c) Nas colunas 31,5, -- esto as diferencas de orden®13,... cada uma destas difereng@s
simplesmente a diferenca entre duas diferencas andmconsecutivas e de ordem ime-
diatamente inferior.

Observando na Tabela 14 temos

Tabela 14: Tabela de Diferencas Divididas

Xi OrdemO | Ordem1 | Ordem2 | ... | Ordemn
X | A%(x0) | Af(x0) | &%f(x0) | ... | A"f(x0)
xg | A% (xq) | AMf(xq) | A%f(xq) | ... —

xo | APf(xp) | Alf(x) | A%F(xo) | ... —

x3 | A%f(x3) | AMf(x3) | A2%f(xz) —

X | A% (xa) (Xa) (Xa) —

Xn2 | A% (Xn_2) | ALF (Xn—2) | A2 f(X_2) | ... _
Xn1 | A%F (Xn_1) | ALf(Xn_1) S — | —

Xn | A%F(xn) — — — —
Fonte: Autoria pr opria.
Definimos

Nf(x) = f(x)

A%F(x1) = f(x1)

Af(xg) = A% (xq)—A%(x0)

Af(x)) = AOF(xo) —AOF(xq) (4.2.5)

(%) A (xa)

— A (xo)

Af(xg) = A"1f(xq) — A1 (x0)
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ondeA®f (x) & a diferenca ordéria de ordem zero&" f (x) & a diferenca ordéria( ou diferenca

finita progressiva) de ordem da fun@o f (x) sobren-+ 1 pontosxg, X1,X2,X3, - , Xn.

Exemplo 4.2 Para a seguinte furéip tabelada

Tabela 15:

X -2

-1 0

2

f(x)

-2 29 30 31 62

Fonte: Autoria Pr 6pria

construa a tabela de diferencas ordimas.

Solugdo: Usando a Tabela 14 consfmos uma nova Tabela 16

Tabela 16: Tabela de Diferencas Divididas

X | AOF(x) | AMf(x) N2F(x) | A3F(x) | A*(x)

-2 -2 29-(-2)= 31| 1-31=-30| 0-(-30)=30| 30-30=0

-1 29 30-29=1 1-1=0 30-0=30 —

0 30 31-30=1 | 31-1=30 —_— —
31 62-31=31 — — —

2 62 — — — —

Fonte: Autoria pr opria.

Assim, o elementcorrespondé diferenca ordiria A f (x1). Portanto, usando a defirag,

segue que
Nf(x) = AMf(x)—Af(xp) - (4.2.6)

Usando o itent) anterior temos:
Nf(x) = 1-1 = 0. (4.2.7)

Como no caso das diferencas divididas, os resultados a seitesados na constri@p do

polindmio de interpolago, para pontos igualmente espacado$,d®0 os primeiros valores

em cada coluna de diferencas, embora tenhamos que cotstiaia tabela, pois novamente os
valores @0 {10 independentes um dos outros. A rataentre as diferencas divididas de ordem
n e as diferencas ordmias de ordem de de uma furjo f (x) & dada pelo seguinte resultado.
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4.3 FORMULA DE GREGORY-NEWTON

Teorema 4.1 Se x = Xp+kh, k=0,1,--- ,nen&o

A" (xo)
h'n!

f{X0,X1,..., %0 =
Demonstra@o: (Provaremos por indu@o em n). Assim

a) Para n= 1.Temos, por defingp,que:

—_ _ 1
flxoxa] = f(x)l(i_;o(xo) _ f(xo+hr)1 fixo) _ Afh(Xo)

desde quex=xo+ h,f(x1) = A%f (x1) e f(xg) = A% (xo).
b) Suponhamosalido para n=k—1.
c) Provaremos para a- k.Usando a defingo e a seguir a hiptese de induip, obtemos:

f[X17X27"'an] - f[XO7X17"'an—1]

X0, X1,... . %] = T
1 AT (xg) A1 (x)
= fhoxa,. % W]{hk—l(k—l)!_hk—l(k—l)!]
1
= o] = (MM 0+ h) =2 ()
' i
= f[XO7X17"'7Xk] = th():O)

Assim, obtemos que o pddmio de interpolago na forma de Newton, para uma f@mgy =
f(x), no intervalo[xop, X], pode ser escrito, no caso de argumentagalmente espacados de
h, da seguinte maneira

A (x0) A% f (xo)
h h22l (4.3.8)

+<X—X°><X—X1><X—Xz><x—X3>...<x—xn_1>Ar;Lﬁxgo>

Pa(X) = f(xo)+ (X—xo) + (X—X0) (X—X1)

Esta forma do polibmio de interpolago & conhecida combBormula de Newton-Gregory
do Polindbmio de Interpolaéo.

Observe que as diferencas orédimas de ordem n de um pobmio de grau n na forma
Ph(X) = anx"~1 ... +ayx+ ap SA0 iguais a hh"a,. As diferencas de ordem maior queaos
todas nulas.

Exemplo 4.3 Dada a fun@o tabelada
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Tabela 17:
Xi -1 0 1 2

fx) 3 1 -1 0

Fonte: Autoria pr opria.

Determinar o polittmio de interpolago usando adrmula de Newton-Gregory.

Solugao: Temos

= -1 =) =
X1 = 0 = f(x
. (a) . (4.3.9)
X2 = 1 =f(x) = -1
X3 = 2 :>f(X3) = 0
Portanto n= 3. Assim, devemos construir o paimio
Lf N f
P = 100) + (x—x0) >0 (x g (xxg) E1O0)
3 he2l (4.3.10)
A°f(xo)

+(x—x0)(x—x1)(x—x2)h3—3!

Construmos, inicialmente, a tabela de diferenca o@ima.

Tabela 18: Tabela de Diferencas Divididas
X | AOF(x) | ALF(x) | A%f(x) | A3F(x)
-1 3 1-3=-2 | -2-(-2)=0]| 3-0=3
1 -1-1=-2 | 1-(-2)=3 o
-1 0-(-1)=1 o —
0 S - -
Fonte: Autoria pr opria.

TemosA®f (x) = 3, ALf(x) = —2, A%f(x) = 0 e A3f(x) = 3 onde h= 1. Substituindo os
valoresde y=—1, X =0, Xo = 1 e 3 — 2. Aplicando na drmula de Newton-Gregory para
n=3.

Ps(x) = 3+ (x—=(=1))(-2)+ (x- (—1))(x—0)%+ (X— (—1))(x— 0)(x— 1)%)

= P(x) = 3—2x—2+(x3—x)% ('4.3.11)
3
= RX = %—ngrl

Exemplo 4.4 Determine a que temperatura&ua entra em ebul&o no Pico da Bandeira
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com altitude d&890m, sabendo que o ponto de ebéligdadgua varia com altitude, conforme
mostra a Tabela 19. Use os cinco pontos mafspnos de&2890m.

Tabela 19:
Atitude(m) Ponto de Ebul&o daagua PC)
850 97,18
950 96,84
1050 96,51
1150 96,18
1250 95,84
2600 91,34
2700 91,01
2800 90,67
2900 90,34
3000 90,00

Fonte: Autoria Propria

Solugdo: Podemos utilizar adrmula de Newton-Gregory, pois 0s pont@® sgualmente
espacados. Iremos construir inicialmente a Tabela 19 tielca ordidria. Como precisamos
5 pontos pbximos de289Q temos g = 260Q x; = 270Q xo = 280Q x3 = 290Q x4 = 30000onde
h= 100

Tabela 20: Tabela de Diferencgas Divididas
x| A% (x) ALF (%) | A2 (x) A3 (%) A (%)
2600 | 91,34 | 91,01-91,34=-0,33 -0,34-(-0,33)=-0,01 0,01-(-0,01)= 0,02 -0,02-0,02=-0,04
2700| 91,01 | 90,67-91,01=-0,34 -0,33-(-0,34)=0,01| -0,01-0,01=-0,02 —_—
2800| 90,67 | 90,34-90,67=-0,33 -0,34-(-0,33)=-0,01 — —_—
2900 0 90,34 90-90,34=-0,34 — —_—

3000 0 90,0 — — —
Fonte: Autoria pr opria.

Definimos o polidbmio n=4
! D2 f (%)
h22!

+ (X —X0) (X — X1) (X — X2) (X — X3)

f(%o)

+(X=%0)(x—x1)

A3 (o)
33!

Pa(x) = f(Xo)+(X—Xo)
A4f(x(g§1.3.12)

h441

+(X—=%0) (X—X1) (X = X2)
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Aplicamos os valores encontrados no pohmo

R =
0,02

(2600 (x - 2700) (x - 2800 7 57

+(x— 2600)(x— 2700) (X — 2800) (X — 2900)

(4.3.13)

(—0,04)
(100)%4!

Substitimos x= 2890referente a altitude, pois queremos encontrar a tempesatorres-

pondente
(—0,33) (=0,09)
. — 91,34+ (2890— 2600 > | (2890— 2600)(2890— 27
4(2890 = 91,34+ (28902600 = + (2890 2600)(2890 00)(100)22!
(0,02
2890 2600)(2890— 2700)(2890— 2
+(2890- 2600) (2890 2700 (2890 2800 (10073 4.3,

+(2890— 2600 (2890— 2700 (2890— 2800 (2890— 2900)%

= P4(2890 = 90,37

Portanto a temperatura d@0,37°C corresponde a ebuldp daagua no Pico da Bandeira.

Utilizando o aplicativo VCN podemos encontrar o valor no pof2890), aplicando o po-
lindmio interpolador de Newton-Gregory com a tabela de DifessQrdirarias

14)



Utilitarios Operadores Interpolagdo Derivagdo Integragao  Equacties Diferenciais Sistemas Lineares  Calculo deRaizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio

“Entre com a Tabela:

Funcao:

Xinicial:lgagg B Xﬂnal:|3ggg ! NﬂmerodePantos:Ig El Passofhk | 100
1 2 4 5

3

K=

X =260ﬂi }(2=2?ﬂﬂ| )(3=281}I]| )(4=29|]ﬂ| )(5=3|]I}DI

e

93 oM N6 NN e

Niimera de Termos da Férmulz: |5 I

Valor de x onde se vai interpolar. | 2ggq

Valor interpolado: 90,373

X=2880

Valor Interpolado ¥ = 90,373 Usando o método de Gregory-Newton Ascendente com 5 termos.

Calcula | Wétodo: Gregory-Newton Ascendente. i# Now | ] sair
Tabela: A | ¥ | X M 45 |
Y1 033 001 002 004
V2 034 001 ) '
Y3 033 001
V4 034
: E—
Valor de X onde se vai Interpolar Valor Interpolade Wetodo Usado

Figura 7: VCN aplicando o polindmio interpolador de Newton-Gregory

Fonte:



41

5 INTERPOLAC AO DE HERMITE

Existem outrasécnicas de interpol@ap. Uma modificago comuma interpola@o de La-
grangeé interpolar ambos os valores da fange da sua derivada em um conjunto de pontos.
Isto da origem a chamada interpdagde Hermite.

O objetivo da interpoleio de Hermitee o de representar uma fiaf por um polirdomio
gue seja interpolador deem alguns pontos do seu dorio e que a sua derivada seja interpo-
lador da derivada dé nesses mesmos pontos. Istosupondo qué €& diferencavel, vamos
procurar um polibmioH tal que:

fx) = HX)

i=012....n (5.0.1)
f'(x) = H(x)

Quando tal situggo acontece dizemos qdiee H sao fun@es que2-osculam(osculam 2 vezes)
0s pontos«, i =0,1,...,n, ou queé um polirdmio 2-osculador dé pontosx,i =0,1,...,n.

A palavra latinaosculum literalmente traduzida como "boca pequena”ou “beijo’ago
aplicada a uma curva indica que ela apenas toca e tem a mesma fé\ interpolaéo de
Hermite tem essa propriedade osculadora, pois ajustandaunia dada e sua derivada forca
a curva da interpola@p a “beijar’a curva.

5.1 EXISTENCIA E UNICIDADE

O Teorema 5.1 estabelece a edrstia e unicidade do polimio de grau inferior ou igual a
2n+ 1 que verifica 5.1.2. Am disso iniciamos um processo que permite sua deteréonac

Teorema 5.1 Seja fc C?"*?([a,b]) e %,X1, ..., X, pontos distintos erfa,b]. Existe um e um
sb polindmio Hy 1 de grau menor ou igual @n+ 1 que verifica

f) = H) G512 h (5.1.2)
f'(x) = H (%)

A obten@o do polirdmio interpolador de Hermite pode ser feita darias maneiras. Uma
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delasé calcular utilizando os polidmios de Lagrange e suas derivadas o que torna o pro-
cesso, tedioso mesmo para pequenos valores de n. Um oétaalonalternativo para gerar

a aproxima@o de Hermite tem suas basésrula de interpolago de Newton das diferencas
divididas o que sér aplicado neste trabalho.

Consideramos 08n+ 2 pontos ¥, Xo, X1, X1, - - - , Xn, Xn. Podemos verificar que o pobmio
de grau2n+ 1 dado por

H(x) = f[Xo]+ f[Xo,Xo] (X —Xo) + f[X0,X0,X1] (X— X0)% + f [X0, X0, X1, X1] (X — X0)?(X— X1 ) +

2 (X—%n1)2(X— Xn)

'(5.1.3
+£[X0, X0s - - -, Xn, Xn] (X — X0)2 (X — X1)?. .. (5.1.3)

Verifica as condi@es 5.1.2onde as diferenca divididas representad@oeagtneralizadas para
pontos 1o distintos de acordo com o seguinte resultado.

X, %,..., %] = f(ri'(xi) , onde X,Xi,...,X corresponde a #-1pontos. (5.1.4)
Note que:
fixi,x] = lim [xx]
= fx,x] = )!m'%)z(x') (5.1.5)
= f,x] = f'(x)

Com esta noteip pode verificar-se facilmente que o péimio interpolador de Hermite de
grau2n-+ 1 nos pontos ..., xn & dado por:

Hani1 = f[Xo] + f[Xo0,Xo] (X—Xo) + f [X0, X0, X1] (X — X0)? + f [X0, X0, X1, X1] (X — X0)?(X — X1 T516)
..+ X0, X0, X1, X1, ... -Xn,Xn]<X—Xo)2(X—X1)2---(X—Xn—l)Z(X—Xn)

O polindbmio pode assim ser determinado recorrendo a tabela dasedifas divididas
generalizadas, tabela onde cada ponto aparece repetide dezes.

Exemplo 5.1 Determine o polibmio interpolador de Hermite d&° grau para a funéo f(x) =
sern(x), onde xe [0, 17/2]. Temos que (0) = 0,f’(0) = 1,f(1r/2) = 1 e f'(11/2) = 0.A tabela das
diferencas generalizadd@sdada por:
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Tabela 21: Tabela de Diferencas Divididas

x| A%f(x) A (x) D21 (x) D31 (%)
o | fhol | fhoxl=F00) | fhoxex]= X TRO0N g 0 ) TR0 TR0 0]
Xo | o | frox] = w f %0, X0, 1] = W —
X1 f[X]_] f[X]_,X]_] = f,(X]_) —_ —
X1 f[X]_] B — J— _
Fonte: Autoria pr opria.
Solugdo: Substituindo os valores dg g x na tabela, temos
Tabela 22: Tabela de Diferencgas Divididas
X | A%F(x) | ATF(6) | AP(x) A3 (x)
0 0 1 | (4-2m/(m) | (—16+4m) /()
0 0 |@/(m| (-4/(7) —
/2 0 — — —
n2| — — o —

Fonte: Autoria pr opria.

e Para encontrar os valores da tabela 22 ondr)f= senx e f(x) = cosx, temos nardem

1 (AT (x)):
fox] =  f(xo) = cog0) = 1
flxo,x1] = w — %1T:(()) _ 7_21
fax) = f'(x1) = cogf) = 0
o Naordem ZA%f(x)):
X0, %0 X1] = f[X1=xO)11—_fX[OxO—Xo] _ 2:; _ 4;2271
— fixo— 2 _
f[Xo, X1, X1] = f[X1’X]il_f)([oX0 xi] _ %_—’6 _ 724
e Naordem 3A3f(x)):
(oo xg = JPoXuxl—fho—xox] _ () —16+4n
ol = X1—Xo B T o0 e

Aplicando a érmula do poliomio interpolador de Hermite temos:

Hz = f[xo] 4 f[X0,X0](X—X0) + f[X0,X0, X1] (X —X0)? + f [Xo, X0, X1, X1] (X — X0) ? (X — X1)
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Substituindo os valores encontrados:

Hy = O0+1(x—0)+ (4;2271) (x—0)2+ (_16—+4n) (x=0)*(x—0)

m

4-2 1644
Hy = x+( Zn)x2+(—l— n))@
T TE

Como o polidmio & 2n+ 2 pontos sendo B 1 temos 4 pontos e o graé2n+ 1 portanto

P3(X) = H3(x), ou seja um polidmio de3° grau.

Exemplo 5.2 Use 0s seguintes valores e a aritita com arredondamento de cincmitos
para construir o polidmio interpolador de Hermite que aproxima no polBt@4 aplicada a
funcdo f(x) = senx).A parir da Tabela 23:

Tabela 23: Tabela de Diferencas Divididas
xi | f(x)=ser(x) | f'(x)=cogXx)

0,30 0,29552 0,95534
0,32 0,31457 0,94924
0,35 0,34290 0,93937

Fonte: Autoria pr opria.

Vamos construir a tabela das diferencas generalizadadd@ada ponto aparece repetido duas
vezes na tabela).

Tabela 24: Tabela de Diferencas Divididas

x | A%F(x) A (x) A% f(x) A3f(x) A% (x) ASf(x)

Xo | fx] | flxo.%o] = f'(X0) | f[Xo,%0,X1] | f[X0,%0,X1,Xa] | f[X0,X0,X1,X1,X2] | f[X0,X0,X1,X1,X2,Xo]
Xo | flxo] f[x0, 4] fxo, X1, X1] | fXo,X1,X1,%2] | f[Xo,X1,X1,%2,X%o] —

xo | fxa] | fixexa] = f(xa) | f[xe,x0,%2] | fxa,Xe, %2, %] — —

X1 fxq] fx1,%] f X1, X2, X2] S - -

X2 | fxo] fx2,%2] = f/(x2) — _ - -

X2 f[xo] —_ — S - _

Fonte: Autoria Pr 6pria

Aplicando os valores iniciais dgyxx; € %
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Tabela 25: Tabela de Diferencas Divididas

20 (%) |

% A (x) | £2f(x) | 23 (x) | 2% (x) 256 (x)
0,30 | 0,29552 0,95534 0.95250 0.95534 — _0,14200 OIS 02— 1,05 001841105 — 20,732 —08386 20752 _ 431412
030 | 020552 | Q3457029552 g5p5p | 094923099950 g,16300 | —ORE36UDIE3_ 01340 | 00553300134 _ g 83860 —
032 | 031457 094924 0.94433 0.94924 — _0,16367 | 2405381016367 g 05533 — —
032 | 031457 | 034290033457 _ 0 94433 O 094433 — _0,16533 —
035 | 0,34290 093937 — — — —
035 | 0,34290 — — —

Fonte: Autoria pr opria.

Como temos B 2 teremos um polidmio de grai?n+ 1, portanto5° grau, assim definimos
0 polindmio;

Hs = flxo]+ f[X0,X0](X—Xo) + f[X0, X0, X1] (X—X0)? + f[X0, X0, X1, X1] (X — X0)*(X— X1)

(5.1.7)
+f[XOaXO7X17Xl7X2] (X_ XO)Z(X_ Xl)z + f[X07X0vX17X17X27X2] (X_ XO)Z(X_ Xl)z(x_ X2)

Substituindo os valores encontrados, temos

H5(X)

0,29552+ 0,95534x — 0,3) + (—0,142)(x— 0,3)? + (—1,05)(x— 0,3)*(x— 0, 3)( 5.1.8)
+(20,732)(x—0,3)2(x—0,3)2+ (—431,412) (x— 0,3)2(x— 0,3)%(x— 0,32 o

Aplicando x= 0,34

Hs(0,34) = 0,29552+ 0,955340,34—0,3) + (—0,142)(0,34— 0,3)2

Hs(0,34)

+(—1,05)(0,34—0,3)%(0,34—0,3) +(20,732)(0,34—0,3)%(0,34 -0, 3)(25 1.9)
+(—431,412)(0,34—0,3)2(0,34—0,3)2(0,34—0,32) o
= 0,33347
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6 INTERPOLAC AO INVERSA

Dada a tabela

Tabela 26:
X X0 X1 X2 C Xn

f(x) f(xo) f(x1) f(x2) ... f(xp)
Fonte: Autoria pr opria.

O problema da interpol@g inversa consiste em: dagi@ (f(xo), f(x,)), obterx, tal que
f(X) =y. Temos duas formas de se resolver este problema.

A primeira solugao:

i) Obter Py(x) que interpolaf(x) em Xo,X1,%2,--- ,Xn € em seguida encontrartal que
Ph(X) = y(como mostra o exemplo que segue).

Exemplo 6.1 Dada a tabela abaixo, encontrartal que f(x) =2

Tabela 27: Exemplo de uma tabela
X o5 o6 07 08 09 10

f(x) 1,65 1,82 201 223 246 2,72
Fonte: Autoria pr opria.

Como2 € (1,82;201), usaremos interpoldp linear sobre y= 0,6 e x = 0,7. Assim,

P9 = f(x@xxo‘XX; )
0 20,6
P = 18255 +2,0152 o1 | (6.0.1)

Pi(x) = —1,8%+1274+20,1x—12 06
Pi(x) = 1,9x+0,68
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_ _ 2-0,6
Entio R(X) =2« 1,9x+0,68=2 < X = ,68 = 0,6947368 Neste caso, o

- . w) - ,
conseguimos nem mesmo fazer uma estimativa do erro comgdidoo que sabemas

medir o erro em se aproximar(X) por R (x), e aqui queremos medir 0 erro cometido
sobre x e &o sobre fx)

i) Interpolag@o inversa: Sd (x) for inverdvel num intervalo contendo enfio faremos a
interpolagio dex = f~1(y) = g(y). Uma condiéo para que uma fu@ contnua num
intervalo[a, b] seja inversrel & que seja mastona crescente (ou decrescente)neste inter-
valo.

Sef(x) for dada na forma de tabela, supondo d(e) & contnua em(xp, Xn), enéo f (X)

sei& admitida como mastona crescente sgxp) < f(X1) < ... < f(X,) e decrescente se
f(Xo) > f(X1) >...> f(Xn).

Conforme dissemos acima, se a coadi@nterior for satisfeita, o problema de se okter
tal quef (X) =y sei facilmente resolvido, se for obtido o pdimio P,(y) que interpola
g(y) = f~*(x) sobrelyo, yn].

Para isto, basta considerarcomo fun@o dey e aplicar um rétodo de interpolaip:
x=f4y) = g(y) = R(y).

Exemplo 6.2 Dada a tabela

Tabela 28:
Xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

y=¢€' 1 1,1052 1,2214 1,3499 1,4918 1,6487

Fonte: Autoria pr opria.

Obter x, tal que €= 1,3165 usando um processo de interpdiacquadatica.Usar a
forma de Newton para obtepR) que interpola f1(y).Construir a tabela de diferencas
divididas. Solugdo: Primeiro passoe inverter os valores da tabela para calcular as
diferencas divididas:

Tabela 29: Tabela de Diferencas Divididas

yi | A%(yi) Ag(yi) A%g(y;)
03-0,2 _ 0,7047—0,7782 _
1,2214) 0.2 | o 34991 2214~ 07782 12918 10014~ 2718

) _073 -
1,3499| 0,3 14918 1,3499 0,7047 e

1,4918| 04 — -
Fonte: Autoria pr opria.
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Assim o polidmio interpolador na forma de Newt@dado por

P>(y) = 9glyol +9[Yo,Y1](Y—Yo) + 9[Yo. Y1, ¥2] (Y — Yo) (Y — Y1) (6.0.2)

Substituindo os valores calculados na tabela das difeasrdivididas e os valoresaj
existentes@o eles y = 1,2214e y, = 1,3499, temos:

P(y) = 0,240,7782y—1,2214 +(—0,2718(y—1,2214(y — 1,3499
P>(y) = 0,240,7782% —0,9504+ (—0,2718(y> —2,5713/+1,6487) 6.0.3)
P(y) = 0,778%—0,7504—0,271872+0,6988 —0,4481 o
P>(y) = —1,1985+1,47%—0,27187
Aplicamos o valor de ¥ 1,3165 obtemos:
P>(y) = —1,1985+1,47%/—0,27187
P>(1,3165 = —1,1985+1,47791,3165 —0,27181,3165? (6.0.4)

P,(1,3165 = 0,2748

Exemplo 6.3 A tabela seguinte apresenta a velocidade de queda de umysdega em
funcdo do tempo:

Figura 8:

Fonte:

a) Estime em que instanteempo)temos a velocidade igual&245 80cmy/s, utilizando
um polirdmio interpolador de grau 3:
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Tabela 30: Tabela
tempds) 1 3 5 7 20

velocidad¢cm/s) 800 2310 3090 3940 8000

Fonte: Autoria pr opria.

Solugdo: Utilizandoii) iremos inverter a tabela para calcular as diferencas didas,
lembrando como o polmio a ser calculad@& Fgrau, teremos que utilizar somente
guatro pontos da tabela sendo os maiéximos de 5245,80:

Tabela 31: Tabela de Diferencas Divididas

v | a9 | algy) | £2g() | A%900)

5-3 3 | 2,352910 °-2,564110 ° . | 1,72921077—(—1,295510 1)
2310 3 e = 2,564110 S e — 1295510 S000- 2310

— —11
3090— 2310 =5,315710
=1,72921077 _

394%— 2310 3
3,201910 ° —2,352910™
S — -3 SR T SINeE Y
39%0— 3090 2,352910 80003090

7 -3 J— J—
3940 7 80003940 3,201910

8000 20 —_ —_ —_

Fonte: Autoria pr opria.

3090 5

Assim o polidmio interpolador na forma de Newt@dado por:

P3(y) = 9[yol +9lyo.Y1l(Y—Yo) +9[Yo, Y1, Y2l (Y — Yo) (Y — Y1)

(6.0.5)
40y, Y1. Y2, Y3| (Y — Yo) (Y — Y1) (Y — ¥2)

Aplicando os valores encontrado na tabela da diferencaldia temos:

Ps(y) = 342564110 3(y—2310 + (—1,295510 7)(y— 2310 (y— 3090
+(5,3157107 %) (y — 2310/ (y — 3090 (y — 3940 (6.0.6)
P3(y) = —5,3427+0,004774Y—6,260410 'y*+5,3157.10 113

Aplicamos o valor de y 5245 8, obtemos:

P3(y) = —5,3427+0,004774Y—6,260410 "y?>45,3157.10~ %y
P3(52458) = —5,3427+0,004774152458) —6,260410/(52458)2
+5,315710 11(52458)3
P3(52458) = 10,147

(6.0.7)

Portanto no instante aproximado d@, 147segundos temos a velocidade iguaizt5 80cny/s,
ou seja B(52458) ~ 10,147. Utilizando o aplicativo VCN, podemos encontrar o valor
de y= 52458 no polindbmio de3° grau:
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[@| Caleulo Numérico E\EE

Utilitdrios  Operadores  Interpolagio  Derivagdo Integragdo  Equacfies Diferenciais  Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo

[ﬁ]' I]Interpolagé‘be Bdrapolacao por Diferencas Divididas - Meétodo de Newton ’E‘ & .'

~Enfre com a Tabela:
Nimero de Pantos: | 4

Miimera de Termos da Farmula; Ponto Base Inicial: |

o N

X- oo | 3080 3940 omd

Y-

ca
n

7 20

Valor de x ande se vai interpolar;

F2458 Valor interpolada: 10,147

Tabela de Diferencas Divididas: ih, Lol WNWO ﬂ i
Tabela: I J 12 ‘ I

Y1 0,0025641 -1.2955E-1 53157E-11
Y2 0,0023529 1729287

Y3 0003202

; T

X=52458 Valor Interpolado ¥ = 10,147 Usando o método de Newton com 4 termos.

Figura 9:

Fonte:

Exemplo 6.4 As estacas de madeiras empregadas nas edifid@s desde a antiguidade. Atu-
almente, diante das dificuldades de se obter madeiras de baladgde, sua utilizago & bem
mais reduzida. As estacas de madeira nada n&si® que troncos darvores, bem retos e re-
gulares, cravados normalmente por percssstoé golpeando-se o topo da estaca conded
geralmente de queda livre. No Brasil a madeira mais empre@agl@ucalipto, principalmente
como fundago de obras providrias. Para obras definitivas tem-se usado as denominadas

"madeiras de lei"como, por exemplo, a peroba, a aroeira, agai@nduba e o ip.Observe a
tabela a seguir: Dada a tabela :
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Tabela 32:
Diametrgcm) CargdkN)
20 150
25 200
30 300
35 400
40 500

Fonte: Autoria Propria

a) Determinar a fungo polindbmial que melhor se ajusta a tabela de dados, aplicando o
polindmio interpolador de® grau .Sabendo que a carga admiss adotadas nas estacas
de madeiraé 483,3KN qual séro diametro ?

Solucgo: Utilizando i) iremos inverter a tabela para calcular as diferencas didas, lem-
brando como o poliémio a ser calculad@ 4°grau, teremos que utilizar somente cinco pontos
da tabela sendo os mais@timos de 483,3:

Tabela 33: Tabela de Diferencgas Divididas

yi | A%() Alg(yi) Ng(yi) £g(yi) A'g(yi)
25-20 _ 0,06-0,T 6] _ 5

150 20 7%%0_21550 =0, 73006 (1)%0 8 050, 000333 1,333310 3,809510

200 25 382200—0,05 70488*%085: 0 —_—

3001 30 490300 =005 500—300 T T

500 40 — — — —

Fonte: Autoria pr opria.
Assim o polidmio interpolador na forma de Newt@dado por:
Pa(y) = 9lYol +9[Yo.y1l(Y — Yo) +9[Yo. Y1, Y2 (Y — Yo) (Y — Y1)
+9[Y0, Y1, Y2, ¥3| (Y — Yo) (Y — Y1) (Y — ¥2) (6.0.8)

+0[Y0, Y1, Y2, Y3, Y4l (Y — Yo) (Y — Y1) (Y — Y2) (Y — ¥3)
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Aplicando os valores encontrado na tabela da diferencédia temos:

(6.0.9)

Pi(y) = 20+0,1(y— 150) —0,000333y — 150)(y — 200)
+1,333310°(y — 150)(y — 200)(y — 300)
~3,809510%(y — 150)(y — 200)(y — 300)(y — 400)

= Ri(y) =

Aplicamos o valor de ¥ 483 3, obtemos:

P4(483 3)
—3,8095109(483 3)

= Py(4833) = 39,44

30,714+ 0,6366% — 0,0027048 + 5,333310-6y° — 3,809510 %

—30,714+0,63667483 3) — 0,0027048483 3)2 + 5,333310-6(483 3)°

(6.0.10)

Portanto o dametro deve-seB9,44cm para admitir uma carga dd83 3KN. Utilizando o

aplicativo VCN, podemos encontrar o valor de-y¥183 3

no polindbmio de4° grau:

@ Calculo Nurnérico

ErEE=
Utilitarios  Operadores Interpolacio  Derivacdo Integracdo  Equacies Diferenciais  Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo Feek
@1 I]Interpolagéu e Bxdrapolacdo por [ii'ferengas Divididas - Metodo de Newtan == ch
Entre com a Tabela- i
Nimero de Pontos{ 5 Nimero de Termos da Farmula| ® Ponto Base Inicial{
Funcao:| 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 j 5 ‘
X- 150 200 300 400 500
Y- M m 3 35”
Valor de x onde se vai interpola| TER] Valor interpolado: 39,44
Tabela de Diferencas Dl\nd|dasﬂl el i llowo Bl sai
Tabela: | ‘ A2 ‘ A3 ‘ X ‘
Y1 ) -0,00033333 1,3333E-6 -3,8095E-9
Y2 0.08 0 0
Y3 0,05 0
Y4 005
Y5 '
1) X=4833 Valor Interpolade Y = 30 4401854215082 UUsando o método de Newton com 5 termos
2) X=4833 Vialor Interpolado ¥ = 39 44 Uzando o método de Newton com 5 termos.
VCN_‘ :Formatu Nurnérico Geral com precis-ﬁlo de 5 casas decimais. 00:04:26

Figura 10:

Fonte: Autoria Pr 6pria
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7 INTERPOLAC AO POR SPLINE

Na se@o 6, poliomios de grawn foram usados para interpolar- 1 pontos dados. Por
exemplo, para oito pontos, pode-se determinar exatamemggolindmio de grau sete. Essa
curva captura todas as oscii@és (pelo menos ata £tima derivada, inclusive) sugerida por
esses pontos. Entretant@ tasos em que essas fiias podem levar a resultados@ereos por
causa de erros de arredondamento e de erros na estimatieealidmagem alternatiesaplicar
polindbmios de grau mais baixo a subconjuntos dos pontos dadespdiaidmios conectadores
sao chamados fuidgssplines

Por exemplo, curvas de terceiro grau usadas para conedampea de pontos dadoacs
chamadas dsplinescubicos. Essas fuiigs podem ser constdas de modo que as cortes
entre equaies @ibicas adjacentes sejam visualmente lisas. Superficisnpameceria que a
aproxima@o de terceiro grau paplinesseria inferior a expre&® de grau sete. Podemos nos
perguntar em quais situdes umsplineseria prefevel.

A Figura 11 ilustra uma situ@p na qual unsplinefunciona melhor do que um pobmio
de grau mais alto. Es$eo caso quando uma fulgeé lisa em geral, mas sofre uma mudanca
abrupta em algum ponto da ragide interesse. O aumento em degrau mostrado na Figéra 11
um exemplo extremo de tal mudanca e serve para ilustrapesse.

As Figuras 11(a) a 11(c) ilustram como pdlmios de grau mais alto tendem a passar por
grandes oscildies na vizinhanca de uma mudanca abrupta. Em contragieetambiem liga
0s pontos, mas com@ limitado as varia@es de grau mais baixo, as oscilas 0 mantidas
em um nmnimo. Dessa forma, osplines em geral, fornecem uma aproxindacsuperior do
comportamento de fuides que tem vari@gs locais abruptas.



54

J(x) -

Sx)

f

®

Figura 11: Splinessuperiores aos polidmios interpoladores de grau mais alto
Fonte: (CHAPRA; CANALE, 2008)

A Figura 11& uma representaQ visual da situa&p na qual os splinefs superiores aos
polindmios interpoladores de grau mais alto. A fao@ ser ajustada sofre uma mudanca brusca
emx = 0. As Figuras 11(a) a 11(c) indicam que a va@ia@brupta induz osciléaes nos po-
lindmios interpoladores. Em contraste, combimitado a segmentos de reta, gplinelinear
11(d) fornece uma aproximag muito mais aceitvel.

O conceito desplineoriginou-se de umaétnica de desenho na qual era usada uma faixa
fina e flexivel (chamadaspling para desenhar uma curva lisa passando por um conjunto de
pontos. O processe descrito na Figura 12 para umirie de 5 pinos (pontos dados). Nesta
tecnica, o desenhista coloca papel sobre uabaa de madeira prega tachinhas, ou pinos no
papel (e nadbua) nas posiies dos pontos dados. Uma curibica lisa resulta de intercalar a
faixa entre os pinos. Assim, o nomesglinesctbicos") foi adotado para polimios desse tipo.
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Figura 12: A técnica de desenho que usa uspline para desenhar curvas lisas por umaéarie de
pontos.
Fonte: (CHAPRA; CANALE, 2008)

A Figura 12é uma representag da écnica de desenho que usa spiinepara desenhar
curvas lisas por umasie de pontos. Observe como, nas extremidades, o splinenserhenos
curvo. Isscé chamado de ursplinenatural.

7.1 SPLINESLINEARES

A ligacao mais simples entre dois pont®sima reta. Osplinesde primeiro grau para um
grupo de pontos ordenados podem ser definidos como um comjeritin@es lineares

f(x) = fi(x) = f(Xo) +Mo(X—Xo) ;X <x<Xx

f(x) = faolx) = f(X1) +my(X—xq) : X1 < X< X | (7.1.1)

fxX) = f(X) = fX-1) +Ma(X=X-1) 5 X1 <X<Xy
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ondem; € a inclina@o da reta, dado por

(i) — (%)
m = X1 % , (7.1.2)

comi =0---n—1. Essas equées podem ser usadas para calcular adargn qualquer ponto
entrexg e X,, para isso, primeiro localizamos o intervalo no qual o p@etencontra. A seguir
a equago apropriad& usada para determinar o valor da famglentro do intervalo. O @todo
€ obviamente& interpolago linear.

Exemplo 7.1 Ajuste os dados da Tabela 34 com um spline de primeiro grawculzah fun@o
em xX= 5.

Tabela 34:
X | f(x)

30|25
45| 1,0
70| 2,5

90| 0,5
Fonte: (CHAPRA; CANALE, 2008)

Solugao: Para encontrarmos a spline de primeiro grau, encontrarersjlines lineares
para cada subintervalo.

1. No primeiro[3;4,5], temos

f(x) = fix) = f(x)+My(Xx=X) ; Xo<X<X, (7.1.3)

m = —SwZI) 2 TEY g (7.1.4)

f(x) = fix) = 25-1(x-3) = —x+55 ; 3<x<45. (7.15)

fx) = fax) = fx)+mX—x1) ; X <X<x2, (7.1.6)
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ondex =45 x=7e€
m = ——~ = —— = 0,60. (7.1.7)

Portanto,

f(x) = fa3(x) = 25-1x-7) = —1x+95 ; 7<x<9. (7.1.11)

fi(x) = —x+5,5 ; 3<x<45
f(x) =< fo(x) = 0,60x—1,7 ; 45<x<7,0 . (7.1.12)
f3(xX) = —Ix+95 ; 7,0<x<90

cujo graficoé

Figura 13: SplineLinear

Fonte: Autoria Propria
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A inspe@o visual da Figura 13 indica que a principal desvantagem sgplnes de pri-
meiro graué que eles &o Ao lisos. Essencialmente, nos pontos dados nos quais dwissp
se encontram (chamado$s$), a inclina@o varia abruptamente. Em termos formais, a pri-
meira derivada da furiip &€ descorihua nesses pontos. Essa déficiaé superada usando
splines polinomiais de grau mais alto, que garantem quesagsn lisos nosds, igualando as
derivadas em tais pontos.

Para encontrar a estimativa do valor em=x5, calculamos
f(5)=f(5) = 0,6(5-17 = 13, (7.1.13)

pois5 € [4,5;7]. Conclimos que 5) = 1,3. A spline de primeiro grau resultante édtacado
na Figura??(a).

Utilizando o aplicativo VCN podemos calcular o spline linéefinido no intervaldg4, 5; 7).
Para este élculo no VCN digitamos os valores dg, %o, f(X1) e f(x2), sendo o fimero de
pontos iguais a A1 = 2. O grau do polimmio linearé n=d = 1 e rdo teremos nenhuma
derivada igual a zero, pois a con@ig de spline lineaed—1=1-1=0.
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@| 2)Interpolagdo e Btrapolacao Polindmial por Sﬁ:lines E|E| :@
Principal | Grico |

Entre com a Tabela:
Nimero de Pontos (n+1); |2 Grau dos Polindmios(d) |1

Funcao:

L]

X- 45 i

Y- 129

Condictes de Splines Natural (Marcar [d-1] campos os quais serdo iqualados a zero);

Ordem da Derivada: | 12
Valor de x onde se vaiinterpolar |3
Primeira Polingmio:

Utim Polinéio; | — Caloula>>{ i Grafico ‘ i Nowo ‘ F] sair ‘

Valorinterpolade: 1,3

Yalor de X onde e vai Interpolar Valor Interpolado

1) X=5 Valor Interpolado ¥ =13

0s Splines séo ;
Se X7 entdo PX)=-17 +0,6%

Figura 14: Splinecalculada com uso do VCN

Fonte: Autoria Propria.

7.2 SPLINESQUADRATICOS

Para garantir que as asimas derivadas sejam contas nos @s, umsplinede grau pelo
menosm+ 1 podem ser usado. Polimios de terceiro grau osplinescubicos que garan-
tam continuidade das primeira e segunda deriva@lasisados mais frequentemente rétipa.
Embora derivadas de terceira ordem ou de ordem mais altarpossr descontinuas quando
usandosplinesclubicos, elas @0 podem ser detectadas visualmente e, consequenten@nte, s

ignoradas.

Como a dedufo dossplinesciibicosé um pouco complicada, primeiro ilustraremos o con-
ceito de interpola@o porsplineusando polibmios de segundo grau. Essgdinesquadaticos
tem primeira derivada coimua nos 0s. Embora osplinesquadéticos rao garantam segundas
derivadas iguais noss, eles servem bem para demonstrar o procedimento gerakeavbl-

vimento desplinesde grau mais alto.
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O objetivo dossplinesquadaticosé determinar um polidmio de segundo grau para cada
intervalo entre os pontos dados. Esse @tiio para cada intervalo pode ser representado por

fix) = ax’+bx+g . (7.2.14)

A Figura 15 foi inclida para ajudar a esclarecer a natagParan+ 1 pontos dado§i =
0,1,2,...,n), existen intervalos e, consequentemente, @®nstantes indeterminadas (os a’s,
b’s e ¢'s) para calcular. Portanton @qua@es, ou condi@es &0 necesaias para calcular as
incognitas. o elas

1. Os valores da furdp e dos polibmios adjacentes devem ser iguais nés imteriores.
Essa condigo pode ser representada por

a-1X%  +bi_ix_1+c1 = f(x-1), (7.2.15)

axt +bix 1+6 = f(x.1) . (7.2.16)

parai = 2,3,...,n. Como apenas 098 inferiores foram usados, as Eqoes (7.2.15) e
(7.2.16) fornecem cada unma- 1 condi@es para um total den2- 2 condi@es.

2. As primeira e ultima furiges devem passar pelos pontos extremos. Isso acrescesta dua
equa@es adicionais:

apd+bxo+c = f(x) (7.2.17)

a2+ bpxn+cn = f(Xn) (7.2.18)
para um total de2— 2+ 2 = 2n condiges.

3. As primeiras derivadas no$® interiores devem ser iguais. A primeira derivada da
equa@o (7.2.14¢:

f'(x) = 2ax+b. (7.2.19)
Portanto, a cond&p pode ser representa de modo geral por
28 _1X—1+bi_1 = 2ax_1+b, (7.2.20)

parai = 2,3,...,n. Isso fornece outras — 1 condi@es para um total den2-n—1 =
3n— 1. Como temos Bincognitas, ainda falta uma condig. A menos que se tenha
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alguma informago adicional relativas fun@®es ou suas derivadas preciso fazer uma
escolha arbifaria para ter sucesso no calculo das constantes. Embotanexds/ersas
escolhas diferentes padsgsis, optamos pela seguinte:

4. Suponha que a segunda derivada seja nula no primeiro.pootoo a segunda derivada
da equago (7.2.14F 2a;, essa condio pode ser expressa matematicamente como

A interpreta@o visual desta conddpé que os primeiros dois pontos delligados por uma reta.

fx) 4 asx* + bix + c;
a,x® + byx + ¢,

s
a;x* + byx + ¢,

f (x (})

Intervalo 1 | Intervalo 2 | Intervalo 3

Figura 15: Notacdo usada para deduzirsplinesquadraticas.
Fonte: (CHAPRA; CANALE, 2008)

Exemplo 7.2 Ajuste um spline quadtico aos mesmo dados usados no exemplo 7.1. Use os
resultados para fazer uma estimativa do valor em X

Solucgdo: Conforme podemos observar a Tabela 34, existem quatro pemnes 3 inter-
valos. Portanto3n = 3(3) = 9 incognitas devem ser determinadas. As Eqesc(7.2.15) e
(7.2.16) fornecer@n— 2 = 2(3) — 2 = 4 condies, duas para+ 2 e duas para = 3.

axe +bixg +¢p f(x1)
WG+ e = f(o) (7.2.22)
X+ +c; = f(x)
X +bgxot+cz = f(x)
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Substituindo x=4,5 e % = 7 nas equages dadas em (7.2.22), obtemos

20,2521 +4,5b1+¢; = 1,0
20,252, +4,5bp+¢c, = 1,0
4%, +Thy+Cp = 2,5
493+ 7hs+c3 = 2,5

(7.2.23)

Como as primeira é@ltima fun@®es passam pelos valores inicial e final, temos mais duas
condiges das equdies (7.2.17) e (7.2.18), dadas por

ax+bixo+c = f(x) (7.2.24)

agX3+baxg+cz = f(xg) - (7.2.25)
Ao substituirmos x= 3 e x3 = 9 nas equages (7.2.24) e (7.2.25), temos

91 +3m+c = 2,5 (7.2.26)

8la3+9b3+c3 = 05. (7.2.27)

A continuidade das derivadas cria mais-i = 3— 1 = 2 equa@es, dadas pela equag
(7.2.20) com = 2,3. Temos

2a1x1+by = 2axx1+by (7.2.28)

2a0%0+by = 2azxp+Dbs . (7.2.29)
Ao substituirmos x= 4,5 e % = 7 nas equages (7.2.28) e (7.2.29), temos

9a;+b; = 9a+by (7.2.30)

lda,+by, = 14ag+bs . (7.2.31)

Finalmente, a equap (7.3.51) forneceq@= 0.
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Portanto, obtemos o sistema

(

20,253 +4,5b;+¢c; = 1,0
20,253, +4,5b,+¢c, = 1,0
49a,+Th,+¢c, = 2,5
493+ Ths+c3 = 2,5

9a;+3b1+cCc1 = 2,5 . (7.2.32)
8lag+9b3+c3 = 0,5
9a;+b; -9 —-by, = 0
l4ay+by—14a3—by = 0
aq = 0

Observe que podemos reduzir 0 sistema para oito dipgisto quea= 0. De fato,

(

4,501+c; = 1,0

20,25, +4,5b,+¢c; = 1,0
49, +7br+cp, = 2,5
493+ 7hs+c3 = 2,5

: (7.2.33)
+3b14+c1 = 2,5
8lag+9b3+c3 = 0,5
+b1—9,—-b, = 0
\ 1l4a,+by—14a3—bz3 = O
Tais condi@es podem ser expressas na forma matricial
(045 1 0 0 o ol[b | [ 1]
0O 0 2025 451 0 0 O C1 1
0 O 49 7 1 0 0 O]f a 2,5
0 O 0 0 0 49 7 1| | b 2,5
= . (7.2.34)
3 1 0 0O 0 0 0 O C2 2,5
0 O 0 0O 0 81 9 1| | a3 0,5
10 -9 -120 0 0O bs 0
0 O 14 1 0-14 -1 0 C3 0

Esse sistema pode ser resolvido pektodo de Eliminago de Gauss. No entanto, por apre-
sentar uma resol@p extensa, usamos o aplicativo VCN para obter a sadp sistema, como
indicado na Figura 16.
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Lol

[@] 2Método Dircto para Resolugao de Sistemas Lineares | = :_Ié“'
Principal ] Quadro de Gauss ] Decomposicio LU 1 Jal Condicionamenta | Refinamento de Solughies ]
Ordem do Sistema: | 8 '%scolha 0 Metoda Direto: — .
— | % Jardan ¢ Ga (" Fiiotagan Parclal € Pivotagan Completa
WatizA AX=B Mtz Wtz
Hatriz Cn\una:1it‘.uluna:21 Culuna:ﬂ] Culuna:41 Culuna:Si CDIuna‘&' Coluna:7| | Matriz | Coluna:t Watriz [ Columa:1
Linha:1 45 1 0 0 0 0 0 |X1; Linha:1 1
Linha:2 01033 0 i 0 ] 0l [x2: 55 nhaz| 183
Linha:3 0 (T 7 1| 0 0 X3 0,4 Lnhaa | 25
Linha:4 ] 0 0 1,51. 0,587 0 0f | X4: 576 Linha:4 | -0.0332
Linha:5 ﬂl 0 0 00,0794 0 0f |X5: 185 Linha:5 147
Linha:6 1 0 0 i 0 81 9 [¥6: 16 Linha:6 15
Linha7 [} 0 il 0 0 um X7 246 Linha7 22
Linha® 0 0 0 il 0| 0 ¥ | @13 Linha®
i b
Transformagtes Elementares: [~ Execucio Passo a Passo
1) Troca L5 por L7 B el ¥ Constroi o Quadro de Gauss
12)L8=L5%(-1;*(00794/0,07%4) + L& ke Terminado.
13)L7=16*(1)* (49 181) + L7 e
14)18=16* (1) * (14781} 18 b
15)L8=L7* (1) * (0,556 1 1.58) + LB
i Novo ‘ B] i ‘ ¢ Reinicia ‘

VCL ?Forma'.fo'Num'é'ri'co'G-eral com pre'c'i's.ﬁlo de 3 casas decimais.

Figura 16: Solugdo do sistema via VCN para obter aspline quadratico

Ao observar a Figura 16, obtemos

aq = 0 ; b]_ = -1 , G = 5,5
a = 064 ; bp = —6,76 ; cop = 1846 .
a3 = —16 ; b3 = 246 ; c3 = —-913

Substituindo esses valores na eiaguadatica
fi(x) = ax®+bix+c ; X_1<X<¥% ,
comi=1...3, determinamos o Spline Quadico. De fato,

e Parai=1, obtemos

fi(x) = ap+bix+cr ; Xo<x<xp -

Sabendo quea=0, by =—-1,¢1=5,5, % =3,0e x =4,5, temos:

fi(x) = —x+55 ; 3<x<4,5.

04:53:35

(7.2.35)

(7.2.36)

(7.2.37)

(7.2.38)



Para i= 2, temos
fo(x) = ax®+bx+C ; X <X<X ,
ondea=0,64,bp=—-6,76e=1846,x =4,5ex% ="7. Da
fa(X) = 0,64x>—6,76x+18,46 ; 45<x<7,0.
Para i= 3, temos
fa(x) = agx®+bex+C3 ; X <X<X3 ,
ondega=—-16,b3=246,c3=-913, x%=7ex=9. Logo
f3(x) = —1,6x°424,6x—913 ; 7,0<x<90.
Portanto, o Spline Quaditico é

fix) = —x+5,5 ; 3<x<4,5

f(x) =< fa(x) = 0,64x°—6,76x+1846 ; 45<x<7,0 ,

fa(x) = —1,6x°+24,6x—91,3 ; 7,0<x<9,0
Para encontrar o valor em x 5, calculamos
f(5)=f(5 = 0, 64(5)2—6,76(5) +1846 = 0,66,

pois5 € [4,5;7|.

o grafico do Spline quaditico &€ dado por
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(7.2.39)

(7.2.40)

(7.2.41)

(7.2.42)

(7.2.43)

(7.2.44)
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Figura 17: Spline Quadratico

Fonte: Autoria Propria

Observe quedduas desvantagens que prejudicam o ajuste:

1. Areta ligando os dois primeiros pontos ;
2. O spline para aultimo intervalo parece ir muito alto;
Os splines @bicos da poxima seg@o 7.3 réo exibem essas desvantagens e, como con-

sequencia, 0 nmetodos melhores para interpolag por splines.

7.3 SPLINESCUBICOS

O obijetivo nos splinesibicosé determinar um poliimio de terceiro grau para cada inter-

valo entre os @s, como em
fix) = ax3+bx?4cx+d . (7.3.45)

ondei =1,2,--- ,n. Logo, paran+ 1 pontos dados existemintervalos e, consequentemente
4n constantes indeterminadas para calcular. Exatamente paramssplinesquadaticos, 4
condigdes &0 necesxias para calcular as iagnitas. @0 elas:

1. Os valores da ful@p e dos polibmios adjacentes devem ser iguais nGs mteriores

(2n— 2 condi@es).
2. A primeira e diltima fun@o devem passar pelos pontos extremos (2 cordj¢

3. As primeiras derivadas noésiinteriores devem ser iguais{ 1 condi@es).
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4. As segundas derivadas nassnnteriores devem ser iguais-{ 1 condi@es).

5. As segundas derivadas ndssrextremosao nulas (2 condiges).

A interpreta@o visual da quinta conddpé que a fungo se torna uma reta nos extremos. A
especificago de tais condiies nas extremidades leva ao @uehamado deplinenatural, que
tem este nome por quesplinedesenhado naturalmente se comporta dessa forma Figura 34.
Se o valor da segunda derivada nés extremos @o for nula (iss@, existe alguma curvatura),
essa informago pode ser usada alternativamente para fornecer as duigtamifinais.

Esses cinco tipos de condigs fornecem o total dam€quades necessias para determi-
nar os 4 coeficientes. Enquanto que certameanfgossivel desenvolveplinescibicos dessa
forma, vamos apresentar un&hica que exige a solag de apenas— 1 equago. Embora a
dedu@o deste ratodo seja um pouco simples do que aquela pasplisesclbicos, o ganho
em eficencia vale o esforco.

O primeiro passo na dedagé baseado na obsergde que, como cada par déesre
ligado por um polidmino dibico, a segunda derivada no interior de cada inter&alma reta.
Para verificar isso, basta derivar duas vezes a éuac3.45). De fato,

f/(x) = 3ax?+2bx+c (7.3.46)

f'(x) = 6ax+2b . (7.3.47)

Com base nisso, as segundas derivadas podem ser represguada polidmino inter-
polador de Lagrange de primeiro grau

X— X X—Xi_1
f — f(x q)—— )AL
i (X) i (XI 1)Xi—1—xi + 1 <XI)Xi—Xi—1 . (7.3.48)
ondef”(x) & o valor da segunda derivada em um ponto qualgueri-€simo intervalo. Logo,
essa equap &€ uma reta ligando a segunda derivada no primeird’t{x,_1) com a segunda

derivada no segundarf”(x).

A seguir, a equap (7.3.48) pode ser integrada duas vezes para fornecerxpres&o
parafi(x). Entretanto, essa expréssira conter duas constantes de integmpdeterminadas.
Tais constantes podem ser determinadas invocando a éord#cigualdade das fudes: fi(x)
deve serigual d(x_1) emx;_1 e fi(x) deve ser igual (X)) emx;. Fazendo esseslculos,
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obttm-se a seguinte equagdibica

N :XT (_X';Ii)l B f//(xi_l)(Bxi —Xi—l)} %—% . (7.3.49)
+ :Xi f_())((ii)l - (Xi)<x6i_Xi_l)} Xy

Agora, sem dvidas, essa relag & uma expreg® muito mais complicada paraspline
clbico para o iésimo intervalo do que, por exemplo, a Eqa@&@.3.45). Entretanto, observe
gue ela corédm apenas dois “coeficientes”indeterminados, as seguedaadhs no iftio e no
final do intervalof”(x_1) e f”(x). Logo, se determinarmos as segundas derivadas adequadas
em cada 0, a equago (7.3.49) sé& um polirdomio de terceiro grau que pode ser usado para
interpolar o intervalo.

As segundas derivadas podem ser calculadas usando a@mddigue as primeiras deriva-
das nos s devem ser coimuas:

fl(x) = f.40%) - (7.3.50)

A equa@o (7.3.49) pode ser derivada para dar uma expogsara a primeira derivada. Se isso
for feito para og-ésimo (i — 1)-ésimo intervalos e se os dois resultados forem igualmente de
acordo com a equag (7.3.50), resultam as seguintes re&s;

(% —Xi—1) P (%i—1) +2(%+1 —Xi—1) (%) + (%2 — %) £ (Xi1)

6 6 . (7.351)

T X1 X [T(42) = FO0))+ Xi — Xi_1 [F04-2) = ()]

Se a equadp (7.3.51) for escrita para todos assnnteriores, teremas— 1 equaéo simulineas
comn+ 1 segundas derivadas. Contudo, como éssmsplinectbico natural, as segundas de-
rivadas nos as extremos#&o nulas e o problema se reduz-al equa@es corm— 1 inognitas.
Alem disso, observe que o sistema de egaagea tridiagonal. Logo, &o apenas reduzimos o
numeros de equées, como tamdm as colocamos em uma forma quextremamenteatil de
resolver.

A aplicagio dessas equags pode ser observada n@ximo exemplo.

Exemplo 7.3 Ajuste splines igbicos aos mesmos dados nos Exemplos 7.1 e 7.2 (Tabela 34).
Utilize os resultados para fazer uma estimativa do valor em5«
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Solugdo: O primeiro pass@ usar a equago (7.3.51) para gerar um conjunto de eqbas
simulineas que s@o utilizadas para determinar as segundas derivadas r@ss Para isso,
escolhendo+ 1ei= 2, na equa&o (7.3.51), temos

(x1—x0) f”(X0) +2(%2 —X0) " (x1) + (%2 —x1) f" (x2)

6 ; ¢ 6 ¢ ‘ (7.3.52)
= oo [100) = F0a)]+  — - [F00) = F)]
e
(%2 =x1) F(x1) +2(x3 — x1) " (X2) + (X3 — %2) " (X3)
6 ; ¢ 6 ¢ ¢ ) (7.3.53)
= XS—XZ[ (X3) — (Xz)HXZ_Xl[ (x1) = f(x2)]
Observando a Tabela 34, podemos retirar os dados nadesspara os s interiores:
X = 3 = f(x) = 25
X1 = 45 = f(xq) = 1
! ’ Ga) . (7.3.54)
Xo = 7 = f(X?_) 275
X3 = 9 = f(x3) = 0,5
Ao substituirmos esses valores nas e@asq7.3.52) e (7.3.53), temos
(4,5-3)f"(3)+2(7—3)f"(4,5) + (7—4,5)f"(7)
6 6 (7.3.55)
= g (D 1(45)]+ ;e [f(3) - f(4.5)
e
(7—4,5)f"(4,5)+2(9—4,5)f"(7)+(9—-7)f"(9)
® 05-25 1-25 (7:3.56)

Utilizando a condi@o de Spline natural,”f(3) =0e f’(9) =0, e substituindo esses valores
nas equages (7.3.55) e (7.3.56), obtemos o sistema linear

(7.3.57)

8f"(4,5)+2,5f"(7) = 9,6
2,5f"(4,5)+9f"(7) = —9,6

cuja solu@o é dada por

f”(4,5) =1,67909 e f"(7)=-1,53308. (7.3.58)



Considerando iigual 4, 2 e 3 na equaéo (7.3.49), encontramos

f1 (Xo)

f7'(X1)
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fi(x) = 2=~ —x°+ X—Xo)®
10 = G mxg "0 e gy X0
f(x0)  F"(x0)(x1 —X0)
+ =% 5 (X1—%X) (7.3.59)
[ fxa)  f7(x) (X2 — o)
* Xi—X 6 (x=x0)
f//(xl) f//(xz)
fo(x) = 2 3y _2 X—Xq)3
2( ) 6(X2 — Xl) ( ) 6(X2 — X]_) ( )
fxa)  7(xa) (%2 —Xa)
+ o1 5 (X2 —X) (7.3.60)
[ f (Xz) f,/(Xz) (Xz — Xl)
+ X1 5 (X—X1)
e
f//(xz) f//(XS)
fax) = = (xg—x)3+ 3 X—Xp)°
3( ) 6(X3 — XZ) ( 3 ) 6(X3 — XZ) ( 2)
f (Xz) f”(Xz) (X3 — X2) ]
+ P 5 (X3 —X) (7.3.61)
f(xg)  (xg) (X3 — %)
+ _X3—X2_ 5 (X—X2)
Substituindos os valores do'sx os fx)’s e utilizando a ideia de ser uma Spline natural,
obtemos
fi(x) = 0,186566x— 3)°+1,6666674,5—X)+0,246894x—3) , (7.3.62)
fo(x) = 0,1119397—x)°—0,10220%x—4,5)%—0,2996217 — X) (7.3.63)
+1,638783x—4,5) ’ o
e
f3(x) = —0,1277579—x)3+1,7610279—x) +0,25(x—7) - (7.3.64)
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Portanto, o Spline Gbicoé dado por

(
0,186566x— 3)3+ 1,6666674,5— X
hoo = O Gx—3)°+1, “5-x 3<x<45
+0,246894x — 3)

0,1119397 —x)3—0,102205x — 4,5)3
f(x) =< fax) = 1 ) i ) ; 4,5<x<7,0 , (7.3.65)
—0,2996217 — x) +1,638783x — 4,5)

—0,1277579—x)3+1,7610279—X)
+0,25(x—7)

\

cujo graficoé

Figura 18: Spline Clbico

Fonte: Autoria Pr 6pria

Para calcular o valor em x= 5, que pertence ao segundo intervalo, temos

f(5) = fp(5) = 0,1119397—5)%—0,102205%5—4,5)° —0,2996217 —5)
+1,6387835—4,5) (7.3.66)
= f(5) = 1,102889

Utilizando o aplicativo VCN podemos encontrar os pofirios em cada intervalo e depois
calcular o valor interpolado, neste casa=x5, conforme indicado na Figura 19.
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1] Caleulo Numérico o8]
Utilitarios  Operadores  Interpolacio  Derivagao Integracdo  Equacdes Diferencizis  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
i Vinterpolagzo e Extrapolagao Polinomial por Splines = |'_i§|_:

Principal }gréﬁgg]

Entre com a Tabela:

Mimero de Pontos (n+1); | 4 Grau dos Polindmios(d): | 3

Funcan:| 1 ‘ 2 J 3 I 4 I

45 70 90
1,0 25 05
Condices de Splines Natural (Marcar [d-1] campos os quais serdo igualados azero):
Ordem da Derivada: |12 (22 |32
Valor de ¥ onde se vai interpolar, | 5

Primeiro Polindmio: CIwIr

Littima Palingmio; i ']“ i >;< gE ) ‘ E? i ‘ E i ‘

Valorinterpolado: 1,102889734

Derivada de Ordem - 2 & iqual a: 1036653892
33) X=5 ‘alor Inferpelado ¥ = 1,102889734

Derivada de Ordem - 1 & igual a: 0,5184730875

Derivada de Ordem- 2 & igual a: 1,036653992

Se X esta entre 45 e 7,0 entao P(X}=38,23673004 -20 72582738*X +3 730494257*X2 -0 2141444857°X"3

5 X=7,0 entdo P(X)=-78,03536122 +29 5338403°X -3 440429658"K"2 +0,127756654°K"3

]
00721

L@L\ [Formato Numérice Geral com precisio de 10 casas decimais

Figura 19: VCN Spline Cubico

Fonte: Autoria Pr 6pria

Os resultados dos Exemplos 7.1 a 7.3esesumidos na Figura 20. Observe a melhora
progressiva no ajuste a medida que nos movemos dos splimeesds para quaaticos para
clUbicos. Foi superposto tar@im na Figura 20(a) um polmio interpolador @bico, calculado
no Exemplo 7.4. Embora o splinéilzico consista em umase de curvas de terceiro grau, o
ajuste resultante diferente obtido usando um pdimio de terceiro grau, o que deve ao fato de

gue osplinenatural exige segundas derivadas nulas nos extre

nao tem tal restrigo.

mos,reénaupolirdomio dibico
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(a) (b) (c)
n=1 n=2 n=3

Figura 20: Comparacao entre assplines

Exemplo 7.4 Utilizando os dados do Exemplo 7.1, vamos calcular o jpofio dibico, usando
a formula de Newton do polémio de interpolago.

Soluggo: Temos

X = 3 = f(x) = 25
X1 = 45 = f(x) = 1
! (a) . (7.3.67)
X2 = 7 = f(x) = 2,5
X3 = 9 = f(X3) = 0,5

Por possimos quatro pontos temos que usar um giiio de grau tés. Assim, o polidmio
de interpolaéo na forma de Newtoa dado por

P3y(x) = f[XoH(X—Xo)f[xO,xl]+(X—Xo)(X—X1)f[Xo,X1,Xz].

(7.3.68)
+(X—X0) (X—X1) (X = X2) f [X0, X1, X2, X3]

Em primeiro lugar, construmos a tabela de diferencas divididas

Tabela 35:
X; | Orden® | Ordeni | Orden®? | Orden8
3,0 2,5 -1 0,4 -0,12593
4,5 1,0 0,6 -0,3556 S
7,0 2,5 -1 e e
9,0 0,5 —_ —_
Fonte: Autoria pr opria.
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onde
f[xo] = 2,5 ) f[xo,x1] = -1
o X0, ] . (7.3.69)
fXo0,X1,%X2] = 0,4 | f[Xo,X1,%2, X3] = —0,12593
Dai
X) = 2,54+ (x— —1)+ (X— X—X1)(0,4
Ps(x) (x=%0) (~1) + (X —%0) (X~ %) (0.4) 7.3.70)
+(X—X0)(X—X1)(X—X2)(—0,12593
Substituindo os valores dg x 3,0, x; = 4,5 e % = 7,0, encontramos
P3(x) = 22,8+12 311X+ 2,2259% —0,12593¢ . (7.3.71)
Para calcular o valor em x= 5, que pertence ao interval@®,0; 9, 0], temos
5) = 228+12311(5)+2,22595)% - 0,125935)3

= Py(5) = 1,1519

Exemplo 7.5 A parte superior deste animal deve ser aproximada utilivesylines interpola-
dores @ibicos fixados. Os pontos da parte superioadabelado na Tabela 36.
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i
x g 2 - .
13 4 Inclinagdo -3 Inclinagdo 3 Inclinagio —4
i+ ‘ ‘ Jo—{y | : |
6 ]m]nmg,aol REN e " n |
o i = %3 L B IS ! == N | Inc:linug:a'ml
4 . —— =l -
7 ¥ | = Fi 4 - N
il === : O 9 ——
! I I T~ Curva | | Curva 2 | Curva 3" Inclinagio _3’}
o S e ] 4 .
5 10 13 20 25 30 x
Figura 21:
Fonte: (BURDEN; FAURES, 2003)
Tabela 36:
Curval Curva2 Curva3
iox f0g) ) xji  f0g) f'0g) xj  f0g)  f(x)
0O 1 3,0 1,0 0 17 4,5 3,0 0 27,7 4,1 0,33
1 2 3,7 1 20 7,0 1 28 4,3
2 5 3,9 2 23 6,1 2 29 41
3 6 4,2 3 24 5,6 3 30 3,0 -1,5
4 7 57 4 25 5,8
5 8 6,6 5 27 52
6 10 7,1 6 27,7 4,1 -4,0
7 13 6,7
8 17 4,5 -0,67

Fonte: (BURDEN; FAURES, 2003)
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Solugdo: O primeiro pass@ usar a equago (7.3.51) para gerar um conjunto de eqbas
simulineas que s@o utilizadas para determinar as segundas derivadas r@ss Para isso,
escolhendo+ 1,...,8, na equaéo (7.3.51), temos

(x1—x0) f”(%0) +2(%2 —X0) " (x1) + (%2 — 1) f" (x2)
6 6 , (7.3.73)

_ m_nﬁ@g—umn+m_mﬁuw—ﬂmﬂ

(X2 —x1) F"(x1) +2(x3 — x1) " (%2) + (X3 — X2) " (x3)
6 5 , (7.3.74)

= s [100) = F0)] + = [F0a) = F0)]

(%3 — %) £ (X2) 4+ 2(xa — X2) f"(X3) + (Xa — X3) f"'(Xa)
= ) fel O [f)— 0] (7379
o T w2 3

(s — 36 () -+ 20 — 36) £ (x4) - (X5 —a) %)
= O e - ) [T = TO)] (7:3.79)
o —xq 10 Xa—Xg & 2

(36— ) £ (Xa) = 20 — xa) 17 (36) + (X6 X5) 1" (%)
= ) ) [f) - Txg)] (7.3.77)
X6_X5[ > X5 — X4 >

(X6 —X5) T (x5) 4+ 2(x7 — x5) "' (X6) + (X7 — %) T (X7)
= 8 tg) - )+ —— )~ f(xe)] (7:3:79)
X7—X6[ ! X6 — X5 °

(x7 —Xg) £ (X6) + 2(xg — X6) T (x7) + (X8 — X7) f (Xg)
= e ) [fe) )] (7:3.79)
X —x7 | T —%e !

Observando a Tabela 36, podemos retirar os dados nadesspara 0s 0s interiores.
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Iremos calcular os valores para a primeira curva:

X = 1 = f(X) = 30
X1 = 2 = f(xq) = 3,7
X2 = 5 = f(x) 3,9
X3 = 6 = f(x3) = 4,2
¢ = 7 = f(xq) = 57. (7.3.80)
xs = 8 = f(Xs) 6,6
X6 = 10 = f(xg) 7,1
X7 = 13 = f(x7) 6,7
x¢ = 17 = f(xg) = 4,5

Ao substituirmos esses valores nas e@esc(7.3.73), (7.3.74), (7.3.75), (7.3.76), (7.3.77),
(7.3.78) e (7.3.79), temos:

(2—1)f"(1) +2(5—1)§"(2) + (5— 2) f"(5)
6 6 : (7.3.81)
= £5[39-37+5-7030-37
(5—-2)f"(2)+2(6—2)f"(5)+ (6—5)f"(6)
6 6 : (7.3.82)
= 5 542-39+:—5[87-39
(6—5)f"(5)+2(7—5)f"(6)+ (7—6)f"(7)
6 6 : (7.3.83)
= o B7-42+¢[39-42
(7—6)f"(6)+2(8— 6)f "(7)+(8—7)f"(8)
6 : (7.3.84)
(8—7)f"(7)+2(10—7)f"(8) + (10— 8) " (10)
6 6 : (7.3.85)
= 15"l 66+5-=[57-66
(10— 8)"(8) +2(13—8) f”(10) + (13— 10) f(13)
6 6 : (7.3.86)
= 3100771+ 15g66-71]
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(13— 10) f”(10) + 2(17—10) " (13) + (17— 13) " (17)

6
= 17-1345-67+ [7,1—6,7]

(7.3.87)
13-10
Utilizando a condi@o de Spline natural, (1) = 0 e f’(17) = 0, e substituindo esses valo-

res nas equdies (7.3.81), (7.3.82), (7.3.83), (7.3.84), (7.3.85)3.86) e (7.3.87), obtemos o
sistema linear

4
8f"(2)+3f"(5)+3,8 = 0
3f"(2)+8f"(5)+ f"(6) — 0
f7(5)+4f"6) + f"(7) — 0
" " "
f7(6) +4f"(7) + (8 )+3,6 = 0 (7.3.88)
f7(7)+6f"(8)+2f"(100 +3,9 = O
2§"(8)+10f”(10) + 3f"(13)+2,3 = O
\ 3f”(10)+14f"(13)+25 = O
Utilizando o aplicativo VCN resolvemos o sistema peétodo de Gaus, temos:
@ Caleulo Numérico E@
Utilitarios  Operadores  Interpolacio  Derivagao Integracdo  Equacdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
(] 1)Metodo Direte para Resolugdo de Sistemas Lineares =] 2 (=]
Principal wauadro de Gauss { Decomposicio LU ] Mal Condicionamento | Refinamento de Solugbes '
: ; = Escolha o Método Dirsto:
e | 7 " dorar  Gauss (" Pivatagan Farcial € Fieotagsn Complsta |
MairzA AX=B Mairiz X MatizE
Matriz Culuna‘11tuluna:4 Coluna3 ICquna:4 I( Matriz | Coluna:1 Matriz | Coluna:1
Linha:1 ) 3 0 (R EEE 4,51422;%5355 7 Linha:1 38
Linha:2 0 6875 1 0 (X2 01046[}409“)5?4610519 Linha:2 2825
Linha:3 0 03.35454545454545455. 1l [xa: 2,10584684223705288 Linha:3 | 8,73503090905090508
Linha.4 0 0 0 3,74056603773584906, | X4. -.1.32?'9'914-6452232125- Linha:4 -5,361320754715?31.13
Linha:5 0 0 0 05| X5 |-0393880983745767894 Linha:5 |-2 4657087(113493084
Linha:g 0 0 0 0| %8: |-0,104361316451286294 Linha:§ |-1,43541326548763748
Linha:7 0 i ] 0 |X7: |-0,156208289331867223 (5 R -2, 0357232005050550
0 b
Transformacties Elementares: I Execugio Passo a Passo
2)L3=12%(-1)*(1/6875)+ L3 Bl Caltula ¥ Constrai o Quadro de Gauss
3pL4=L37(-1)* {1/ 3 B5454545454545455) + L4 e Terminada,
4)L5=L4*{-1)*(1/374056603773584506) + L5 .c
) L6= L5+ () * (2/5 7306807B154110571) = L6 Valor do Determinante = 551118
B)L7=L16%{-1)*(3/930224373075230872) + LT
i Novo ‘ f] sair ‘ € Reinicia |
VCM [Formato Numérico Geral com prec"\séo de 10 casas decimas, 0BT

Figura 22:

Fonte: Autoria Propria



Cuja solu@o é dada por:

) =

—0.5142265359
0.1046040957
2.105846842
—1.327991465 .
—0.3938809837
—0.1043613165
—0.1562082893

Considerando & 1,...,8 na equaé&o (7.3.49), encontramos

fl(X) =

fg(X) =

f1(Xo)

f1'(X1)

m(xl—X>3+m(x—xo)
NELCRLE )
P | [
6(];{(1(121) (x2—x)°+ %(X— X1)

+ :x];(i(l)zl - eabe=all i,
| - e )
%(“_ >3+6(§<é;(i3>22) (x=x)
+ :ng(i(izz - eelbe el

| - e (g

3

3
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(7.3.89)

(7.3.90)

(7.3.91)

(7.3.92)



f4(X) =

J— 3 J—

60— xa) 4 T kg xg)
[ f(x3)  f7(X3)(Xa—X3)

+ e 5 (Xa —X)
[ f(xq)  F7(xa)(X4—X3)

+ =g 5 (X—X3)
f//( ) f//(xs)

56— ¢ 9 T 8o <
[ f(xa)  f7(Xa)(Xs —X4)

+ o= 65 (X5 —X)
[ f(xs)  f"(Xs5) (X5 —Xa)

n B _5)(4 _ 5 65 (X—Xa)
f//(XS) f//(xe)

6(xi;—x5)(x6_x)3+6(6 _X5>(x—x5)
[ f(xs)  f"(Xs)(X6 —Xs)

+_x6_5X5 > 5 >/ (%6 — X)
1 (%) f (%7

6()(77—X6) O =+ 6(>f7—x6) (x =)

N X:(i<7)26 B f//(X7)(é(7—X6) (X=X)

80

(7.3.93)

(7.3.94)

(7.3.95)

(7.3.96)
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e
fg(x) = %(Xg—xfﬂtﬁ(x—mf
+ ) P08 o (13.97)
+ -XZ(i(8)27 . f (X8)(é(8_x7)_ (X—X7)

Substituirmos os valores para 0% os fx)’s e utilizando a ideia de ser uma spline
natural, obtemos

fi(X) = 2214295577 0.08570442266«— l)3 +0.78570442% , (7.3.98)

fo(x) = —0.02856814086 —x)° + 0.00581133865(X — 2)° (7.3.99)
+4.956837101 0.242748649 ’ o

f3(x) = 0.01743401596 — x)*+0.3509744737 — 5)°

, (7.3.100)
+4.05026827- 0.033540458
fa(x) = 0.35097447377—x)3—0.2213319108«— 6)° (7.3.101)
—8.58481279+ 2.07230638% ’ o
fs(x) = —0.22133191088—x)>—0.0656468306% — 7)° (7.3.102)
+0.71112747 0.744314928 ’ o
fe(x) = —0.0328234153(010—x)>—0.008696776376 — 8)3 (7.3.109)
+5.63463976+ 0.15349344% ’ o
f;(x) = —0.00579785091(3— x)3 —0.00867823829¢% — 10)° (7.3.104)
+8.33064044- 0.10740984% ’
fg(x) = —0.00650867872(17— x)3+ 15.62036062
8% M7= + . (7.3.105)

—0.654138868



Portanto, o Spline Gbicoé dado por

(

f1(x)

f2(x)

f4 (X)

fs(x)

fe(X)

f7 (X)

fg(X)

\

cujo graficoé

2.214295577- 0.08570442266¢ — 1)3 + 0.785704428

—0.028568140865 — )3+ 0.00581133865(x — 2)3
14.956837101 0.242748649

0.01743401596 — x)3 + 0.3509744737 — 5)3
+4.05026827- 0.033540458

0.35097447377 — x)3 — 0.2213319108— 6)3
—8.58481279+ 2.07230638%

—0.22133191088 — x)3 — 0.0656468306 — 7)3
+0.71112747+ 0.744314928

—0.0328234153(110— x)3 — 0.008696776376 — 8)°
+5.63463976+ 0.15349344%

—0.00579785091(13— X)3 — 0.00867823829% — 10)3
+8.33064044- 0.10740984%

—0.00650867872(17 — x)* 4 15.62036062
—0.65413886R

Figura 23:

Fonte: Autoria Propria

82

10<x<13
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Para a segunda curva precisamos utilizar a eqa@a¢7.3.51) para gerar um conjunto de

equa@es simulineas que s@o utilizadas para determinar as segundas derivadas s n

Para isso, escolhendo+ 1, ..., 6, na equaéo (7.3.51), temos:

(%1 —x0) f"(%0) +2(%2 —X%0) " (x1) + (%2 — 1) f" (x2)

A R T [ (%0) — f(xa)]

X2 —X1 X1 —Xo

(X2 — X]_) f”(Xl) + 2(X3 — Xl) f”(Xg) + (X3 — X2) f”(Xg)

_ _5 [ (xa) — f(x2)] + [f(x1) — f(x2)]

X3 —X2 X2 — X1

(X3 —x2) f"(%2) + 2(xq —%2) " (x3) + (x4 —x3) f" (x4)

_ _° [F(xa) — f(xa)] + [f(x2) — f(xa)]

X4 —X3 X3 — X2

(X4 —x3) 1" (x3) + 206 —x3) " (Xa) + (X5 — Xa) 1 (Xs)

= % (%) - f )]+ [f(xa) — f(xa)

X5 — X4 X4 —X3

(X5 —Xa) " (xa) +2(X6 — Xa) £ (X5) + (X6 — X5) T (Xe)

= % lf(xe) = f )] + [ (xa) — (%))

Xe — X5 X5 — X4

(7.3.107)

(7.3.108)

(7.3.109)

(7.3.110)

(7.3.111)

Observando a Tabela 36, podemos retirar os dados néadesspara os Bs interiores.

Iremos calcular os valores para a segunda curva

Xo = 17 = f(x) = 4,5
x1 = 20 = f(xq) 7,0
X2 = 23 = f(xx) = 6,1
x3 = 24 = f(x3) = 56.
X = 25 = f(xq) = 5,8
Xs = 27 = f(x) 5,2
X = 27,7 = f(xs) = 4,1

(7.3.112)

Ao substituirmos esses valores nas e@asc(7.3.107), (7.3.108), (7.3.109), (7.3.110) e



(7.3.111), temos:

Utilizando a condi&o de Spline natural, f(17)

— 6,1—7,0]+

— [5,6—6,1] +

— [5,8—5,6]+

= [5,2—5,8] +
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(20— 17)§"(17) + 2(23— 17) £/(20) + (23— 20) f/(23)

6 6
20—17

23-20 [4,5—7,0]

, (7.3.113)

(23— 20) f(20) + 2(24— 20) f"(23) + (24— 23) "' (24)

6 6
23—-20

2423 [7,0-6,1

, (7.3.114)

(24— 23)1"(23) + 2(25— 23) f"(24) + (25— 24) " (25)

6 6
24—23

Ty [6,1—5,6]

, (7.3.115)

(25— 24) £/ (24) + 2(27— 24) " (25) + (27— 25) " (27)

6 6
25—-24

27-25 [5.6-538

, (7.3.116)

(27— 25)1"(25) + 2(27,7— 25)1"(27) + (27,7— 27) 1" (27,7)

6 6
—— _[4,1-572
27,7—27[’ 52+ 57 %5

[5,8—5,2]

. (7.3.117)

=0e f’(27,7) = 0, e substituindo esses

valores nas equdes (7.3.113), (7.3.114), (7.3.115), (7.3.116)e (7.3,1dGtemos o sistema

linear

12f"(20) +3f"”(23) + 6,8

f(23) +4f"(24) + £"(25) —
f"(24) 4+ 6f"(25) +2f"(27) + 3,0

cuja solu@o é dada por

f7(20) = —0.5448020886
f7(23) = —0.08745831246
f”(24) =  1.134072765
f(25) = —0.2488327489
f7(27) = —1.320538136

3f"(20)+8f"(23) + f/(24) + 1,2 =

| 2f7(25) +5,4f"(27) + 7,628571432 =

0
0
0, (7.3.118)
0
0

(7.3.119)



Considerando & 1,...,6 na equaéo (7.3.49), encontramos

f1(X)

fa(X)

£/ (xo) ' (x1)

6(X11 —Xo) ba=)"+ 6(X11 —Xo) -

N 'Xfl(i(o)zo_ f//(XO)(Gl— )} Xi—%

N XT(_Xlx)O B f//(Xl)(é(l—XO)] (X— o)
£2(x1) 7 (x2)

6()(22 ) (X2 — X)3 + 6()(22 ) (X—xq)

S g

., 'XfS(iQ)zz - f”(Xz)(gs —Xp) | (Xa—X)
ffe) 3, fila)

5%~ x3) (Xg—X)°+ 604 — X3) (X—X3)
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(7.3.120)

(7.3.121)

(7.3.122)

(7.3.123)



= o x) ") B g X%
RECERUSTSE P
+ |l LLGs =1

= 6(2/:;(1(5)25)% )3+6(§i(f6)25)(x xs)?
n Xl;(fs)zs f”(X5)(é<6—x5): fox) |
+ :xz(i(6>25 _ f”(><6)(é<6—x5): -

86

(7.3.124)

(7.3.125)

Substituirmos os valores para o5 os fx)’s e utilizando a ideia de ser uma spline

natural, obtemos

fi(x) =

fa(x) =

—14.29748441-0.0302667827(x — 17) + 1.10573437% ,

—0.0302667827(23— x)® — 0.00485879513% — 20)°

Y

+18.39064089- 0.528671888%

fg(X) =

—0.0145763854(24— X)° 4+ 0.1890121278 — 23)°
4+22.2971121—0.703588518 ’

0.189012127825— x)3 — 0.0414721248 — 24)3
—4.9206342+ 0.430484253 ’

—0.0207360624(27 — x)3 — 0.1100448447x — 25)3
+4.53501027+ 0.057235129 ’

—0.314413841@07.7 — X) + 51.8961106
—1.72549135% '

(7.3.126)

(7.3.127)

(7.3.128)

(7.3.129)

(7.3.130)

(7.3.131)



Portanto, o Spline Gbico e dado por

(

fl(X)

f2(x)

f3(x)

fa(x)

f5(X)

\

cujo graficoé

—14.29748441-0.0302667827(k — 17)% 4 1.10573437%

—0.0302667827(3— )3 — 0.00485879513(K — 20)3
+18.39064089- 0.528671888

—0.0145763854(24— X)® + 0.1890121278x — 23)3
+222971121- 0.703588518

0.189012127825— x)3 — 0.0414721248 — 24)3
—4.9206342} 0.430484253

—0.0207360624(27 — x)° — 0.1100448447x — 25)°
+4.53501027+0.057235129

—0.31441384197.7 — x) + 51.8961106
—1.72549135%

Figura 24:

Fonte: Autoria Propria
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17<x<20

20<x <23
23<x< 24

(7.3.132)
24 < x< 25

25<x <27

27<x<27,7

Para a terceira curva precisamos utilizar a eq@ac(7.3.51) para gerar um conjunto de

equa@es simuklineas que s@o utilizadas para determinar as segundas derivadas s n

Para isso, escolhendo+ 1,...,3, na equa&o (7.3.51), temos
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(x1 —Xo) " (X0) +2(X2 — Xo) £ (x1) + (X2 — x1) f” (X2)
6 (7.3.133)

— Xz_xl[f(xz)—f(xl)]+X1fXO[f(><o)—f(X1)]

(%2 —x1) £ (x1) +2(x3 —x1) " (%2) + (X3 —%2) f" (x3)
5 6 . (7.3.134)

= e 100 = 0] = [F0a) — F0)]

Observando a Tabela 36, podemos retirar os dados nadesspara 0s 0s interiores.

Iremos calcular os valores para a terceira curva

X = 27,7 = f(x) = 41
X9, = 28 = f(xq) = 4,3
1 (x1) 3 (7.3.135)
X = 29 = f(Xz) = 4,1
x3 = 30 = f(xg) = 3,0
Ao substituirmos esses valores nas e@esg7.3.133) e (7.3.134), temos:
(28—27,7)1"(27,7) +2(29—27,7)1(28) + (29— 28) f"(29)
6 i1o4s 6 4143 (7.3.136)
= 29 28!t ATy 1743
e
(29— 28) f"(28) +2(30— 28)f"(29) + (30— 29) " (30)
6 o a1 6 431 , (7.3.137)
= 302920 MUt 59 gt 34

Utilizando a condi@o de Spline natural, ’f(27,7) = 0 e f’(30) = 0, e substituindo esses
valores nas equdes (7.3.136) e (7.3.137), obtemos o sistema linear

2,6f"(28)+ f"(29)+52 =
,617(28) + 17(29) + , (7.3.138)
f7(28) +4f"(29) +5.4 =
cuja solu@o é dada por
f’(28) = —1.638297872
(7.3.139)

f7(29) = —0.9404255319
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Considerando & 1,...,3 na equaéo (7.3.49), encontramos

f//(xo> f//(Xl)
fi(x) = ——— (xg—X)34+ 2" (x—Xg)°
09 = x4 g T
[ f(x0)  7(x0)(x1 —X0)
+ =% 5 (Xx1—x) (7.3.140)
fixa) () (1 —X0)
i oxg 6 (X—Xo)
" Xl) "(Xz)
fo(x) = Lx—x3+2—x—x 3
2( ) 6(X2 — Xl) ( 2 ) 6(X2 — X]_) ( 1)
[ f (X]_) f/I(Xl)(Xz — Xl) 1
+ o—xa 5 (X2 —X) (7.3.141)
f (Xz) f”(Xz)(Xz — Xl) ]
+ | X2 — X1 6 <X Xl)
1 !
X2) (X3)
f) = 3 — X3 2 (x—xp)®
3 6(x3 — X2) ( ) 6(x3 — X2) (x=x)
[ f (Xz) f”(Xz) (Xg — X2) 1
— — 7.3.142
+ | X3 — X2 6 | (X3 X) ’ ( 3 )
[ f(xg)  f7(x3)(xs— %)
i P 5 | (X—x2)
Substituindo os valores para 0sx os fx)’s e utilizando a ideia de ser uma Spline natural,
obtemos
fi(X) = —16.6357089-0.9101654844x—27.7)3
1(%) & ) : (7.3.143)
+0.7485815%
fo(x) = —0.27304964589—x)3—0.1567375886x — 28)° (7.3.144)
+13.4297872- 0.316312058 ’ -
f = —0.156737588630— x)3 +40.7021277
39 630—x)"+ : (7.3.145)

—1.256737589
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Portanto, o Spline Gbico e dado por

;

—16.6357089- 0.9101654844x — 27.7)3
fix) = ;o 27,7<x<28
+0.7485815%

—0.27304964589— x)3 — 0.1567375886x — 28)3
f(x) =4 fx = . &-2897 . sg<x<29 (7.3.146)
+13.4297872-0.316312058

—0.156737588630— X)3 + 40.7021277
fax) = ®0-x)"+ . 29<x<30
1256737589

\

cujo graficoé dado por

- 4/_\
=

28 2E.5 20 =205 =0
&

Figura 25:

Fonte: Autoria Pr 6pria

Ao juntarmos os dificos das Figuras 23, 24 e 25, obtemos
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Figura 26:

Fonte: Autoria Propria

Para fins de compardp, a Figura 27 fornece uma ilustrdg da curva gerada usando
um polirdomio interpolador de Lagrange para ajustar os dados da Tati8. O polirdmio
interpolador, nesse case@,de grau dezessete e oscila de forma desenfreada, produznmna
ilustracdo que 1o se aproxima da parte superior do animal.

& Lagrangian Iterpolation o fle sl

Jira]  Plaropes th ight muso buton o the
™| graphing features menu. Press F1 for help.

Y Axis (units)
2

e

A +
00 10 20 30 40 50 60 7.0 80 90 100 110 120 130 140 150 160 17.0 180 180 20.0 210 22.0 23.0 240 250 26.0 270 280 29.0 300 310

Figura 27:

Fonte: Autoria Pr 6pria
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8 CONCLUSAO

No estudo dos Mtodos de interpol@p polinomial dentre os @todos estudados o Spline
Clbicoé o mais adequado a rescliacde pontos tabelados e aproxidesg de funges, pois ao
aproximarmos de cada pontagmtemos picos e sim curvas suaves que se adaptam aos pontos,
poremé extremamente trabalhoso e na maioria dos casos precisaraaglio computacional,
oriundo do sofware Maple e VCN, para este estudo foi de graali vanto para o entendi-
mento das soluies quanto a compai@g entre 0s resultados aftiglos e géficos.
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