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RESUMO

SANTANA, Ricardo Guima@ies. Resolup de Equages Diferenciais Ordirias com Trans-
formada de Laplace. 58 f. Monografia — Programa de-§raduago em Materatica, Univer-
sidade Tecndlgica Federal do ParanCampo Mougo, 2013.

Resolver equdies diferenciaisd@o & uma tarefadcil, existem diversos étodos diferentes, to-
dos &m suas facilidades, dificuldades e limidas. A transformada de Laplacaa® diferente,
tém suas restries, isso significa quean & em todas as situaes que podemos asa, poem

ao aplicarmos essa transformada, ela nos disponibilizannatnga na forma da equexgdi-
ferencial, assim facilitando os meios para chegarmnsslu@o da equa. Neste trabalho foi
realizado um estudo detalhado sobre essa transformada, exipiem drmulas para facilitar

0 seu uso. Os teoremas de trangtaQos da suporte para aplicar a transformada endésc
gue rao podemos usar diretamente agriulas. Sex mostrado o processo de como resolver
equa@es diferenciais com a transformada de Laplace eéamddgumas situées encontradas
na fisica que podem ser resolvidas com a ajuda dessa transformad

Palavras-chave:equa@es, diferenciais, transformada, Laplace



ABSTRACT

SANTANA, Ricardo Guimages. Solving Ordinary Differential Equations with Lapldcans-
form. 58 f. Monografia — Programa deé$fgraduago em Materatica, Universidade Tec-
nolégica Federal do ParanCampo Mol#o, 2013.

Solving differential equations is not an easy task, theeesaweral different methods all have
their facilities, difficulties and limitations. The Laplkadransform is no different, have their
restrictions, this means that it is not in all situations \ae cse it, but to apply this transform,
it provides us with a change in the differential equatiomstifacilitating the means to get the
solution of the equation. In this paper we present a detatiedly on this transformed, and that
there are formulas to facilitate its use. The theorems irtrdn@slational support for applying
the transform functions in that we can not directly use thenfdas. Will be shown the pro-
cess of how to solve differential equations with Laplacedfarms and also some situations
encountered in physics that can be solved with the help sfitansform.

Keywords: equations, differential, transform, Laplace
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1 INTRODUCAO

Mesmo que o percebemos as eqdas diferencias, fazem parte do nosso dia a dia, no
estudo da matedatica e 80 utilizadas em muitagreas da éncia. “Sempre que indagarmos
sobre a evoluo de um dado fédmimeno susceptel de tratamento mateatico, do qual sa-
bemos algo sobre como varia no tempo, estaremos pretendesaloer uma equag dife-
rencial’(LEITHOLD, 1994, p.1131); naidica muitas dasofrmulas que usamos para resolver
problemas, 30 equages diferenciais, por exemplo, Haita chssica a segunda lei de Newton:

=g —
F = ma
nada mai€ que uma equag diferencial:

‘>
d? r

= =
rit) = ——

Tambkem si0 utilizadas paraaculo de decaimento radioativo, controle dafégo, taxa de
crescimento populacional, entre muitas outras coisas.

As equages diferenciais e&b totalmente ligadas ao estudo de integrais e derivadas.

Classificamos as equags diferenciais em: equaes diferenciais ordarias e equdies di-
ferenciais parciais. Existem diversas formas de encoaga&olufes dessas equags, como
0 método das vaaveis sepaveis, coeficientes constantes, transformada de Laplatre,au-
tros. Neste trabalho estudaremos apenas as @gsidferenciais ordarias e como m@todo de
solu@o a transformada de Laplace.

A transformada de Laplade utilizada para estudos de sistemas de controle lineares € i
variantes no tempo. Esses sistem@s epresentados por eqoag diferenciais em relag a
variavel tempo, onde muitas vezes oétodos de soluies mais @ssicos tornam-se irdweis.
Como por exemplo, um sistema de massa-mola que pode seremeads pela seguinte eq@ag
diferencial:

d?x X

d
Mo+ Btk = ()



A maior vantagem da transformada de Laplacgue ela transforma o problema de uma
equa@o diferencial em um problema de egaa@lgbrica, deixando o problema um pouco
mais simples de ser resolvida,que claramente resolver um problemaalicoé mais simples
gue resolver um problema com diferenéac



2 EQUAC(N)ES DIFERENCIAIS

2.1 DIMENSAO HISTORICA

A histbria das equdies diferenciais eatentrelacada com o estudo daaulo e tamem o
estudo daikica. Grandes nomes de matginos e fsicos fizeram contribuéio para o desen-
volvimento dest@rea da mateatica.

Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (164&L6), foram os primeiros a
estudar a@rea das equéaes diferencias durante éaulo XVII. Newton atuou pouco neshaea,
porem seus estudos enalculo e sua compreeas nos pringios kasicos da meémica foram
um importante alicerce para a apliéagdas equdies diferenciais noegulo XVIII.

. d . . . I . L
A nota@o d_i: para derivadas e o sinal de integrabsinven@es de Leibniz. Em 1691
descobriu o ratodo de separag de varveis, no mesmo ano ta@m desenvolveu o @todo
de redu@o de equdies homogneas a equag sepaveis. Em 1694 criou o0 processo para

resolver equaies lineares de primeira ordem.

Os irmaos Bernoulli, Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) foraportantes para
“o0 desenvolvimento de &todos para resolver equiess diferenciais e para ampliar o campo
de suas aplicéips”’(BOYCE; DIPRIMA, 2006, p. 15). Johann compreendeu os fpios
da meénica e conseguiu modelar matematicamente acontecimisitass com o auko de
equa@es diferenciais e encontrar suas sokg; Jakob por suas vez resolveu a egaaliferen-
cialy = [a3/(b2.y— a3)]2. O filho de Johann, Daniel Bernoulli (1700-1782) témbestudou
equades diferenciais e foi 0 primeiro a encontrar as fieg;de Bessel.

Leonhard Euler (1707-1783), inventowgtondos para resolver diversos tipos de egeadi-
ferenciais, “a chave para seu entendimento era seu condreiti® percef@p de funges’(DINIZ,
2006). Euler descobriu quais as coriis para que uma eq@axdiferencial de primeira ordem
seja exata, criou o teorema de fatores integrantes, acholu@ags geral de equées lineares
homogneas usando os coeficientes constantes e alargou estadeqdra equégs rdo ho-
mogeneas,&m disso, usoussies de pdncias para resolver equss diferenciais. Tan@m fez
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contribuides para equées diferenciais parciais. Entre os anos de 1762-1775pkddsmiis
Lagrange (1736-1813), estudou eqies diferenciais e mostrou que a s@oge uma equa
diferencial linear homognea de ordem & uma combinggpo linear den solu@es independen-
tes, tambm desenvolveu o @todo de variago de paiimetros e ainda fez estudos com e@esc
diferenciais parciais.

Apesar de ter sido destaque asea da meanica Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)
tamkem fez contribuifes para equées diferenciais, a transformada de Laplace ( TL), esta
gue sed estudada neste trabalho, leva este nome em sua homenagem.

No final do €culo XIX ja havia sido inventadasimeras formas de resolver eqtias
diferenciais, padgm muitas destas ainda mantinham-se sem 8ekigUm nétodo auxiliar para
encontrar solues seria o ®todo de aproxima@p nunérica, que apresentava uma saloc
aproximada. Em meados de 1900, muitést@dos de integré@p nungrica jp existiam, pam
resolver essesafculos a o riio era muito \avel e a tecnologia dgpoca era muito antiquada.

Ja no £culo XX os estudos em eques diferenciais parciais tornaram-se importantes para
o desenvolvimento dddica e da mateéatica, com isso diversas sobigs de equdies diferen-
ciais ordirarias, apareceram em muitas sifbeg e foram estudadas exaustivamente. Ainda no
seculo XX, com o objetivo de entender o comportamento de, 8elipor um ponto de vista
geonetrico, foi criado os ratodos geor@tricos, principalmente em equises rao-lineares.

Atualmente com o avanco da tecnologia, os computadorearam-se um importante ali-
ado para estudiosos de todasaasas e no campo das eqaes diferenciais @o foi diferente.
Com ajuda da computag g@fica, pode-se observar que algumas eges@iferenciais ao-
lineares sofrem “fedmenos inesperados, como atratores estranhos, caosasfi@DYCE;
DIPRIMA, 2006, p. 16). Essa descoberta deu um novo impulsshame de equdiges diferen-
ciais rao-lineares e com isso, ideias novagfesurgindo para diversas apliéas diferentes.
As equades diferenciais apesar de ter umadrist antiga, ainda hoje continuam sendo fonte
de muitas descobertas.

2.2 UMA BREVE INTRODUGAO A EQUACOES DIFERENCIAIS

Dizemos que uma equag diferenciak

Definicao 2.1 (Equago Diferencial) Uma equago onde as inggnitas §i0 fun@es e existe ao
menos uma derivada ou diferencial destas Giex;

As equages diferenciais@ classificadas conforme o seu tipo, sua ordem e sua lia€earid
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2.2.1 Tipo
As equades diferenciais@ classificadas em dois tipos, as eq@assdiferenciais ordarias
(EDO's) e as equdies diferenciais parciais ( EDP’s).

Equades onde existe derivadas de uma fimem relago a umainica varavel indepen-
dente, 80 chamadas de EDO’s.

Exemplo 2.1
dy
a) dx = x-3
b) (x—4)dx = (3-y)dy
d’u du
) ae dax O

As equafes acima & exemplos de de EDO’s. Uma E[&Puma equeaip onde existe
derivadas parciais de uma fuilgem relago a duas ou mais vaneis independentes. Exemplos
de EDP’s:

Exemplo 2.2
a) @ — _0_\/
zdx oy
Ju du
37~y - —
b) X2 ydy
2.2.2 Ordem

A ordem de uma equag diferenciak definida pela maior ordem da derivada da egoac
apresentada.

Exemplo 2.3

a Y+3y = 2 temordeml
b) Y+y”+4y = 0 temordem3
c) y+3y = 3 temordem?2
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2.2.3 Linearidade

As equades diferenciais podem ser linear ddoAlinear. Uma ED linear, quando pode
ser escrita da seguinte forma:
dny dn—ly

n(X) o +an-10) 57

+...+a1(x)%+ao(x)y:g(x). (2.2.1)

Da equago 2.2.1, temos duas propriedades:

i) A poténcia dey & de grau 1 em todas as derivadas,

i) Todos os coeficientes dependem apenas de

Por outro lado as EDO’s qué&a se encaixam nas propriedades da eauag2.1¢ chamada
de rao-linear.

Exemplo 2.4

d’y dy , -
a) XW+& = 0 &umaequado linear

b) yy'+4y+y?> = 0 &uma equaio réo-linear

Observe que o itera do exemplo 2.4 linear pois satisfaz as propriedades da egoac
2.2.1. & o itemb & rao-linear pois o primeiro termo dependeyde ainda nailtimo termo, oy
esh elevado a uma péncia de grau 2.

2.2.4 Soluéo

A solucao de uma equag diferenciak “qualquer fungo f definida em algum intervalo
I, que, quando substida na equaio diferencial, reduz a equiag a uma identidade.”(ZILL;
CULLEN, 2007, p. 4). Para resolver uma eqaacliferencial utilizamos oaculo de integrais,
e como nem todas as integrais possuem primitivas, assimoutas &s equées diferenciais
possuem Solp.

Existem muitos ratodos para resolver uma eqaadiferencial, neste trabalho apresenta-
remos a transformada de Laplace ( TL) como um meio para eacords a solu@o de uma
equa@o diferencial.
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3 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.1 DEFINIQ&O E PROPRIEDADES

A TL €& um operador, assim como a derivada e a integral, céanfioi jdito na sego 2.1
recebeu este nome em homenagem a Pierre-Simon de Laplaée ®seu desenvolvimento
“deve-se a muitos nomesah do poprio Laplace, como Cauchy, por seus trabalhos@sutos
de re$duos e explordies em rétodos simblicos”(TONIDANDEL; ARAGJO, 2012). Cauchy
utilizava operadores diferenciais nesses seus trabalhos.

Para chegarmos a defifig de TL consideremos uma fi;de duas vaaiveisf (x,y), se
aplicarmos uma integral definida em réla@ uma das vaveis emf, teremos uma furép de-
finida na outra vaével, por exemplc/lxy dx=y/2. Se definirmos a integr?flb K(st)f(t)dt,
depois de aplicar a integral teremo% uma fimem relago as. Nosso interegsé estudar esta
bltima integral no intervalgo, o).

Definicao 3.1 Seja f(t) uma fun@o definida no interval¢0, ), enio a integral impbpria

/mK(s7t)f(t)dt
0

pode ser escrita como um limite:

lim bK(s,t)f(t)dt (3.1.1)

b—o JO

Se o limite existir, temos que a integral existe ou podenoerdjuee convergente. Quando
o limite ndo existe, a integralao existe ou podemos dizer gaelivergente. O limite em 3.1.1
podea existir apenas para alguns valores.dge escolhermds(s,t) = e Sttemos uma integral
muito interessante.

Definicao 3.2 (Transformada de Laplace)Seja f(t) uma funéio definida no interval@0, «),
ento a integral

[ee]

2} = /e‘Stf(t)dt (3.1.2)

0
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guando existeg chamada de transformada de Laplace(TL).

Observe que quando a integral irdpria 3.1.2 convergir, obteremos uma féingdes.
Como notago para TL, usamos letras minusculas para adang ser transformada e letra
mailscula para furéo ja transformada, por exemplo:

Z{tM)}=F(s), L{gt)} =G(s), ZL{yt)}=Y(s

Exemplo 3.1 Calcule.Z {1}

Solugao: Pela defini@o 3.2, temos

L)) = /OweStf(t)dt
21 = /Owe‘Stldt

Agora usando a defirép 3.1 e resolvendo a integral definida teremos:

: b du
{1} = tllm e ~dt u=-st == — =dt
— /0 —
— st b
1} = [ -—

2{1} = Al“m[(‘es%)‘(‘?)}

Observe que no primeiro termo se- 0 0 expoente-sbfica negativo e @ P — 0 quando
b — o, quandos < 0 a integral Ao existe, por que o limite vai ser divergente. No segundo
termo o expoente-sO = 0 ee? = 1. Logo ficamos com:

1
Z{1} = —2—(—5) ,$>0
Z{1} = O+é ,$>0
Z{1} = % ,$>0 m

3.1.1 Atransformada de Laplaédinear

A TL possui a propriedade da linearidade, por isso para umeaste funges podemos
escrever:

Z{aft)+Bot)} = ZL{af®)}+ZL{Bat)} = aZ{f()}+BL{ot)}
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ondea,f € IR.

Podemos verificar essa propriedade usando a dabird2
Z{af®+po)} = [ elaf)+pow)at
Como a integraé linear podemos escreva-da seguinte forma:

Z{aft)+Bglt)} = /OeStaf dt+/ Sth)
L{att)+Bgt)} = a/om e St dt+B/ e Stg(t)dt

Se as integrais forem convergentes podemos e&stasvassim
ZL{aft)+pat)} = aZ{f(t)}+BL{gt)} =
3.1.2 Condiges suficientes para exésicia deZ { f(t)}
As seguintes condiies garantem a exéicia da TL:

i) f & contnua por partes no intervald, «),

ii) f é&de ordem exponencial para T.

Dizemos quef & contnua por partes no interval®,«), quando em qualquer intervalo
0 <a<t <b, existir um rumero finito de descontinuidade sempre de primeira@spou seja,
existe os limites laterais.

Definicao 3.3 (Ordem Exponencial)Uma fun¢o & de ordem exponencial se existeimeros
c,M >0eT> 0tais que

1f(t)] < Met v t>T.

A definicao 3.3 quer dizer, que se tivermos uma fam¢rescente, o gfico desta furi@o no
intervalo(T,), ndo cresce maisapido que o da furipMe™, ondec > 0.

Podemos citar as fubesf(t) =t e f(t) = e~' como fun@es de ordem exponenciais, pois

t<é, |ef<é
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Observe tamdm nos gaficos da figura 1, que a fuagMe™ cresce mais rapidamente que
ft)=tef(t)=et,

4 49

-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
t ¢

(@ f(t) =t (b) f(t)=et

Figura 1: Funcdes de Ordem exponencial

Observe que os polimios o0 todos de ordem exponencial, para 0,

n
t < Me® ou

o <M ,para t>T

Teorema 3.1 (Condi@es Suficiente de Exi&incia) Seja uma furéo f(t), confnua por par-
tes no intervald0, «) e de ordem exponencial paratT, enfio sua transformada de Laplace
existe para todos s c.

Prova: Usando a definigo 3.2, temos que
2} = / &St (t)dt
0
Podemos reescrever assim,

L)) = /OTestf(t)dt+/T°°estf(t)dt
L) = i+l

Temos que a integrd existe, pois pode ser escrita como soma de integrais ernvalasy
ondee Stf(t) & contnua. Pard, temos

2] < Me™t
/ e‘Stf(t)dt' < / e S'Metdt
T T

/ e st ()| dt < M/ e Stettdt

T 00
¥ ] o (5-ogy
T
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Usando a defin@o 3.1 e resolvendo a integral

b
Mlim [ e (gt u=—(s—cot= _du
—(s—¢)

b—oo JT
b
—(s—c)b —(s—C)T
- b—c0 S—C S—C

g (s—ot
Observe que quando- ¢ > 0, 0 expoente fica negativo &ate (5-9° — 0 quandd — c.

=MIlm | —
b— 0 S—C

Em outras palavras quando- c eb — o enfioe (5-9° —, 0. Enfio ficamos com

e—(s—c)T

M ,S>C

S—C

Com isso conclumos quel, &€ convergente quando> ¢. Portanto, a TL existe para todo
S>C. =

Essas condiies &0 suficientes, masan neces&ias para a exiéhcia da TL. Existem
fungdes que &o satisfazem essas corikg, poem sua TL existe.

Exemplo 3.2 Calcule.Z {t}

Soluggo: Usando as definges 3.2 e 3.1

Z{t} = /Ooo e Stdt

b
= lim [ e Stdt

b— /O
Usando a integral por partes

b u=t = du=dt
Z{t} = lm [ e Stdt o st
b—e0.JO dv=eSdt = V=——

b b
Aplicando em/ udv= uv\g—/ vdu
a a

b— oo

— jim t(——)
b— 0 S
_ r efsb e efsb efso
- inp(-55)(-5) (%) -(-%)]

ZA{t} = Iim -t(——)
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Lembrando queS? — 0 quandcs > 0 eb — «, enfio
ZA{t} =

0—
2t} = é ,$>0 m

3.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE FUN@ES BASICAS

O proximo teorema nos traz a generalidagla transformada de algumas das &i@scmais
utilizadas.E importante que tenha ficado entendido qtiem que pertencer a um intervalo no
gual a TL seja convergente, pois a partir dagép faremos mais reféncia a sua restiap.

Teorema 3.2 (Formula Geral das Fungdes Basicas)

a) Z{1} = %

by Z{t"} = %, onde neZ

c Z{"t = n;ir;)) onde ne 2 e r(%) = /T
d Z{&} = é{

e ZL{serkt} = SZJZ 2

f) ZL{coskt} = 112

g) Z{sentkt} = 2 kk2

h) Z{coshkt} = 2 1

O itema) do teorema 3.24 foi mostrado no exemplo 3.1.

A funcao gama muito parecida com a integral da TL, nesteéésegsaremos a fuig gama
como um auMio para demonstrar os itets e ¢) do teorema 3.2. Euler definiu a fulggama
da seguinte forma

rx = /O " et (3.2.3)

Para que essa integral conviganecesario quex—1 > —1 oux > 0. Atrawes da fungo
3.2.3, chegamos a concasque:

F(x+1) = xI(x) (3.2.4)



19

Prova: Usando a equ@p 3.2.3, podemos escrever assim

rx — / ettt
0]

rx+1) — /0 e tpri-1gt

= / ettt
0

Por meio da definio 3.1 temos

b
M(x+1) = lim [ e't*dt

b—e JQ

Agora fazenda = t* = du= xt*"1dt edv= e 'dt = v= —e! e usando a integrag por
partes, obtemos

b b
rx+1) = lim [—txet + / e‘txtx‘ldt]
b—o 0 0
b b
= —lim [ tXet >+xlim e 't 1dt
b—eo 0 b Jo ,
i r)
) tX
= —gmo go +xF(x)
. [/b* 0
- i [()-(@)] oo
"
= —gm(@)—f—xr(X)

X

(b, : . . :
Observe qug li —) € umaindetermind@p, pararesolver aplicamos a regra de L'Hospital
—>00

X vezes, assim condimos que

Ento,

Fx+1) = 0+4x(X)
Fx+1) = xMr(x) =

Calculando a furgo gama para= 1, temos

ra) = /Owetdt
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A funcao acimaé a mesma furép do exemplo 3.1, pém coms= 1. Enfio temos que

ra)=1

Agora por 3.2.4 podemos dizer que

re = ra+1) = 1r@) = 1

r@ = r@e+1) = 2r2 = 21 = 2
r4) = r@+1) = 3r(3 = 321 = 6
r5) = M4+1) = 4r(4 = 4321 = 24

Entao repetindo este processé at= n, comn € Z temos que

rn+1)=n!

Agora calculemo§ (1/2), enfio

r(}) — /ettildt - /ett%dt
2 0 0

Usando a mudanca de vavel

= / et 2dt ( t=u? = dt:2udu>
0
o _1

= / eV (u?) "2 2udu

0 00
= 2/ e Ydu
0

Analogamente fazendo= v?, temos

1 B ® 2
F(E) = 2/0 e Vdv

NI RNl

Entao
1 1 B ® 2 ® 2
r(i'(é _Z/Oe du.2/oe dv
2 00 00
} — 4/ / e ) qudy
o Jo

(3.2.5)
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Com o auxilo das coordenadas polanés-v? =r?, u=rcosf, v=rsend edudv= Jdrd®.
Para calcular o jacobiano temos que calcular o determininseguinte matriz

3 du/dr dv/dr
| du/de dv/de

Ento

0 no
i=| ¢ 5€ =rcos0 +rserfd =r (cos0 + serf) =r
—rsen@ rcosf

Lembrando que pelas identidades trigoricas co%6 + serf = 1.

Quandou = 0=-rcosf = 0 parar =0 ou 6 = /2. Quandau — o = r cosf — o para
r — o. Voltando em 3.2.5, temos

1 2 5 [ 2
{r(é)] _ 4 /O /0 & rdrd6 (3.2.6)

[¢)
. . _r2
Calculando prlmelrament}( e "rdr, enfio
0

b— JO

oo b
/erzrdr = lim e*rzrdr (w:—r2 = —d%N:rdr)
0

Quandor = 0= w=0 e quands = b= w= —b?, logo

2
® 2 1. —b W
e ' rdr = —=Im e'dw
0 b— JO
1 ad
= —ZlimeV
1 . 7b2 0
= ——lim (e —e)
2 b—oo

Quandadb — o = 1/eb2 — 0, enko ficamos com

Ooirz _ 1 B
/Oe rdr = 2( 1)
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Entdo voltando esse resultado na ed@8.2.6 e calculando a segunda integral

[r(%)r - 4%4%9
ft

Ento
F(%) = I (3.2.7)

Exemplo 3.3 Calculel (g) el (;)

Solugdo: Usando a equap 3.2.4 e o resultado 3.2.7 temos

f(3) = r(ker) = (D) -
r(2) = r(3+1) = >r(3) = gr@H) - ggr(g) = Pun
Para a demonstrag do itemc) do teorema 3.2, usamos a defac3.2
Z{t"} = /Ome_Stt”dt (stzu = tzg = dtzd?u>
Usando a mudanca de vaveis e sabendo que quartde 0= u=0 et — o0 = U — oo,
engo

2 = /ome_u (E)nd_u

s/ s
/°° _yu'du
= e [
o S's
_ = —u, N
= s“+1/o e “u'du
Vejaqueaintegra}/ e”u“du'eigualal'(x+1):/ e 't*dt, enfio podemos reescreve-
0 0
la da seguinte forma

M(n+1)

2" = —gi
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Lembrando que se< Z eno

r(n+1) n!
L2 = e T ogm
Sene 2 ento
MNn+1 nr(n 1
Z{t"} = —(Sn+l> = —SnJ(rl) ,onde I’(E):\/TI .

Para demonstrar o itedh) do teorema 3.2 podemos fazer assim:

b
L) = lim e Ste?ldt
— /0
; b —(s—a)t du
= lim [ e dt u=—(s—at = = dt
b— /o _(S_a)
g (s-ajt
= lim | —
b—co S—a
0
[( e(sa)b) ( e(sa)O)]
= lim || - -
b— 0 S—a S—a
eO
= 04+ ——
S—a
1
= — nm
S—a

Podemos fazer a demostéacdos iten®) e f) de maneiras diferentes, usando a defiai¢
da TL ou usando inform&gs simples do conjunto dosimeros complexos. Neste trabalho
apresentaremos a demons@ra@traes dos Gameros complexos.

Consideremos o itemh) do teorema 3.3, agora fazenae- ik comi = /—1, assim teremos
ek, entio

- 1 s+ik s+ ik S .k
kt —_ — — P— —— p—
L1} = s—ik (s—ik)(s+ik) S+ k? g+ g

Pela linearidade da TL e codf! = coskt + i serkt, enfio

Z{e} = Z{coskt+iserkt} = .Z{coskt}+i.Z{serkt}

Equacionando a parte real e imagila teremos duas equiss, assim obtemos as transfories;
dos itens) e f),

S k

e) Z{coskt} = ol f) ZL{serkt} = 7@
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Para demonstrar o iteg) consideremos que
t —kt
—€
sentkt = ———
2
Entio

Z{sentkt} = (Z{g}

Pela linearidade da TL, temos
1 AU ki
Z{sentkt} = 3 (Z{ek } Z{e })
Usando o itend) do teorema 3.2, obtemos

1 1 1

S+ k—(s— k)}
(s—k)(s+k)
2k

NIFRPNIEFPN

=
T 2k "

Agora para demostrar o iteh), temos que

t | -kt
coshkt = eki
2
Entio
t | ~—kt
Z{coshkt} = f{ek%}

Pela linearidade da TL, temos

& {costkt} = %(g{ekt}Jrog{e—kt})
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Usando o itend) do teorema 3.2, obtemos

T

s—k s+k

s+k+s—k]

(s—k)(s+Kk)
2s

2_K2

Z{coshkt} =

Q| NIRNIRNE

|
N

3.3 TRANSFORMADA INVERSA

A transformada invers@a o contério da TL, agora temos(s) e temos que encontrar uma
f(t), onde sua Tl igual aF (s). Usamos a seguinte notegpara transformada inversa

L HF@e)} = f@

Onde podemos dizer “qui(t) é a transformada de Laplace inversa de F(s)"(ZILL; CUL-
LEN, 2007, p. 362). Assim semelhante ao teorema 3.2 podesmoever o seguinte teorema

para transformada inversa

Teorema 3.3 (Transformadas Inversas das Furiies Basicas)

a 21 1 = 1
s

-1 n_l _ n
by ¥ proes = t" onde nezZ
c) 3_1{5} = &
dy 1 Szjlikz = serkt
e) £t ﬁ —  coskt
fy 1 ﬁ = sentkt
g «1 ﬁ — coshkt

A transformada inversa taralm € uma integral, p@m o @lculo desse tipo de integral
requer a utilizago de muitos conceitos sobre \aareis complexas, o que astem do assunto
deste trabalho. Paralculos de transformadas inversas usaremos os resultadesréma 3.3.

Exemplo 3.4 Calcule.# 1 {3—14}
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Solugao: Veja que para usar a pathe do teorema 3.3, temos que= 3, en&io multiplicando e
dividindo por 3!. Segue que:

Y 50 Y (<15 1 G ey 1) S SR o
"%{34 =L Ee T3t ¢ T3t T 6"

3.3.1 Transformada de Laplace inveésknear

A TL inversaé uma transformada linear, @otpodemos escrever assim:
L HaF(9+BG(9)} = az HF(9}+BLH{G(s)}

ondea, 3 € IR.

3.3.2 Frages Parciais

O uso de frages parciai® muito importante para catculo da TL inversa, por isso re-
lembraremos os casofdicos dessa teoria, quéos fatores lineares distintos, fatores lineares
repetidos e fator quadtico irredutvel.

Relembraremos primeiro o caso de fatores lineares distiettf0 considere o seguinte

caso:

1
Exemplo 3.5 Calcule1{ ————
xemp . {s(s+2)(s+4)}

Solugdo: Suponhamos que

1 A B C  A(s+2)(st+4)+Bgs+4)+Cqs+2)
S5+2)(514) s st2's+4 S(5+2)(s14)
1 A +B&+Cs + 6As+4Bs+ 2Cs+8A
s(s+2)(s+4) s(s+2)(s+4)

Por igualdade de frégs

1 = AL +B&+CS+6As+4Bs+2Cs+ 8A

Usando igualdade de pomios, obtemos o seguinte sistema de egas¢

A+B+C =
6A+4B+2C
8A =
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Resolvendo este sistema de ediex; temos qué =1/8,B=—-1/4 eC =1/8. Agora
voltando os valores d&, B e C temos

1
1 _ 8
s(s+2)(s+4) s

Aplicando a TL inversa, usando sua linearidade e os &g¢es) do teorema 3.3 temos:

1 1 1) 1 1
-1)-1_ - -1) - - -1) -
< {s} e {s+2}+8$ {s+4}
t

1 1

-1) - _ =

< {s(s+ 2)(s+4)} 8
} e & o4

8

O segundo case com fatores lineares repetidos, sendo assim considegumecaso:

1
-1
Exemplo 3.6 Calcule. {52(s+ %) }

Solugdo: Suponhamos que

1 A B C AS(s+2) +B(s+2)+C¢
= — 44+ — =
P(s+2) s &£ s+2 P(s+2)
1 A +2As+Bs+2B+C¢
P(s+2) B P(s+2)

Por igualdade de frégs temos

1 = AL+CS+2As+Bs+2B

Usando igualdade de poémios

A+C
2A+B =
2B =

Resolvendo o sistema de eq@ias acima, temos que= —-1/4,B=1/2 eC = 1/4. Vol-

tando os valores d&, B e C temos

Aplicando a TL inversa, usando sua linearidade da TL inverssiitend) e c) do teorema



28

3.3, conclimos que

af 1 ) =l WL Sl GHEP 7
M) - s F )

t e2_-1
— —+ ]

2 4

O Ultimo caso de frages parciai® o de fator quaditico irredutvel, isto significa que o
fator quadatico riio possui raiz real. Observe dgimo exemplo:

2s—3
-1
Exemplo 3.7 Calcule. {5(32+9) }

Solugao: Suponhamos que

2s-3 A BstC  A(S+9)+(Bs+C)s

S£+9) s #+49 s(2+9)
2s—3  AS+BS+Cs+9A
s(£+9) S(+9)

Por igualdade de frégs

2s—3 = AZL+Bs+Cs+9A

Agora usando igualdade de pdimios, temos

A+B =
C = 2
9A = -3

Resolvendo o sistema de eqtiag acima, obtemos qée= —1/3,B=1/3 eC = 2. \olI-
tando os valores d&, B eC temos

D T
2s—3 3 35 2

S(s?+9) s +52+9+32+9

e resolvendo a TL inversa com ajuda dos itanse) e f) do teorema 3.3

2s—3 1 1 1 S 1
-1 I R B S | ) 1
Z {s(sz+9)} = 37 s t3? $+9 +2Z {82+9}
_ d,afil i ] s Y 2,0 3
= 737 s T37 (27937 {s2+32}
cos(3t) +2sen(3t) —1

w
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Teorema 3.4 (Conduta dd-(s) quandos — ) Seja f(t) continua por partes ern,«) e de

ordem exponencial parat T, enfio

im.2-1{f(t)} = O

S—00

Prova: Como f(t) & continua por partes no intervalo0t < T, enfio é elaé limitada nesse

intervalo:

(V)

Temos ainda

< M; = Me™

|f(t)] < Moeh

parat > T. SeM denota 0 maxMi,M,} e c denota o0 maxo, y}, enfo

2 {E ()}

/e_5t|f(t)|dt

O 00

M / e Stefldt
0 b

M lim [ e (5otdt
b—o0

— _
- (g

b—co S—C

(]

S—C

Paras > c. Comos — o, temos que.Z {f(t)}| - 0enBo Z{f(t)} - 0. =m

Exemplo 3.8 As fun@es F(s) = s> e F(s) = s/s+ 1 ndo o TL de nenhuma fuég contnua

por partes de ordem exponencial, poig$} ndo tende &0 e F(s) tamkém réo tende &0,

quando s tende &. Entio dizemos queZ {F(s)} e Z {F»(s)} ndo existem.
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4 TEOREMAS DE TRANSLAC AO E DERIVADA DE UMA TRANSFORMADA

4.1 PRIMEIRO TEOREMA DE TRANSLA@\O

Resolver a TL usando a defidig 3.2 nem semp@viavel, algumas integrais por partes po-
dem ser demasiadamenteiddis de resolver, como por exempl#. {ett3cosl}. Os teoremas
gue estudaremos a seguir facilitamalatlo da TL e tamém possibilita a constrap de uma
lista mais extensa de transformadas, sem precisar usangdeftle TL.

Teorema 4.1 (Primeiro Teorema de Translago) Se a< IR, en&o
Z{ef(t)} = F(s—a)

onde Ks) = Z{f(t)}

Prova: A provaé simples, pois pela defirdg 3.2

2{Ef(t) — /Oooe‘Steatf(t)dt _ /Oooe_(s_a)tf(t)dt ~ F(s—a) =

Observe na figura 2 que odjico deF (s— a) & o giafico deF(s) deslocado no eixo dg
para direita s& > 0 ou para esquerda, ae< 0.

Figura 2: Primeiro Teorema de Translago
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Muitas veze® conveniente utilizar simbolismo

2{M(t)} = L2{f(1)}ssa
Ondes — s— a significa que temos que substitsiemF (s) pors—a.
Exemplo 4.1 Calcule(a).Z {e!%t} e (b).Z {e"'sen3}

Solugao: Os resultados vem do teorema 4.1

@ 2{e% = ZL{t}ss10 = 'S%_l ~ (5—10)2

0
3
F+9s 541 (s+1)2+9

w Rl

(b) Z{e'send} = ZL{senB}, 1 =

O teorema 4.1 possui uma forma inversa que pode ser escsggdante maneira

L UF(s—a) = L YHFO)}on = (1) (4.1.1)

onde.Z t{F(s)} = f(t).

1
-1
Exemplo 4.2 Calcule(a).¥ { o 2>3}

Solugao: Por 4.1.1 temos
S L 7y - lglZ _ te?
(s+2)3 Slsssro 2! S PR 2

s
Exemplo 4.3 Calcule# 1 ——
xemp ! {52+4s+5}

Solugdo: Primeiro completamos o quadrado do denominador

-1 S _ -1 S
<z {52+4s+4+1} = 7 {(s+2)2+1}

Veja que ainda & podemos usar 4.1.1, pois no numerador temos q@e-t2r entio para
gue isso aconteca, subtraimos e adicionar 2 no numerdutendn

af st2-2 1 _4f st2 2
< {(s+2)2+1} =2 {(s+2)2+1 (s+2)2+1
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Agora usando a linearidade da TL inversa e 4.1.1 temos

B 1 S+2 B 1 1
= < (s+2)2+1} 22 {(s+2)2+1}
1

S
= g1 —1%4{——— }
s2"”13—>s+2 sZ"i_:l's—>s+2

= eZcogt—2e%sernt =

4.2 SEGUNDO TEOREMA DE TRANSLABO

A funcao degrau unétrio € uma fun@o que nos possibilita mostrar uma dualidade, como
por exemplo: uma voltagem em circuitos, que pode ser desliggbs um certo péodo. Essa
funcaoé definida da seguinte maneira

Definicao 4.1 (Fun@o Degrau Unitario) Dada uma fungo u(t —a) queé definida por

ut-a) = {0 i

t<a

AVARRVAN

a

Podemos usar a fuhQ degrau undrio para descrever futies definidas por partes em uma
forma mais concentrada. Por exemplo:

gt) , 0 < t<a
fit) = {h(t) i > oa (4.2.2)
Podemos escrevé-hssim
f(t) = g(t)—g®)u(t—a)+ht)u(t—a) (4.2.3)

Podemos comprovar usando a defiiet.1

f(t) o g(t)—g(t)0+h(t)0 , 0 S t<a
gt)—gt)l+ht)l , t > a
Automaticamente uma fugo f (t) do tipo
0 ’ < t<a
ft) = {9t) , a < t<b
0, > b
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Onde podemos escrever

ft) = o) [u(t—a)—put-Db)

Observe na figura 3, que quando temos umadordp tipof (t —a) quandat > 0 e multi-
plicamos pela furio degrau undrio u(t —a), o grafico da multiplicago é igual ao gafico de
f(t —a) porem transladado em

0 (1)

N SN

@ f(t)=t,t>0 (b) f(t—a)u(t—a)

Figura 3: Funcao Degrau Unitaria

No teorema 4.1 vimos que quand) & multiplicado por uma exponencial, &ot~(s) &
transladada ems. Agora veremos que quandiqs) & multiplicado por uma exponencial ade-
quada, erdo a transformada inversa desse pro@ut@ — a)u(t — a). Issoé conhecido como o
segundo teorema de transiag

Teorema 4.2 (Segundo Teorema de Translag) Se ac IR enfio
Z{ft—-aut—-a}t = e *F(s)

em que Ks) = .Z {f(t)}

Prova: Pelas definiges 3.2 e 4.1

Z{ft—-aut—a} = /ome‘Stf(t —a)u(t —a)dt

a [e4]
_ /eStf(t—a)u(t—a)dtJr/ e ' (t—a) u(t —a)dt
0 T a Hf—/



34

Agora fazendow =t —a = dv=dt, logo

L{ft-aut—a) = /0°°e5<v+a>f(v>dv
— /o ooe_s"e_saf(v)dv

= g% / e Vf(v)dv
0

= eBZ{f(t)} =
Exemplo 4.4 CalculeZ {(t —1)u(t—1)}

Solugdo: Sabendo qua =1, pelo teorema 4.2 temos que

L{t-Dut-1)} = e=Z{t} =

efS
2
Para encontrar a TL da fuag degrau unério, usamos o teorema 4.2. Para isso fazemos

f(t)=1noteorema4.2,etd f(t—a)=1,F(s) = £ {1} = 1/s, sendo assim

Z{ut-1) = e*F(s)

g—as (4.2.4)
- s
Exemplo 4.5 Calcule a TL de
2 ,0<t < 3
flt) = N
-2 ,t > 3

Solugdo: Usando dos resultados 4.2.2 e 4.2.3, podemos escrever, @fiiftg do seguinte
modo

f(t) = 2—2u(t—3)—2u(t—-3)

Agora usando o resultado 4.2.4

LMY = L2} -22{u(t-3); - 22 {pu(t-3)}
2 2e% 2 2-4e >
s s s s

A forma inversa do teorema 4.2 pode ser descrita da segoimeaf

L7 He®F(s)} = f(t—a)u(t—a) (4.2.5)

Ondea>0e.Z 1{F(s)} = f(t).
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—2S
Exemplo 4.6 Calcule.Z 1 { e53 }

Solugdo: Observamos qua= 2 e f(t) =.# 1 {1/s*} =t?/2. Enfio por 4.2.5
—2S 2

afe”l o 1 f2 _ v
SRRt

4.3 DERIVADAS E INTEGRAIS DE TRANSFORMADAS

(t—2u(t—2) =

1
t—t—2 2

Sabemos quE (s) = .Z {f(t)}, enfio usando o teorema de Leibniz, para derivar sob o sinal
de integrago, temos

d Cd g
SF(9 = d—s/o e St (t)dt

- /0oo % [e St (1)] dit

Fazendas = —st = du/ds= —t e resolvendo a derivada temos

%F(s) - /Oooe‘St(—t)f(t)dt

= —/ e St f(t)dt
0

= —Z{tf)}
Entio conclimos que
20O} = gL {T0)
Analogamente podemos escrever
Z2{t2f)} = Z{ttf )} = ;gsz{tf(t)}

d d
- (-5) (g) 200 = i
Os dois resultados acima apontam paéraiula geral deZ {t"f(t)}.

Teorema 4.3 (Derivadas de Transformadas)Com n= 1,2, 3, ... enfio

2O} = (VR

ondeF(s) = Z{f(t)}.
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Exemplo 4.7 Calcule.Z {tcos2}

Solugdo: Pelo teorema 4.3, temas= 1 e f(t) = cos 2, enfio

Z{tcos2} = —dgsf{COSZ}

_d/ s
 ds\£+4

(> +4).1-5.(29)
(52 +4)2
§

- @
en@o

L4

Z{tcos2} = CEWIE

Para as integrais de tranformadas, consideremos umadiifty que satisfaca as condies
do teorema 3.1 e o limite di(t) /t, quanda — O para a direita, existe. Ead

g{@} - /: F(s)ds (4.3.6)

Assim vemos que, a integrag da transformap de uma furo f (t) corresponde divisao
de f(t) port. Mostraremos isso usando a def&ug3.2 e integrando ambos os lados em &edac

/:F(s)ds = /: {/Oooe‘“f(t)dt} ds

Observe que podemos muda a ordem de int@graa equadp acima, etdo teremos

/:F(S)ds = /ooo[/:e—Stf(t)ds]dt = /Ooof(t) U:’e_Stds}dt

Integrandce™S' em rela@o as, obtemose~St/ —t.Nesse caso a integral sobra glireitaé

e St/t. Portanto
/:F(s)ds = /Oooe"“‘t@dt = f{@}

De forma equivalente a equag4.3.6, podemos dizer que a transformada inveesscrita

as, temos
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da seguinte forma

o1 {/: F(s)ds} _ @ 4.3.7)

. k2
Exemplo 4.8 Encontre a transformada inversa da fuiogin (1+ ?>

Solugao: Derivando a fungo

d ( kz) 1 k2 2K? 2 s

——In(1+= (-2 = —— = 2>
ds" T2 kz( >s3 s(s? +k?) s $2+k?
s

A funcaoF (s) que obtemog a derivada da fuldp dada, de modo queitima igualdade
a integral dé-(s) no intervalo[s, ). Usando os itema) e f) do teorema 3.2, temos

ft) = 2 HF(9) = fl{é—swskz} — 2_2cot

Esta fun@o satisfaz as condies da equap 4.3.7. Er#o

fnfuE)) - e -

Resolvendo temos

f‘l{ln(lJrZ—j)} = tg(l—coskt) n
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5 TRANSFORMADA DE DERIVADA, INTEGRAL E FUNC AO PERIODICA

5.1 TRANSFORMADA DE UMA DERIVADA

Nosso objetivee resolver equdies diferenciais com o ailio da TL. Para que isso seja
posével temos que saber como calcular transformadas do.#paly/dt} e . {d?y/dt?}.
Entdo considerd’ confinua para > 0, por integra@o por partes temos

L)} = /OooeStf’(t)dt
— im [ —Stf'( Jdt

b—o JQ

= lim [e (¢ /f
b—

= lim (et +s/f e Stdt

b—>oo

-i”{f()}
= lim (e7Pf(b) —e 01 (0)) +sZ {f(t)}

b—oo

Observe ques? — 0 quandd — wee ¥ =1, enfio

2{t')} = —f0)+sZ{f[)}

(5.1.1)
L) = sF(s)— f(0)

Igualmente temos que

g{f”(t)} — /Ooo fstf//( )dt

= lim [ St/ /f (—seh dt}
_ |im(—stf +s/ #/(t)e St
b—o0
R

= lim (e7Pf'(b) — e Lf/(0)) +sZ {f'(t)}

b—o0
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Observe que S? — 0 quandd — w ee ¥ =1, enfio

Z{t"t)} = —f(0)+s[sF(s)—f(0)]

Z{f")} = SZF(S)—Sf(O)—f’<O) (5.1.2)

Os resultados 5.1.1 e 5.1.2cconsegéncia do poximo teorema, o qual nos forneaea
TL da n€sima derivada dé.

Teorema 5.1 (Transformada de uma derivada)Sejam ft), f'(t),..., f ("1 (t) coninuas por
partes enf0, «), de ordem exponencial, e s&(ff) for coninua por partes enf, »), entio

2{f"t)} = $F(s)—s"V§(0)-s"-2f(0)—..— f("-D(0),
emque Ks) = Z {f(1)}.
Exemplo 5.1 Calcule.Z {ktcoskt + serkt}

Solucao: Veja que a somltcoskt + serkt € a derivada deserkt, engio

Z{ktcoskt+ serkt} = & {%(t serkt)}

Agora por 5.1.1 e pelo teorema 4.3, &mt

Z{ktcoskt+ serkt} = s {tserkt}
d
= s(—d—sf{serkt})

B 2ks \ 2k
- S((sz+k2)2>_(52+k2)2 "

5.2 CONVOLUCAO

Se temos duas fubes f e g coninuas por partes no interval0,»), representamos a
convolu@o def egcomof xg e €& dada pela seguinte integral

fxg = /omf(r)g(t—r)dr (5.2.3)

Exemplo 5.2 Calcule a convolugo de f(t) = € e gt) = sent
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Solugao: Aplicandof egem 5.2.3, temos
t
dxsent = / ¢ sent — 1)dt
0
1
= E(et — sert —cost) m

Podemos calcular a TL de uma convd@ocsem precisar resolver primeiramente sua inte-
gral, o pbximo teorema nos apreseréaste caminho

Teorema 5.2 (Teorema da Convolugo) Sejam ft) e gt) fungdes corihuas por partes no
intervalo [0, ) e de ordem exponencial, @t

Z{fxgp = Z{f)}L{9t)} = F(9G(s

Prova: Sejam

Fi§ = 2{f)} =
Gy = Z{gt)} -

Fazendd-(s)G(s), obtemos

Fee = ([Tetmer) ([Te Fapiap)

= [ [ e Prg(p)dpdr

0

— [ todr [T Pg(p)dp

0

Firmandor e estabelecendo= 17+ 3 = dt =df en&o
F(s)G(s) = / f(r)dr/ e Slg(t — 1)dt
0 0

Observe na figura 4, que estamos integrando @oegintada do plantr. Comof eg
s40 contnuas por partes no intervald, «) e tami@mé de ordem exponencial, &atpodemos

trocar a ordem da integrag.
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[ITaw

N

Figura 4: Convolucao

F(9G(s) = /O " e st /O f(n)g(t — 1)dr
— /Owe‘St{/Otf(T)g(t—T)dr}dt = Z{fxg} =

Se temog(t) =1 eG(s) = 1/s, o teorema 5.2 acarreta que a TL de uma integral
t F
& {/ f(r)dr} _Fe (5.2.4)
0 S
t
Exemplo 5.3 Calcule. {/ e'sen(t — r)dr}
0

Soluggo: Veja quef (t) = € eg(t) = sert, usando o teorema 5.2, temos

Z{/tersen(t—r)dr} = Z{e} ¥ {sen}
’ 1 1 1
s—12+1  (s—1)(+1)

A transformada inversa do teorema da convab&muito utilizado para calcular TL inversa
de um produto de duas transformadas.aéngelo teorema 5.2, temos

ZL7HF(9)G(s)} = fxg (5.2.5)

1
-1)_ -
Exemplo 5.4 Calcule.Z { & kz)z}
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Solugao: Temos que

F9)=69)= g5 = f(t)=g<t>:3,sf—1{ K }:%serkt

Por 5.2.5 concluimos que

t
f‘l{wlkz} = %/0 serkrserk(t — 1)drt (5.2.6)

Considerando as seguintes igualdades trig@iooas

(i) cofA+B) = cosAcosB— serAserB
(i) codA—B) = cosAcosB+ serAserB

Subtraindq(i) de (i), obtemos

serAserB = % [cofA—B) —co§A+B)]

Se fizermoA = kt e B = (t — 1)k, podemos calcular a integral 5.2.6

gl{@} _ Z—iz/ot[cosk(ZT—t)—coskt]dT

11 !
= 2—l1<2/Olcosk(ZT—t)dr—cciskt/o dr
= 52 {j(serkt—tcoskw 2—kserkt}

= Z—L(serkt—ktcoskt) n

5.3 TRANSFORMADA DE UMA FUNQS\O PERIODICA

E possével calcularmos a TL de uma fuag perodica, desde que esta tenha umipeo T,
ondeT > 0. Obtemos a transformada por meio de uma intégrapbre o interval@, T|.

Teorema 5.3 (Transformada de uma Fungo Periddica) Seja f(t) coninua por partes no in-
tervalo[0, ) e de ordem exponencial. Sé& ffor peribdica de petodo T, endio

)
2Lt} = 1_—;/0 &St ()it

Prova: Escrevendo a TL com duas integrais temos

L) = /OTestf(t)dt+/T°°estf(t)dt (5.3.7)
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Se fizermos = u+ T, alltima integral torna-se

/ e S (t)dt — / e St T)du = e5T / eSUf(uydu = eSTZ{f(t)}
T 0 0

Voltando em 5.3.7, temos

LD} = /()TeStf(t)dt+eST${f(t)}
L)) —eSTZ{f(t)} = /OTeStf(t)dt
(1-—eSHhz{ft) = /OTe—Stf(t)dt

2} = ;/()Te_ﬁf(t)dt .

1— efsT

Exemplo 5.5 Encontre a TL da furip perbdica representada pelo gfico abaixo

Figura 5: Funcao Periodica

Solugdo: Podemos definir a fu@p, no intervalo &< t < 2, da seguinte forma

t, 0<t<1
ft) = L
0, 1<t<?2
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e fora do intervalo pof (t +2) = f(t). ComoT = 2, usamos o teorema 5.3 e a inteG@ac
por partes temos

L)) = #/Ozestf(t)dt

1-e 2

1 ! —stt 2 —St
1 L st
= 1 o5 /Oe dt

Fazendai=t = du=dtedv=eS'=v=—eSs

1 g st 1 1gst
L) = _t / € "t
{1V} 1—e2s s 0+ 0o S
1 es et
“Tem| s #,
B 1 e S e*SJr 1
- 1l-e 3 S £ L
B 1 —seS—eS+1
- 1l-e 3 &2
1-e3(s+1)

2(1-e>)
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6 RESOLVENDO EQUAC()ES DIFERENCIAIS COM TL

6.1 PROCEDIMENTO

A TL nos possibilita calcular equées diferenciais lineares que apresentam problemas de
valor inicial com coeficientes constantes, “@tmdo consiste em resolver eqdias diferen-
ciais como se fossem equsss al@bricas”’(FIGUEIREDO; NEVES, 2012, p. 180). Veja por
exemplo o seguinte problema de valor inicial

dny dnfly dy B
@ g Fan-1gmy oA tay = gt),

Y(0) = Yo,¥ (0) = Y, ...y D(0) =y ¥,

1)

Ondea;, i =0,1,...,neyo,Yp, ...,y(()n* sao constantes. Usando a linearidade da TL, escre-

vemos

n n—1
ang{‘;_g}%n13{—‘;“}’}+...+a1${3—f}+ao${y} = Z{o)} (6.1.1)

Pelo teorema 5.1, eid 6.1.1 torna-se

G(9) = an|$V(9)—s"Iy(0)— ..~y I(0)]
+ a1 [T (9 - $FY(0) .~y D .+ agY ()

Ou

[ans” +an-18" 1+ ... +ag] Y(s) = an[s'q‘lyo+...+yénfl)
(n—2)

(6.1.2)
+ an1 [S”*zyo+---+yo

|+ +a(9

OndeY(s) = Z{y(t)} eG(s) = Z{g(t)}. IsolandoY(s) em 6.1.2 e por interAdio da TL
inversa, obtemosg(t)

ZHY(9)=y()
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Veja que a figura 6 esquematiza o procedimento usado pardaralena equéado diferen-
cial com a TL. Primeiro calculamos a TL da eqaagiferencial, assim obteremos uma e@aac
algébrica, depois resolvemos a eqaia@btida. Afds resolved aplicamos a TL inversa, assim
obtendo a solu#o da equéego diferencial.

Equagdo

255

Equagio
transformada

.

Resolva equacdo
transformada

g

Solugdo da
equacdo original

Figura 6: Esquema TL

Exemplo 6.1 Resolv%—y =1,y(0)=0

Solugao: Primeiro calculamos a TL de cada membro da egaag

2{q}-2m - 2@

SY(9)-Y(0) - Y(5) =
Aplicando valor dey(0) e resolvendo, temos
sY(s)—0—-Y(s) = %
Y- = <
Y(s) = !




a7

Com o auXio de frag@es parciais, podemos escrever

1 A B

s(s—1) S * s—1
A(s—1)+Bs

s(s—1)
As—A+Bs

s(s—1)

Usando igualdade de frags, temos

1 = As+Bs-—-A

Através da igualdade de pofimios temos

A+B = 0
A =

Resolvendo o sistema de eqdas temos quAa=1eB= —1. Enfo
1 -1
Y = — —
(s) s—-1 - ( S )
-1

PRIVERRP SR N WP

Pelos itens) e c) do teorema 3.3 condlnos que

Exemplo 6.2 Resolva ¥—x —6x=0, x(0) =2e X(0) = -1

Solugao: Calculamos primeiro a TL de cada membro da egoag

X -2{X}—-6Z{x} = 0
$?X(s) —sX(0) — X' (0) —sX(s) +x(0) —6X(s) = O

Aplicando os valores de0) e X' (0), temos

$?X(s) —2s+1—8X(s)+2—6X(s) = 0O
X(s)(?—s—6)—25s+3 = 0
X(s)(s—3)(s+2) = 2s—-3

2s—3
X = a6+
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Com a ajuda de frdgs parciais, podemos escrever

2s—3 A B A(s+2)+B(s—-3)
5-3)(512) s 3 sr2 (5-3(5+2
2s—3 _ As+Bs+2A-3B
(s—=3)(s+2)  (s—3)(s+2)

Usando igualdade de frags temos

2s—3 = As+Bs+2A—-3B

Por igualdade polidmios podemos dizer que

A+B = 2
2A—-3B = -3

Resolvendo o sistema de eqtiag acima temos que= 3/5 eB = 7/5. Enfio

3 7

5
X - 9
(S) s3"
3 7

5
512
5(s—3) | 5(s+2)

Aplicando a TL inversa, temos

3 1 7 1
-1 X — Y1) -~ Tepp-1) -
LX) = 5553 5T sz
Usando o itent) do teorema 3.3, condimos que

—2t
X(t) — 363t+7e -

6.2 APLICAQOES

Equa@es diferenciais lineares com coeficientes constantesipddscrever eventossfcos,
por exemplo, o fluxo de correnteatica em um circuito simples erdrge, 0 movimento de uma
massa presa a uma mola, entre outros problemas. Podemas Tisawomo ferramenta para
chegarmos as sol@ies destes problemas, desde que eles tenham Gesdigciais.

Vejamos um exemplo em que podemos usar a TL para determinaieate em um circuito
em <rie L-R-C. Para isso consideremos a segunda lei de Kircchhdffoma da queda de
tensio em um indutor, resistor e capaciéiguala voltagem impressa(t)”(ZILL; CULLEN,



49

di , .
T atra\es do resistoe Ri(t)

e do capacitoé —/ 17)dt, ondeL,R e C sdo contantes Et) & a corrente. EAD um circuito

2007, p.401). Temos que a queda daderstraes do indutoe L

do tIpO satistaz a equag abaixo:
L— + Ri(t E(t 6.2.3

Exemplo 6.3 Determine a correntg(f) em um circuito emésie L-C-R quando = 0,1 henry,
R=200hms, C= 103 farad, i(0) = 0 e a voltagem impressa en{i & dada na figura 7.

E(r)

120 /
L \ | |

Figura 7: Voltagem

Solugdo: A equa@o de um circuitcé dada pela equag 6.2.3. Veja na figura 7 que a
voltagem est desligada para> 1, enfio temos

E(t) = 120—120pu(t—1) (6.2.4)

Veja que ainda @o podemos aplicar o segundo teorema de trafslag equaio 6.2.4, erdo

rescrevemos ela como
E(t) = 12a¢—-120t—1)u(t—1)—120u(t—1)
Agora a equado 6.2.3 torna-se

0,1%+20i+1§/0ti(r)dr = 120120t —)u(t—1)—120u(t—1)  (6.2.5)

Aplicando a TL na equa&p 6.2.5, obtemos

0,1sl(s) + 201 (s) + 103@ = 120% _ %S _ %81
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Multiplicando por 18 podemos reescrever assim

—S
(s+1002(s) — 1200[% - e? _es
1 e s g s
I(s) = 12 _ _
(s) Oo[s(s+ 1002 s(s+1002 (st 100)2}

Com a ajuda das frées parciais podemos escrever

1/10000 1/10000  1/100  1/10000 _
I(s) = 1200 - - - es
(s) [ S+100 (s+100)2 s
L 1/10000 5 1/100 1
s+100 (s+100)2 (s+100)2e"S

Usando a TL inversa do segundo teorema de traas|aemos

. 3 3. _1001t—
i(s) = Sgll-ut-1)]-5le 100 _ e 100yt — 1)
—12te 100 _ 1189t —1)e 00Dyt —1) m

Agora estudaremos um sistema de massa-mola amortecido cgimemto forcado. Isso
acontece quando uma forca exteri{&a) age sobre uma massa vibrante em uma mola. Para
encontrarmos a equag diferencial do movimento forcado, ao adicionarnmi@@y na equago
diferencial do movimento livre amortecido, temos

my' + By +ky = f(t) (6.2.6)

ondem, B e k sAo respectivamente: a massa, o coeficiente de amortecim@ntonstante da
mola.

Dividindo 6.2.6 pom,
Y/ 420y +w?y = F(t) (6.2.7)
ondeF (t) = f(t)/m, 26 = B/me w? = k/m.

Exemplo 6.4 Um sistema de amortecimento de massa-mola, com uma extegaaatuando
no intervaloO < t < 11, & representado pelas seguintes edies;

Y +2y +2y = r(t),
10sen? se O<t<m
r) =
0 se t>m

com y{0) =1, y(0) = —5.
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Solugdo: Usando 4.2.2 e 4.2.3, podemos rescreveniiga seguinte forma
r(t) = 10sen2—10sen2t— m)u(t — m)
assim, temos
y'+2y +2y = 10sen2-10sen?t— mu(t—m)
para resolver esta equag;diferencial, aplicamos a TL em ambos os lados da igualdade
LYY+ L{y + £ {2y} = £{10sen®}— £ {10sen2t — mu(t—mn)}

agora usando o item) do teorema 3.2 e os teoremas 4.2 e 5.1, temos

20 20e3™
PY(5) = SH0) Y (0) +2IsY(8) YOI +2Y(9) = -7~ = 7
aplicando os valoreg0) ey (0),
7T
S?Y(s) —S+5+2sY(s) —2+2Y(s) = % — %
Y(s)(2+25+2)—s+3 = %_%
20 20e3 s—4

Y(S) = (52+4)(32+25+2)_(52—}—3)(82—|—28+2>+32+28+2

agora podemos usar a TL inversa,

) - 20 B 20e3
LY = 27 (32+4)(32+28+2)}_$ 1{<s2+4)(sz+23+2)}

s—4
gfl
* 52+25+2}

resolveremos separadamente as transformadas inversgsajaceacima, primeiramente fare-
mos a TL inversa da primeira frag, para isso temos que usar as@es;parciais, eab

20 As+B Cs+D

(F1a)(Fr2512) | $rd Fiost2
20 _ (As+B)(+25+2)+(Cs+D)($+4)
(L+4)(PL+25+2) (24 4)(F+25+2)

pela igualdade de frégs, podemos escrever

20 = (As+B)(s°+2s+2)+ (Cs+D)(s*>+4)
20 = AS+2AL+2As+ B+ 2Bs+ 2B+ Cs® +4Cs+ Ds?+ 4D
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agora pela igualdade de pddmios, temos o seguinte sistema de egeac

(

A+C = 0
2A+B+D = 0
2A+2B+4C = O
2B+4D = 20

resolvendo esse sistema, temos ue —2,B=—-2,C=2eD =6, en&o

20 25-2 2546
-1 _ -1
Z {(82+4)(52+25+2)} = L\ 2ra +52+2s+2}
—2s—-2 2s+6
_ -1 -1
=< S+4 }Jr'g {52+25+2}

veja que aindad@o podemos aplicar a TL inversa, para isso precisamos apsfaa@es, da

seguinte forma

N L+4 $+4 L+25+1+1

o] S\ gaf 21, ] Beara

= %7 $+4 Z 52;4 -z (squlJ)erJ)rl .

_ _ogp-1)_ S | g1 -1 S

= 2 \gral L 9t (s+1)2+1+(s+1)2+1}
o1 S 1) 2 -1 st1 -1 1

R 2 G awy g {(s+1>2+1 T s

nas duadiltimas transformadas, podemos usar a inversa do primeir@ma de translao,
enfio podemos escrever

— — 4
2 {82+4} z {32+4}+2$ {82+1 s—>s+1}Jr <z {82+1‘s—>s+1}

usando os itend) e e) do teorema 3.3 e a inversa do primeiro teorema de trefs|agmos

_ 20
< 1{(52+4)(52+25+2)

} = —2cos2—-sen2+2etcost+4etsert  (6.2.8)

a segunda transformada inveésa

_g—l 20— ST
(P+4)(s>+2s+2)
observamos que podemos aplicar a inversa do segundo tedeetranslago, endo podemos

escrever

_ 20
- 1{<s2+4><82+23+2) }th”(t_ £ (6.2.9)

vejamos que a transformada 6.2.parecida com a transformada 6.2.83erde forma analoga
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a6.2.8 temos

. 20
{ (+4)(+2s+2)

} put—m = —{—2cos2-sen2
t—=t—m

+ 2e'cost+4etsert}, ,, u(t—m)

= — [—ZcosZt — 1) — senZt — m) +2e = cogt — 1)

6.2.10
+ 4e*(‘*")sen(t—n)]u(t—n) (6.2.10)

para resolver a terceira transformada, temos que ajustaggofe usar a inversa do primeiro
teorema de translag

P +25+2 (s+1)2+1
s+1 1
S 7 ¥ G G 7S
(s+1)2+1 {(s+1)2+1}
S
_ g—l . -1
P+ 1lssst1 P+ 1lsssr1

agora usando os itert§ e e) do teorema 3.3 e a inversa do primeiro teorema de traslac
obtemos

s—3
g—l{m} = e 'cost —4etsen (6.2.11)

lembrando que
Z7HY(9)} = ()
para encontrarmogt) basta somarmos as eqoag 6.2.8, 6.2.10 € 6.2.11

y(t) = —2cos2-—sen2-+2e ‘cos +4etsernt —[-2cos2t — 1) — sent — m)
+ 2 Mcogt —m) +4e -Dsent — n)} u(t—m +etcost — e tsent
y(t) = —2cos2—sen2+3e'cost—[—2cosqt—m)— senZt— )
+ 2e M eogt —m) +4e T Dsent — n)} p(t—m

€ 0 mesmo que

yit) =

3etcost—2cos2—sen?2 , O<t<m
e '[(3+2e™) cost +4eTsert] , t>T

A funcaoy(t) representa o0 movimento da massa presa a mola, vejamos affigura



Figura 8: Graficoy(t)

54



55

7 CONCLUSAO

Neste trabalho fizemos um estudo detalhado sobre a trasragfarde Laplace, vimos que
elaé uma transformada integral com o intervalo de inte@aie[0, ), integrais deste tipd®
conhecidas como integrais inggrias.

Se resolvermos a transformada de Laplace dedesigeneralizadas por meio da defiaic
da transformada, obtemoarimulas gerais, que facilitam oélculos, por exemplo, ao resolver
Z{sen1®}, usando apenas arimula geral da transformada de seno, chegamos ao resultado
rapidamente, no entanto para resolvermos a mesma trasfarasando a integral imjgoria,
0s @lculos seriam mais difeis e demorados.

Usar a transformada inveréaesolver o problema inverso da transformada de Lapldoe, is
é, primeiro tinhamos uma fulg f (t) que ao aplicarmos a transformada de Laplace obtinhamos
uma fun@o do tipoF (s), e com transformada inversa temos uma &mdo tipoF (s) e ao usar-
mos essa transformada inversa obtemos umafuhg ), intuitivamente o que a transformada
de Laplace faz com uma fuag a transformada inversa desfaz. A transformada de Laplace
inversa tambmé uma integral, p@m para realizar seuglculosé preciso o uso de conceitos
de varaveis complexas e por esse motiamirealizamos as demonstdeg dasdrmulas gerais
da transformadade de Laplace inversa, pois 0s conceitoar@deeis est aém da finalidade
do trabalho. O estudo de fri@d&s parciais se mostrou de suma im@ocia para encontrarmos a
transformada de Laplace inversa.

A apresenta@o dos teoremas de transdagnos trouxe um bom suporte para resolvermos a
transformada de Laplace de fulies excessivamente wiéis.

Ao estudarmos a transformada de uma derivada, obtemosufaserge para resolvermos
equades diferenciais com o ailio da transformada de Laplace, observamos que ao aplicar
a transformada em uma derivada, ela transforma a derivadaremequago algebrica, assim
facilitando os élculos. Poem tami@m vimos que para chegarmos a essa druatgbrica,
precisamos de condies iniciais dadas pelo problema a ser estudado e que podesaos
transformada de Laplace apenas em egesadliferenciais com coeficientes constantes.



56

Para encontrarmos a socde uma equag diferencial usando a transformada de Laplace,
vimos que a transformada inversamportante, pois ao aplicarmos a transformada de Laplace
na equago diferencial obtemos uma egaacalgbrica a qual temos que reseHa, depois
usamos a transformada inversa para obtemos azofiral.

Sabemos que as eq@&s diferenciais @ usadas para descrever evenisids, deste
modo resolvemos duas situses diferentes, a primeira considerando um circuito ene
qual fnhamos que encontrar sua corrente e o segundo um sistemasga-mola com mo-
vimento forcado, onde encontramos a fangue representa 0 movimento da massa presa a

mola.

Assim diante de todo o estudo que foi feito comeias que a transformada de Lapldce
uma excelente ferramenta para resolvermos dmsadiferenciais com coeficientes constantes

e com condiges iniciais.
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ANEXO A - TRANSFORMADA DE LAPLACE: F ORMULAS GERAIS

Formula Nome, Comerérios Se@o
F(s)=2Z{f(t)} = / e St (t)dt Definicdo da Transformada 3.1
f(t)= 1{F( s)} Transformada Inversa 3.3
L{aft)+Bgt)} =aZ{f(t)} +BL{g(t)} Linearidade 3.1
Z{ef(t)} =F(s—a) .
2 1{F(s—a)} = f (1) Primeiro Teorema de Transkg 4.1
L{t} =sZ{f} - 1(0)
"mo__ _ _ f/
Z{1") =2 {1} —sf(0) - 1'(0) Transformada de Derivadas 5.1
z{fm)} — L {f} -1 (0) ... — "1(0)
t
<z {/ f(r)dr} = }.,%{f} Transformada de Integrais 5.2
f{f(t— au(t—a)} = e *F(s)
Segundo Teorema de Tran 4.2
271 e *F(9) = f{t—auit-a) 0 e
z {tf )} =—F'(s) Derivada da Transformada
{ } / F(s)da Integral da Transformada 43
(frg)(t) = /0 f(1)g(t—1)dt = /0 f(t—1)g(r)dt Convoluio -
ZA{t+gr = Z{f} Z{g}
Z{f}= 1—(1-:-—5”/ e S (t)dt Transformada de Fudes Peidicas| 5.3
— 0




