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RESUMO

SILVA, Everaldo Martins. Integral Definida: Histia, Teoria e Aplicago. 58 f. Monografia
— Programa de #5-graduago em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran
Campo Mouéo, 2013.

Esta pesquisa apresenta na forma de &visbliogi&afica, o surgimento e evolag dos estudos
sobre a integral definida, destacando os principais n&teos que contriduiam para o seu
desenvolvimento, dentre eles alguns pensadores gregdzersn expressivas descobertas e,
matenaticos como Newton e Leibniz, désulo XVII e XVIII, momento hisbrico em que a ma-
tematica consolidou-se em caminhddidos e estes mateaticos conseguiram estabelecer uma
relagio entre a diferenciap e a integrago, formulando o Teorema Fundamental daaddlo.
Nesta revido apresentamos ainda alguns matgoos que inseriram a nag de limites e so-
matbria ao @lculo integral. Neste trabalho taérn $i0 apresentados algumas propriedades da
integral definida bem como teoremas e conceitos importaRt@simé exposta uma aplicag

da integral definida em uma sitw@@gproblema no cotidiano da Engenharia Civil.

Palavras-chave: Area, Integral Definida, Aplic&p



ABSTRACT

SILVA, Everaldo Martins. Definite Integral: History, Thegoand Application. 58 f. Monografia
— Programa de #5-graduago em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran
Campo Mouéo, 2013.

This research presents, in the form of literature reviea,gimergence and evolution of studies
on the definite integral, highlighting key mathematiciansovwcontributed to its development,
including some Greek thinkers who made significant disdgesesind mathematicians such as
Newton and Leibniz, century seventeenth and eighteenttuges, the historical moment in
which mathematics consolidated into solid paths and thestbeamaticians were able to esta-
blish a relationship between differentiation and integratformulating the fundamental theo-
rem of calculus. In this review we present still some mathesi@ns who inserted the notion of
limits and sum to integral calculus. This work is also présdrsome properties of the definite
integral and important theorems and concepts. Finally sxgas an application of the definite
integral in a problem situation in everyday civil engineeri

Keywords: Area, Definite Integral, Application.
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1 INTRODUCAO

Ha pouco de estudos direcionadoaplicaéo da integral definida, em cursos de gradoac
devido ao pouco tempo para exp@igle uma ementa extensa e o fato deste adotser apre-
sentado nos semestres iniciais, quando o aluno ai@dgaossui os @-requisitos bsicos para
poder apli@-lo em situages reais da sua futueaea de atua@p. Neste context@ comum 0s
alunos sentirem dificuldades de entender o conceito ecaécas de integrap devido muita
das vezesas deficeéncias em mateatica kasica ea falta de motivago, que levanta sempre o se-
guinte questionamento: Para que ou aonde eu vou usar essedmhEsse questionamento se
da devido o fato do direcionamento do estudo para um caminherse térico sem expos#o
das elegantes aplicdgs da integral definida. Quando o professor &@antm equibrio entre
teoria e patica fazendo uso de aplidas, se torna maifaéil e motivador o entendimento do
aluno, pois 0 mesmo conseguigstabelecer uma ligag entre a teoria e ftica, fixando assim
o conhecimentodido. Neste trabalho apresentamos um breve relatorigstda integral de-
finida, apontando a possibilidade de humaréradeste contelo, apresentando a evoig;e
contribui@o de \arios materaticos durante a evolag da humanidadeajara a aplicabilidade
da integral definida relata-se uma apl@agealizada num curso de Engenharia Civil, expondo
uma metodologia alternativa para o ensino @cGlo Integral nos cursos de gradaag



2 CONTEXTO HIST ORICO DO CALCULO INTEGRAL

Desde a antiguidade, povos como 0s mesamatos e babidnicos, faziam uso da ésscia
do clculo que utilizamos na atualidade. Os mesmos usavamaddérea, volume no seu dia
a dia.

De acordo com Boyer (1992), a palavi@aulo vem do diminutivo dealx que no latim
significa pedra. O&lculo queé usado hoje nos cursos de exatas foi corrao longo dos
seculos, tendo &rios materaticos contribido para o seu desenvolvimento.

Na hisbria do @lculo, os primeiros problemas envolvendoacalo daarea, volume e
comprimento de arcos estavam relacionados adabvite grandezas. Afdn (430 a.C.) acredi-
tava que por sucessivas duplidags dos aimeros de lados de um fgbno regular inscrito em
um drculo, a diferenca no fim do processo exaurir-se-ia. Edsia iera a base de umétodo
gue tornou-se conhecido e muito usado, sendo denominadeiadade exaudb atribado a
Eudoxo (EVES, 2011).

2.1 EUDOXO (406 - 355 A.C.)

Eudoxo nasceu em Cnido, atual @gida Trquia, em 406 a.C. €ao se tem preciso o ano
de seu falecimento. Foi digmlo de Plado e suas obras foram de fundamental ingowia
para a mategdtica. Uma das obras que marcou o rumo @c@o Integral foi o “nétodo de
exausho”, cujasua prova esho livroOs elementode Euclides XII, 2 (BOYER, 1974). Sendo
0 mesmo definido como:

(...) Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma padenenor que sua
metade, do restante subtrai-se t@&mkuma partedo menor que sua metade, e
assim por diante, se chegaror fim a uma grandeza menor que qualquer outra
predeterminada da mesma esie. (EVES, 2011, p. 419).

Conforme Boyer (1974), utilizando uma nadagmoderna, o gtodo de exaudbé descrito
da seguinte maneira:
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SejaC o drculo, com dametroD e areaA. Inscrevendo noicculo C o poligono regular
de areaPn de n lados, e considerando&aea intermediria, fora do pdgono mas dentro do
circulo, se dobrarmos oimero de lados estamos sulotido dessarea intermediria mais da
metade. Logo, pelo processo de exaastiobrando sucessivamentelonero de lados (isté,
fazendo crescean) aarea intermediria pode ser reduzidagatiuePn— A < €, ondes > 0 € uma
grandezado pequena quanto se desejar.

Pns

Figura 1: M étodo de Exauséo
Fonte: Adaptado (BOYER, 1974)

O método de exaudb proporcionou aos matémicos desenvolver novas teorias, tendo o
mesmo como base (BOYER, 1992).

2.2 ARQUIMEDES (287 - 212 A.C.)

P,

Figura 2: Arquimedes
Fonte: Assis (2008)
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Arquimedes nasceu em 287 a.C. na cidade de Siracusa, filhdrda@so Rdias, ainda
jovem mudou-se para Alexandria, a fim de terminar seus es{&IKRATHERN, 1998).

De acordo com Simmons (1987), Arquimedes morreu aos 75 amasté a guerralica,
assassinado por um soldado.

Assis (2008) afirma que, seus trabalhos eram enviados a @i@temque viviam ou que
estiveram em Alexandria, tendo pdliito enviar inicialmente apenas os enunciados de alguns
teoremas, mas sem as demongies; Isso pode ter levado alguns maiénos a roubar os
resultados de Arquimedes, afirmando que eram seus.

O método de exaudb de Eudoxo foi aprimorado por Arquimedes. A partir detoalo de
exausdo, comecou a se desenhar aamde limite e, principalmente, de integéag isso revo-
lucionou a mater@tica, tornando o que hogebase das disciplinas dalculo nas universidades
com sua aplicabilidade nas mais diveraesas de conhecimento (SILVA; SILVA, 2010).

Boyer (1974) destaca que a ol8abre Espiraigoi pouco lida, mas muito admirada, sendo
composta por vinte oito proposies sobre espirais, que relacionaraas associadasespiral.
A Proposi@o 17 trata da quadradura da @amla. Arquimedes provou queaaea K de um
segmento pardltico APBQCEé quatro tercos darea de um téngulo tendo a mesma base e
mesma altura, conforme a figura 3.

Figura 3: Quadratura da Parabola
Fonte: Adaptado (BOYER, 1974)

Eves (2011) traz uma demonstaagdetalhada sobre a quadratura dapala, com@ mos-
trado a sequir:
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Sejam C, D, E os pontos do arco de segmento [Gdicah (ver na figura 4)
obtidos tracando-se LC, MD, NE paralelos ao eixo daéapala pelos pontos
médios L, M, N de AB, CA, CB. Usando a geometria dagtmia, Arqui-
medes mostrou qUBCDA+ ACEB= ——. Repetindo sucessivamente esse
raciodnio conclui-se que area do segmento pagidizo &€ dada poAABC+

AABC AABC AABC 4
4 + 2 + yE +...—§AABC(EVES,2011,p.421).

Figura 4: Quadratura da Parabola
Fonte: Adaptado (EVES, 2011)

Segundo Boyer (1992), alguns estudiosos &ouk XVII achavam as demonstias de
seus neétodos um pouco sem motiag, como se ele ocultasse a receita daquelas descobertas.
Mas rao era bem isso que Arquimedes queria, tanto que publicouolm@acom o itulo de
O métodq que continha quinze proposéigs, deixando evidentes desteg passo a passo de
como chegou a suas descobertas.

O autor ainda menciona que Arquimedes enviou esse trabathforena de carta para
Erabstenes, que era bibliot@io na universidade de Alexandria. Demor@uigs £culos para
vir a tona o novo ratodo que Arquimedes utilizava em seus estudos. No ano dedl®dito
dinamarqgeés J. L. Heiberg descobriu a peca que estava faltando neaguabeca: um manus-
crito que calava e enterrava qualquer sugsiontra a originalidade ciéfita de Arquimedes.

Silva e Silva (2010) ressaltam que @a@oca Ao havia ainda a imprensa, que surgiu apenas
na ldade Mdia, dificultando e ocultando muita das vezes o fluxo dessdscimentos entre a

popula@o.

De acordo com Eves (2011), um longo ipelo passou-se sem a utiliZaxda teoria da
integra@o. Por volta de 1450 as ideias de Arquimedes chegarBoropa Ocidental por meio
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de uma tradu@o de seus manuscritos &rios materaticos utilizaram os gtodos de Arquime-
des, dentre os quais podemos destacar Johann Kepler.

2.3 CAVALIERI (1598 - 1647)

Figura 5: Bonaventura Cavalieri
Fonte: Adaptado (EVES, 2011)

Bonaventura Cavalieri nasceu em 1598, na cidade d&adyiibi disépulo de Galileu, mem-
bro dos Jesuados uma ordem religiosa, viveu enadd Roma e foi professor em Bolonha
(EVES, 2011).

Boyer (1974) destaca que, dentre as obras de Cavalieri, oGigometria Indivisibilibus
Contiuorum nova quadam ratione promppablicado em 1635, era baseado essencialmente no
argumento sugerido por Oresme, Kepler e Galileu, em quearssmpode ser pensada como
sendo formada por segmentos‘mudivisiveis”, e que um volume pode ser considerado como
composto déreas quedo volumes indivisreis. Alem disso 0 mesmo continham os indivess
ou infinitesimais fixos e aplicégs de problemas de mensw@ageareas e volumes. O mesmo
contia o postulado fundamental 4o teorema de Cavalieri’na qualé definido como:

Se dois élidos(ou regbes planas) tem alturas iguais, e se 8esgparalelas
as bases e as distcias iguais delas @&t sempre numa dada gy enio 0s
volumes (olareas) dosdidos (ou regdes) tambm eséio nesta mesma raa.
(BOYER, 1992, p. 11)
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Cavalieri aplicou a ideia dos indivigis em irumeros problemas e se concentrou num teo-
a
rema georatrico extremamenttil, que na atualidade assemelha-se com a afﬁmz# X"dx=
0
an+1

, (BOYER, 1974).
+1 ( )

2.4 FERMAT (1601 - 1665)

Figura 6: Fermat
Fonte: (EVES, 2011)

Pierre de Fermat nasceu em Beaumont de Lomagne em 17 de agd€iold morreu em
12 de janeiro de 1665. Filho de comerciante de couro, erggadig reservando o seu tempo de
lazer a materatica. Fermat manteve correspéndia cierifica com 0s principais mateaticos
do seu tempo (EVES, 2011).

Simmons (1987) ressalta que suas descobedtaprincipalmente conhecidas pelas cartas
enviadas a amigos e anof&s marginais em su@pgia“Arithimetica de Diofanto”.

Em Boyer (1974), um amigo de Fermat chamado Mersenne tormdecao alguns resul-
tados e descobertas de Fermat, d@sade suas correspdittias e obras, destacando o teorema
formulado por Fermat em 1629, que tratava solinea sob a curwa= x™. Fermat inicialmente
usou brmulas para as somas de grtias dos inteiros, ou desigualdades da forma

1M+ 2"+ 3"+ > >1M4+2M 43"+ 4+ (n—1),

m+1
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Fermat aprimorou a ideia de Cavalieri que restrimgia 1 aém=9, formulando assim um
método que aplicava a valores hganto fraciomrios quanto inteiros paralculo daarea sob a
curvay = x™. O autor descreve que dada uma cyrvax™, supondo que area procurada seja
dex =0 ex=a. Enfao Fermat subdividia o intervalo ae= 0 a& x = a em inimeros subinter-
valos tomando os pontos com abcissaE, aE?, aE2, ... ondeE & uma quantidade menor que
um. Nos referidos pontos Fermat levantava ordenadas da edazia aproximaip daarea sob
a curva usando rahgulos como indica na figura 7, na quabasas dos réahgulos circunscritos
de aproximag@es iniciando do maior,2® obtidas pelos termos de uma progaesgeongtrica

aM(a—aE), a"EM(aE — aE?), a"E?™(aE? — aE®),.... A soma a infinito dos termos dada

am+1 (1 _ E)
1—Em1

estreitos, soma dageas dos mesmos se aproximandama sob a curva.

por, . Quando o valor de E tende a um, ou seja, temos asgetos cada vez mais

Usando nota@o moderna Simmons (1987) escreve o processo descrito asamalo a
seguinte drmula:

a am+l
/ xMdx = )
0 m—+1

Figura 7: Area sob Curva
Fonte: Adaptado (BOYER, 1974)
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2.5 ISAAC NEWTON (1642 - 1727)

Figura 8: Isaac Newton
Fonte: (EVES, 2011)

Isaac Newton foi um mateatico de grande rel@ncia que nasceu na aldeia de Woolsthorpe,
norte da Inglaterra, em 1642. Filho de um fazendeiro, estetso Cambridge e dedicou-ae
matendtica, lendo obras de matéticos renomados dgpoca. Newton fez quatro descobertas
importantes: o teorema binomial, alculo, a lei de gravitéio e a natureza das cores. Suas
descobertas ficaram conhecidas de modo limitado, na maiasiaezes por meio de perguntas
e respostas feita atras de correspom@mcias (SIMMONS, 1987).

Boyer (1974) destaca uma obra importante de NewtDe dnalysi, sendo a primeira

exposi@o sisteratica do @lculo a principal descoberta de Newtow na matgoa. Na mesma
1

, P m, axn
obraé demonstrado queaeaA sob a curvy = axn & dada POA = — 1

n

O autor ainda afirma que foi a primeira vez que calculouaea pela integral. Newton de-
senvolveu um algoritmo geral e afdieel a todas as fuldgs, pois 0 mesmo reunia as opées;
de diferenciago e integrago.
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2.6 GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)

Figura 9: Leibniz
Fonte: (BOYER, 1974)

Gottfried Wilhelm Leibniz nasceu em 1646 em Leipzig na Alahea Era filho de um
professor de Filosofia Moral e com oito anos dominava o laBiMMONS, 1987).

De acordo com Boyer (1974) Leibniz contribuiu imensamenta palesenvolvimento do
calculo integral. Aos quinze anos entrou para universidadesel7 anos obteve o grau de
bacharel. Dedicou-s& matenatica como Newton, fez leitura de obras de métgoos impor-
tantes, como Pascal, Barrow e @prio Newton. Em seu estudo par@aulo integral Leibniz
desenvolveu notégs: para as ordenadas em uma curva ys@u “todos osy”) mais tarde
criou a notaéo/ydx, o sinal da integral (uns para soma alongado). Dois anos mais tarde
Leibniz publicou na revistécta Eruditoruma explica@o sobre alculo integral, mostrando
gue o nétodo das quadraturésoposto ao metodo das tangentes, istpa rela@o inversa entre a
diferencia@o e integrago, hoje descrita em Stewart (2006) como o Teorema Fundahuknt

Calculo:

b
Sef for coninua em[a, b], enﬁo:/ f(x)dx=F(b) — F(a) ondeF & qualquer antideri-

a
vada def, isto&, uma fun@o tal queF’ = f.

O calculo tornou-se algoddido a partir do &culo XVII devido a contribuigo de Isaac
Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz. Na atualidade, estatabnicao faz com que eles sejam
reconhecidos como criadores daaulo diferencial e integral.



2.7 FAMILIA BERNOULLI
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Segundo Boyer (1974) a fala Bernoulli, assustada com arfa espanhola em 1576,

fugiu para Basgia, tendo doze membros que fizeram grandes cont@ibsipara mateatica

(ver figura 10). Quatro deles foramd@os daAcacemie des Sciencesdentre eles podemos

destacar dois ir@os sicos Jacques Bernoulli e Jean Bernoulli, ambos filhos de alisd]1623

- 1708), tamlm conhecidos pelos nomes equivalentes no idiomagaelakob e Johann. Na

Academia de Sciences fizeram muitas aplescem @rios problemas e deram uma especial

importancia ao alculo. As principais obras da falia Bernoulli esho publicadas em artigos e

especialmente na revisfacta Eruditorum

Nicolaus
(1623-1708)
| | |
Jacques| Nicolaus | Jean|
(1654 -1705) (1662-1716) (1667 - 1748)
I 1 1 1
Nicolaus 1l Nicolaus IlI Daniel | Jeanll
(1687-1759) (1695- 1726) (1700-1782) (1710-1790)
| ] |
Jean I Daniel I Jacquesli
(1746 - 1807) (1751-1834) (1759-1789)
Chistoph
(1782 -1863)

Jean Gustave
(1811-1863)

Figura 10: Arvore Genealdgica da Fanilia Bernoulli

Fonte: Adaptado (BOYER, 1974)
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2.7.1 Jacques Bernoulli (1654-1705)

Figura 11: Jacques Bernoulli
Fonte: (EVES, 2011)

De acordo com Boyer (1974) Jacques Bernoulli nasceu e morigasiia e foi o primeiro
da fanilia Bernoulli a atingir a proemigncia em mateatica. Dedicou-se aos estudos dos
infinitésimos, desenvolvendo novogtodos a partir dos estudos de obras de Wallis, Barrow e
de artigos de Leibniz.

Hoje existem wrias definipes no campo da matética que trazem o nome de Jacques
Bernoulli, como podemos citar a distribéig de Bernoulli, o teorema de Bernoulli, eqaac¢
de Bernoulli, os imeros de Bernoulli e a lemniscata de Bernoulli. Em uma regoluao
problema icrona publicado na revista Acta Eruditorum em 1690, Jac&eenoulli coloca a
palavra integral com um sentido ligado @daulo, enquanto Leibniz havia chamadocdéculus
summatorius. Por fim os dois concordaram em ddandecalculus integraliEVES, 2011).
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2.7.2 Johann Bernoulli (1667-1748)

Figura 12: Johann Bernoulli
Fonte: (EVES, 2011)

Conforme Simmons (1987) Johann Bernoulli nasceu em 166 tastmedicina mas de-
dicou seu tempo a matextica, foi professor em Groningem na Holanda ésap morte do seu

irmao Jacques foi sucessor na Universidade da &asil

Boyer (1974) relata que Johann Bernoulli por muito tempo nvarterrespon@ncia com o
marques frarés L'Hospital, um bom mateatico amador. Johann Bernoulli fez um acordo com
L'Hospital, que comprou suas descobertas mas as publicogiam@ndo Bernoulli e Leibniz.
Portanto, as diversas descobertas de Johann Bernoadiresigistradas nas obras de L'Hospital,
destacando-se o primeiro livro-texto dalaulo Analyse des infiniment petit® autor ressalta
ainda que Johann Bernoulli teve sua obra que tratava salm@@integral publicada cinquenta
anos aps a sua descoberta comitulo opera amnia
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2.8 AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789 - 1857)

Figura 13: Augustin Louis Cauchy
Fonte: (EVES, 2011)

Augustin Louis Cauchy foi um importante matatico do €culo XIX, que nasceu em Paris
em 1789, foi professor na Escola Petihica e dedicou-s& ciéncia pura. Escreveu sobre a
matend@tica pura e a mateftica aplicada, publicandaavios livros e artigos sobre os quais
foi muito criticado, pois a qualidade destes trabalhos eegular. Cauchy contribuiu para
matenatica avancada, com o teorema integral diralo e a érmula integral de Cauchy. O
mesmo define a integral definida como sendo a soma de um comjfimitamente crescente
de partes pequenas tendendo a zero (SIMMONS, 1987).

Aintegral definida para Caucl®como um “limite” Para uma fudpy = f(x),
confnua no intervalfa,b], Cauchy formava soma de produtoSn= (x; —
X0)- F(X) + (X2 —x1).F(X1) + ... + (¥n — Xn—1. T (Xn—1), ONdea = Xg < X1 < X2 <

.. < Xn_1 < Xn = b Se as diferencag — x;_1, ondei = 1,2,...,n decrescente
tendendo para 0, o valor d&n“ acabaa atingindo um certo limite3, que
tende& unicamente da fu@o f (x) e dos valores e b. Esse limite chama-se
“integral definida”.

(BOYER, 1992, p.87)
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— Ly=f(x)

=V

X=ax x « X1 b=x

Figura 14: Integral Definida de Cauchy
Fonte: Boyer (1992)

Como a integral definida fica completamente determinada petad f e os extremoa e
b

b, & correto e suficiente, denotar a integral porf. Essa notao tem sido muito utilizada nas
a
Ultimas cecadas (BOYER, 1992).
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2.9 GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826 - 1866)

Figura 15: Georg Friedrich Bernhard Riemann
Fonte: (EVES, 2011)

De acordo com Simmons (1987) Riemann nasceu em 1826 na Alamailno de um
pastor, com dezenove anos foi estudar teologia na Uniaatside Gottingen e posteriormente
mudou-se para a matética. Em 1851 obteve o seu grau de doutor e aos trinta e nogaaor-
reu de tuberculose nalta. Por sua vida curta teve poucas publ@s; mas os seus trabalhos
tiveram grande impodincia para a Mateatica na Adlise, Geometria e Teoria dogiheros.

O autor destaca ainda que foi Riemann que inseriu 0s conceiggerfcie de Riemane
considerago topobgica na aalise. Riemann tornou claro a ideia de integrabilidade, eoila
hoje comointegral de Riemannpropiciando no &culo XX que outro mateéticos chegassem
em um conceito geral para integral.

Bernhard Riemann tornou-se PhD sob a orieiage Gauss na Universidade déttigen
e la permaneceu para lecionar. Nestica, Gauss o0 descreveu como “uma mente criativa,
ativa e verdadeiramente matatica, e de uma originalidade gloriosamer@sif’ (STEWART,
2006)
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3 CALCULO INTEGRAL

Quando pensamos em calcula@raa de uma figura regular como a doamngulos e t@ngulos,
logo pensamos em multiplicarmos largura pelo comprimeaiaso dos réngulos ou base por
altura e dividir ao meio quando dosangulos. Mas quando pensamos em uma figura que te-
nha lados curvos isto se torna complicadoaerpodemos dividir essa régi em redngulos e
somarmos aareas dos mesmos, utilizando a soma de Riemann (THOMAS, .2009)

Stewart (2006) trata dpico da integral definida relacionando o problemadsa de uma
regido S que esh sob a curvy = f(x) dea ate b. Isso significa que a regd S, ilustrada na
figura 16, esi limitada pelo gafico de uma furio contnua def [onde f(x) > 0] e pelas retas
verticaisx=aex=Dh.

YA

1 i b

Figura 16: Area da regiao S
Fonte: (STEWART, 2006)

Para encontrar area da re@io S a dividimos em réingulos deéareasS;, S, Ss, ..., S,
usando extremos a direita ou extremos a esquerda e fazermosaadessaareas:R, ou Lp,
conforme a figura 17.
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(a) Usando os extremos esquerdos (b) Usando os extremos direitos

Figura 17: Extremos esquerdos e direitos
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

R, &€ a soma daéreas dos réngulos aproximando pela direitaLg € a soma daéreas
dos re&ngulos aproximado pela esquerda, quando aplicando @ liemto aR, e L,,, comdsn
tendendo ao infinito, resulta ao mesmiamero: A = area da re@io, ou sejaA = rI]im Ry =

— 00

lim L.
n—oo

Aplicando a ideia para reges gerais d& subdivideSemn faixasS;, $,...,.S, com larguras
igual conforme a figura 18. A largura do intervaégb] &€ b — a; assim, a largura de cada uma
dasn faixasé:

Essa faixas dividem o intervala, b] emn subintervalos
[XO; Xl] y [Xl; XZ] y [X27 X3] yres ’[Xn—17 Xﬂ]
ondexg = aex, = b. Os extremos direitos dos subintervalass

X1 = a+ AX, Xo = a+ 2AX, X3 = a+ 3AX,...
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Ya . }r = f('\')
S \
515, |8, S, 5 |
0 a X \ Xy v Kpg By o Hpy B x

Figura 18: Divisao emn faixas de intervalos
Fonte: (STEWART, 2006)

Aproxima-se d@-ésima faixaS por um reéingulo com larguréx e a alturaf (x;), queé o
valor def nos extremos direitos dos subintervalos conforme a figura 19
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0 g X & X X X b X

Figura 19: Aproximacao por i-ésima faixa§
Fonte: (STEWART, 2006)

Entio aarea da-ésimo reinguloé f (x)Ax. Intuitivamente srea deSé aproximada pela
soma dasireas desses getgulos:

Rn = f(X0)AX+ f(X)AX A+ ... + (X)X (3.0.1)

Esta intui@o fica generalizada na seguinte defic

Definicao 3.1 Aarea A de umare@io S que eétsob o gafico de uma furiip contnua fé dada
pelo limite das somas daseas dos réingulos aproximantes:

A=ImR,=

lim. rI]inm[f(xl)AxJr f (%) AX+ ...+ f(Xn)AX]

Agora em vez de usarmos 0s extremos a esquerdo ou direit@msa a altura do-ésimo
retangulo como o valor dé em qualquer amerox; no i-ésimo subintervaldx_1,%]. Sao
chamados de pontos amostrejsxs, ..., x;. Conforme a figura 20, nos Betgulos aproximantes

0S extremos &0 §0 0S pontos amostrais, aottemos uma exprels geral para area des.

A= Iim [f(X])AX+ f(x5)AX+ ... + f(X5)AX]

n—co
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n
A= lim f(x")AX
im, 2 (X°) (3.0.2)
YA
! (~ Ax
T s | TR
P, o
| ‘—"rr,;:&m _— ;:f'{fﬂ ] | | “-n“j
l | i i e 3 [ : } } ?x‘_j
! E bli ] Y |
b U | I O
o IEEEERIIEE R
! | I | I
R IR NN
0 altste fix Gy DX .1 b ¥
o P % 4 X\ (i

Figura 20: Pontos amostrais nd-esimo subintervalo
Fonte: (STEWART, 2006)

Exemplo 3.1 Seja A aarea da regiio que est sob o géfico de {x) = e *entre x=0e x= 2.
a)Usando os extremos direitos, ache uma ex@@ssmra A como um limite. & compute o

limite.

Solucao

. , b—a

a) Uma vez que & 0 e b= 2, a largura de um subintervalé dada porAx = e

2 —

temos erdo Ax = W = — como X = a+ AX, X = a+ 2AX, X3 = a+ 3AX,... temos portanto
2 4 6 2i , . ,

X1 = X = H,X3 = ﬁ,xi =5 e X = Z—r? Logo a soma da&reas dos réingulos aproximanté

SN

Ry = f(x1)AX+ f(X2)AX+ ... + f(Xn)AX

Ry = € 2AX+ e AX+ ... + € XAX

substituindo os valores dg x; e X, temos:
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)+e ﬁ(ﬁ)+...+e‘2n”(§)

3“’\)

SN
N

R = €7 (

De acordo com a defindp 1, aareaé dada por:

: .2 n
A= lim Ry = lim —(e*%+e*%+e*%+...+e*2?)

n—-co n—o N

Usando a notago somabria podemos escrever

n .
A= lim Y} e @/n
n—>°°i

Generalizando o conceito de integral, Stewart (2006) aas seguinte defingmo:

Definicao 3.2 Seja f uma furigo contnua definida para & x < b. Dividindo o intervalda, b]

em n subintervalos de comprimentos igu®is= (b—a) /n e considerandoX= a), X1, X2, ..., Xn(=
b) os extremos desses subintervalos, escolhe-se os pontsfasg, x5, ..., X, nesses subin-
tervalos de forma queest no i-€simo subintervaldx;_1,x;|]. Eno a integral definida de f

de a para bé:

/f Kdx— lim S f(x)Ax (3.0.3)

n—oo.

A soma Zlf x)Ax da defini@o 3.2é conhecida como soma de Riemannfder po-

sitiva, enBo a soma de Riemann pode ser interpretada como uma soaneasede réngulos

aproximantes conforme a figura 21
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Figura 21: Soma de Riemann
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

n
Sef(x) >0, a soma de Riemanly f(x')Ax & a soma déreas de réngulos.
i=

b
Quando definimos a integral definida corfo f (x)dx, implicitamente assumimos qae<
a
b. Mas a defini&o como o limite de soma de Riemann tem o mesmo sentida gue Observe
que se invertermoa e b, enBloAx mudaé (b—a)/n para(a—b)/n. Portanto

a b
(A H@dx:—ié (x)dx (3.0.4)

Se temos= b, enBoAx=0, e

/aumdx:o (3.0.5)

Destacam-se algumas propriedadasita das integrais, supondo gue g sejam fundes
confnuas.
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3.1 PROPRIEDADES DA INTEGRAL
b
Propriedade 3.1 / c dx= c(b—a), onde cé qualquer constante.
a

Prova:

Esta propriedade estabelece se que a integral de unf&ofangstanté (x) = c & a constante
vezes 0 comprimento do intervalo. 8e- 0 ea < b, istoé esperado, poigb— a) & aarea do
retangulo da figura 22.

>¢
-~

/ érea = ¢{b- a)
-~/

/

R 4

Figura 22: Propriedade 3.1 da Integral
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Propriedade 3.2 /:[f(x)Jrg(x)]dx:/abf(x)der/:g(x)dx

Prova:

A propriedade 3.2 estabelece que a integral de uma gomsoma das integrais. Para as
fungdes positivas define queaaea sobf + g € aarea sobf mais aarea sobg , conforme a
figura 23 nos auxilia no entendimento.
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74

{) P

Figura 23: Propriedade 3.2 da Integral
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

A propriedade 3.2 segue do fato que o limite de uma semaoma dos limites:

/ab[f(XHg(x)]dX:,liL”m_n [F(x) + 90X AX

/ "[F09 -+ g00ldx = lim [Z f()AX+ _ig(ximx

[1900-+ alex= fim 5 f(x)x- fim 3 gy

Portanto,

/ab[f(x) +g(X)]dx= /: F(x)dx+ /abg(x)dx (3.1.6)

b b
Propriedade 3.3 / cf(x)dx= c/ f(x)dx, onde & qualquer constante.
a a

Prova:

A propriedade 3.3 pode ser provada intuitivamente, poigrsals que multiplicar uma
funcdo por um @mero positivoc dilata ou comprime verticalmente setafico por um fator
dec. Portanto dilatar ou comprimir cada @egulo aproximante por um fator deresulta na
multiplicacio daarea por.
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Propriedade 3.4 /ab[f(x)—g(x)]dx:/abf(x)dx— /abg(x)dx.

Prova:
A propriedade 3.4, pode ser demonstrada usando as prapeed® e 3.3.

Sabendo que,
b b
1709 =g0qlax= [ [F09+ (~gb)ldx

e usando a propriedade 3.2, temos:

[ 1560~ g00jax= [ axt [(-gin)ax

Fazenda = —1 na propriedade 3.3, resulta:

b b b
109~ adx= [t [ (~g0x)dx=

/a X)dx+ (— /gdx/fdx/g

Portanto,
b b b
/Zi[f(x)—g(x)]dx:/a f(x)dx—/a g(x)dx (3.1.7)
Proprledade35/ dx+/ / f(x)dx.
Prova:

A propriedade 3.5 tem um certo grau de dificuldade para seageoem geral, mas para o
caso ondd (x) > 0 ea < ¢ < b, fazendo uma interpretaqg geongtrica conforme a figura 24, a
area soby = f(x) dea até c mais aarea dec att b é iguala area total de até b.
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Figura 24: Propriedade 3.5 da Integral
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

3.2 O TEOREMA FUNDAMENTAL DO GALCULO

O Teorema Fundamental d@lCulo estabelece uma retagentre a diferenciag e a inte-
gra@o. lIsaac Barrow Newton(1630-1677) descobriu que a difeagie e integrago esdo
relacionadas ed® processos inversos. Newton e Leibniz usaram a&elde inverso entre
diferencia@o e integrago em \arios problemas, desenvolvendo assim uétado materatico
sistematico que computava a@geas e integrais muito mais facilmente sem que fosse precis
calcular os limites de somas.

O Teorema Fundamental dcalculo & composto por duas partes. Na primeira parte o
Teorema Fundamental lida com f@es definidas por uma eq@axgdo tipo:

g(x) = /axf(t)dt (3.2.8)

Onde f uma fun@o coninua em|a,b] e g depende somente de que aparece como a
X

variavel superior do limite na integral. S€for um mamero fixo, eréo a integral/ f(t)dté
a

X
um namero definido. Se variamoso rl'Jmero/ f (t)dt tamkem varia e define uma fuag de

a
x denotada pog(x). Sef for uma fun@o positiva erdio g(x) pode ser interpretada como uma
area sob o gfico def dea até x, ondex pode variar da& até b, veja na figura 25.
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drea = g(x)

35

X

Figura 25: Area =

o

i

g(x)

Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Note que sq for definida como a integral dé, entio g resulta em ser uma antiderivada

de f, portanto suspeitamos qgé= f. Para verificar s& verdadeiro tomamos uma fiaa
X

qualquer contuaf com f(x) > 0. Enfiog(x) :/

f (t)dt pode ser interpretada como sendo a

a
area sob o gfico def dea ate x, conforme a figura 25.

A fim de computag/(x) da defini@o de derivada, observamos que gara0,

g(x+h) —g(x) & obtida subtraindo-se @seas, que e&b sob o grafico dé de x ate x+ h,

conforme est na figura 26. Pafapequeno observamos na figura queesé aproximadamente

igual aarea do reétngulo com alturd (x) e largurah:

g(x+h) —g(x) ~
logo
9(x+h) —g(x)
h
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Figura 26: Area sob f
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Teorema 3.1 Teorema Fundamental do @lculo, Parte 1 Se f for corihua de[a,b], enio a
funcdo g definida por,

X
a(x) :/ f(t)dt a<x<b
a
Onde gx) = [2 f(x)dx & contnua em/a, b] e diferencavel em(a,b) e d(x) = f(x).

As integrais computadas como um limite de somas de Riemarsistem num procedi-
mento longo e ditil. A segunda parte do Teorema Fundamental dic@o nos fornece um
meétodo simples para aatculo de integrais.

Teorema 3.2 Teorema Fundamental do @lculo, Parte 2 Se f for corihua deja, b], enfo

b
/ f(x)dx= F(b) — F(a)
a
onde Fé qualquer antiderivada de f, istg uma fungo tal que F = f.

X

Prova: Sejay(x) = / f(t)dt. Sabemos que pelo Teorema Fundamental@oulo parte 1
gd(x) = f(x);istoé,gé ?Jma antiderivada dé. SeF for qualquer antiderivada deem [a, b],
entio sabemos que, §é(x) = g (x) para todax em um intervalda, b), enfio f — g & constante
em(a,b); isto &, F(x) = g(x) + ¢, ondec & uma constante e qlree g diferem apenas por uma
constante:
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F(X)=9g(x)+C (3.2.9)

paraa < X < b. MasF e g sdo contnuas ena, b e, portanto, tomando limites de ambos
os lados da equag F(x) = g(x) + C quantox — a* e x— b, vemos que taném é valido
quandox=aex=Dh.

Quando fazemos = a emg(x), teremos efdo:

g(a) :/:f(t)dt:O

Portanto, usando na eq@ag- (x) = g(x) + C comx = b ex = a, temos:

F(b) —F(a) = [g(b) +C] - [g(a) +C]

comog(a) = 0, temos er&o:

O Teorema Fundamental dalCulo parte 2, estabelece uma antiderivad& dte f, por-

b

tanto podemos calcul# f(x)dxfazendo a subtré@p dos valores de nos extremos do inter-
a

valo [a, b.

/b f(t)dt = F (b) — F(a) (3.2.10)
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Exemplo 3.2 Ache aarea sob a paibola y= x° de0 até 1.

08

06

04

02

Figura 27: Area sob a Curvax?
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Solugo: Para encontrarmos o valor darea da curva usaremos uma antiderivada de

1 .
f(x) = x*> dada por Rx) = §x3. A area pedidaé encontrada usando-se o Teorema Funda-
mental do @lculo parte 2.

o3 3

1 x3 1
A= 2dx = =
/onX s 3 3 3

3

Portanto,
1
A=
3
Foram Newton e Leibniz que conseguiram identificar a Bedagversa entre diferenciag e

integra@o, apresentada nas duas partes do Teorema Fundamertggdodds as duas partes do
Teorema Fundamental dafCulo temos:

Sef confnua no intervalda, b|] engo.

X

1. Seg(x) = / £(t)dt, eniog (x) = f (x).

a
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b
2. / f(x)dx= F(a) — F(b), quandd~ for qualquer antiderivada dg istoé, F’ = f.
a

Percebemos que a parte 1 pode ser reescrita como:

d X
o L f0dt= 100 (3.2.11)

A parte 1 estabelece que $dor integrada o resultado da diferen@acretorna a furéo
original def , ou sejaF’(x) = f(x).

Ja a parte 2 pode ser reescrita como:

/bF’(x)dx: F(b)—F(a) (3.2.12)

Se tomarmos uma fug F, diferenciando e em seguida integrando a derivad& ,de
resultadoé a fun@o originalF aplicada nos extremos de integiiag ou seja, o resultad®
F(b) —F(a). As duas parte do Teorema Fundamental é&c@o juntas estabelece que uma
desfaz o que a outra fez, ggaima ideia d@ hoje inquestioavel.

3.2.1 Comprimento de Arco

Em Stewart (2006§ considerada uma curva conforme a figura 28. Para calculame c
primento deste arco podem-se pensar em colocar sobre awuriarbante e depois medir o
comprimento do mesmo. Esteum processo difil de se obter com exaiab.

Figura 28: Arco

Se temos uma curva qéeum polgono, podemos encontrar o seu comprimento fazendo a

soma dos comprimentos dos segmentos de reta que configuraligono. Para definirmos o
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comprimento de uma curva geral, aproximamos na forma de liggmo e eriio tomamos o
limite quando o imero de segmentos dos fguno aumenta. Podemos perceber essa 8ituag
guando aumentamos aimero de lados de um pgbno o seu limiteé a circunfegncia, de
acordo com a figura 29.

Figura 29: Aproximagao curva por um poligono
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Supondo que uma cureaseja definida pela equagy = f(x), ondef seja corihua ea <
x < b. Dividindo o intervalda, b] emn subintervalos obteremos um fgno de aproximaip,
onde 0s extremoxy, Xy, ..., X, com larguragdx. Sey; = f(x;), enfio o pontoR (x;,y;) esh em
C e o polgono com ertice Py, Py, ..., P, conforme a figura 30é uma aproxima#go paraC.
O comprimentd. deC se aproxima do mesmo comprimento doigoho e essa aproximag
melhora quando aumentamosconforme a figura 31. Portanto o comprimehtda curvaC
com equagoy = f(x), a<x<b, pode serinterpretado como o limite dos comprimentos desse
poligonos inscritos.
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Figura 30: Curva C
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Pi
Pi
Pi
P i-
Pi
P i-
P i-

Figura 31: Arco B_; atéeR
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

n
L= A@m.Z’H—lﬂ‘ (3.2.13)
1=

Percebemos que para encontrarmos o comprimento do arddijrddg o arco em grande
nimero de partes pequenas,ansomamos 0 comprimento das partes pequenas e obtemos uma
aproxima@o pard. fazendon se tornar cada vez maior.
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A definicao de comprimento de arco dada pela Eoag.2.13 o é conveniente para 0
objetivo computacional, mas podemos gerar ubranfila integral paréd no caso ondd tem
um derivada comtua.

Se tomarmoday; =V; —VYi_1, enfo

PRl = 06 =% 02+ (1~ 1)2 = /(X2 + (ay1)?

Usando o Teorema do Valor &dio paraf no intervalo[x_1,x], descobrimos que existe
um nimerox; entrex;_1 eXx; tal que

) — f(xi—1) = f'(6) (% —%i-1)

istoe,
Ay = (X)X

Entao temos

[R-1R| =/ (AX)2 + (Ay)?

IP-1R|= \/(Ax)2+ [F/(x) X2

PaP| = /14 10612/ (a2

[R-1R[ = {/1+[f"(x")]2(AX) porqueAx > 0

Portanto temos,

L= rl,iggo_imlm . gignmi\/u /06 12(0

Reconhecemos a expréassacima como igual a

/b,/1+[f/(x)]2dx (3.2.14)
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pela defini@o de integral definida. Essa integral existe porque aiggx) = / 1+ [f/(x)]2 &
confnua. En&o provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.3 Formula do Comprimento de Arco. Sefér confnua em[a, b], entio o compri-
mento da curva y= f(x),a<x<b,é

L:/ab\/ljt[f’(x)]zdx

Exemplo 3.3 Calcule o comprimeto do arco da pisola semitibica y= v/x@ entre (1,1) e
(4,8), conforme a figura 32.

Figura 32: Comprimento do Arcoy = v/x3
Fonte: Adaptado (STEWART, 2006)

Soluéo:

Para a por@o superior da curva, temos

y=vi@ouy=xl, V=3

e assim adrmula do comprimento de arcad
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L/Fdx/\ % d—/W

Se substituirmos 1+ Z en@o du_

4 4 44;
_5/1\/Gdu_§/lu2 du

5| () - <@>]

27 64
8 [ 13

L:2—7 10.\/F)—§.\/E]
1

L:27 810\/_0—8 \/_3}
1

L= 80\/1_0—13.\/1—3]

L = 7,633705e o comprimento do arco.

3.2.2 Area de uma supdrie em revolugo

Em Guidorizzi (1995) aborda-sedaea da supeidie em revolugo no teorema a seguir:
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Teorema 3.4 A area da supeitie obtida pela rotago do gifico da f, em torno do eixo %,
dada por:

b
A:27T/ F()1/14+ (F(x))2 dx

Prova do teorema.3:

Considere um cone, de geratgz raior como indicado na figura 33:

8

()
S

8

R Sp———

Figura 33: Cone
Fonte: Adaptado (IEZZI, 1977)

A area lateral do cone pode aatser calculada como seguir:

Comprimento Area
2-1-9 m-g°
2-T-r A

Portanto

A|-2-7T-g=2-7T-r-7T-92

2.7-[.r.r[gz

A= 2-T-g
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A| =T1r-g (3215)

Consideremos e&b aarea lateral do tronco de um cone representado na figura 34:

Figura 34: Tronco

A Ttronco= AconEl —Acone
ATroNco=TI-R-(01+9)—T1-r-01
Atronco=TT'R-1+mT-R-g—1T1-01

ATtroNcO=TI'R- g1 —TT-T- g1+ TT-R-g

ATronco=T-g1(R—r)+m-R-g (3.2.16)

Por outro lado, observe que

G _%ntg (3.2.17)



devido a semelhanca dosanigulos:

Figura 35: Tri angulos Semelhantes

Logo da equa@o 32.17 obtemos:
Oi-R=r-(01+09)

01-R—-r-g1=r-g

gi-(R—r)=r-g

Substituindo a equa 32.18 em 32.16, obtemos:
Atronco=TT-0i(R—-T)+T-R-g
01-(R-r)=r-g
ATtroncO=T"R-g+ 1T g
ATroNcO=TT-g- (R+T)
Atronco=2-T-g- (’4F)

R+r

= ——, enfo:
s 5 engo

a7

(3.2.18)
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Area lateral do tronco de corgeigual:

ATRONCO=2-TI-Q-S (3.2.19)

Em Guidorizzi (1995) o conceito derea para supédie dada pela roté@p, em torno do
eixox, do gi@éfico de uma furijo f, com derivada coimtua ef (x) > 0 em|a, b], & ampliado.

Xi+Xi—1
2

Seja, erdo,P:a=xg<X1 <X < --- <X, =b uma parti@¢o de[a,b] ec; =
o ponto nedio do intervaldx;_1,X].

N\,
S
A
N,
._)\
Y
S
A 4

Figura 36: Ponto Médio

Na figura 36f’(c;) =tgai; o segmentdl;_1M; & tangente ao gfico def no ponto(c;, f(ci)).

Da defini@o do cosseno de uamguloa, temos:

DX
|cos ai| =
Mi_1M;
AX; 1
Mi_1M; X - AX = [sec aj| - Ax =+/seca; - Ax =+/1+tg2a; - AX;

M' pu— pu—
|cos aj| |cos aj]

MM = \/1+[f/(c)]2 - Ax (3.2.20)
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Yy
A
b M‘;
I”’ I
.
F(€i) frmmmemmmmmem e v i |
A
My .~ I
L | — 1 =
l”’l '
r/ '
I”’ '
rd r=Yi-1 I R=Yi
,/\ Qi '
. I >
\I* 1 Cl "'l X
Figura 37: Ponto Médio f(c;)
Logo, aarea da supeidie gerada por
ATRONCO=2-TT-Q-S
com:
S— Y 2y| 1_ f(ci), g=MiaMi = /1+[f'(c1)]? - AX

Yi+Yi—1)
2

Atronco=2-TT- (/14 [f'(c1)]2 - AX)- f(c)

ATronco= 2 TT- (Mi_1M) - (

e se temodyx; suficientemente pequeno eét@a seéx uma boa aproximap para a area”

da supeiitie gerada pela rotag, em torno do eix®, do trecho do difico entre as retas=x,_1

Como a fun@o 2- - f(ci)-/1+[f/(c1)]? - Ax & contnua em[a,b], teremos

magTXHOi§2-n-f<ci>- L+ [f(cy)2 - Bx = /:2-7T-f(x)-\/1+[f’(x)]2 . dx
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Portanto definimos area da supeidie obtida pela rotaép do gafico def, em torno do
eixo x como:

A:271-/{:)f(x)-\/1+[f’(x)]2 - dx (3.2.21)

3.3 APLICAQ&O DA INTEGRAL
3.3.1 Aplica@o em Projeto do curso de Engenharia Civil

Como apresentamos na introdog & uma grande necessidade de se trabalhar apésac
do conceito da integral, principalmente como fator moimaal e enriquecimento na aprendi-

zagem significativa.

Esta sego tem como objetivo apresentar um relato de uma expeis com a modelagem
matendtica no ensino de Geometria Aftda e Galculo Diferencial e Integral 2, ofertadas no
primeiro e segundo semestres respectivamente, na Enge@mal. Esta proposta foi execu-
tada atra@s dos projetos “Geometria Aiiita e Sociedade” e “Aplicdges do @lculo em obras
da Engenharia Civil”, integralizando as AtividadesfRras Supervisionadas (APS) que com-
plementam a carga hania das disciplinas ofertadas na Universidade Tégioa Federal do
Paraa (UTFPR), campus Campo M@&g.

Na disciplina Geometria Aniica eAlgebra Linear, os alunos foram desafiados a elabora-
rem um projeto de constrag com impacto social (uma obra voltada para o bem estar da so-
ciedade) e edb modelar algebricamente, geometricamente e compugdgiente as@nicas e
guadricas presentes nesta obra da conatruivil sugerida, fazendo uso dos conceitd@sitms
da Geometria Andiica e do software Maple. Para (Biembengut, 2005), uma datsgans do
tema ser escolhido pelos alur®s fato de eles se sentirem participantes do processo.

Ja os alunos da disciplina&ulo Diferencial e Integral 2, atuaram como tutores das al
nos do primeiro péodo envolvidos no projeto “ Geometria Aifida e Sociedade” . Houve
03(trés) encontros entre as duas turmas para dabrdg obra que idealizaria o projeto, quais
medidas e escalas deveriam ser utilizadas, qual ponto t@onsidgridimensional seria adotado
como referencial e quais equss da Geometria Ariéica gerariam as ddricas envolvidas.
Apos a idealiza@o deste projeto, os alunos do @fiodo utilizaram os conceitos@gcos do
Calculo Diferencial e Integral para analisaai@a e volume das supmies envolvidas no pro-
jeto, fazendo uso da integi@g e diferencia@o e deste modo poder estimar os poEs gastos
de material para realizaQ da obra proposta.
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Dentre os projetos vamos destacar “O Projeto de Academialid@R - Campus Campo
Mourao”, que tem como objetivo a constiigzde uma academia de gstica na UTFPR -
Campus Campo Moép. Isto proporcionaria aos alunos, comunidade a opoddeide reali-
zar atividadesibicas na gpria universidade, o que traria begs rio © aos alunos, como
tambem aos professores e servidorelde economia em tempo e transporte, considerou-se
o benefcio da atividadeibica para a sociedade envolvida. Para tanto, foi propostaaca-
demia de dois andares juntamente com uma piscina, em fohipaiddlico, com \arias raias
para hidrogiastica, nateio e treinamento para comp@es onde os discentes representariam
a universidade em eventos esportivos.

Nesta sego destacamos somentealaulo daarea da estrutura hipdrlica da piscina pro-
posta, mostrada na figura 38.

Figura 38: Semi Hiperbolbide
Fonte: http://www.flickr.com/photos/takeshita/2082388398/
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Figura 39: Semi Hiperbolbide na origem(0, 0, 0)

2 2 Z2
_%+§+? 1 (3.3.22)

A equa@o do semi hiperboide é dada:
2 2

Xy
_@Jr@jtﬁ:lcomy:memos
2 7
X
=1
32 2

Figura 40: Grafico do Semi Hiperbobide
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22_le X2
42 7 312

2_ g2 {(31)321;L XZ}

P

4
2
Z=71 (31)2+x

Conforme o teorema 3.4&ea da supeidie do hiperbadbideé dada pela equag

b
2n-/ f(x)-4/1+[f/(x)]2 - dx como na situzgo acima trata-se de um semi hipedidé

a
ou seja precisamos calcular apenas a metade do vafoedala supé€idie, portanto teremos:

A:%.2n./albf(x)-,/1+[ff(x)]2 . dx= n-/:f(x)- 1 [F(X)2 - dx

4
- — 2
Na figura 40,f (x) =37 /(31)2+ x2 em torno do eixc, portanto eareaé dada por:
2 / .
A= n/3131\/31 + X< \/1+f dx

2X

f'(x N
(0= 312 V(31 N 31 V(31 +x2

4 X

31 4
2 2. _
A= n/3131,/(31) +x Jl—l—

31 (31)2+x2

A-m [ 2 /B12e 1 X g
"/_ 31 e \/*312 czre &
31 4 312(312 1 x2) + 422
A-r [ 2 /B2 . d
"/_ 31 e \/ 32(312 1 x2) X

o /31 4 1 1/312(312+x2) + 422
31 (312+x2)

A7 /31 4 1 V3144312 %2+ 4%¢2
31 (3124 x2)

- dx

- dx

- dx

314 1
A:n/ 3144+ 312-x2+42x2 . dx
3131 31\/ * +

3t 4 312 2
A:rr/ 33U+ EP ) R -

K =312+ 42
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A w4 312 K- x2 d
= X2 . dx
T /31312 (312)2+

4 31\/(312)2+K-x2
A:_. . —.K . dX
32 " /31 K

312 / +x2\/_
312\/_ / \/ 312 +x2
:m \/_
312 VK- / Va2 - (3.3.23)

Utilizando a substituigo trigonongtrica

a

Figura 41: Tri angulo Trigonométrico

X
tge_gl
x=a-tg0
dx=a-seé 6 do, onde—gg 6 < g
:/va2+><2 - dx (3.3.24)

/\/a2+x2 : dx:/\/a2+(a~tg 0)2 - a-seé 6do =



:/\/a2+a2-tg29 - a-se¢ 6d0 =

a-/\/(l-l—tg2 0) -

/\/a2(1+tg2 0) - a-se¢ 6do =

a-sed 9df =

como, 1+tg? 0 =sec 6

= az-/\/(seéze) . seé¢ 0df =

a2-/3e06 .sec 06do=

az-/seée . do

Para resoluio da equadp 3.3.25 usaremos integéacpor partes

/u-dv:u-v—/v-du

/se@@-dez/sece-seée-de

u=seco, du=secfH - tg 0 dv=sed 6 - df, v=tg®o

/se@ 0 - do = secH

/se@ 0 - d9 = secH
1+tg® 6 =sec 8,

/se@ 0 - do = secH
/se(,3 0 - do = secH

/sec°’ 0 - do = secH

/seée

-tge—/tge-(sece-tge)-de

-tge—/sece-t929 - de
tg? 6 =se¢ -1
198 — /sec@ . (seé¢ 6—-1) - db

190 — {/(se@@—seceyde]

-tg@—/se@@-dGJr/sece-dB

: dQ:%-[sece -tg 0 + In|secO + tg 0]

Substituindo 3.3.26 em 3.3.24

/\/a2-|-x2 . dx = a?

. %-[sece 19 6 + In|sech + tg 6]
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(3.3.25)

(3.3.26)



- =+ 1In

X
2 a a a

/\/a2+x2 . dx=a? - {}

|

vaZ+x2 X Va4 x? N
a
Portanto, aéreaé dada por:
VK- / VaZ+x2 -
a2+x% x vaZ+x?
— 2t In —

a

312
x=31

4 1
A= — . VK-mm-a2.<{ =,
312\/_7'[61 {2

)

=31

Q

x=-31

\/a2+x +X
312\/_7'[ [2 VaZ+x2, x+— '

x=-31

2
VKT [2 a2+ (31)2 . 31+7 ‘Va+31 )+l

312

|

VK- [5 a2+(—31)2.(—31)+a—2.|n‘ 2%+ (-81°+(-8Y)

312 2 a
Fazendo a—= 31° K = 312 + 42, obtemos:
V312 4 42° ’ '

A = 4479943255+ 447.9943259= 8959886514u - a.
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4 CONSIDERAC()ES FINAIS

Neste trabalho buscamos evidenciar a utifzaga Hisbria da Materatica e da Modelagem
Matenatica como ferramentas motivacionais no ensino de Matiemy mais especificamente
no ensino do @lculo Integral.

Ao realizar o levantamento h@ico da integral definida pudemos observar a humaaizag
deste conceito, percebendo que 0s conceitrictEs rao surgiram como um passe dagica,
mas sim com a contribuép de \arios estudiosos ao longo dacslos, Mais ainda, percebe-se
gue estes estudiosos foram desafigdosa@o do Glculo Integral para resol&@g de problemas
praticos.

Quanto a Modelagem Matéitica, ficou evidente a motivag e o envolvimento dos alu-
nos no desenvolvimento do projeto sugerido. Outro fatooit@mteé o amadurecimento ma-
tematico que se percebe nos alunos quantepresentadp tridimensional, a manipulag das
guadricas e a utilizego dasécnicas do @lculo na realizego dos élculos dearea e volume.

Enfim, o que ficou claro com esta exji@rcia foi a grande necessidade que o aluno tem de
relacionar a disciplina ao mundo real. E que a partir do méonem que o professor se arrisca
e busca estabelecer esta rélago ensino de assunt@tcomplexos, comalgebra, geometria
e alculo torna-se muito mais significativo e a aprendizagesatianos muito mais prazerosa.
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