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RESUMO

GARCIA, T. M. P.. Solu@éo Nurrérica de Equdies Diferenciais Ordé#rias. 114 f. Monografia
— Programa de #5-graduago em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran
Campo Mouéo, 2012.

Este trabalho prdje explicitar os ratodos nuraricos conhecidos como &fbdos Lineares de
Passo Miltiplo, utilizados para a resol&ig de Equa@es Diferenciais Ord#rias, descrevendo
seus conceitos e mecanismos de aprox@nas coordenadas da soliwzde um Problema de
Valor Inicial onde, a cada iterag, novos valoresa® obtidos por meio da discretiZzagde um
conjunto de pontos em um determinado intervalo. A abordagesnnétodos ocorre com o
auxlio do software Maple 16para a implement@p computacional dos @odos nuraricos
estudados e desenvolvidos em teoria. Cada um dos estumoeposto pela discuiss térica
seguida da resol@® manual em um intervalo dividido em poucas parte8s &s0, um adigo
computacionaé apresentado e a resdhog feita viasoftwarecom o intervalo de estudo ainda
mais fracionado. Ambas as resdhes fazem parte de tabelas @figgos que o constridos a
fim de permitir o entendimento de cad&tmdo e a comparag entre os resultados ati@os e
as aproximages nunaricas.

Palavras-chave: Métodos Nuraricos, Equa@es Diferenciais Ord#rias, Solugo Nurnerica,
Aproximag@o



ABSTRACT

GARCIA, T. M. P.. Numerical Solution of Ordinary Differentilquations. 114 f. Monografia
— Programa de #5-graduago em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran
Campo Mouéo, 2012.

This paper proposes explicit numerical methods known asdristep Multiple Methods used
for solving Ordinary Differential Equations, describirtgetr concepts and mechanisms for co-
ordinated approach to the solution of an Initial Value Peablwhere each iteration, new values
are obtained by discretizing a set of points in a certaineafigne methods of approach occurs
with the help of software Maple 16 to the computer implemgoieof numerical methods stud-
ied and developed in theory. Each of the studies consisteedhioretical discussion followed
by manual resolution in a range divided into a few partsydffiigt, a computer code is presented
and the resolution is done via software with the study irgefurther fractionated. Both res-
olutions are part of tables and graphs that are construotetlaw the understanding of each
method and the comparison between analytical results amemcal approximations.

Keywords: Numerical Methods, Ordinary Differential Equations, Nuroal Solution, Ap-
proach
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1 INTRODUCAO

As Equag@es Diferenciais Ordirias ( EDOs) &o usadas para modelar problemas édaaas
e engenharia que envolvam a mudanca de algumawarem relago a outra. A maioria
desses problemas requer a saluge um Problema de Valor Inicial ( PVI), is& resolver
uma Equages Diferenciais Ordéria ( EDO) que satisfaca uma dada coadiqicial.

Na maioria das situ@gs da vida real, a Equag Diferencial que modela o problenga
muito complicada para ser resolvida com exaid Sendo assim, recorre-se a dois procedi-
mentos para aproximar a soag; O primeiro consiste em simplificar a Eqaa@iferencial de
modo a resole-la exatamente, e, &w usar a sol#ip da equadop simplificada para aproxim
la da solu@o da equaio original. O segundo se vale d&todos para aproximar a sodgdo
problema original. Esse procedime@mais comumente empregado, uma vez que&isos
de aproximago cao resultados mais precisos e uma inforatagais realista sobre o erro.

Os netodos apresentados nesse trababm produzem uma aproxinmég contnua da so-
lucdo do PVI. Mais precisamente, as aproxiies §0 obtidas em alguns pontos esfieos
espacados igualmente.

1.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Antes de iniciar os @todos para aproximar os Problemas de Valor Inicial, néaess de
algumas definiges e resultados da teoria das EDOs.

A equa@o

y = f(xy) (1.1.1)

é chamad&quacao Diferencial de Primeira Ordem. Nesta equéip, f & uma fun@o real
dada, de duas vaveis reaix ey, ondey depende da vavel independente

Resolver a Equap (1.1.1) corresponde em determinar uma&ayc= y(X), diferencavel,
comx € [a; b] tal quey'(x) = f(x;y(x)). Qualquer fungo que satisfaca essa propriedadena
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solu@o da Equaio Diferencial (1.1.1). Por exemplo, a fiimy(x) = Ce* &, para qualquer
valor da constant€, uma solu@o da Equa&o Diferencialy’ =y. Assim, cada Equép Dife-
rencial de Primeira Ordem possui utamero infinito de solu@es. Contudo, pode-se obter uma
solugo particular, se junto com a Eq@axDiferencial for dado o valor dgx) em um ponto,
por exemploy(Xp) = Yo, & qualé chamada de condig inicial.

A Equago Diferencial juntamente com a cond@iinicial constituem uniProblema de
Valor Inicial , istoé

{ y = fxy) (1.1.2)
y(X0) = Yo

Deseja-se obter condies que garantam a exX@scia de umanica solugéo do PVI (1.1.2).

Definicao 1.1 Diz-se que uma fup f(x;y) satisfaz umaondicdo de Lipschitza variavel y
em um conjunto [ IR? se uma constante : 0 existe com

[T (%y1) —F(xy2)| < Llyi—yo| (1.1.3)

sempre quéx;y1), (X;y2) € D. A constante l& chamada deonstante de Lipschitpara f.

Definigio 1.2 Diz-se que um conjunto B IR? & convexo se, sempre qUe;y:) € (X2;y2)
pertencamaD, & estejaen0, 1], o ponto((1—A) X1+ Ax2; (1 —A)y; + Ays) tamkem pertenca
aD.

Em termos geo#tricos a Definigo (12) (BURDEN; FAIRES, 2003) estabelece que um
conjuntoé convexo sempre que, quando dois pontos pertencem a unmtmripdo 0 segmento
de reta entre os pontos taérh pertence ao conjunto. Os conjuntos considerados nabséhip
sao da formd = {(x;y);a < x < b, - <y < o} para algumas constantas b.

Teorema 1.1 Suponha que (x;y) seja definida em um conjunto convexa_OR?. Se existe
uma constante = 0 com

g—; (x;y)) <L ;paratodo (x;y)eD (1.1.4)

enfio f satisfaz uma condp de Lipschitz em D na vavel y com a constante L de Lipschitz.

Como pode-se observar no Teorema (1.2), muitas veziesgrande interesse determinar
se a fun@o envolvida em um PVI satisfaz a coréilicde Lipschitz em sua segunda a&el e
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guase sempre mais fcil aplicar a condigo (1.1.4) do que a Defirap (1.1). Deve-se ressaltar,
no entanto, que o Teorema (1.1) fornece cobelscapenas suficientes para que uma caéodic
de Lipschitz seja &lida.

O Teorema (1.2& uma verao do Teorema Fundamental da E&rstia e Singularidade das
Equa@es Diferenciais Ordarias de Primeira Ordem. A demonsfiagdesse Teorema, pode
ser encontrada em (ROTA, 1989).

Teorema 1.2 Suponha que B= {(X;y); a<x<b;—w <y <o} e que f(x;y) seja coninua
em D. Se f satisfaz a condig de Lipschitz em D na variavel y, &oto PVI

yx)=f(xy) , a<x<b , y@=a (1.1.5)

tem umainica soluéo y(x) paraa< x<b.

Observa-se, que em particular, o Teorema (1.2) garantestémaia de umainica solugo
do PVI (1.1.2).

A grande maioria das equags encontradas nagtica rao podem ser solucionadas analiti-
camente. O recurso de que se 8isp 0 emprego de atodos nuraricos. Para isso, considera-se
a seqeéncia de ponto$x,} definida por

Xh = X0+nh7
b—a

h
h, € otamanho do passpos pontos, sao ospontos da malhae N & onimero de passos

onden=0,1,...,N,comxg=a,xy =beN = . Diz-se que o comprimento do intervalo,

Uma propriedade importante dostndos computacionais para a s@oage (1.1.2¢ a
discretizacao, isto e, deseja-se obter a soicaproximada do PVIao num intervalo coiiuo
a < x < b, mas sim num conjunto discreto de ponfag; n=0,1,...,N}.

Denota-se poy, uma aproximago para a sol#ip andltica emxy, isto &, yn = y(x,) € por
fn = f(Xn;¥n). O objetivoé enfio determinar aproximaesy, da solu@o verdadeirg(x,) nos
pontos da malha, sendo a sdogungérica uma tabela de valores de paresyn).

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

A estrutura dessa monografiag&etganizada em mais cinco ¢apos descritos brevemente
abaixo:
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no captulo 2 apresenta-se oé&tbbdo de Taylor de ordeny

no captulo 3 apresenta-se dlodos Lineares de PassaiMplo, obtidos do desenvolvi-
mento da érie de Taylor e de integrag nungrica, bem como a ordem e constante do
erro, erro de truncamento local, con8rstia, estabilidade e convéngia;

no captulo 4 apresenta-se &odos do tipo Previsor-Corretor, dados por erro de trunca-
mento local,

no captulo 5 apresenta-se dodos Gerais Exfiitos de 1-Passo, onde se verifica a or-
dem, consi€incia e conve@ncia. Tambm apresenta-se osétbdos de Runge-Kutta, de
segunda, terceira e quarta ordens.
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2 METODO DE TAYLOR

Considerando o PVI (1.1.2). A fuag f pode ser linear oudao, admitindo-se qué seja
confnua e suficientemente degivel em relago ax ey. Sejay(x) a solu@o exata de (1.1.2),
enfoy(x) é a solugo exata do PVI. A expaée em &rie de Taylor (ZILL, 2003) parg(x,+ h)
em torno do ponta,, € dada por:

e LT LIVCIEY
WM+h>=:yum+hym0+gy%m%wn+ap/(m%+m+1ﬂy (&) (2.0.1)
a+1
ondexs < én < X+ h e oerro de truncamento localé dado poe = T 1)|y(q+1)(fn).

As derivadas na expaas (2.0.1) @o €0 conhecidas explicitamente, uma vez que a solug
exatay(x) naoé conhecida. Contudo, geé suficientemente deével, elas podem ser obtidas
considerando-se a derivagla= f(x;y) com respeito &, tendo em mente quéé uma fun@o
implicita dey. Assim sendo, oleim-se para as primeiras derivadas:

y = f(xy),
of oafdy
! _ /__ oray
= ~ dx  dydx ox  dy dx Y| ax T 9y dx

= fxx+ fxyf + fyxf + fyyf2—|— fyfx‘l' fyzf
= foct 2fyf + fyyf2+ fify + £7F.

Continuando desta maneira, pode-se expressar qualqueadiedey em termos dd e de
suas derivadas parciais. Contudo, a menosfgseja uma fungo muito simples, as derivadas
de ordem mais elevada tornam-se cada vez mais complexaszZBes paticas deve-se, g,
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limitar o nUmero de termos na expa&ws(2.0.1), truncando-a &p(q+ 1) termos, ou seja,
hd
y(Xn+h) = y(n)+hf(xay(xn)) + ... + q I (% Y(%n)) (2.0.3)
esta equado pode ser interpretada como uma ratagproximada entre valores exatos da smuc¢
do PVI.

Uma rela@o exata entre valores aproximados da siwugo PVI pode ser obtida substi-
tuindo, na equaip (2.0.3)y(x) poryn e f ) (xy:y(xn)) por fi¥) ondej =0,1,...,q— 1, obem-
se

h? h (o
Ynil = yh%—hfn%—Eng+—“.4—Eﬁféq 2 (2.0.4)

ou
h ha
Y1 = Yn+h)/n+§)/n+---+a}’ﬂv (2.0.5)

gueé chamaddJ etodo de Taylor de ordem q

Apresenta-se a seguir um exemplo para melhor entendiment@ubdo.

Exemplo 2.1 Apligue o Metodo de Taylor de ordem 3, para resolver o PVI

{ Y = yix+2. (2.0.6)

y(0) = 2
obtendo uma aproxim@p de y0,5) com h= 0,1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare
os resultados nuéricos nos dois tamanhos de passo. Resolva analiticamd?é e compare
com a solugo nunérica, obtendo o erro.

Solucao: Com intuito de verificar a precé& da soluéo nunerica calcula-se inicialmente
a solu@o analtica do PVI.

Solucdo Analitica: Observa-se que a

dy

€ uma EDO Linear de Primeira Ordem ondéxP= 1 e f(x) = x+ 2. Para obter a
solug@o analtica existe a necessidade de encontrar o fator de intégrag qualé dado
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por

H(X) _ efP(X)dX
= I’l(X> _ Q 1dx
= uUx) = €

Multiplicando (2.0.7) pelo fator de integrao (ZILL; CULLEN, 2001), tem-se

e (Qnty) = e&(x+2)

dx
= E(ye?<) = xe+2¢

ddx
= /&(yé‘)dx = /(xé‘+2e?‘)dx
N ye — /xe?‘dx+2eX+C

Para calcular a integrale necesario aplicar a integra@o por partes. Considerando

u = X = du = 1dx

Y

dv = €dx = v = €&

segue que

ye& = xe?‘—/e?‘dx+2e?‘+C

ye = xe&—e+2e+C
_ x&+e+C
y = &

y = x+14+Ce*®

R R

y = Ce*+x+1

y(x) = Ce*+x+1

= y(0) = Ce9%+0+1
= 2 = Cf+1

= 2 = Cl+1

= C = 2-1

= C =1

portanto a solugo anaitica do PVI dadce y(x) = e *+x+ 1.

Solugdo Numérica: Para obter a solugo nuntrica aplica-se o Mtodo de Taylor de ordem 3,
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0 qualé dado por (2.0.5) com g 3, istoé

h? h3
Ynil = yn+hyn+5>/.4+gy,4’ : (2.0.8)
Para calcular os valores de,ydeve-se avaliar f e suas derivadas em torn®gey,) no
intervalo[0; 0,5] onde deseja-se obter a sog;do PVI.

Ao observar o PVI (2.0.6), tem-se
Y (%) = f(%;¥(Xn)) = —Y(%n) +Xn +2.

Segue query= f(Xni;¥n) = —Yn+Xn+2 0nde ¥, =Y (Xn) € f(Xn;¥n) = f(Xn;y(Xn)) -
Para aplicar o Metodo precisa-se obter as derivadas de t&rceira ordem.

)/n: fn

= —Yn+Xa+2

Yo = ()
fnxn—|—fnynfn
1+ (=D (~Yn+Xn+2) (2.0.9)
= Yn—X%—1

Yo = (V)
=1+ (1)(=Yn+Xa+2)
- —yn+xn+1

Fazendo = 0em (2.0.8), ol@m-se
h? h3
Vi = Yot+hyo+ Yo+ 5Y0"

onde y =2, xg=0e h=0,1. Para obtery, yj ey, substitui-se r=0em (2.0.9). De
fato, tem-se

Yo = —Yo+Xo+2
=0
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e
Yo = Yo—X—1
2—-0-1 ,
=1
e
0 = “Yotxot+l
= —2+0+1
= -1
Logo,

h? h?
Vi = Yothyo+ Yo+ 50

(0.1 |
@)+ 2 ()

= 2+(0,1)(0) +
= 2,00483

Fazendo agora &= 1 em (2.0.8), ol#m-se

h2 h3
Yo = yi+hy;+ Eylll + Ey,{la

onde y = 2,00483 x; = 0,1 e h=0,1. Para obter y, ¥ e yj’, substitui-se n= 1 em
(2.0.9). De fato, tem-se

Yi = —Yi+X+2
—  _20048+0,142,
= 0,0952

Vi = y1i—x—1
2.0048-0,1—1 ,
0,9048

1/

1 = ntx+l
— -2,0048+0,1+1 .
—  -0,9048
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Logo,

h? h3
Vo = Yitnot oyl Ty

0,1)2 0,1)3
= 2,0048+ (0, 1)(0,0952)+( ’2> (0,9048)+( ’6) (—0,9048 -
= 2,01869

Fazendo n= 2 em (2.0.8), ol@m-se

2~ hd
y3 = yz+hy2+5>/z’+g>/”,

onde y = 2,01869 x; = 0,2 e h=0,1. Para obter ¥, y; e ¥/, substitui-se n= 2 em
(2.0.9). De fato, tem-se

Yo = —Yo+Xo+2
— _2,0187+0,2+2 ,
— 0,1813

Yo = Yo—X—1
— 2,0187-02-1,
— 0,8187

1/

> = —Y2+x+l1
— _20187+0,2+1 .
= —0,8187

Logo,

h2 h3
Y3 = y2+h)/2+7)/2'+€)/2{/

0,1)2 0,1)3
= 2,0187+ (071)(0,1813)+( ’2> (O,8187)+( ’6) (—0,8187 -
= 2,04078

Substituindo n= 3em (2.0.8), olidm-se
h? h3
Ya = Ya+hys+5y5+ Vs,

onde ¥ = 2,04078 x3 = 0,3 e h=0,1. Para obter y, y; e ¥, substitui-se n= 3 em
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(2.0.9). De fato, tem-se

Y5 = —Y3+X3+2
— _2,0408+0,3+2 ,
— 0,2592

y3 = Y3—xg—1
— 2.0408-0,3—1,
0,7408

1/

3 = —Y3+X3+ 1
= —2,0408+0,3+1 .
= —0,7408

Logo,
h? h3
y4a = y3+h)/3+7>/é+g)/?f/

0,1)2 0,1)3
= 2,0408+ (0, 1)(0,2592)+( ’2) (0,7408)+( ’6) (—0,7408 -
= 2,07030

Finalmente, substituindo# 4 em (2.0.8), ol#m-se

2~ h
Y5 = y4+hy4+5>/4{+g>/4{’,

onde y = 2,0703Q x4 = 0,4 e h=0,1. Para obter ¥, y, e Yy, substitui-se n= 4 em
(2.0.9). De fato, tem-se

Ya = —YatXa+2
= —2,0703+0,4+2,
= 0,3297

Ya = Ya—Xa—1
— 20703-0,4—1,
0,6703
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e
4= —YatXxa+1
—2,0703+0,4+1 .
—0,6703
Logo,

h? ' h? 1"
Y5 = Y4+h)/4+?)/4+€)/4
(0,1) (0,1)3 .
= 2,0703+(0,1)(0,3297) + T(O, 6703 + T(—O, 6703
= 2,10650

A partir da solu@o analtica y,(x,) = € + X, + 1 obttm-se os valores verdadeiros, con-
siderando a a quinta casa decimal,

Yo(Xo) = €%4x+1 = yo(0,00 = €994+00+1 = 2,00000
y1(X1) eXix+1 = yi1(0,1) = e9%14+0,1+1 = 2,00484
y2(X2) e 4+x+1 = y(0,2) = e9%4+0,2+1 = 2,01873
y3(x3) e rx3+1 = y3(0,3) = 9340341 = 204082
ya(Xs) = €X4x4+1 = y4(0,4) = e€%%4+044+1 = 2,07032
y5(Xs) = €%4+x5+1 = y5(0,5 = e%°4+05+1 = 210653

Através dos alculos

erro absoluto= |valor verdadeiro - aproximagp| ,

erro absoluto

- 100 .
\valor verdadeiro 8

erro percentual =

obttm-se a tabela que expressa a compamentre os valores aproximadog § 0s valores
verdadeiros ¥x,), bem como o percentual de erro de aproxi@ag



Tabela 1: Método de Taylor de 3 ordem com h =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro Percentual
0,00 2,00000 2,00000 0,00000 0,0000
0,10 2,00483 2,00484 0,00001 0,0005
0,20 2,01869 2,01873 0,00004 0,0020
0,30 2,04078 2,04082 0,00004 0,0020
0,40 2,07030 2,07032 0,00002 0,0010
0,50 2,10650 2,10653 0,00003 0,0014

Fonte: Autoria Propria
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De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo B 0,05. No entanto, para uma

maior agilidade utiliza-se o software Maple 16.

Para implementar o Mtodo de Taylor de Ordem 8 necesario definir a segunda e terceira

derivada, faz-se isso a partir da primeira, gae€onhecida. Inicia-se o processo definindo para

o software a fungo f desejada, optou-se por escolher as letras a para reptase, b para

representary.

yLinha:=(a,b)->-b+a+2;

subs(diff(b(a),a)=yLinha(a,b),diff(yLinha(a,b(a)),a

yLinha := (a,b) - —b+a+2

b—a-1

yDuaslLinhas := (a, b) ->b-a-1

subs(diff(b(a),a)=yLinha(a,b),diff(yDuasLinhas(a,b(

—b+a+1

yTresLinhas:=(a,b)->-b+a+1;

yDuasLinhas :=(a,b) - b—a—1

yTresLinhas :=(a,b) — —b+a+1

a)).a));



Apbs as definiges, implementa-se o&bdo

Taylor3:=proc(xmin,xmax,N)

518%&'& y:
h':':_ abs(x
for i from

X[i

yli

end do:
end proc:

m

=Y

ax-xmirB/N;
to. N do

X[i-1]+h:
L
*yLi
h“)2//2

h"3/6

nha(x[i-1],y[i-1]
*yDuasLin

+
DU s

A tabela de resultados para-h 0,05 € da seguinte forma

TabelaErra=

“x[n]"
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

Yy
2004836928
218729866
040817017
270318592
206529014

“Anal itica”

D04837418
018730753
040818221
2070320046
2106530660

“Erro Abs”

@M00000490
(M00000887
(00001204
(000001454
M00001646
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“Erro Per”
(D0002444088461
(D0004393849941
(0005899594523
(M0007023068742
M000781379559

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soés;
nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display( )
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontos1,
Pontos2

2.10
2.08
2.06
2.04

2.02

2.00 T T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y(0,5) com o tamanho do passc-h0,1 &2, 10650
Ja para o passo k= 0,05 a aproxima@o & de2.106529014
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Observe que nem sempre se pode aplicatddio de Taylor de ordey comq qualquer,
como pode ser observado n@grimo exemplo.

Exemplo 2.2 Dado o PVI

Wi

{x/zy
y0) = 0

verifique set posével aplicar o Metodo de Taylor de ordef

Soluggo Nunérica: O Método de Taylor de ordem & dado por (2.0.8). Inicialmente
calcula-se as derivadas da f. Tem-se

/ d%
y’:d—x(y)

3VY
Observa-se que a derivada segunda dég existe paray= 0. Assim, @&o & posével utilizar
o Método de Taylor com & 3.

Conclui-se, que as desvantagens detddlo de Taylor de ordem esio em calcular as
derivadas da furép f e avala-las nos pontoé,; yn) a cada passo.
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3 METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

Nesse cappulo apresenta-9d eétodos Lineares de Passo Mtiplo ouM étodo de k-passos
para resolver o PVI (1.1.2) (BURDEN; FAIRES, 2003).

Definicao 3.1 Um método linear de passo aitiplo & definido pela seguinte relag

k

k

ZOGJ'YnH = h ZOBJ frijs (3.0.1)
i= =

ondea;j e 3j sdo constantes arbiéirias independentes de n, carp# 0, h o tamanho do passo,
oo € Bp ndo ambos nulos.

Sejaay = 1, o netodo (3.0.1¢ explicito se Bk = 0 eimplicito se Bk # 0.

Os Métodos de Passoitiplo podem ser obtidos déwvias maneiras, segue algumasticas
de como obter tais étodos.

3.1 OBTIDOS DO DESENVOLVIMENTO DE TAYLOR

Descreve-se aqui como obterékddos Lineares de PassdiMplo para resolver o PVI,
baseados no desenvolvimento da satuexata do PVI emésie de Taylor. Novamente, a fuég
f pode ser linear ouao, admitindo qué seja coninua e suficientemente deaivel em relago
axey.
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3.1.1 Metodo de Euler

O método mais simples de Passailtiblo, ou aindamétodo expicito de 1-passponde
k =1 & obtido consideranday = —1,a1 = 1,8 =1¢epB; =0em (3.0.1). Tem-se,

1

j;GJYnJrj = hji)ﬁjfnﬂ

= aoYnto+01ynr1 = h(Bofaro+Bifaia) . (3.1.2)
= (=Dyn+(D¥nr1 = h(1fai0+0fnhi1)
= Y1 = Ynthfy

Esse métodoé chamaddviétodo de Euler Observa-se que esgeo Método de Taylor de
ordem g dado por (2.0.5) comg = 1.

Exemplo 3.1 Aplique o Metodo de Euler, para resolver o PVI do Exemplo (2.1). Obtanda
aproxima@o de y0,5) com h=0,1. Resolva também para h= 0,05 e compare os resultados
nunericos obtidos nos dois tamanhos de passo com a &olagaltica do PVI.

Solugdo Numérica: Considerando o PVI (2.1) e substituindxf; yn) = —Yn+Xn+2 em
(3.1.2), tem-se

Yni1 = Yn+h(=Yn+X+2) . (3.1.3)

Fazendo n=0em (3.1.3), ol@m-se
yi = Yot+h(=Yo+X+2)
ondey=2,%=0eh=0,1. Logo

yi = Yo+h(=yo+xo+2)
= 2+(0,1)(—2+0+72)
= 2+4(0,1)(0) '
= 2

Fazendo n=1em (3.1.3), ol@m-se

Y2 = yi+h(=y1+x1+2),
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ondey =2, =0,1e h=0,1, dai

Y2 = Yi+h(=y1+x1+2)
= 2+4(0,1)(—2+0,1+2)
= 2+(0,1)(0,1) '
= 201

Fazendo n=2 em (3.1.3), olidm-se

Y3 = Y2+h(=y2+X2+2) ,
ondey =201, x=0,2eh=0,1. Logo

Y3 = Y2+h(=y2+X2+2)
2,014 (0,1)(—2,01+0,2+2)
2 01+ (0,1)(0,19)
2,01+0,019
— 2029

De forma amloga obém-se os resultados para ¢ . A partir dos @lculos de erro
absoluto e erro percentual conéirse a tabela que expressa a compa@agntre os valores
aproximados y com os valores verdadeiro$x), calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 2: Método de Euler comh =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0000 2,0048 0,0048 0,2394
0,20 2,0100 2,0187 0,0087 0,4310
0,30 2,0290 2,0408 0,0118 0,5782
0,40 2,0561 2,0703 0,0142 0,6859
0,50 2,0905 2,1065 0,0160 0,7595

Fonte: Autoria Propria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo B 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade utiliza-se o software Maple 16.

Nas seguintes linhas, podem ser vistos 0s primeiros comartitinados para o alculo dos
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valores, criagio das tabelas e plotagem dosafjcos:

e O comandaestart reinicia todas as vaaveis utilizadas pelos servidores do Maple;
e Alguns pacotes@ carregados por meio do comandath( ---) ;
e Define-se uma fuld F, com a solugo anaitica;

e Por fim, determina-se os valores iniciais parax ey.

restart;

with(plots,implicitplot):

with(plots):

with(DETools): )

yLinha := proc (x, y) options operator, arrow; -y+x+2 end pr oc:

VVVVV

yLinha= (x,y) —» —y+x+2
> Fi=x->1+x+exp(-x)
F=x—1+x+e*
x[0]:=0.
Xo := 0.0000
y[0]:=2.

Yo := 2.0000

O cbdigo seguinté& a implementa®o computacional do modelodeco discutido para este
método. As vadveis de entradado, o valor ninimo e ndximo do intervalo em x e o tamanho
do passo que sardado durante a resol@p, h. Os valores de x e y obtido&osalocados no
vetor varavel Xi| e yfi].

Euler:=proc(xmin,xmax,N)
local i
global x,y: _
h = abs(xmax-xmlrglN;
for i from 1 to. N do
X[i x[|-1;+h.: . ) .
yli evalf(y[i-1]+h *yLinha(x[i-1],y[i-1])):
end do:

end proc:

TR

Com o procedimento definido, pode-se UHia com os valores de entrada, x inicial, x final
e 0 rumero de passos, escolhidos.

Euler(0, .5, 5):

Com a obtengo dos valores, se desejar criar uma tabela para compavaguando for
poss$vel obter a solugo anaitica do PVI dado, pode-se criar um procedimento computaadio
para apresenta@o organizada destes valores, azdgyos adiante apresentam uma ideia para
esta implementdp onde:
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¢ Inicialmente determina-se a quantidade de linhas e colulzashatriz, neste casé, e 5
respectivamente;

e ApOs isso, inicia-se a defirdp, por meio de uma se@ucia na qual i varia entrd. e 5,
dos elementos da matriz para isso:
— A primeira coluna &o os valores do domio, definido pelo comanddi] ;

— A segunda coluné composta pelos resultados da s@ogunerica obtida anteri-
ormente, cujos valoresie acessados pelo comangdd ;

— Aterceira coluna constitui-se dos valores obtidos por naeigolug@o analitica, que
foi definida como a furép F, anteriormente, para odaiculo, utiliza-se o comando

F(O.1 i)
— A quarta coluna cor@m os valores para o erro absoluto, obtidos pelo comando
abs(F(.1 *i)-y[i]) ;
— Por fim, o erro relativoé exposto na quinta coluna, e calculado por meio do co-
mandol00 * abs((y[i]-F(.1 *)/F(.1 *0)
TabelaErro := Matrix(
N+ ! 5 [ n
X0l
vy,
Anal itica"
"Erro Absoluto”,
"Erro Percentual”
seq(
[X[i],
yli
evalf F(i * h)),
eval Sbs(F| * h)-y[i])),
evalf( »abs((F(i *h)-y[i)/F(i * h)))
i | = .. N
)i
Obtendo como resultado, os seguintes valores
“x[n]” “y[n]” “Anal itica”  “Erro Abs” “Erro Per”
0.100000000 200000000 04837418 M04837418 (412872962
TabelaErro= | 0200000000 21000000 218730753 [M08730753 01324872441
0.300000000 22900000 2040818221 ®M11818221 (5790922914
0.400000000 25610000 2070320046 M14220046 (5868525486
0.500000000 29049000 2106530660 M16040660 (61472895

Apbs isso, define-se agora, um conjunto de comandos para alteaariavel desejada,
o0 grafico da soluéo obtida, estes comandos definem uifigo que consiste da ligag dos
pontos obtidos da sol@p nunerica, para isso, utiliza-se o comangmintplot com as

seguintes ofies:
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Inicialmente define-se uma lista de pontos @ueonstitida pelos pontos advindos da
seqgencia, com i variando dé a 5, determinada com o comandeq , assim, tem-se

— X[i] ,osvalores para x;

— y[i] , osvalores para (k).

A cor é definida pela oo color

Os pontos &o ligados pela ativa@o da op@o connect ;

A legendeé dada pela opfo legend .

Numerical := pointplot(

seq(
SN

color = green,
connect = true, _ .
legend = "Soluc ao Nunerica com h=0.1"

Numerical:=PLOT(...)

Pode-se tamdm definir um comando para obter unafjco constitido somente dos pontos
oriundos da solugo nungrica. Seja 0 mesmo comando descrito anteriormente, qeeedif
apenas na con@o dos pontos, quedo é realizada, e oisnbolo que foi atribido aos pontos
com a opéo symbol .

Pontosl := pointplot(
(X[, viill,
=1 . N

color = green,
symbol = solidcircle

Pontos1:=PLOT(...)

Com os procedimentos e comandasdefinidos, o Mtodo de Euler pode ser aplicado
para outros valores distintos de h e/ou intervalos difeesnmto eixo x. Aitulo de exemplo,
apresentam-se 0s comandos utilizados para a @gate uma tabela de resultados obtidos com
o calculo realizado para h= 0.05, os resultados advindos dos comandos discutidos anterior-
mente selo visualizados adiante.

Euler(0, .5, 10):



TabelaErro

TabelaErra=

Numerica2 := Gr

Pontos2 := Gr

aficoDaSolugc

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

aficoDaSolugc

:= ComandoParaCalculoDaTabela;

Yy
20250000
201450625

2035091891

2063420431

2098736939

“Anal itica”

004837418
018730753
040818221
D70320046
206530660

aoNunericaEmLinha;

Numerica2:=PLOT(...)

aoNunericaEmPontos;

Pontos2:=PLOT(...)

“Erro Abs”

M02337418
M04224503
M05726330
M06899615
MO7793721

“Erro Per”

(1165889054
(2092653017
(2805899095
(332632079
(B699789967
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Além disso, para melhor efeito comparativo, plota-se tamib gafico da solugo analtica

atribuindo-sea variavel Analitica

0 comandalot

e Afun@of definida inicialmente;

e Aop@ox=0..0.5

e A cor e a legendad escolhidas pelas opescolor

com as opges:

elegend

Observe a seguir o comando atrildo ao software Maple 16

Analitica ;= plot(
X = xmin .
color = red

Os graficos definidos anteriormente, com os comanédatescritos, podem ser apresenta-
dos, todos nos mesmos eixos coordenados, por meio do cordespdiny

. Xmax,

ao Anal itica"

Analitica:=PLOT(...)

sintaxe do 6digo juntoa seu resultado

display( )
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontos1,
Pontos2

define o intervalo do domio que seé plotado;

. Apresenta-se a
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2.10

2.087

2.06

2.04+

2.02

2.004 ¢ T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Solugdo Numérica (Euler com h=0.1)
Solugdo Numérica (Euler com h=0.05)
Solugdo Analitica

Conclui-se erito, que uma aproxima@p para Y(0,5) com o tamanho do passo-h0,1 é
2,0905 Ja para o passo k= 0,05 a aproxima@o é de2.098736939

Como pode ser observado os resultados obtidos pétodd de Euler @o sio de boa qual-
idade. Em geral, o Btodo de Euler tem, na verdade, mais imanocia térica do que patica.
E necesario enfio estabelecer @odos mais precisos.

3.1.2 Metodo da Regra do Pontoédio

Considere agora o desenvolvimentoyte, + h) e y(x, —h) em €rie de Taylor em torno do
pontox,, istoé:

h? h3
yxn+h) = y(xn)+hy(xn) + E)//(Xn) + 5)/”(Xn) +...,

h? h’
Y0 —h) = y(xa) —hY () + 5y (%n) = V" (%0) + ..
Calculandoy(x, + h) — y(xn — h), obm-se
3
V0ot h) — Y0 —h) = 2y (60) oy )

Considerando apenas o primeiro termo do lado direito da e#paacima e substituindo
y(Xn+ h) poryni1, y(Xn —h) poryn_1 ey (xn) por f,, tem-se

Ynii—Yn-1 = 2hy,. (3.1.4)
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Substituindan porn+1 em (3.1.4), ol#m-se

Yni2 = Yn+2hyh g (3.1.5)

gueé chamaddJ etodo da Regra do Ponto Mdio. Essee ummeétodo explicito de 2-passos
ou seja, com& = 2 considerandog=—1,01=0,02=1,60=0B1=2eB,=0em (3.0.1),

obttm-se
: h : f
j;ajyn-i-] j;)ﬁ] n+j
= AoYnio+ 01Yni1+A2Yni2 = h(Bofnio+Bifria+Befniz) . (3.1.6)
= (=D¥n+(OYnt1+ (DYni2 = h[(0)fnro+(2) fapa+ (0) fri2]
= Ynrz = Yn+2h(fnia)
= Yni2 = Ynt 2h3/n+1

Observe que para resolver um PVI usando ugtado expicito de 2-passos, conm@o caso
do Método da Regra do Pontoédio, deve-se ter disporeis aém do valor deyp, 0 valor de
y1. Assim, o valor de/; deve ser obtido de alguma outra forma, por exemplo, usar&todd
de Taylor de ordem 2, o que pode ser observado no Exemplo (3.2)

Exemplo 3.2 Aplique a Regra do Ponto &tlio para resolver o PVI do Exemplo (2.1). Para
calcular os valores iniciais nece®sos use o Mtodo de Taylor de ordem 2. Obtenha uma
aproxima@o de y0,5) com h= 0,1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare os resultados
nunericos obtidos nos dois tamanhos de passo com a dolegata do PVI.

Solucggo Numérica: Deseja-se obter a sol@p nunerica do PVI do Exemplo (2.1) onde
Yo=2, % =0eY},=—Yn+X + 2, utilizando-se do Mtodo da Regra do Ponto&dio. Para
iss0,& necesario obter o valor de ¥, o qual sea calculado aps ter obtido o valor dejyque
sera dado por meio do Etodo de Taylor de ordem 2 géebtido por (2.0.5), com g 2, istoé

h2
i1 = othyht oy @17

Para calcular o valor de y & necesario utilizar os valores deye yj que f foram calcu-
lados no Exemplo (2.1). Para isso, basta fazer @em (3.1.7), obtendo

h2
y1 = yo+hyo+3>/é7



34
e sabendo quepy=2, Y, =0, yy =1e h=0,1, tem-se

h2
y1i = Yo+hy,+ ?/é

2
LE MY

= 2+(0,1)(0)+ (1) |

— 2+(0,005)
2,0050

yi = fi(xay)
—Y1+X1+2
—2,0050+ 0,142
— 0,0950

Agora, substituindo B=0, yo =2, h=0,1 ey}, = 0,0950em (3.1.5), ol#m-se

Yoir2 = Yo+2hyy,

Y2 = Yo+2hy;
2+2(0,1)(0,0950)
2+0,0190

= 2,0190

Procedendo dessa forma, calcula-se Pe fato

Yo = fa(xoryo)
—Yo+Xo+2
—2,0190+0,2+2

— 0,1810

e considerando B- 1, y; = 2,0050e y, = 0,1810em (3.1.5), ol#im-se

Yir2 = Y1+2h)/1+1
ys = yi+2hy,
2,0050+2(0,1)(0,1810 -
2,0050+0,0362
= 2,0412

De forma at@loga obém-se os valores para g 5. A partir dos @lculos de erro absoluto
e erro percentual olm-se a tabela que expressa a compacaentre os valores aproximados
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Yn com os valores verdadeiro$®) calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 3: Regra do Ponto Medio comh=0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0050 2,0048 0,0002 0,0010
0,20 2,0190 2,0187 0,0003 0,0149
0,30 2,0412 2,0408 0,0004 0,0196
0,40 2,0708 2,0703 0,0005 0,0242
0,50 2,1071 2,1065 0,0006 0,0285

Fonte: Autoria Pr 6pria

De forma ailoga, calcula-se a sol@® com o passo B 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade utiliza-se o software Maple 16, para isso,pmocedimento para oalculo dos
valores utilizando este @odo foi necegsio, como pode ser observado

PontoMedio:=proc(xmin,xmax,N)
local i:
%Iobal X,Y:
= abs(xmax- xm|n)/N
Taylor de Ordem 2

+yLinha(x[0],y[0])+h"2/2

y[l] = evalf(y[0]+h *y[0]°0):

for i from 2 to N do
X[i] := x[l—ll+h_: _ . ,
end dy| = evalf(y[i-2]+2 * hx yLinha(x[i-1],y[i-1])):
0:
end proc

Esse procedimentcadcomo resultado a seguinte tabela éficos, quando b= 0.05 :

“Anal itica” “Erro Abs” “Erro Per”

TabelaErra=

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

yinr
004875000
018798750
040910488
D70431330
2106656486

D04837418
018730753
040818221
2D70320046
2106530660

(MO0037582
(MO0067997
(M00092267
000111284
(M00125826

(M01874565970
(M03368304560
(M04521078803
M05375207578
(M05973138791

Para melhor entendimento observa-se as curvas das @eduguréricas com 0s passos
h=0,1e h=0,05e da soluéo anaitica.

display(
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl1,
Pontos2’



36

2.10

2.081

2.06

2.04+

2.02

2.00 T T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

— Solu¢@o Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y0,5) com o tamanho do passo-h0,1é&2,1071
Ja para o passo k= 0,05 a aproxima@o & de2.106656486

3.2 OBTIDOS DE INTEGRAGO NUMERICA

Descreve-se aqui como obteetndos lineares de passailtiplo para resolver o PVI (1.1.2),
obtidos a partir dedfrmulas de integrép nunerica.

Integrando a Equégs Diferenciais de primeira ordem, do PVI (1.1.2),xdeate X, ,
obttm-se

Xn+k>/(x)dx = /wa(x;y(x))dx. (3.2.8)
Xn Xn

Agora, desde que o lado esquerdo de (3.2.8) pode ser integratiamente, segue que a
solug@o satisfaz a identidade

Xn+k

Y0nik) —Y0n) = /Xn F(xy(0)dx | (3.2.9)

para quaisquer dois pontog e X,k €m [a;b]. Assim, para diferentes valores &g apds
aproximar a integral do lado direito de (3.2.9),@btse diferentes Btodos Lineares de Passo
Mdltiplo.
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3.2.1 Metodo da Regra do Trapio

Fazenddk =1 em (3.2.9), tem-se

Xn4-1
Vo) =y00) = [ f0ay00)dx (3.2.10)
e assim pode-se aplicar a Regra do €ap (FREITAS, 2000), dada por
X1 h
/ F9dx = 2 [f0x0) + f(x0)], (3.2.11)
Xo

para calcular a integral em (3.2.10), desde que a mesma sstajo avaliada entre dois pontos
consecutivos. Fazendo isso, segue que

Y(Xnt1) = Y(Xn)+g[f(Xn;Y(Xn))+f(XrH_l;Y(Xn—irl))]- (3.2.12)

Substituindoy(xn) € y(Xn+1) POrYn € Yn+1, respectivamente, na eqéday(3.2.12), tem-se

h
Ynt1 = Ynt 5 [fn+ fnga], (3.2.13)
gueé chamaddM étodo da Regra do Trapezio. Esseé ummeétodo implicito de 1-passpou
seja, com& = 1 considerandog = —1,01=1,B=1/2epB; =1/2 em (3.0.1), olm-se

1

j;ajynﬂ = hji)Bj fre |

= OoYnto+01Yn+1 = h(Bofnto+ Brfns1)

0 5 (3.2.14)
= (—Dyn+Dyns1 = h<§fn+0+§fn+1>

h
= Yn+t1 = Yn+§[fn+fn+1]

Observe que, (3.2.1%) uma equadp implcita paray,. 1, uma vez que,. 1 aparece como
argumento no segundo membro. Seg;y) for uma fun@o réo linear, @o se tem, em geral
condiges de resolver (3.2.13) em redaxay,,. 1 de uma forma exata. Assimatodos impicitos
selo usados nos @todos do tipo “Previsor-Corretor” que &erdescritos no Catolo 4.

Visto que no Exemplo (2.1), a fuég f € linear, pode-se aplicar o &bdo da Regra do
Trapézio para obter a sol&ég nunerica.

Exemplo 3.3 Aplique o Metodo da Regra do Trazio para resolver o PVI do Exemplo (2.1).
Obtenha uma aproxim@o de y0,5) com h= 0, 1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare
os resultados nuéricos obtidos nos dois tamanhos de passo com a&olagaitica do PVI.
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Solugdo Nunerica: Deseja-se obter a sol@p nunérica do PVI do Exemplo (2.1) onde

Yo =2, X =0e},= —yn+Xn+ 2, utilizando-se do Mtodo da Regra do Tr&zio. Para isso,

tem-se

Yn+1

= Yn+1

h
= Yn+1+Yn+1 (5)

h
= Yn+1 (1+ é)

= Yn+1

= Yn+1

Se n=0, tem-se

Y1 =

h
= Yot 5 [~YntXn+2— Y1+ X1+ 2]

2

h h
= Yn+ > [—Yni1] + 2 [—Yn+Xn+Xntr1+ 4]

h
yn‘l'é [Xn+Xn+1— Yn+4]

h
Yn+§[xn+xn+l_Yn+4]

h
[Yn‘f' > [Xn+xn+1—Yn+4]]
h
(1+§)
h
[yn‘f' > [Xn+xn+1_yn+4]]

(+3)

h
[YO+§[XO+X1—YO+4]]

=
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ondex=0,x=0,1, yo=2e h=0,1. Segue que

0,1
2+’7(0+o,1—2+4)

Y1 = 0.1
14+ 2=
+2

2+(0,05)(2,1)
1,05

2,105

1,05
= 2,0048
Agora considerando & 1. Segue que

h
{Y1+§[X1+X2—Y1+4]}

Y2 = )
h
(Hi)

onde X =0,1,x =0,2,y; =2,0048e h=0,1. Segue que

2,0048+ 0’71 (0,14 0,2 —2,0048+ 4)

Yo = 0.1
14 22
i

2,0048+ (0,05)(2,2952)
1,05

211956
1,05

= 2,0186
Agora considerando & 2, tem-se

h
[y2+§[X2+X3—YZ+4]]

Y3 = )
h
(HE)




ondex=0,2,x3=0,3,y» =2,0186e h=0, 1, segue que

20186+ 0’71

(0,2+0,3—2,0186+ 4)

Y3 =

01

1
+2

2,0186+ (0,05)(2,4814)

1,05

2 14267
1,05

— 2,0406
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De forma am@loga obém-se os valores para ¢ . A partir dos @lculos de erro absoluto

e erro percentual ol#m-se a tabela que expressa a compaaaentre 0s valores aproximados

Yn cOm 0s valores verdadeiro$»;) calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 4: Método da Regra do Tragzio com h=0,1

Xn

Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual

0,00
0,10
0,20
0,30
0,40
0,50

2,0000 2,0000
2,0048 2,0048
2,0186 2,0187
2,0406 2,0408
2,0701 2,0703
2,1063 2,1065

0,0000
0,0000
0,0001
0,0002
0,0002
0,0002

0,0000
0,0000
0,0050
0,0098
0,0097
0,0095

Fonte: Autoria Propria

De forma adloga, calcula-se a sol@p com o passo b 0,05. No entanto, para uma

maior agilidade utiliza-se o software Maple 16. Segue o plovento implementado para este

exemplo.

Trapezio:=proc(xmin,xmax,N)

local i:
g?lggall X,Y:

h = abs(xmax-xmin(}/N;
to. N do

for i from
x|l

TR

end do:
end proc:

x[i—1l+h:_
evalf((y[i-1]+(h/2)

* (X[I-1]+X[i]-y[i-1]+4))/(1+h/2)):



A tabela de resultados para-h 0,05 & da seguinte forma

TabelaErra=

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

yinr
2004875000
2018798750
2040910488
2070431330
206656486

“Anal itica”

D04837418
018730753
040818221
2070320046
2106530660

“Erro Abs”

(MO0037582
(MO0067997
M00092267
(000111284
M00125826
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“Erro Per”
(001874565970
(003368304560
(D04521078803
(M05375207578
(D05973138791

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soés;
nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display( )
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl1,
Pontos2
2.10
2.08
2.06

2.04

2.02

2.00 T T T T l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugéo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y0,5) com o tamanho do passo=h0,1 é2,1063
Ja para o passo b= 0,05 a aproxima@o & de2.106656486

3.2.2 Metodo ¥3 de Simpson
Fazenddk = 2 em (3.2.9), ol&#m-se

Yowi2) -y = [ FO0y)dx

e assim pode-se aplicar a Regy@ e Simpson (FREITAS, 2000), dada por

[ rogax = Lit00)+4t0a) + 100 (3.2.15)

%o 3
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para calcular a integral na exprassacima desde que a mesma esteja sendo avaliada éatre tr
pontos consecutivos. Fazendo isso, segue que

Yoniz) = Y0+ 5[0y (0) +41 (3100 1)) + (X2 YOms2)]

e substituindo/(Xn), Y(Xn+1) € Y(Xn+2) PO Yn, Yn+1 € Ynt2, respectivamente, e como no caso
anterior, obém-se

h
Ynt2 = Ynt 3 [fn+4fnr1+ fapo], (3.2.16)

queé ummeétodo implicito de 2-passoshamadaviétodo1/3 de Simpson De fato, fazendo
k=2 e considerandag = —1,a01; =0,02,=1, fo=1/3,51=4/3 eB>,=1/3 em (3.0.1),
segue que

2 2
];alyw = hj;)BJ f
= 0oYnto+ 01Yni1+02¥ni2 = h(Bofnio+ Bifnia+ Bafni2)
= (“D¥n+(O¥ns1+(Dyni2 = h K%) faro+ (g) fay1+ (%) fM}

= Yni2 = Ynt 3 [fn+4fni1+ frio)

. (3.2.17)

Observe que para poder aplicar @tddo (3.2.16), precisa-secah de utilizar netodos do
tipo “Previsor-Corretor”, tamém obter valores iniciais por&odos de 1-passo.

No Cagptulo 4, encontra-se o Exemplo (4.1) para melhor entendionen

3.2.3 Metodo 38 de Simpson

Fazenddk = 3 em (3.2.9), ol@m-se

Yoaia) -y = [ fO0y9)dx

e assim pode-se aplicar a Regr838e Simpson (FREITAS, 2000), dada por

Xf Fdx = gh[f(xo) +3(F (%) + £ (%)) + T (x3)] (3.2.18)

para calcular a integral na expraes(3.2.18) desde que a mesma esteja sendo avaliada entre
guatro pontos consecutivos. Fazendo isso, segue que

Y(Xn13) = Y(Xn)+ gh [F (%3 Y(Xn)) + 3(F (X1, Y(Xn11)) + F(Xni2: Y(Xni2))) + F (X3, Y(Xn13))] 5
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e substituindoy(xn), Y(Xn+1), Y(Xnt2) € Y(Xn+3) POF Yn, Ynt1, Yni2 € Yni3, respectivamente,
obttm-se

3
Yniz = Ynt éh[fn + 3(frr1 + frr2) + fntg)s (3.2.19)

queé ummeétodo implicito de 3-passoshamadadvétodo3/8 de Simpson De fato, fazendo
k=3econsiderandap=—1,a1=0,02=0,03=1,B0=3/8,1=9/8,8,=9/8¢eB3;=3/8
em (3.0.1), segue que

3

3
Ajynij = h) Bjfnyj
2 2,
aoyn+a1yni1+A2Yni2+Asynis = N(Bofnro+Pufnsa+Bofniz+Bsfniz) (35 20)
3 2.
~Yn+Y¥ni3 = Yn+gh[fa+3(fara+ frr2) + frig)

Y3 = Ynt éh [fn+ 3 (fre1+ frr2) + frsg)

Observe que para poder aplicar @tddo (3.2.19), precisa-secah de utilizar netodos do
tipo “Previsor-Corretor”, tamém obter valores iniciais por&odos de 1-passo.

3.2.4 Metodo de Adams-Moulton
SejaP(x) o Unico polirdbmio de grau 2 passando pelos pontos
(%n; fn), (Knras frva), (Xng2) fri2)

Usando adrmula de Newton-Gregory para o pdimio de interpolago (FREITAS, 2000),

dada por
! 2
il f(xo)+(x_xo)A frfxo)vL(x—Xo)(X—Xl) hfz(z)?)
+ ...+(x—xo)(x—xl)...(x—xn_l)Ah];:!(o)
obttm-se, para =2
L 2
P = 1) +(x—30)" féXO)Jr(X—Xo)(x—xl)—Ahz(z)io) :

e considerand®y = Xp, X1 = Xn11, f(X0) = f(Xn) = fne f(x1) = f(Xpr1) = fry1, tem-se

afy &%y

PX) = fa+(X—xn) h +(X—Xn)(X—Xn+1)W'

Agora, desde que os pontgsi = n,n+ 1 n+ 2 sA0 igualmente espacados lilgpode-se
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fazer a seguinte mudanca de @ael,u = _hX” e assim
Afq A2f,,
P(x) = fn+(x—xn)T+(x—xn)(X—Xn+1)@

Afn A%,
= P(X) = fn+(X—Xn)T+(X—Xn)[X—Xn—|—Xn—Xn+1]W
= PO =t (X—%0) o (X=X [(X = %0) + (0= X))

Af Azf :
= POn+uh) = fn+(Uh)Tn+(X—Xn)[(Uh)+(—h)]h2—2T
Af N%f '
= Pla+uh) = fot(uh) ==+ (uhh(u—1)l >
-1 '
= P(+uh) = fn+uAfn+—u(u )Azfn

2

Integrando a Equéegs Diferenciais de primei

Xn+2 )/ (X) dx

Xni1
= Y(Xni2) —Y(Xni1)

/ e f (X y(x))dx

J

ra ordem, do PVI (1.1.2)xde; ate X, 2,

(3.2.21)

" f oy ()dx

n+1

e substituindy(X,12) € Y(Xn+1) POrYn+2 € Yni1, respectivamente, odmn-se

Xni-2
Ynt2 = Yn+1 = / f(

Xn+1

Usando o fato que

X y(X))dx .

X2 Xn+-2
/ f(xy(x))dx = P(x)dx ,
Xn+1 Xn+1
e fazendo a mudanca de \@rel
X—X
u = hn:>x:xn+uh:>dx:hdu,
e observando os limites de integéac
X = X1 = Xny1 = Xntuh
= Xnt1—X3 = uh
N h = uh
= u =1
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e
X = X2 = X2 = Xntuh
= Xpi2 —Xn uh
= 2h = uh ’
= u = 2
obttm-se
Xn+2
Voz—Yma = [ P
Xr12+1
_ /P(xn+uh)hdu
1
2 1
_ h/ {fn+uAfn+u(u )Azfn}du
1

2
3

Agora, usando a®fmulas

A%f (%)
A" f (%)

f (%),

u2
h [fnu+ —Afh+

1@ w2\, 1°
é(?‘?)“ﬂL

15 ,
SCREITNE

= A7 (x4 h) = AT (%),

ondeA" f(x¢) € a diferenca ordiawia de f(x) de ordemr em x = x,, obm-se as diferengas

ordinarias de ordens 1 e 2 exn= x,, que §10 dadas, respectivamente por

Af,
A% f,

Af (Xn)
N2 F (%)

AOF (Xn+h) — A% f (xn)
AL (X +h) — AL (%)

Assim, substituindo as diferencas oraliias
semelhantes, tem-se

3
Yn+2 Ynt1+h (fn—i- EAfn‘f‘

36

= Yn+1 12

3
Yn+1+h {fn'i' E(fn+1 — fn)

f(Xnr1) — F(%n)
fro —2f1+ fo

fn+1 - fn

na expred® acima e agrupando os termos

E)AZ fn)

15

+3—6(fn+2—2fn+1+ fn) (3222)

[—fn+8fnr1+5fni2]

gue & um método implicito de 2-passoschamadoM étodo de Adams-Moulton De fato,
fazendok = 2 e considerandag =0, 01 = —1,02, =1, Bo=—1/12,31 =8/12 ef3, = 5/12
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em (3.0.1), segue que
2 2
Aiyntj = h) Bjfnsj
2, 2,
= doYnt0o+ AYnr1+ 02Yni2 = h(Bofnro+ Brfnrs+ Bofni2)
-1 8 5
= (Oyn+ (—=D¥Ynr1+(D)yny2 = h [(E o+ (1—2) e+ (1—2> fn+2}

= Yni2 = Yni1t v [—fn+8fni1 4+ 5fni2]

(3.2.23)

Observe que para poder aplicar @tddo (3.2.22), precisa-secah de utilizar netodos do
tipo “Previsor-Corretor”, tamém obter valores iniciais por&odos de 1-passo.

3.2.5 Metodo de Adams-Bashforth

De maneira semelhante actado (3.2.23), aproxima-sEXx;y(x)) por um polidomio de
interpola@o sobre os pontdsy; fn) € (Xn+1; fnr1). Paraisso, usa &fmula de Newton-Gregory
para o polidbmio de interpola@o (FREITAS, 2000), pana= 1, obtendo

A (xo)

Pix) = f(x0)+(x—xo)
e considerandgy = X, f(X0) = f(xn) = fy, tem-se

Af
PO = fat(x—x) " -

Agora, desde que os pontgsi = n,n+ 1 Ao igualmente espacadostigode-se fazer a

. L. X —Xn .
seguinte mudanca de vavel,u= ——, e assim

h
Af
P(x) = fn+(x—xn)Tn
= P(Xn+uh) = fr,Jr(uh)ATfn

Integrando a Equégs Diferenciais de primeira ordem, do PVI (1.1.2) xde; até Xy 2,
como mostra em (3.2.21) e substituinge;,2) € Y(Xn+1) POr Yni2 € Yni+1, respectivamente,
obtm-se

Xnt-2

Yoiz—Yni1 = / Focy(x))dx |
X

n+1
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Usando o fato que
Xn+4-2 Xnt-2
/ (X y(x))dx= / P(x)dx
Xn+1 Xn+1

e fazendo a mudanca de \areél

u:X_hX”:>x:xn+uh:>dx:hdu

e observando os limites de integéa¢ obém-se
2
Yni2—Yni1 = /1 P(Xy+ uh)hdu
2
1

TNk
2 1
3

Agora, usando as diferencas or@iias de ordens 1 er= X, € agrupando os termos semel-
hantes, tem-se

3
Yni2 = Yns1+h (fn + EAfn)

3
= Yn+1+h |:fn+§(fn+]_— fn)l (3224)
h
= Y1t [—fn+3fnid]

gue & ummeétodo explcito de 2-passoxhamadoM étodo de Adams-Bashforth De fato,
fazendok = 2 e considerandog =0,a1 = -1, a2 =1, =—-1/2,31 =3/2eB,=0em
(3.0.1), segue que

2

J;)GJYnH = hjiﬁj i

= AoYnto+ O1Ynt1+ a2Yni2 = h(Bofnio+ Bifnr1+ Bofai2)
-1 3
= O)yn+(-Dyns1+(1Yyns2 = h {(7) freo+ (§> fre1+(0) fn+2}

= Ynt2 = Yns1+ > [—fn+ 3fnt1]

. (3.2.25)

Como no Metodo da Regra do Pontoédio, para aplicar este &fodo deve-se obter, ini-
cialmente, o valor dg, por um nétodo de 1-passo.

Exemplo 3.4 Aplique o Metodo de Adams-Bashforth, para resolver o PVI do ExemplD,(2.
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obtendo uma aproxima@g de y0,5) com h=0,1. Use o nétodo de Taylor de ordem 2, para
obter os valores iniciais necem3os. Resolva tan#m para h= 0,05 e compare os resultados
numericos nos dois tamanhos de passo com a sawxata do PVI.

Soluggo Nuneérica: Para calcular os valores depyé necesaio utilizar os valores de
y(0) =2, ¥, =0, y1 = 2,0050e y; = 0,0952que f foram calculadas no Exemplo (3.2). Com
isso, fazendo &= 0 em (3.2.24), segue que

Yot2 = yo+1+g[—>/o+3>/o+1]
Vo = yit o[ Yo+ )
— 2,0050+0’—21[—o+3(0,0950)] :
— 2,0050+0,01425

— 20193

Considerando &= 1, y, = 2,0193 y;, = 0,0950e y, = 0,1810em (3.2.24), segue que

h

iz = Y1t [—Y1+3y1.4]

y3 = Y2+g [—Y1+3y3)]

1

= 2,0193+0’7[—o,0950+3(o, 1810)] -
= 2,0193+0,0224

= 20417

De forma amloga obém-se os resultados para g 5. A partir dos @lculos de erro ab-
soluto e erro percentual obin-se a tabela que expressa a compacagntre os valores aproxi-
mados ) com os valores verdadeiro$¥y), calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 5: Método de Adams-Bashforth comh =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual %
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0050 2,0048 0,0002 0,0010
0,20 2,0193 2,0187 0,0006 0,0297
0,30 2,0417 2,0408 0,0009 0,0441
0,40 2,0715 2,0703 0,0012 0,0560
0,50 2,1080 2,1065 0,0015 0,0712

Fonte: Autoria Pr 6pria
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De forma a@loga, calcula-se a solag com o passb = 0,05 utilizando-se d®oftware
Maple 16, para isso, foi necemso implementar um procedimento computacional, como pode
ser observado

AdamsBashforth:=proc(xmin,xmax,N)

%Io%al
= abs(xmax xmin)/N;
Ta lor de Ordem 2

y[l] : eval]i(y[0]+h *yLlnha(x[O] y[0])+h"2/2 *y[0]°0):
for i from 2 to. N do
X[1] = x[| 1l+h
yli] = evali(
y[i-1]+
(i) Linha(x[i-2],y[i-2])
?(}clyLmha(xU -1],y[i- 1f)
nd do: %

e
end proc:

A tabela de resultados paha= 0,05 € da seguinte forma

“X[n]” “y[n]” “Anal itica”  “Erro Abs” “Erro Per”

0.1000000000

TabelaErra=

0.2000000000
0.30000000000

0.4000000000
0.5000000000

504906250
D18880722
241033287
D70586470
206836726

004837418
018730753
040818221
D70320046
206530660

(M00068832
(M00149969
(M00215066
M00266424
(M0O0306066

(M03433295856
M07428875781
(010538224220
M12868734980
M1452938739

Para melhor entendimento observa-seaigo obtido, que apresenta as curvas das selsic

numéricas com os passts= 0,1 eh = 0,05 e da solugo anditica.

display(
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl1,
Pontos2’

2.10

2.08

2.06

2.04+

2.02

2.00

O.‘l 0.‘2

0.‘3 014
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

0.5
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Conclui-se que uma aproxinmig paray(0,5) com o tamanho do pas$o= 0,1 & 2 1080.
Ja para o passlo= 0,05 a aproximagoé de 2106836726.

Observe que todos os@bdos de Passo Dtiplo obtidos via integrago nuné&rica satis-
fazem

ag = lLaj=—-1eq=0i=01,...,j—-1j+1,... k-1

Existem outras maneiras de se obtartbtlos Lineares de PassaiMplo, entretanto julga-
se que os 1etodos aqui apresentados sugerem ao leitor o oi¢ass nétodos e como podem
ser aplicados.

3.3 ORDEM E CONSTANTE DO ERRO

Analisa-se aqui @rdem e aConstante do Erro, para os Mtodos Lineares de Passo
Multiplo definidos por (3.0.1) (NEIDE, 2006).

Definicao 3.2 Define-se mperador diferenca lineat, associado ao Mtodo Linear de Passo

Mltiplo (3.0.1), por
k
Lyogihl = 3 [agytct i) — gy (xe+ ). (3.3.26)
=

onde yx) & uma fun@o arbitraria continuamente diferer@vel em[a; b].

Expandindoy(x+ jh) ey (x+ jh) em srie de Taylor em torno do ponio desenvolvendo
0 somabrio e agrupando os termos semelhante€mbse

Lly(x);h] = Coy(x)+Cihy (X) + ... +Cqh®y D (x) 4 ..., (3.3.27)
onde

Co = ap+ai1+...+0ax,

C = al+202+...+kak—(ﬂo-l—Bl-i-...-i-Bk),
. (3.3.28)

1
Cq = a(orl + 2% + ...+ Kdoy) — B+ 291 4. + KBy

1
(q—1)!

Definicao 3.3 O operador diferenca (3.3.26) e oétbdo Linear de Passo ttiplo associado
(3.3.27), tenordemq, se em (3.3.27),(>=C1 = ... =Cq=0e CGy1 # 0. G441 € chamada de
constante do erro
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Exemplo 3.5 Obtenha a ordem e a constante do erro para ostddos de Euler, Regra do
Trapézio, Regra do Ponto &tlio,1/3 de Simpson, Adams-Moulton, Adams-Bashfo@hgde
Simpson.

Solugao:

M étodo de Euler: O Método de Euler dado por (3.1.2)
Ynt1 = Ynthfn .

Considerou-seem (2.0.5)qug=—1, a1 =1, Bp=1e [, =0, assim de (3.3.28), tem-se

C = ao+m = —-1+1 =0
Ct = ar—(Bo+B) = 1-(1+0) = 0.

1 1 1
C = z(al)—(ﬁl) = 5(1)—(0) = 5

Logo, G =C; = 0e G # 0. Portanto segue da Defiraig (3.3) que a ordem do &odo
de Euleré g=1e a constante doerre G = 1/2.

M étodo da Regra do Trapezio: O Método da Regra do Tragzio dado por (3.2.13
h
Ynt1 = Ynt > [fn+ frea] -

Considerou-se em (3.2.14) qae= —1, fo=1/2, a1 =1e By = 1/2, assim de (3.3.28),

tem-se
C = ao+o1 = —-1+1 = 0
1 1
Ct = a1—(Pot+P) = 1- QEJFE) = 0
! _ 11 _
=5 A T2 2 = 0
Ca — al_ Bl o 1_1 o _1
7 3 (@) " 6 4 12

Logo, G =C; =C, =0e G # 0. Portanto, segue da Defiréig (3.3), que a ordem do
Método da Regra do Tr&@zioé q= 2 e a constante do errd GG = —1/12.

M étodo da Regra do Ponto Mdio: O Método da Regra do Ponto&dio dado por (3.1.5¢
Yn+2 - Yn + 2h)/n+1.

Considerou-seem (3.1.6) qag=—1,0=0,a1=0,61=2,a2=1e o =0assim de
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(3.3.28), tem-se

Co = ap+ar+az = —1+0+1 =0
Ci = ai+2a2—(Bo+ P+ Be) = 0+(2)(1)—(0+2+0) = 0

1 1 . 1 '
Co = Silat+da)—=(B+2'B) = S(0+4)-12+((0) = O

0+®)(1) - 5(2+@)(0) = 5

ol =

C = %(al+802)—%([31+22[32) =

Logo, G =C; =C, =0e G # 0. Portanto, segue da Defirég (3.3), que a ordem do
Método da Regra do Ponto&dioé g= 2 e a constante do erre G = 1/3.

Método1/3 de Simpson: O Métodol/3 de Simpson dado por (3.2.16)

h
Yni2 = Ynt 3 [fn+4fni1+ frpo].

Considerou-se em (3.2.17) que= -1, 30=1/3,a1=0,31=4/3,02=1eB,=1/3
assim de (3.3.28), tem-se

Co = ap+ai+az = —1+4+0+1 = 0
Gl = w2 (Botfitf) = 0+@M-(+gtg) = O
C: = Jlartaa)- LB = 20+ (545 - 0
Cs = 3(0n+8m) o (Bi+2B) = (048 -3(5+43) = O
Cr = gylaa+160) - Z(B+2p) = 50410 -¢(5+5) = 0
G = glan+3zm) - 2B+ 2 = 525 (3+5) = “g0

Logo, G =C; =C, =C3=C4=0e G # 0. Portanto, segue da Defiréip (3.3), que a
ordem do Mtodol/3 de Simpso q= 4 e a constante do err® G = —1/90.

M étodo de Adams-Moulton: O Método de Adams-Moulton dado por (3.2.22)

h
Yn+2 — yn+1+1_2[_fn+8fn+1+5fn+2].

. 1
Considerou-se em (3.2.23) qug =0, By = 17 ap=-1,B1=8/12, a,=1efBr =
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5/12 assim de (3.3.28), tem-se

Co = ap+ar1+az = 0-1+1 = 0
Ci = ai+2a,— (Bo+pB1+B2) = —1+2- (—%2+1E2 132) = 0
Co = glartda) - (Bt = H1+4-1(5eg,) = 0
G = glaatsa) -5 (A+2R) = g-1+8-5(5) = 0
Cr = gilar+16m)— 5B 2P = 214105 (54 15) = 3

Logo, G =C; =C,; =C3=0e G # 0. Portanto, segue da Defiréo (3.3), que a ordem
do Método de Adams-Moultdng= 3 e a constante do erre G4 = —1/24.

Meétodo de Adams-BashforthO Método de Adams-Bashforth dado por (3.2.84)

h
Ynt2 = Yn1+ 5 [—fn+3fnpa].

51

Considerou-se em (3.2.25) qug=0, fo=—-1/2,a1=-1, 1 =3/2,0,=1e[3, =0
assim de (3.3.28), tem-se

Co = ap+ar1+a2 = 0-1+1 =0
C = a1+2a2—(Bo+ P+ Be) = —1+2- (—%+‘;’+0) = 0
Co = yilartda) - (Bt 2) = 5(-144)-1(3+0) -

G = glaatta) - (A 2R) = g-148-5(3+@0) = 5

Logo, G =C; =C, =0e G # 0. Portanto, segue da Defirég (3.3), que a ordem do
Método de Adams-Bashforéhg= 2 e a constante do erré G = 5/12.

Método3/8 de Simpson: O Método3/8 de Simpson dado por (3.2.18)

3
Y3 = Ynt éh[fn +3(fot1+ fre2) + feg

Considerou-se em (3.2.20) qae = —1, o = g a;=0,6=9/8a,=0,B3,=9/8e
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a3 =1, B3 =3/8 assim de (3.3.28), tem-se

Co = ap+ar+ax+as = —-1+0+0+1 = O,
Ci = ai1+2a2+3a3— (Bo+ Pr+ B2+ Bs) = 3- (2—84) = 0
C = %(al+4ag+9a3)—%(B1+21[32+31/33) = g_(%e) - 0
C = %(Gl+802+27a3)—%(51+2232+3233) = %7— I—é = 0
Cs = $<a1+16a2+81a3)—%(/31+23/32+33/33) = 2—31— %2 = 0
Cs = é(al+3202+243ﬂ3)_%([31‘1’2432"‘3433) = %— <%) = _8_30

Logo, G=C; =C, =C3=C4 =0e G # 0. Portanto, segue da Defirég (3.3), que a
ordem do Mtodo3/8 de Simpsore q= 4 e a constante do erré G = —3/80.

3.4 ERRO DE TRUNCAMENTO LOCAL

Agora, pode-se definir formalmente o erro de truncamental lde um Metodo Linear de
Passo Miltiplo (NEIDE, 2006).

Definicao 3.4 Define-seErro de Truncamento Local em ¥k do Método Linear de Passo
Mltiplo, definido por (3.0.1), por

k

Tk = Lly(a)ihl = Zo[ajy(m i) = hByY (xn4j)]
j=
onde ¥x) & a solu@o exata do PVI (1.1.2).

Observe que o erro de truncameatohamaddocal, pois suponha-se que nenhum erro foi
cometido anteriormente, iség imme

Yoirj = Ytj), § = 0,1,....,k—1,
e enbo © considera o erro ey k.

Pode-se mostrar que

of
Tk = |1- Bka_y(XnJrk; nik) | (Y(Xntk) — Ynak)- (3.4.29)
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ondeénik € (Ynik Y(Xnik))-

Supondo que a solég anditica y(x) tem derivadas coirtuas de ordem suficientemente
elevadas, e@b para ambos, atodos impicitos e expicitos, de (3.4.29) pode ser deduzido que

Y(Xnik) —Ynik = Corah® iy (xq) +0(heH2)

ondeqg é a ordem do Mtodo. O term@q+1hq+1y(q“) (xn) & frequentemente chamadoEeo
de Truncamento Local Principal.

Exemplo 3.6 Determine o erro de truncamento local para o®tddos de Euler, Regra do
Trapézio, Regra do Ponto &tlio, 1/3 de Simpson, Adams-Moulton, Adams-Bashfor8y&
de Simpson.

Solugdo: Seja o erro de truncamento local dado pqpr@hq“y(q“)(f), onde gé a ordem
e C é a constante do erro dos &bdos, calculados no Exemplo (3.5). Com isso o erro de
truncamento local, para:

e 0 Método de Eulecomg=1e G = 1/2 & dado por

Corth™yT(&) = Crah™yth(g)
= Ch?y'(§)
- "y
2
onde % < & < Xny1, isto€, o erro de truncamento locélda Qh?), e estee identicamente
nulo se a solugo de (1.1.2F um polidmio de grau &o excedendo 1.

e 0 Método da Regra do Trggziocom g=2e G = —1/12 & dado por
Corth® Y I (E) = Couah® ly®(g)
h3
— _l_zy//<6)

onde x < & < X, 1, iSto&, o erro de truncamento locélda Qh3), o que representa um

aperfeicoamento sobre o&bdo de Euler. Observe que o erro de truncamento lécal
exatamente o erro do &odo da Regra do Trazio, equago (3.2.11), visto que o lado

esquerdo da expreds (3.2.8)é calculada exatamente.

e 0 Método da Regra do Ponto &tliocom g=2e G = 1/3 & dado por

Cqrth® IV (&) = Cpugh®T Ly (E)
h3
= V")
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onde % < & < X, 1, iSto&, o erro de truncamento locélda Qh3).

e 0 Métodol/3 de Simpsorcom g=4e G = —1/90 & dado por

Cqrth® YD (&) = Caugh*yH(E)
h® v )
—%y ()

onde % < & < X, 1, iSto&, 0 erro de truncamento locélda Qh°).

e 0 Método de Adams-Moultonom g= 3 e G, = —1/24é dado por

Corah™ YD&) = Ca 4Ly (g)
h4

_ e
= 5 (&)

onde % < & < X1 1, iSto&, o erro de truncamento locélda Qh?*).

e 0 Método de Adams-Bashfortbom g=2e G =5/12¢& dado por

Corah™ YD&) = Cp 4?1y (g)

5h® " ’
Ty

onde x < & < X, 1, isto&, o erro de truncamento locélda Qh3).

e 0 Método3/8 de Simpsorcom g=4 e G = —3/80¢& dado por

Cor1h® @ (&) = Cqprh* YD (E)
3nd :

= —%y (€)

onde % < & < Xh.1, ISto&, o erro de truncamento locélda CIh5).

As propriedades mais importantes dostodos nuraricos para resolver problemas de valor
inicial sAo consigncia e estabilidade.

3.5 CONSISENCIA E ESTABILIDADE

Descreve-se aqui as propriedades de cansish e estabilidade dosétbdos de&k-passos.
Dado o netodo linear de passo(tiiplo (3.0.1), defina-se, inicialmente

k

. Koo
p(&) = Z)ijf’ e 1(§) = _Z)ij’,
= J:

=
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como sendo o primeiro e segundo poélmo caractestico, respectivamente (NEIDE, 2006).

Definicao 3.5 Um Método Linear de Passo tltiplo & estvel se nenhuma raiz dp(€) tem
mbdulo maior do que 1 e toda raiz conodulo 1& simples.

Exemplo 3.7 Verifique se os [@odos de Euler, Regra do Trapio, Regra do Ponto &tio,1/3
de Simpson, Adams-Moulton, Adams-Bashfo)i8de Simpsondo eséveis.

Solugao:

M étodo de Euler: Para identificar se o Mtodo de Euleé esével basta verificar se alguma
raiz dep(&) tem ndbdulo maior do que 1 e toda raiz combdulo 1& simples. Tem-se de
(3.1.2) que

Ynt1 = Yn+hfy

onde k=1, a0p0=—-1ea; = 1. Assim
k .
p() = a;é)

2,
1 .

= _%ajfj
J:

= apé®+ &t
_1EO+1£1

= &£-1

Dai
p&) =0
= ¢-1
= & =1
Logo a raiz tem radulo 1 eé simples. Portanto o Btodo de Euleé esével.
Método da Regra do Tragezio: Para identificar se o Mtodo da Regra do Trazioé eshvel
basta verificar se alguma raiz ¢ & ) tem nddulo maior do que 1 e toda raiz conddulo
1 é simples. Tem-se de (3.2.13) que

h
Ynirli = Ynt > [fn+ frea],
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ondek=1,a0p0=—-1ea; = 1. Assim
k

p(&) = ;ajfj

=
1

]: .
= &%+t
_1EO+151
= £-1
Dai
p&) =
= &-1 =
= ¢ =
Logo a raiz tem radulo 1 eé simples. Portanto o Btodo da Regra do Tragzioé esével.

M étodo da Regra do Ponto Mdio Para identificar se o Mtodo da Regra do Ponto &dioé
estivel basta verificar se alguma raiz ¢ggé) tem nddulo maior do que 1 e toda raiz
com nddulo 1&é simples. Tem-se de (3.1.5) que

Ynt2 = Yn+2h)/n+1a

ondek=2,ap0=—-1, a1 =0, ap = 1. Assim

k
pi€) = Y aé!
2%

2

- JZOO,].EJ'

= aof 4 a1 &t + &2
= —1E%+ 08t + 182
= &2-1
Dai
p§) = 0
= &_-1 =0
= & =
= ¢ = +1

Logo as razes &ém nddulo 1 e o simples. Portanto o Btodo da Regra do Ponto&dio
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€ eshvel.

Método1/3 de Simpson: Para identificar se o Mtodo1/3 Simpsore esével basta verificar
se alguma raiz d@(&) tem nddulo maior do que 1 e toda raiz conbdulo 1é simples.
Tem-se de (3.2.17) que

h
Yni2 = Yn+§[fn+4fn+1+fn+2],

ondek=2,a0=-1,a; =0, a, = 1. Assim

k

p(§) = Y a;é!
2,7

= 0080+ 18t axé?
— _1EO+051+152
= &1
Dai
p&) = 0
= §2-1 =
= & =1
= & = +1

Logo as razes &ém nbdulo 1 e &o simples. Portanto o Btodo1/3 de Simpsok esével.

M étodo de Adams-Moulton Para identificar se o Mtodo de Adams-Moultam esvel basta
verificar se alguma raiz dp (&) tem nddulo maior do que 1 e toda raiz cormbdulo 1é
simples. Tem-se de (3.2.22) que

h
Y2 = Ynr1t 12 [—fn+8fh 1+ 52

ondek=2,a0=0,a; = -1, ap = 1. Assim

& = y o
p(&) JXOGJ

= apfO4 &l +azé?
= 0801814 1&2
= ¢
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Dai
p¢) = 0
= &-& =0
= §(§-1) = 0
= =0 ou &=1

Logo as razes ém nddulo 0 e 1, e&o simples. Portanto o Btodo de Adams-Moultan
estvel.

M étodo de Adams-Bashforth Para identificar se o Mtodo de Adams-Bashforéresével basta
verificar se alguma raiz dp (&) tem nddulo maior do que 1 e toda raiz cormbdulo 1&
simples. Tem-se de (3.2.24) que

h
Ynt2 = Yny1+ > [—fn+ 3fntd]

ondek=2,a00=0,a; = -1, a, = 1. Assim

k

pé) = Y a;é!
2,7

= 0080+ a1&t+ axé?
_ OEO_1£1+1EZ
- £-¢
Dai
p(¢) = 0

= §2-¢ 0

= &(&-1) = 0

= =0 ou &=1

Logo as razes ém nddulo 0 e 1, e &0 simples. Portanto o Btodo de Adams-Bashforth
€ esavel.

Método3/8 de Simpson Para identificar se o Mtodo3/8 de Simpso@ eshvel basta verificar
se alguma raiz d@(&) tem nddulo maior do que 1 e toda raiz conbdulo 1é simples.
Tem-se de (3.2.19) que

3
Ynt3 = Ynt éh[fn +3(fat1+ fre2) + frial,
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ondek=3,a00=—-1,a;=0,a, =0eqa3z=1. Assim

k

p() = Y aél
2"
3 .
= .Zoajfl
=
= apf+ a1 &+ ax8? + a3
_1EO+051+052+153
= &-1
Dai
p¢) = 0
= &-1 = 0
= &8 = 1
1 V3 1 V3
= &=1 ou E:—§+T ou E:—§—7

Logo as razes tem dulo 1 e §io simples. Portanto o Btodo3/8 de Simpsok esével.

Definicao 3.6 Um Método Linear de Passo ltiplo & consistentese tem ordem ¢ 1.

Assim, por (3.3.28), um Ktodo Linear de PassoMiplo & consistente se e somente se

liaj -0 jiﬁi = jiiaj (3.5.30)

Exemplo 3.8 Verifique se os Ktodos de Euler, Regra do Trapio, Regra do Ponto &tlio,1/3
de Simpson, Adams-Moulton, Adams-Bashfo@8de Simpson&o consistentes.

M étodo de Euler: Para identificar se o Mtodo de Eulegé consistente, basta verificar se tem
ordem g> 1. Tem-se de (3.1.2) que

Ynt1 = Yn+hfy

ondek=1leap=-161=1 a1 =1ep;, =0. Assim de (3.5.30), tem-se

1
Sa = a0+ 0y - —1+1 =0
=

1 1 .
> jo=3 B = Ootlai—(fo+fy) = 1-(1+0) = O
= =
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Portanto, o Metodo de Euleé consistente.

M étodo da Regra do Tragezio: Para identificar se o Mtodo da Regra do Tra&zio€é consis-
tente, basta verificar se tem orden»dl. Tem-se de (3.2.13) que

h
Ynr1 = Yn+§[fn+fn+1],

ondek=1ledap=-1,Bo=1/2,a1=1eP; =1/2. Assim de (3.5.30), tem-se

1
200{,- = g+ 01 = —1+1 = 0,
j:

_ijaj__i)ﬁj = Oap+1lai— (Bo+pB) = 1-— (%Jr%) _
I= I=

Portanto, o Metodo da Regra do Tr&zioé consistente.

M étodo da Regra do Ponto Mdio Para identificar se o Mtodo da Regra do Ponto &dioé
consistente, basta verificar se tem ordem 4. Tem-se de (3.1.5) que

Yniz = Yn+2hyh. 1,

ondek=2edap=-1,60=0,a1=0,B1=2, a0, =1e [, =0. Assim de (3.5.30), tem-se

2
Z)a,- = ag+ o1+ oo = -14+0+1 = 0,
j:

2 2 :
Zoja,-—szj = Oag+1a1+20— (Bo+P1+B2) = 2—(0+240) = 0
= =

Portanto, o Metodo da Regra do Ponto@dioé consistente.

Método1/3 de Simpson: Para identificar se o Mtodo1/3 de Simpsoré consistente, basta
verificar se tem ordem g 1. Tem-se de (3.2.17) que

h
Y2 = Ynt 3 [fn+4fni1+ fapo,

ondek=2eap=-1,60=1/3,01=0,B1=4/3, a,=1eBr,=1/3. Assim de (3.5.30),
tem-se

2
Zoa,- = ag+ o1+ ap = -1+0+1 = 0,
j:

2 2 1 4 1 '
,-E_ jaj j}_ Bi 0o+ 1ai+2az2— (Bo+ B+ B) (3+3+3)



63

Portanto, o Metodol1/3 de Simpso consistente.

M étodo de Adams-Moulton Para identificar se o Mtodo de Adams-Moultoa consistente,
basta verificar se tem ordem>g1. Tem-se de (3.2.22) que

h
Ynt2 = Yns1+ 12 [— fn+8fni1+ 5fni2]

ondek=2eap=0,o=-1/12, a1 =-1, 51 =8/12, ap =1e B, =5/12. Assim de
(3.5.30), tem-se
2
Zoorj = Op+0q+ap = 0-1+1 = 0,
j:

2 2 1,8 5 '
j;]aj_j;[;] = loi+202—(Bo+Pi+B2) = 1—<—1—2+1—2+1—2) =0

Portanto, o Metodo de Adams-Moultanconsistente.

M étodo de Adams-Bashforth Para identificar se o Mtodo de Adams-Basforéhconsistente,
basta verificar se tem ordem>1. Tem-se de (3.2.25) que

h
Ynt2 = Yn+l+§[_fn+3fn+l]a

ondek=2e0p=0,Bo=-1/2,a1=-1,51=3/2, a,=1e B, =0. Assim de (3.5.30),
tem-se

2
%m = o+ 01+ 02
j=

0-1+1 — 0,

2 2 :
_%ja,-—zoﬁj = la1+20—(Po+Pr+PB2) = —1+2-— <—%+g) = 0
= =

Portanto, o Metodo de Adams-Basforéhconsistente.

Método3/8 de Simpson Para identificar se o Mtodo3/8 de Simpsoré consistente, basta
verificar se tem ordem g 1. Tem-se de (3.2.19) que

3
Ynt3 = Ynt gh[fn +3(fat1+ frr2) + Tyl

3 9 9 3 .
Ondek:3eao:—l,ﬁozé,01:0,[31:é,azzo,ﬁzzé,agzl,ﬁgzé.ASSIm
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de (3.5.30), tem-se

3
Z)aj = g+ o1+ 0y+ 03 = -1+1 = 0,
J'f

3 3 :
Zjaj—zoﬁj = loy+202+303— (Bo+Pi+Pe+Ps) = 3-3 = 0
e

Portanto, o Metodo3/8 de Simpso® consistente.

Definig&o 3.7 Se o erro de truncamento local de unétddo de k-passasCy, 1h? 1y 3D (x,),
entio se diz que o gtodoé consistente de ordem.

Exemplo 3.9 Verifiqgue a ordem de consgsicia dos seguinteséfiodos: Euler, Regra do Tr&gzio,
Regra do Ponto Mdio,1/3 de Simpson, Adams-Moulton, Adams-Bashfo}i&de Simpson.

Solugdo: Segue do Exemplo (3.5) que:

Meétodo de Euler: é consistente de ordem 1, pois-d.e G = 1/2.

Método da Regra do Tragezio: é consistente de ordem 2, poissee G = —1/12.
Método da Regra do Ponto Mdio & consistente de ordem 2, poissg e GG =1/3.
Método1/3 de Simpson: é consistente de ordem 4, pois-gt e G = —1/90.
Método de Adams-Moulton é consistente de ordem 3, poiss@e & = —1/24.

M étodo de Adams-Bashforthé& consistente de ordem 2, poiss2 e GG =5/12.

Método3/8 de Simpson é consistente de ordem 4, pois-g e G = —3/80.
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3.6 CONVERGENCIA

O resultado mais importante sobre&tddos de Passolltiplo € saber se a aplicag de um
determinado ratodo sed convergente para a soigexata do problema de valor inicial. Seja o
PVI (1.1.2), cuja solu@o exatee y(x) e seja o Mtodo Linear de PassoMiplo (3.0.1).

Por conver@ncia entende-se que os valores encontrados convergem sitggo exata do
problema, iste@, queyn, — y(X,) quandoh — 0.

Definicao 3.8 Um Método de Passo Mtiplo &€ convergentese a seguinte afirmap é ver-
dadeira: Seja {x;y) satisfazendo as condies do Teorema (1.2). Séxy & solu@o do PVI
(1.1.2), endio

lim Yn = Y(Xn),
h—0

hn=x—a(fixo)

vale para todo x [a,b] e todas as soluies y do Método de Passo Mtiplo tendo valores
iniciais y, satisfazend<;]:imoy,J =Yo, U=0,1,..., k—1.

Assim para dar uma ideia de convengia, considere a resolug de um PVI com os
seguintes comprimentos de paske: hg, 1/2hg, 1/4hg, e x— a fixo, como mostrado na Figura

(1)

T T ra
f | | h = ho
vl T

To T o T4 T4 1
| | | | | h = gho
i} T

Ip i | Ira rs Ira xrs e bl i d IR 1
: | | | | | : : | h = zho
a T

Figura 1: Convergéncia

Sejayn(h) a nota@o para o valor dg, obtido por um nétodo nungrico quando o tamanho
do passce h. Interessa, por exemplo, o valor géx) quandox = x, Figura (1), tem con-
vergéncia se a se@nciay»(ho), ya(1/2hp), ys (1/4ho) convergir para o valor dgx), ou seja,
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a verifica@o da convergncia deve ser feita nos pontos da malha. Em geral, conssdey@aso
em gueh tende continuamente a zero, igoconsidera-se=0,1;0,01;....

Antes de definir as condigs que garantem a convérgia dos Mtodos dek-passos,
analisa-se o0 seguinte: quando calcular o erro de truncanmrgl de um Mtodo dek-passos,
intuitivamente, espera-se que tal erro ocorra pela a@lacdo Metodo Linear de PassoMiplo
num passo simples, ou seja, que o erro ocorra apenaslaaadey,, pois considera-se na
aralise do erro que a solag nos pontos anterioredcscalculados exatamente. Entretanto, no
calculo deyy, n passos (aproximadament@opsusados. Portanto se o erro de truncamento local
for daO(h%*1), o erro eny, seéa

nO(h®™) = nhOo(h%) = (x, — X)O(h9).
Assim, seh — 0 comx; fixo, o erro global y(x,) — yn € daO(h),

Definicao 3.9 Um Meétodo Linear de Passo hltiplo € convergente de ordem, se o erro

yOa) —¥n = O(h9),

quando h— 0, com x, fixo.

Apresenta-se assim uma ideia intuitiva de que se @tdoé consistente de ordegrenio
ele é convergente de ordeqm Entretanto, pode-se enunciar o seguinte Teorema, o qdal po
ser provado rigorosamente.

Teorema 3.1 Um Método Linear de Passo titiplo € convergente de ordem se e somente se
é esé@vel e consistente de ordem q.

Exemplo 3.10 Verifiqgue a conver@ncia dos seguintes@tibdos: Euler, Regra do Tré&zio, Re-
gra do Ponto Mdio,1/3 de Simpson, Adams-Moulton, Adams-BashfoR}i&de Simpson.

Solugao: Para verificar se um Mtodo Linear de Passo itiplo & convergente de ordem q,
basta verificar s& esvel e consistente de ordem q. Segue dos Exemplos (3.7) g&:9
Meétodo de Euler: & convergente de ordem 1, péigsével e consistente de ordem 1.

M étodo da Regra do Tragezio: € convergente de ordem 2, p@®séavel e consistente de or-
dem 2.
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M étodo da Regra do Ponto Mdio: €& convergente de ordem 2, pé@iesavel e consistente de
ordem 2.

Método1/3 de Simpson: é convergente de ordem 4, péigsével e consistente de ordem 4.

M étodo de Adams-Moulton: & convergente de ordem 3, péiesavel e consistente de ordem
3.

M étodo de Adams-Bashforth: & convergente de ordem 2, p&ssavel e consistente de or-
dem 2.

Método3/8 de Simpson é convergente de ordem 4, péiesével e consistente de ordem 4.

Exemplo 3.11 Considere o PVI:

{y(g; Z 31' (3.6.31)

Verifiqgue que, usando o seguinté&tddo

Yniz = —3yn+4yni1— 20y, (3.6.32)

comy0)=1,y; =1,10517e h= 0,1, ndo se obtm uma boa aproxim@p da soluéo analtica
do PVI. Analise erfdto as condi§es de convegncia.

Solucao: Com intuito de verificar a aproxim@o da solu@o nunerica calcula-se inicial-
mente a solu@o analtica do PVI.

Solucdo Analitica: Observa-se que a

dy

ax ~ 7

€ uma EDO sepavel. Para resolg-la deve-se considerar dois casos:
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1° Caso Para y+# 0, tem-se

dy
&
= b R 1
yldx
= —dy = /1dx
/5
= Iny = x+C
= dV = eC
= y(x) = e
= y(x) = C&

Para encontrar o valor da constante C utiliza-se a coddignicial, y(0) = 1. Como

y(x) = Ce
= y(0) = Cé&
= 1 =2cC1’
= C =1

logo a solu@o anaitica do PVIé y(x) = €*.

2° Caso Para y= 0, tem-se, que ¥ 0 & solu@o da EDO, no entanto,ao satisfaz a condép

inicial, ou seja,

yx) =
= y(0) =
= 1 #

Portanto a solugo analtica do PVIé y(x) = €.

Solugdo Numérica: Para obter a solugo nunérica do PVI, aplica-se o Etodo dado por
(3.6.32).

Fazendo n=0em (3.6.32), tem-se

Yor2 = —3yo+4yo+1— 2hy
y2 = —3yo+4y1—2hy,

Como ¥, = yn, Segue que

= Yy = 1
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Agora, substituindoy=1, y; =1, y; = 1,10517e h= 0,1, obtm-se

Yo = —3yo+4y1—2hy,
(—=3)(1) +(4)(1,10517(-2(0,1)(1)) -
1,22068

Fazendo n=1em (3.6.32), tem-se

Yir2 = —3y1+4y1+1—2hy;
y3 = —3y1+4y>—2hy;

Como Y, = yn, Segue que
Yo = Yn

n
= Y1 =%
= y; = 1,10517

Agora, substituindoy=1,10517 y; = 1,10517 y» = 1,22068e h= 0,1, obm-se

y3 = —3yi+4y>—2hy,
(—3)(1,10517 + (4)(1,22068 (—2(0,1)(1,10517) -
— 1,34618

Fazendo n=2em (3.6.32), tem-se

Yor2 = —3y2+4y>.1—2hy,
ya = —3y2+4y3—2hy,

Como ¥, = yn, Segue que
Yo = Yn

n
= Yo = ¥
= Y, = 1,22068

Agora, substituindoy= 1,22068 Y, = 1,22068 y3 = 1,34618e h= 0,1, obm-se

ya = —3y>+4y3—2hy,
(—3)(1,22068 + (4)(1,34618(—2(0,1)(1,22068) .
= 1,47854

Analogamente, obim-se os valores parays, Y7, Vs, Yo € Yio. A partir da solu@o analtica
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Yn(Xn) = € obttm-se os valores verdadeiros, considerandoaatjuinta casa decimal

Yo(Xo) = €9 = (0,00 = &0 = 1,00000
y1(X1) g1 = y(0,1) = & = 110517
Yo(xo) = €2 = y,(0,2) = €2 = 1,22140
ys(xs) = €5 = y5(0,5 = e = 164872.
y7(x7) = € = y7(0,7 = €7 = 201375
Yo(Xo) € = (0,9 = &° = 245960
yio(Xio) = €10 = vyj(1,0) = e0 = 271828

A Tabela (6) expressa a compaéaentre alguns valores aproximadaggeyvalores ver-
dadeiros yx,), bem como o percentual de erro de aproxi@ag

Tabela 6: Método réo convergente conh =0, 1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,0 1,00000 1,00000 0,00000 0,00000
0,1 1,10517 1,10517 0,00000 0,00000
0,2 1,22068 1,22140 0,00072 0,05895
0,5 1,60638 1,64872 0,04234 2,56805
0,7 1,63634 2,01375 0,37741 18,74165
0,9 -0,74049 2,45960 3,20009 130,10611
1,0 -6,55860 2,71828 9,27688 341,27757

Fonte: Autoria Pr 6pria

Pelos valores observados na Tabela (6), percebe-se@msaobdm uma boa aproximag
nunerica da solu@o analtica do PVI, utilizando o Mtodo dado por (3.6.32). Analisa-se
enio a convergncia do Metodo. Para isso, escreve-se 0 (3.6.32) como wEtolib de
Passo Miltiplo.

Fazendo k=2 em (3.0.1) e considerandm =3, a1 = -4, 02 =1, Bp=-2,5.=0¢
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B> = 0, obtm-se

k

]ZoannJrj = hji)ﬁj fre

2

J;)GJYnH = hjiﬁj frij |

=  Ooynro+QA1yni1+2Yni2 = h(Bofaro+ Brfars+ Bafniz)
= O+ (—D¥nr1+ (Dyne2 = h((=2)fri0+(0) frpr+ (0) frp2)
= Yn+2 = —3yn+4Yn+1—2hfy

gueé o Metodo (3.6.32).

Substituindag=3, a1 =—-4,a2=1,p=—-2,1=0e B>, =0em (3.3.28), tem-se

Co = Qo+oa1+a; = 3—4+1 = 0,
C = ar+202—(Bo+p1) = —4+(2)(1)—-(-2+0) = O,
C, = %(al+2202)—1([31+21B2) = %(—4+4)—1(—2) = 2

logo, G =C; =0e G # 0. Portanto segue da Defirép (3.3) que a ordem do &odoé
g= 1e aconstante do err® G = 0. Assim de (3.5.30), tem-se

2
Zoaj = oo+ a1+ az = 3—4+1 = 0,
=

2 2 .
%Jaj—_zoﬁj = log+20—(Bo+pPi+B) = —4+2—-(-2) = O
j= j=

Portanto, o Metodoé consistente de ordem=g1. Por outro lado, ao analisar a estabili-
dade, tem-se o polémio caractetstico

k

p§) = Y a;é!
2,7

— 350_4El+152
= &2-48+3
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calculando suas rizes, tem-se

pé) = 0
= E2_484+3 = 0
= (E-1(E-3 = 0
= =3 ou ¢=1

Como uma das fiaes dep(&) tem nddulo maior que 1, segue que cekddo rio é eshvel.
Consequentemente, pela Defaog3.1) o Metodo r&io é convergente, o que explica am
aproximag@o da soluéo nuné&rica em relagéo a analtica do PVI.

Assim, tanto a consighcia como a estabilidade de unédMdo dek-passos&o importantes
para garantir a conveggcia. Cabe salientar que enquanto a comstsa controla o erro local
em cada passo a estabilidade controla a forma pela qual eepoopaga quando dimero
de passos aumenta. &h disso, quanto maior for a ordem de corgsista do netodo, mais
rapidamente olim-se a soll#p desejada.
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4 METODOS DO TIPO PREVISOR - CORRETOR

Descreve-se aqui como utilizar umétbdo Linear de PassoMiplo implicito, para deter-
minar a solugo do PVI (1.1.2).

Para os Mtodos d&-passos imptitos, em cada passo, deve-se resolveryarnaa equago

k—1 k—1
Yntk = — %annJrj +h Z)BJ fnJrj + B f (Xntk; Ynik)s (4.0.1)
= =

ondeyn,je fhyj, ] =0,1,...,k—1530 conhecidos. Sendauma fun@o rao linear eny, nao se
tem, em geral, condigs de resolver (4.0.1) em regaxay, ., x de uma forma exata. Entretanto
pode ser provado que und@ica solu@o paray, k existe e pode ser aproximada pelétodo
iterativo

k—1 k—1
yerl = _ZOGJYnH—f—h_ZOijm—j+thf(Xn+k;Yle—k)v (4.0.2)
= =

ondes=1,2,... e mantendo, fixo, yﬂk, pode ser obtido usando umétbdo Linear de
Passo Miltiplo explicito. Assim
k-1

k—1
[0] * *
Y = - E a')’n+j+h E B: fn+j.
n+k £ J & J

O metodo explcito € denominad®revisor.

Com esse valor e o @odo impicito, (4.0.2), o quaé denominaddorretor, calcula-se
1 ]2
Vot Yoo+

Indica-se por
P: aplicago do Previsor,
E: calculo def (X Yy,

C: aplicago do Corretor.
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O par Previsor CorretorRC) sei entio aplicado no modB(EC)™E, ondem & o rimero
de vezes que se calculee se aplic&. A iterag@o finaliza quando dois valores sucessivog,de
obtidos com aplicép deC, satisfazem a pre@s desejada.

Surgem naturalmente, duas gq@est vinculadas afmulas corretoras; a que contks
convergia a Hbrmula corretora; e quantas itet@s Sefio necesmias para se atingir a preais
desejada. A resposta da segunda @eedependérde muitos fatores. Contudo, a expeiia
mostra que somente uma ou duas apbescda corretoraa® suficientes, desde que a ampli-
tude do intervaloh tenha sido selecionada adequadamente. Caso se verifiquarguewl
duas corre@es r@o 0 suficientes, sarmelhor reduzir a amplitude do intervatoao inves
de prosseguir a iterap. Assim, na ptica, rao se usan > 2. A resposta primeira questo
esh contida no seguinte Teorema.

of . . of
Teorema 4.1 Se f(x;y) e v forem coninuas em x e y no intervalo fechafdob], e se- nao
se anular neste intervalo, (4.0.2) conveggidesde que h seja escolhido de modo a satisfazer

2
h< —ﬂ
ay

Prova: Pode ser encontrada em (CONTE; BOOR, 1981).

Pode-se agora definir formalmente a apla@ago paPC, no modoP(EC)™E. Calcular a
cada passo

o 'S " s gl
ik ,; Yot ,Zo i foe)

paras=0,1,....m—1,

i, = f<xn+k-y[ik>
1
yLs:k] = Zoalynﬂ +h Z}BJ fl’[lTJ + thfr[:}—k'
e finalmente,
= O Yo

Exemplo 4.1 Aplique o par PC, para resolver o PVI do Exemplo (2.1), ondeeavigor é o
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Método de Adams-Bashforth e o corre®oo Metodol1/3 de Simpson,

h
P:Vni2 = Ynt1+ 5[~ Tn+ 3],
2 (4.0.3)

h
CiVni2 = yn+§[fn+4fn+1+fn+2]a

no modo REC)E. Obtenha uma aproximag de y0,5) com h= 0,1. Use o Metodo de
Taylor de ordem 3, para obter os valores iniciais neée®ss. Resolva tan#m para h= 0,05
e compare os resultados néncos nos dois tamanhos de passo com a sa@xata do PVI.

Soluggo: Considerando quegy= 2 e, pelo Exemplo (2.1),1y= 2,0048 Assim, fazendo
n=0em (4.0.3), ol@m-se

h
Piy(zo) = y1+—[—fo+3f1]

2 01
= 2,0048+ —-[~0+3(0,0952)] -

— 20191

desde que, pelo Exemplo (2.19, = 0e f; = 0,0952 Agora,

E: f2(0) = f(xz;y(zo)) = 1(0,2;2,019)
= —2,019140,2+2
= 0,1809
Portanto
h
Ciyy = yotglfo+ati+ )
0,1)
= 2+(’T[o+4(o,0952) +0,1809 -
= 2,01872y(x;) =y(0,2)
Agora
E: fz(l) = f(xz;y(zl)) = (0,2;2,0187)
—2,0187+0,2+2
0,1813

Finalmente, fazendo & 1 em (4.0.3), ol#m-se

h
Py = Yo+ 5[ f1+3f]
— 20187+ O’—Zl[—o,0952+3(o, 1813)] »

— 20411
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desde quesf=0,0952e fz(l) =0,1813 Agora

E: féo) = f(x3;y(30)) = (0,3;2,0411)
— -2,0411+0,3+2
— 0,2589
Portanto
h
Ciyy = y1+§[f1+4fz+f§°>]

0,1
— 2,0048+ (—3) 0,0952+ 4(0,1813 +0,2589 -
= 2,0408=y(x3) =y(0,3)

De forma am@loga obém-se os valores para e . A partir dos @lculos de erro absoluto
e erro percentual ol#m-se a tabela que expressa a compaaaentre 0s valores aproximados
Yn cOm 0s valores verdadeiro$»;) calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 7: Par (Adams-Bashforth,1/3 de Simpson) no modd®(EC)E

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0048 2,0048 0,0000 0,0000
0,20 2,0187 2,0187 0,0000 0,0000
0,30 2,0408 2,0408 0,0000 0,0000
0,40 12,0702 2,0703 0,0001 0,0048
0,50 2,1064 2,1065 0,0001 0,0047

Fonte: Autoria Propria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo b 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade utiliza-se o software Maple 16.

PECE_AdamsBashforth13Simpson:=proc(xmin,xmax,N)
local i,P,E,C:
%Iobal x,y, TabelaErro:
= abs(xmax xmin)/N;
Taylor de Ordem 3

yDuasLlnhas = (a, %
subs(diff(b(a), a) yLln a(a,b),diff(yLinha(a,b(a)),a );
yTresLinhas:=(a,b
subs(diff(b(a), a) yLmha(a b),diff(yDuasLinhas(a,b( a)),a));
y[1] = y[O]+

h* yLinha(x[0],y
(h"2 y/2|r)] aSkX)gD]uags]L)mhas(x[O] y[o])+
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)éjl] = X[OTI_—A[?:IG) *yTresLinhas(x[0],y[0]):
=_yLinha(x[1].y[1]):

for i from 2 to. N do
X[i] = x[i-1]+h:
P := evalf( )
y[i-1]+
(h/2) *(L. .
gillznha(x[|-2],y[|-2])+
)
o X o
E = 2\\$glll;gyL|nha(x[l],P)).
y[i-2]+
(/3) *IEinha x[i-2],y[i-2])+
Ao yUnaGa-y 1D
0 I:E: (:: yLinha(x[i],y[i]):
end do:
end proc:

A tabela de resultados para-a 0,05 & da seguinte forma.

TabelaErro=

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soésc

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

Yy
2004481000
2018089256
039897284
069123306
2105059841

“Anal ftica”

2004837418
018730753
040818221
D70320046
206530660

“Erro Abs”

(M00356418
M00641497
(M00920937
M01196740
M01470819

nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da solu@o anaitica.

display(
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontos1,
Pontos2

2.10

2.08

2.06

2.04

2.02

2.00

0.1 02

03 04

X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

0.5

“Erro Per”
®M1777790043
M3177724414
M4512587111
M5780458931
0698218653
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Conclui-se que uma aproximag para y{0,5) com o tamanho do passo-h0,1 é2,1064
Ja para o passo b= 0,05 a aproxima@o é de2.105059841
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5 METODO GERAL EXPL ICITO DE 1-PASSO

Muitas vezes deseja-se resolver o PVI (1.1.2) usando @iodld dek-passosk > 1. E
necesario enfio obter os valores iniciais necasss, para se utilizar tal @odo, que seja o
mais preciso po$eel.

Isto pode ser feito por meio do&tbdo de Taylor de ordewy se poskel, pois nem sem-
pre existem as derivadas de ordem superiolf deu en&o pelos Mtodos de Runge-Kutta,
descritos neste C#plo, desde que ambo&® nmetodos exptitos de 1-passo. Os &fodos de
Runge-Kutta, assim como oébdo de Taylor de ordep tamkem podem ser utilizados para
determinar a sol@p do PVI parx € [a; b].

Definicao 5.1 Um método geral exptito de 1-pass@ definido pela rela&go

Ynt1=Yn = h@(Xn;yn;h). (5.0.1)

ondeg & uma fun@o que depende de ¥, e h.
5.1 ORDEM

Definicao 5.2 O metodo (5.0.1f deordemq, se ¢gé o maior inteiro tal que
yOx+h) —y(x) —hp(sy();h) = O(hdtY), (5.1.2)

onde yX) & a solu@o exata do PVI (1.1.2).
5.2 CONSISENCIA

Definicao 5.3 O método (5.0.1F consistentecom o PVI (1.1.2) se

P(xy;0) = f(xy). (5.2.3)



Exemplo 5.1 Considere o ratodo de Taylor de ordem g, dado por (2.0.4).

a) Verifigue que (2.0.4¢ um nétodo geral exptito de um passo;
b) Determine sua ordem, usando (5.1.2);

c) Verifique set consistente, usando (5.2.3).
Solucao:

a) Verifigue que (2.0.4¢ um nétodo geral exptito del-passo;

Tem-se por (2.0.4), que

2

h
Y1 = Yn+hfa+

h?_ (g-1)
Sifhte

ho-1

h
= Vel = Ynt+h|fa+= fn—f—-.--l—T n

21
= Ynri = Yn+her (Xa;yn:h)
= Ynte1—Yn = hor(xn;yn;h)

f (a-1)

80

onde se denota pagr (x;y; h), a fun@o @ do Método de Taylor calculada no pontg;y),

istoé

q—1

gricyih) = F0CY) 4t 00y) + . +hq—f<q Dxy).

21
Assim (2.0.4¢ um nétodo geral exptito de um passo.

b) Determine sua ordem, usando (5.1.2);

Substituindo (2.0.1) e (5.2.4) em (5.1.2),&htse

y(x+h) —y(x) — hfp(x y;h)

= Y(X)+hy(X)+ - >/’ X)+ .. +qu() O(h%h)
ha-1

—y(x)—h[f(x-w £y 08y) . T 1 )

= Y +hY (0 + o >/’ X+ oo YA+ O
~Y(x) [x/+ sy +hq7y< )]
= O(h%?)

Portanto o Metodo de Taylor tem ordem q.

(5.2.4)
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c) Verifique set consistente, usando (5.2.3). Tem-se

h / ha-1 1
or(xy;h) = f(X;y)+§f(x;y)+_,,+Tf(Q—)(X;y)

0 0a-1
= or(xy,0) = f(x;y)+Ef’(x;y)+...+Tf(q—1)(x;y) (5.2.5)

= or(xy;0) = f(xy)

e portanto o Metodo de Taylor que tem ordenegonsistente com o PVI (1.1.2).

5.3 CONVERGENCIA
Teorema 5.1 Seja@(x;y; h) satisfazendo as condies:
1. ¢(xy;h) & contnua em
S = {(xy;h)a<x<b;—c <y<e;0<h<hg,hg>0}

2. @(x;y;h) satisfaz a cond&o de Lipschitz em reld@p ay, istoé
(e y;h) —@(xyh)| < Lly—y,

para todos os ponto&s;y; h) e (x;y*;h) em S.

Entdo o metodo (5.0.1F convergentese e somente geconsistente.

Para todos os @todos descritos aqui, as corikg do Teorema (5.1f6 satisfeitas se
f(x;y) satisfaz as hipteses do Teorema (1.2). Para taistodos, consigénciaé condi@o

neceséria e suficiente para garantir convéngia.
5.4 METODOS DE RUNGE-KUTTA

Definicao 5.4 O método geral de Runge-Kuttde R esigiosé definido por

Yni1—Yn = h@(Xnynih)
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onde

R
pcyh) = % ok

r=1
ki = f(xy),
f(

r-1 . (5.4.6)
kl' = X+afh;y+hzbl’sk$);r:2737"'7R7
s=1
r—1
ar - Xbrs;rZZ,S,...,R
s=1

Para se obter Btodos de Runge-Kutta deve-se determinar as constentes e b,s da
Definicdo (5.4). Determina-se estas constantes comparando asagpda fungo @(x;y; h),
definida por (5.4.6), em p@hcias dén, com a fun@o ¢r (x;y; h) do Método de Taylor, (5.2.4),
no sentido de se obterétodos de determinada ordem. Observa-se a seguir comadsaer

5.4.1 Metodos de Runge-Kutta de ordem 2

Considera-se inicialmente obteretodos de Runge-Kutta de 2 &gins. Deve-se tomar
enBoR = 2, na Defini@o (5.4). Assim

o(xy;h) = ciki+ coko,

ki = f(xy),
k2 = f(X—|— azh;y+ hsz_kl),
ap = by

Portanto

ko = f(x+a2h;y+ha2f).

Desenvolvendé, em frie de Taylor em torno do ponf®;y), obm-se

h 2
(a;! ) fxx(XY)

2 ’
+ (@h)(haof) fyy) + 2 g cy) o)

ke = f(xy)+(ah)fx(xy) + (haef) fy(xy) +
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Portanto
@(xy;h)
= C1k; +coko
ayh)? aohf)?2
= cif+co|f+(azh) fx+(azhf)fy+%fxxnt(azh)zffxy+%fyy+0(h3)
(agh)?

= (c1+Co)f 4 coaph(fy+ fyf) + Co [ fuxt+2f iy + fyyF2] +O(n?),

2!

onde agrupando os termos de mesmépait deh e denotando por

tem-se
. _ (agh)? 3 548
p(xy;h) = (c1+¢)f +cpahF + 5 c2G+0(h?) - (5.4.8)

Agora pode escrever a fuaggr (x;y; h), (5.2.4), como
h / h2 " 3
gricy;h) = TOqy) + 5 T (6y) + 5 7 (xy) +O(h7)

h h?
= oy (et By F) 5 (ot 2B f o+ fyy 2+ fify + £76) +-O(h?)

Agrupando os termos semelhantes e usando (5.4. Bnpbe

2
Procyh) = £+ 0F G+ ]+ O(H) | (5.4.9)

Para determinar um@odo de 2 eséigios e ordem @xima, compara-se (5.4.8) com (5.4.9),

com isso
Ci+C =
Cay =

Resolvendo esse sistema@intse Metodos de Runge-Kutta de ordem 2, pois na Dedimic
(5.4), tem-séh(x;y; h) e portanto impe-se igualdade atermos da(h?). Alem disso, como
o sistema (5.4.10) possui 2 eqbas e 3 inbgnitas, este possui infinitas sob@s e portanto
pode-se afirmar que existem infinitoeMdos de Runge-Kutta de 2 &gitos e ordem 2.

(5.4.10)

Nl

Observe que para se obter uneétddo de Runge-Kutta de 2 agtos e ordem ¥ necesario
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gue aém de (5.4.10) tenha-se

2

20 4

A igualdade acima& pode ser satisfeita impondo severas cabetcsobre a furdp f, e

fyF

ol

_|_

olrRro| ®

fyF

portanto o existem Mtodos de Runge-Kutta de 2 &gios e ordem 3. Com isso, atribuindo
um valor para uma das constantes em (5.4.10grofde as outras duas, em fangesta. Os
Métodos de Runge-Kutta de 2-&gios e ordem 2, mais usad@obtidos tomando

1. c;=0enfoc, =1eay=1/2, portanto

Ynt1 = Ynthk, (5.4.11)

onde
ki = f(Xai¥n),
kr = f[X 1'h' }hk
2 — n+2 ,yn+2 1 9

gue & conhecido comd étodo de Euler Modificada Observe que apesar #e nao
aparecer explicitamente, ele deve ser calculado a cada.pass

2. c1 =1/2enfocy, =1/2 eap = 1, portanto

h
Yyl = yn+§(k1+k2), (5.4.12)
onde
kl = f(Xn;Yn)7

ke = f(+hyn+hk)

gueé conhecido comi étodo de Euler Melhorada

Exemplo 5.2 Aplique o Metodo de Euler Modificado, para resolver o PVI do Exemplo)(2.1
obtendo uma aproxim@p de y0,5) com h= 0,1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare
os resultados nuéricos nos dois tamanhos de passo com a sa@exata do PVI.

Solugdo Numérica: O Método de Euler Modificadé dado por (5.4.11), sendo

Vi1 = Yn+hk,



onde

ki = f(Xn;¥n),
ko = f (X + 2Ryt hig)
2 = n+§ aYn‘f'é 1
Fazendo n=0, Xp =0, yo=2e h=0,1 na equaéo (5.4.11), ol#m-se

Yor1 = Yo+hk
yi = Yo+hk

onde

ki = f(Xo:Yo)
= 1(0;2)
—2+40+2
=0

1 1
ke = f Xo+§h,)’0+§hk1)

= f(o+ :—ZL(o, 1);2+%(o, 1)(0)>

= £(0,05;2
—2+0,05+2
0,05

Portanto

Y1 = Yo+hk
2+ (0,1)(0,05)
= 240,005 '

— 2,005

Fazendon=1, x; =0,1, y; =2,005e h= 0,1 na equaéo (5.4.11), ol#m-se

Yi+1 = Yi+hk
y2 = yi+hk

85
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onde

ki = f(xyy1)
= £(0,1;2,005)
= —2,005+0,1+2
= 0,095

1 1
ky = f X1+§h,Y1+§hk1)
— o,1+%(0,1);2,005+%(0,1)(0,095))

— f(0,15;2 00975
—2,00975+ 0,15+ 2
— 0,14025

Portanto

y2 = yi+hk
2,005+ (0,1)(0,14025
2+0,014025 '

= 2,0190

Fazendo n=2, X = 0,2, y» = 2,0190e h= 0,1 na equaéo (5.4.11), ol#m-se

Yor1 = Ya+hk
y3 = y2+hk

onde
ki = f(X2;y2)
f(0,3;2,0190
—2,0190+0,3+2
— 0,1810
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1 1
ko = f —h; ~hk
2 X2+2 ,Y2+2 1)
= f O,2+%(0,1);2,0190+%(0,1)(0,1810))

= f(0,25;2 02805
—2,02805+ 0,25+ 2
— 0,22195

Portanto

y3 = Y2+hk
2,0190+ (0,1)(0,22195
2,0190+ 0,022195 '
= 2,0412

De forma amloga obém-se os resultados para ¢ . A partir dos @lculos de erro
absoluto e erro percentual ddin-se a Tabela (8) que expressa a compaoagntre 0s valores
aproximados y com os valores verdadeiro$x), calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 8: Método de Euler Modificado com h =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0050 2,0048 0,0002 0,0010
0,20 2,0190 2,0187 0,0003 0,0149
0,30 2,0412 2,0408 0,0004 0,0196
0,40 2,0709 2,0703 0,0006 0,0290
0,50 2,1072 2,1065 0,0007 0,0332

Fonte: Autoria Pr 6pria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo b 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade dos &lculos utilizou-se o software Maple 16, como pode ser olbskerv

EulerModificado:=proc(xmin,xmax,N)
local i,k1,k2:
%Iobal X,y _
= abs(xmax-xmin)/N;
for'i from 1 to N do
X[i] = x[i-1]+h:
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kl = yLinha(x )
k2 = yLinha(x 1/2 * h,y[i-1]+(1/2) * h*x k1):
ylil = evalf(y[| 1]+h 2):
end do:
end proc:
A tabela de resultados para-h 0,05 é da seguinte forma
“X[n]” “y[n]” “Anal itica”  “Erro Abs” “Erro Per”
0.100000000 04876562 204837418 M00039144 ®M01952477525
TabelaErro= | 0-200000000 218801593 218730753 ®00070840 103509135624
0.300000000 240914371 240818221 [MO0096150 @MO04711345627
0.400000000 2D70436049 270320046 MO0116003 @MO5603143351
0.500000000 2106661868 2.06530660 M00131208 @M0622862996

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soés;
nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da solué&o anaitica.

display(
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl1,
Pontos2

2.10
2.08+
2.06
2.04
2.02

2.00 T T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y0,5) com o tamanho do passo=h0,1 é2,1072
Ja para o passo b= 0,05 a aproximag@o & de2,106661868

Exemplo 5.3 Aplique o Metodo de Euler Melhorado, para resolver o PVI do Exemplo)(2.1
obtendo uma aproxim@o de y0,5) com h= 0,1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare
os resultados nuéricos nos dois tamanhos de passo com a smwnaltica do PVI.
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Solugdo Numeérica: O Método de Euler Melhorado

h
Ynr1 = Yn+§(k1+k2)a

onde

ki = f(X¥n)
ko = f(Xa+h;yn+hkp)

Fazendon=1,x =0,1, y; = 2,005e h= 0,1 na equaéo (5.4.12), ol#m-se

h
Yo = Y1+§(k1+k2),

onde

ki = f(xiy1)
f(0,1;2,005)
—2,005+0,1+2
= 0,095

ke = f(xe+hy1+hk)
f (0,14 0,1;2,005+ (0,1)(0,095))
— £(0,2;2,0145
— 0,1855

Portanto

h
y2 = y1+§(k1+k2)
— 2,005+ (0,05)(0,095+ 0,185 -
— 20190

Fazendo n=2, X, = 0,2, y» = 2,0190e h= 0,1 na equaéo (5.4.12), ol#m-se

h
Yor1 = Yo+ =(ki+ko)

y3 = Y2+§(k1+k2)
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onde

ki = f(xy2)
= £(0,2;2,0190
= -2,0190+0,24+2
= 0,1810

ke = f(xX2+hyy2+hk)
f (0,2+0,1;2,0190+ (0,1)(0,1810)
f(0,3;2,0371) '
= 0,2629

Portanto

h
y3 = Y2+§(k1+k2)
_ 2,0190+ (0,05)(0, 1810+ 0,2629 -
20412

De forma amloga obém-se os resultados para g y. A partir dos @lculos de erro ab-
soluto e erro percentual obin-se a tabela que expressa a compacwaentre os valores aproxi-
mados ) com os valores verdadeiro$x), calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 9: Método de Euler Melhorado comh =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0050 2,0048 0,0002 0,0010
0,20 2,0190 2,0187 0,0003 0,0149
0,30 2,0412 2,0408 0,0004 0,0196
0,40 2,0708 2,0703 0,0005 0,0242
0,50 2,1071 2,1065 0,0006 0,0285

Fonte: Autoria Propria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo B 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade dos &lculos utilizou-se o software Maple 16. O procedimento @n@ntado
para a resolu@o deste NMtodoé o que se segue



EulerMelhorado:=proc(xmin,xmax,N)

local ik1,k2:
%Iobal x,y, TabelaErro:
= abs(xmax-xmin)/N;
for i from 1 to. N do
XQ] = Xx[i-1]+h: ]
k := yLinha(x[i-1],y[i-1]):
k2 := yLinha(x[i-1]+h,y[i-1]+h * k1):
yli] = evalf(y[i-1]+(h/2) * (k1+k2)):
end do:
end proc:

A tabela de resultados para-h 0,05 & da seguinte forma

TabelaErra=

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

Yy
2004876562
218801593
2040914370
2070436048
206661867

“Anal itica”

D04837418
018730753
040818221
2D70320046
2106530660

“Erro Abs”

M00039144
®MO00070840
®M00096149
00116002
00131207
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“Erro Per”
(001952477525
(003509135624
(M04711296627
(05603095049
(0622858249

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soés;
nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display( )
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl1,
Pontos2

2.10

2.06
2.04+

2.02

2.00 T T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y0,5) com o tamanho do passo=h0,1&2,1071
Ja para o passo b= 0,05 a aproximago & de2,106661867
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5.4.2 Metodos de Runge-Kutta de ordem 3

Se deseja-se obteré&bdos de Runge-Kutta de 3 &gios, deve-se @am do qued foi feito
no captulo anterior, desenvolver taratn k3 em $rie de Taylor, pois os Btodos de Runge-
Kutta de 3 estgios 0 obtidos a partir de

Ynr1 = Yn+h(Ciky +Cokz +C3Ks)
onde ki e ky possuem as mesmas expieEssdo netodo de 2-eégios e,

ks = f(x+ha@;y+hb31k1+b32k2)
— f(x+hag;y+h(az— bzp) ks + bagkp)

desde ques = bsz; + b3y, Deve-se efdo agrupar os termos semelhantes e coéxfi com a
@r (x;y;h). Como pode ser observado no @afo anterior, a obterip de Metodos de Runge-
Kutta envolve manipuldies mais complexas, e assimaeomitidas. Sé dado aqui apenas
0 sistema obtido quando se compagraom @r para se obter Btodos de Runge-Kutta de 3
esfigios e ordem @xima. Assim

)
Ci+C+c3 = 1
1
Crap+Czazg = E
(5.4.13)
1
Cabzoay = 6
1
Coal+Cca = =
\ 3

gueé um sistema de 4 equiEes e 6 inbgnitas, onde se compara 0s termogpaspr ate O(h3).
Atribuindo valores a duas das vaveis obém-se as outras quatro em faoglestas. Novamente
tem-se infinitos Mtodos de Runge-Kutta de 3 &gitos e ordem 3. Tan@mn nesse casd@no se
consegue metodos de 3 edgios e ordem 4 a menos que se imponha céedigobre d.

Os Métodos de Runge-Kutta de 3 &gios e ordem 3, mais populare§osobtidos de
(5.4.13), fazendo

l.cg=1/4ec;=0.

Assim, da primeira equag, de (5.4.13), obin-sec; = 3/4. Substituindo-se na segunda
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equag@o segue que/daz = 1/2 — az = 2/3. Finalmente daltima equago, resulta que
3/2)\? 1
2 — — — —
o@+3(3) - 3

que é satisfeita para qualquer valor dg Escolhendo-se e a; = 1/3 obtemos da
terceira equedp quebzy = 2/3. Portanto

h
Ynt1 = Yn+Z(k1+3k3),OndeZ

ki = f(XnYn), (5.4.14)
1 1

ko = f Xn+§h;yn+§hkl )
2 2

ks = f Xn+§h;yn+§hk2 )

gue é conhecido com®/étodo de Heun Novamente, o term& nao parece explici-
tamente, mas deve ser calculado a cada passo, como podesseraglo no @ximo
exemplo.

Exemplo 5.4 Aplique o Metodo de Heun, para resolver o PVI do Exemplo (2.1), obtendo
uma aproximago de y0,5) com h= 0, 1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare 0s
resultados nur@ricos nos dois tamanhos de passo com a smwnaltica do PVI.

Soluggo Numérica: O Método de Heure dado por (5.4.14), sendo

h
Yni1 = Yn+Z(k1+3k3),

onde
ki = f(Xnyn),
kr = f X+}h' +1hk
2 = nt3 % 3
2 2
k3 = f Xn+§h,yn+§hk2

Fazendo n=0, Xxp =0, yo = 2e h=0,1 na equaéo (5.4.14), ol#m-se

h
Yot1 = Yo+ - (ki+3ks)

i
y1 = YO+Z(k1+3k3)

Y
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onde

1 1

ko = f —h; Zhk

2 X0+3 ,YO+3 1),
1 1

= f O+§@J%2+§@Jﬂm>’

— 0,0333

2 2
ks = f X0+§h1YO+§hk2>

2 . 2 .
= f(0+3(0.:2+3(0, 1)(0,03339)

— 0,0644
Portanto

h
yi = Yo+ Z(kl+ 3ks)

1
= 24 0’7(0,0333+ (3)(0,0644) -
— 2,00483

Fazendo agora A= 1, x; = 0,1, y; = 2,00483e h= 0,1 na equaéo (5.4.14), ol#m-se

h
yir1 = Y1+ - (ki +3kg)

h 4 g
Y2 = ylz(k1+3k3)
onde
ki = f(xgy1)
= £(0,1;2,00483 ,
0,09517
e
1 1
ke = f —h; —hk
2 m+3,w+3 Q

1 1
= f O,1+§(0,1);2,OO483+:—3(0,1)(0,09517))’

— 0,12533



Portanto

Y2

Fazendo n=2, X, = 0,2, yo = 2,01872e h= 0,1 na equaéo (5.4.14), ol#m-se

onde
e

ko =
e

ks =

2 2
f —h; —hk:
X1+ 3 Y1+ 3 2)

f o,1+§(0, 1):2, 00483+:—23(0, 1)(0, 12533) :

0,15348

h
= Y1Z(k1+3k3)
0,1
— 2,00483+ —(0,09517+ (3)(0, 15348 -
— 201872

h
Yor1 = Yo+ - (ki +3ks)

i
y3 = Y2+Zr(k1+3k3)

Y

ki = f(x2y2)
— £(0,2;2,01872 |
— 0,18128

1 1
f x4+ éh,y2+ éhkl)
1

f O,2+5(0,1);2,01872+%(0,1)(0,18128) :

0,20854

2 2
f —h; —h
X2+3 ,Y2+3 kz)

2 2
f O,2+5(0,1);2,01872+5(0,1)(0,208519> :

0,23405

95
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Portanto

h
y3 = Y2+Z(k1+3k3)
— 201872+ 071(0 18128+ (3)(0,23405) -

— 2,04081

De forma amloga obém-se os resultados para ¢ y. A partir dos @lculos de erro
absoluto e erro percentual dirin-se a tabela que expressa a compacegntre os valores
aproximados y com os valores verdadeiro$x), calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 10: Método de Heun com h =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,00000 2,00000 0,00000 0,00000
0,10 2,00483 2,00484 0,00001 0,00050
0,20 2,01872 2,01873 0,00001 0,00050
0,30 2,04081 2,04082 0,00001 0,00049
0,40 2,07031 2,07032 0,00001 0,00048
0,50 2,10652 2,10653 0,00001 0,00047

Fonte: Autoria Pr 6pria

De forma arloga, calcula-se a sol@p com o passo & 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade dos &lculos utilizou-se o software Maple 16, como pode ser olaskrv

RK3Heun:= roc(xmm xmax,N)
Iocal i,k1,k2,k3:
ﬂo al Xy
= abs(xmax-xmin)/N;
for i from 1 to N do
XQ] = x[| 1]+h:
EZ : yLmhaX|1]

= yLinha(x[i-1
[|] = Va4 (h

* h* k1):

Linha(x[i-1 *hx kzg:

JY[i-1)):
+(1/3 +(1/3
2/3 * h y 2/3
4) (k1+ *k

end
end proc:

A tabela de resultados para-h 0,05 é da seguinte forma

“X[n]” “y[n]” “Anal itica” “Erro Abs” “Erro Per”

TabelaErra=

0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

2004836928
018729866
040817016
D70318593
206529017

2004837418
018730753
040818221
D70320046
2106530660

(MO0000490
(M0O0000887
(M00001205
(M00001453
(M00001643

(M0002444088461
(0004393849941
(0005904494519
(M0007018238570
(MO00779955417
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Para melhor entendimento observa-se @fgo obtido, que apresenta as curvas das
solug@es nuraricas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo analtica.

display( )
Numerical,
NumericaZ2,
Analitica,
Pontos1,
Pontos2

2.10
2.08+
2.06

2.04

2.02

2.00 T T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y{0,5) com o tamanho do passe+0,1&2,10652
Ja para o passo b= 0,05 a aproxima@o & de2,106529017

|
. C =C3z3eay =as.
Substituindo os valores na segunda e quarta égsasegue que
2Czaz = 1 = Czaz = 1
38 = 5 383 =
(5.4.15)
1 1
2c385 = - = Cga3 =
393 3 3% = ¢

Substituindo em (5.4.15), a primeira eqaagna segunda resulta qag = 2/3 = ap.
Assimcsz = 3/8 = cp. Da primeira equéap obém-sec; =1—-2c3=1-3/4—c1=1/4.
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Finalmente, desbsza, = 1/6 segue qués, = 2/3. Portanto

h 3
Yot = Yty {k1+— (k2+k3)} ,onde:

2
ki = f(Xniyn), (5.4.16)
2 2
ko = f xn+§h;yn+§hk1 ,
2 2
ks = f xn+§h;yn+§hk2

queé conhecido comd étodo de Nystrom

Exemplo 5.5 Aplique o Metodo de Nystrom, para resolver o PVI do Exemplo (2.1), olatend
uma aproximago de y0,5) com h= 0,1. Resolva tamém para h= 0,05 e compare os resul-
tados nuraricos nos dois tamanhos de passo com a sawapaltica do PVI.

Soluggo Numérica: O Méetodo de Nystrora dado por (5.4.16), sendo

h 3
Ynel = Yn+Z[k1+—(k2+k3)] ,

2
onde
ki = f(Xa¥n),
ky = f xn+§h;yn+§hk1 ,
ks = f xn+§h;yn+§hk2

Fazendo n=0, Xp =0, yo =2 e h=0,1 na equa&o (5.4.16), ol#m-se

hl 3 1
Yor1 = YO+Z k1+§(k2+k3>
h[ 3 1
y1 = YO+Z_k1+§(k2+k3)_
onde



2 2
ko = f —h; —hk
2 X0+3 ’YO+3 1)7

3 3
— 0,06667

= f o+g(o,1);2+2(0,1)<0)>’

2 2
ks = f Xo+§h,YO+§hk2)

3 3
— 0,06223

= f o+3(0,1);2+§(o,1)(o,06667)>~

Portanto

h 3
y1 = yo+Z [k1+§(k2+k3)]
0’71 {kﬁg’(o, 6667+ 0,06223} :

— 24 .
— 2,00483

Fazendo agora B=1, x; = 0,1, y; = 2,00483e h= 0,1 na equaéo (5.4.16), ol#m-se

h[ 3 1
yisr = ity k1+§(k2+k3)

3 )
ki + = (ko +k3)

Y2 = Y1+ >

onde

ki = f(X;y1)
= f(0,1;2,00483 ,
= 0,09517

3 3

2 1
= f O,1+é(o,l);2,00483+5(0,1)(0,09517)>’

2 2
k2 = f x1+—h;y1+—hk1),

— 0,1555



Portanto

Fazendo n=2, X, = 0,2, y» = 2,01872e h= 0,1 na equaéo (5.4.16), ol#m-se

onde

ko

ks

Y2

= 2,00483+—=
,00483+ —

2 2
f —h; —h
Xl+3 1Y1+3 k2>
f o,1+§(o, 1):2, 00483+§(0, 1)(0, 155@) :
0,1547

h 3

0,1 3
’ [k1+§(0,1555+o7154n :

— 201872

h
Yo41 = Yo+ -

3 )
7 ki + = (ko +k3)

2

- a ]
ki + = (ko +k3)

Y3 = Yo+ >

ki = f(x2y2)
— £(0,2;2,01872 |
— 0,18128

2 2
f —h; —hk:
X2+3 ,y2+3 1) )

f O,2+2(0,1);2,01872+%(0,1)(0,18128> :

3
0,23586

2

f
X2+3

2
h;Y2+§hk2)

2 2
f o,2+—(0,1);2,01872+—(0,1)(0,2358@) :

3
0,232226

3

100



Portanto

Y3

201872+ 0’71 [

2

2,04081

h 3
Y2+ {kl + 5 (ko + ks)]

2
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ky + g’(o, 23586+ 0,232226 | -

De forma at@loga obém-se os resultados para § . A partir dos @lculos de erro abso-

luto e erro relativo obdm-se a tabela que expressa a compacagntre os valores aproximados

Yn com os valores verdadeiro$®y), calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 11: Método de Nystrom comh =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro relativo %
0,00 2,00000 2,00000 0,00000 0,00000
0,10 2,00483 2,00484 0,00001 0,00050
0,20 2,01872 2,01873 0,00001 0,00050
0,30 2,04081 2,04082 0,00001 0,00049
0,40 2,07031 2,07032 0,00001 0,00048
0,50 2,10652 2,10653 0,00001 0,00047

Fonte: Autoria Pr 6pria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo b 0,05. No entanto, para uma

maior agilidade dos &lculos utilizou-se o software Maple 16, como pode ser olaskerv

Nystrom:=proc(xmin,xmax,N)
local i,k1,k2,k3:

lobal x,y:

= abs(xmax-xmin)/N;
for i from 1 to. N do

en
end proc:

=

k2
k3

ylil =
0.

x[i-1]+h: )
= yLinha(x[i-1],y[i-1]):
= yLinha(x[i-1]+(2/3 * h,y[i-1]+(2/3 * hx k1
:= yLinha(x[i-1]+(2/3 * h,y[i-1]+(2/3 * hx k2
evalf(y[i-1]+(h/4) *(K1+(3/2)  *(k2+k3))):

A tabela de resultados para-h 0,05 & da seguinte forma

TabelaErra=

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

yinr
2004836928
D18729866
040817016
D70318593
206529017

“Anal itica”

2004837418
018730753
040818221
2070320046
206530660

“Erro Abs”

(00000490
@M00000887
(00001205
(00001453
(00001643

J

“Erro Per”
(0002444088461
(D0004393849941
(M0005904494519
(M0007018238570
MO00779955417
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Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soésc
nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display( )
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl,
Pontos2

2.10
2.08
2.06
2.04+

2.02+

0 0.1 02 03 04 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y{0,5) com o tamanho do passo-h0,1é&2,10652
Ja para o passo b= 0,05 a aproxima@o & de2,106529017

Exemplo 5.6 Aplique o n&étodo previsor-corretor dado por (4.0.3), onde o previsar Metodo
de Adams-Bashforth e o corretéro Metodol/3 de Simpson, para resolver o PVl do Exemplo
(2.1),

h
P:Vni2 = Yni1+ > [—fn+3fni1],

h
CiVni2 = Yn+§[fn+4fn+1+fn+2]a

no modo RPEC). Obtenha uma aproximag de y0,5) com h=0,1. Use o Metodo de Heun,
para obter os valores iniciais nece&s®s. Resolva tamém para h= 0,05 e compare os resul-
tados nuraricos nos dois tamanhos de passo com a sawxata do PVI.

Solugao: Considerando y= 2, xo = 0,2 e, pelo Exemplo (5.4.14); = 2,00483 fo=0e
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f1 =0,09517 Assim, fazendo & 0 em (4.0.3), olim-se

h
Piyz = y1+§[—fo—|—3f1]
0,1
= 2,00483+ —-[-0+3(0,09517] -
— 201911

agora,
E: % = fixoyy)=(0,2,201911

— —201911+0,242
0,18089

N

Portanto

h
Ciy) = yotglfo+afa+ £

1
= 24 @ [0-+4(0,09517 +0,18089

— 201872

De forma arloga obém-se os valores parayys € ¥. A partir dos @lculos de erro ab-
soluto e erro percentual obin-se a tabela que expressa a compacaentre os valores aproxi-
mados ) com os valores verdadeiro$y,) calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 12: Par (Adams-Bashforth,1/3 de Simpson) no modd®(EC)

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,00000 2,00000 0,00000 0,00000
0,10 2,00483 2,00484 0,00001 0,00050
0,20 2,01872 2,01873 0,00001 0,00050
0,30 2,04080 2,04082 0,00002 0,00098
0,40 2,07030 2,07032 0,00002 0,00097
0,50 2,10651 2,10653 0,00002 0,00095

Fonte: Autoria Pr opria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo b 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade utiliza-se o software Maple 16.

PEC_AdamsBashforth13Simpson:=proc(xmin,xmax,N)
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local i,P,E,C:
lobal x,y: _
abs(xmax-xmin)/N:

1
s
"

M etodo de Heun

k1 := yLinha(x[0],y 0)):
k2 := yLinha(x[0]+(1/3 * h,y[0]+(1/3 * hx k1):
k3 := yLinha(x[0]+(2/3 * h,y[0]+(2/3 * h*x k2):
y[1] := evalf%y[o +(h/4 * (K1+3 * k3)):
X[1] := x[O]+h:

= evalf(yLinha(x[1],y[1])):

I
T

for i from 2 to N do
X[i] = x[i-1]+h:
P = evalf

y[i-1]+ . R
gl/ZE)) * (-yLinha(x[i-2],y[i-2])+

) : I
(E: = g\\//g[lﬁgll-_:nha(x[l],P)).
|_
B3}« (yLinha(x[i-2].v[i-
RV i od
ylil = C: %
end do:
end proc:

A tabela de resultados para-h 0,05 € da seguinte forma

TabelaErra=

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

“y[n]” “Anal itica”

D04478538
018078214
039877300
069093598
205019523

004837418
D18730753
040818221
D70320046
2106530660

“Erro Abs”

(M00358880
(00652539
(00940921
(001226448
M01511137

“Erro Per”
M1790070341
03232422150
04610508620
05923953653
717358179

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soés;

nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display(

Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl1,
Pontos2

2.10

2.04

2.02+

2.001

0.1

02

0.‘3 014

x

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

0.5
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Conclui-se que uma aproximag para y{0,5) com o tamanho do passc-h0,1é&2,10651
Ja para o passo b= 0,05 a aproxima@o &€ de2.105019523

5.4.3 Metodos de Runge-Kutta de ordem 4

Neste caso, a compagagdep comgr, para se obter Rtodos de Runge-Kutta de 4 &gtos
e ordem naxima, fornece um sistema de 11 edieg e 13 inognitas. Cada sol@p desse
sistema define um Btodo de Runge-Kutta com ordem 4. Portanto existem infinite®lbs
de Runge-Kutta de 4 &gjios e ordem 4.

O dois metodos mais utilizados de Runge-Kutta de 4gts e ordem 420 dados por

h
Ynt1—Yn = 6[k1+2(k2+k3)+k4],

h
Y1 = Yn+6[k1—|-2(k2—|—k3)+k4],0ndei

ki = f(*iyn), : (5.4.17)
1 1

kn = f xn+§h;yn+§hk1 ,
1 1

ks = f Xn+§h;Yn+§hkz )

ki = f(Xn+h;yn+hks)

h
Ynt1—Yn = §[k1+3(k2+k3)+k4]7

h
Ynt1 = Yn+§[k1+3(k2+k3)+k4]onde:

ki = f(Xai¥n), (5.4.18)
1 1

ko = f Xn—l-éh;)/n—f—éhkl)a
2 1

ka = f(X+h;yn+hk —hko+hks).

Exemplo 5.7 Resolver o PVI do Exemplo (2.1), usando étbtlo dado por (5.4.17).

Soluggo:
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Temos quey= 2. Fazendo r=0em (5.4.17), obtemos:

h
y1 = YO+é[k1+2(k2+k3)+k4],
onde

ki = f(Xo0:Yo)
= f(—Yo+x+2)
f(—240+2)
=0

2

= f(0+ 021 2+0—21(0))

— £(0,05;2) ’
f(—2+0,05+2)
~ 0,05

1 1
ko = f(Xo+—h'YO+—hk1)

ks = f(xo+z hYO+ hkz)

(0+3

= 10+ 01, 21(0 05))
f(0,05; 2,0025) )
f(—2,0025+ 0,05+ 2)

= 0,0475

f(Xo+ h;yo+ hks)
f(0+0,1;240,1(0,0475)
f(0,1;2,0048) :
f(—2,0048+ 0,1+ 2)

— 0,0952

Portanto:

y1 = 2+ % [0+ 2(0,05+ 0,0475 +0,0952
= 2,00484=y(x;) =y(0,1).

De forma amloga obém-se os valores parayys, Y4 € . A partir dos @lculos de erro
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absoluto e erro percentual dbin-se a tabela que expressa a compacegntre os valores aprox-
imados y com os valores verdadeiro$x) calculados anteriormente.

Tabela 13: Método de Runge-Kutta de ordem 4, comh =0,1

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro relativo %
0,00 2,00000 2,00000 0,00000 0,00000
0,10 2,00484 2,00484 0,00000 0,00000
0,20 2,01873 2,01873 0,00000 0,00000
0,30 2,04082 2,04082 0,00000 0,00000
0,40 2,07032 2,07032 0,00000 0,00000
0,50 2,10653 2,10653 0,00000 0,00000

Fonte: Autoria Pr 6pria

De forma ailoga, calcula-se a sol@o com o passo B 0,05. No entanto, para uma
maior agilidade dos &lculos utilizou-se o software Maple 16, como pode ser olaskerv

RK4:=proc(xmin,xmax,N)
Iocal i, kl k2,k3, ka:

%o al
= abs(xmax xmin)/N;

for i from 1 to. N do
XQ] = X[i-1]+h:
k = yLinha(x[i-1],y[i-1]):
k2 = yLinha(x[i-1]+(1/2 y +(1/2 * hx k1):
k3 = yLinha(x[i-1]+(1/2 h,y[i- 1 1/2 * hx k2):
k4 := yLinha(x[i-1]+h,y[i-1]+h 3

g dy[i] = evalf(y[i-1]+(h/6) *(K1+2 *(k +k3)+k4)):
end do:
end proc:

A tabela de resultados para-h 0,05 & da seguinte forma

“Erro Abs”
(MO0000005

“Erro Per”
M00000249396781

“Anal ftica”
004837418

le[n]l)
0.100000000

Yy
2004837423

TabelaErro=

0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

018730762
040818233
D70320061
2106530677

018730753
040818221
D70320046
206530660

(MOO000009
(M00000012
(00000015
(MO0000017

(M00000445824684
(DO0000587999454
(DO0000724525661
(MO0000807014126

Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soés;

nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display(

Numerical,
Numerica2,

Analitica,
Pontos1,
Pontos2’
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2.10

2.08+

2.06

2.04

2.02

2.00 T T T T |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

— Solu¢@o Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Conclui-se que uma aproximag para y(0,5) com o tamanho do passc-h0,1&2,10653
Ja para o passo b= 0,05 a aproximag@o & de2.106530677

Pelo que foi visto neste Caplo a impres&o dada que se pode obter sempré&tddos de
Runge-Kutta dé&R estigios e ordenR. Entretanto, (BUTCHER, 1964), provou amexiséncia
de Métodos de Runge-Kutta de 5 @&gtos e ordem 5. &m disso, provou o seguinte resultado

Sejaq(R) a maior ordem que pode ser obtida por uétado de Runge-Kutta deestgios.
Ento

gR) = RR=1,234,
ad) = 4
a6é) = 5
q(7) = 6
a(8) 6
a(9) 7

qR)<R-2,R = 10,11,...

Na pratica os netodos de Runge-Kutta mais utilizad@»s de ordem 4.

Exemplo 5.8 Mostre que o Mtodo de Euler Melhoradé equivalente a aplicap do Metodo
previsor-corretor, onde o previsa o Metodo de Euler e o corretor o 8odo da Regra do
Trapézio, aplicados no modo(EC)E.



Solucao: Seja o par PC dado por

P:Vhi1 = Yn‘i‘hy’n
CiVni1 = Yt [y;]‘f’y,njul}

Sejaap=-1,a1=1,00=1 51 =0k=1 m=1en=0, obttm-se

k-1
0 *
Yotk T Z}aiymj = hE Bt
Yot Y AVt = hEB-*f B
n+1 % j n—H £ ] N+
1]

v agys) = npgf)
o [1J+hfu
segue que
9 = FnaaYion)
fl[o] — f(xl;y[lo])
(19 = foxuyy +hiY)
1

Fazendoag = —1, al_lﬁo_—Bl —k 1, m=1en=0, ob&em-se

1
yLsik] = = %O’Jynﬂ +h %BJ N+ +hB fr[mik
vl = gy + B +hpy

Boe(ede)
y[lll _ y([)]+ ( [1]+fH)

substituindo
vl yguh(f[lufm)
o= s (1 ey +nih)
= o 45 (18 + foorhiyg +high)

desde quex= Xp+ h. Considerando agora o &todo de Euler Melhorado

h
Vil = yn+§(k1+k2)a

109

(5.4.19)
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onde

ki = f(Xni¥n),
ke = f(Xn+hyn+hk)

Fazendo n= 0 na equa@o acima, tem-se

h
y1 = yo+§(k1+k2)7

onde
ki = f(xo0:Yo)
e
ke = f(xo+hyo+hk) ,
enéo

h
yi = Yo+ 5(f(Xo;Yo) +k2)
I h i (%0 y0))

Vi = Yo'+ 5(fH00iy0) + fHx0+ iy

Para melhor entendimento, segue o0 exemploéarigu.
Seja o par PC dado por

P:iVni1 = Yn+hy,

h , (5.4.20)
CiVnr1 = Wt > [y;ff’ym—l]

Fazendon=0, X =0,1, yop =2, h=0,1em (5.4.20), ol@m-se

P:y(lo) = Yo+hy,
= 2+0,1(-2+0+2) ,
= 2

agora,

E: f2(0) = f(xl;y(lo)) = 1(0,1;2)
= 01
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portanto

h
c:ylY = yo+§(>/o+h3/1(°))
2+@(0+0,1) -

— 2,0050

Agora

E:fY = fx;y)=(0,1;20050
— —2,005+0,1+2
— 0,095

De forma amloga obém-se os valores parayys, y4 € ¥. A partir dos @lculos de erro
absoluto e erro percentual diin-se a tabela que expressa a compacegntre os valores aprox-
imados y com os valores verdadeiro$x,) calculados no Exemplo (2.1).

Tabela 14: ParPC no modoP(EC)E

Xn Yn Valor verdadeiro Erro absoluto Erro percentual
0,00 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000
0,10 2,0050 2,0048 0,0002 0,0010
0,20 2,0190 2,0187 0,0003 0,0149
0,30 2,0412 2,0408 0,0004 0,0196
0,40 2,0708 2,0703 0,0005 0,0242
0,50 2,1071 2,1065 0,0006 0,0285

Fonte: Autoria Propria

De forma ardloga, calcula-se a sol@p com o passo$ 0,05. No entanto, para uma maior
agilidade utiliza-se o software Maple 16. Segue @tddlo implementado e seus resultados.

PECE_EulerTrapezio:=proc(xmin,xmax,N)
local I,P,E,C:
ﬁlobal X,y, TabelaErro:
= abs(xmax-xmin)/N;
for i from 1 to N do

X[l = x[i-1]+h: . ] .
P = evalf(y[i-1]+h *yLinha(x[i-1],y[i-1])):
E := yLinha(x[i],P):
o C :C=: evalf(yli-1]+(h/2) * (yLinha(x[i-1],y[i-1])+E)):
yli] := C:
do:

end
end proc:



TabelaErrao=

“x[n]”
0.100000000
0.200000000
0.300000000
0.400000000
0.500000000

Yy

2004876562
2018801593
D40914371
D70436049
206661868

“Anal ftica”

2004837418
018730753
040818221
D70320046
2106530660

A tabela de resultados para-h 0,05 & da seguinte forma

“Erro Abs”

(00039144
(M00070840
(M00096150
(M00116003
(000131208

“Erro Per”

M01952477525
(M03509135624
(M04711345627
M05603143351
(00622862996
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Para melhor entendimento observa-se afgro obtido, que apresenta as curvas das Soésc
nunericas com os passos-h0,1 e h= 0,05 e da soluéo anaitica.

display(
Numerical,
Numerica2,
Analitica,
Pontosl,
Pontos2

2.10
2.08+
2.06
2.04

2.02

0 0.1 02 03 04 0.5
X

Solugdo Numérica com h=0.1
Solugdo Numérica com h=0.05
Solugdo Analitica

Portanto o Metodo de Euler Melhoradé equivalente a aplicé&p do Metodo previsor-
corretor, onde o previsoé o Metodo de Euler e o corretor o 8odo da Regra do Trazio,
aplicados no modo fEC)E.
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6 CONCLUSAO

No estudo dos Mtodos Lineares de PassdiMplo, verificou-se a ordem, congistcia,
estabilidade e conveggcia do Metodo de Euler, Regra do Tregio, Regra do Ponto &tlio, 1/3
de Simpson, Adams-Moulton, Adams-Bashfort/i8 8le Simpson e Runge-Kutta. Concluindo
gue embora todos sejam convergentes, 0S que possuem nakior de consigincia, convergem
mais rapidamente para a sahucdesejada.

Os metodos descritos neste trabalho@htuma boa aproximag da solugo anaditica do
PVI dado, no entanto, a melhor aproxirda@btida foi por meio do Etodo de Runge-Kutta de
ordem 4, o quaé mais utilizado.

Um esfor¢co manual extremamente exceséiviecesario para resolver numericamente tais
equa@es, portanto, o ailklo computacional, oriundo deoftware Maplel6, para este estudo
foi de grande valia, tanto para o entendimento das 8ekiguanto para compagagentre os
resultados an#lcos, nungricos e gaficos.
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