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RESUMO

VENTURI, Simone. TRANSFORMADA Z. 126 f. Dissertacao — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnologica
Federal do Parana. Curitiba, 2016.

Nesse trabalho utiliza-se a transformada Z como método de resolucao de equagoes de dife-
rencas, visando modelos matematicos discretos, com o principal objetivo desenvolver um
material didatico, em lingua portuguesa, tendo em vista que grande parte das referéncias
encontradas estao em lingua inglesa. A abordagem da transformada Z tem como etapas:
definicdo da transformada Z unilateral, condi¢ao de existéncia, propriedades, transfor-
mada Z inversa, incluindo demonstragoes, exemplos e exercicios propostos. O material
proposto serve como base para o estudo da matematica discreta, direcionado a professores
e alunos na disciplina de calculo em cursos de engenharia, no estudo de processamento
de sinais e sistemas de controle de dados amostrados; aos professores do ensino basico
como curiosidade e extensao dos estudos da matematica discreta; e as demais areas que
exploram a matematica discreta tais como engenharia, economia e computacao.

Palavras-chave: Transformada Z; equacoes de diferencas; matematica discreta.



ABSTRACT

VENTURI, Simone. Z TRANSFORM. 126 f. Dissertacao — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnologica
Federal do Parana. Curitiba, 2016.

In this work the Z-transform is used to solve difference equations, aiming discrete mathe-
matical models, with the main objective to develop a courseware in Portuguese, since
most of the references are in English. The Z transformation approach has the following
steps: definition of the unilateral Z-transform, existence condition, properties and inverse
Z-transform, including demonstrations, examples and proposed exercises. The proposed
material can be used to study discrete mathematics, by teachers and students in calculus
classes for engineering courses, such as signal processing and sampled-data control sys-
tems; by High School teachers as a curiosity and further study of discrete math; and other
related areas such as as Engineering, Economics and Computing.

Keywords: Z transform; difference equations; discrete mathematics.
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1 INTRODUCAO

A resolugao de equagoes de diferengas através da transformada Z serd estudada
visando uma fundamentacao tedrica desta transformada. Tem-se como objetivo expor o
método como uma forma diferenciada na resolucao de equacoes de diferencas aplicadas
em problemas da educagao basica da Matematica que utilizem do raciocinio recursivo.
O estudo tem sua importancia tendo em vista que o tema é brevemente visto no ensino

basico, muitas vezes somente no estudo de progressoes.

As recorréncias (ou equagoes de diferengas) mostram-se como uma ferramenta
para auxiliar as resolucoes de problemas nas quais o raciocinio recursivo se faz presente,
pois além de tornar mais simples a resolucao de alguns problemas matematicos, também

pode-se encontrar solugoes gerais para os mesmos.

“Uma equacao é de natureza recursiva quando ¢ definida em fungao dela mesma
aplicada a valores anteriores. Vérias sequéncias sao determinadas por meio de uma
equacao de diferencas, isto é, pode-se determinar qualquer um de seus termos a partir
do(s) termo(s) precedente(s)”(PINHEIRO; LAZZARIN, 2015).

A seguir alguns exemplos simples de sequéncias e operacoes definidas por equagoes

de diferencas:

o A sequéncia x, = {2,4,10,28, ...} pode ser definida recursivamente como uma equa-

¢ao de diferencas dada por x,+1 = 3z, — 2, para n € N com termo inicial x¢ = 2.

o A relacao rp42 = Tp41 + T, para n € N com termos iniciais xg =0 e x1 =1 gera a
Sequéncia de Fibonacci dada por x, = {0,1,1,2,3,5,8,13,21,34...}.

o A progressao geométrica dada por x,+1 = a.x,, onde a € R é uma constante também
conhecida como razao da progressao. Assim, admitindo zyp = 1 tem-se a sequéncia

T, ={1,a,a%, a3 a*,..}.

« O fatorial de um ntmero natural n!, onde n! =n(n—1)(n—2)(n—3)...2.1, defi-

nido como uma equacao de diferencas dada por z, = nr,_1 com xg = 1, ou seja,



0! =1, para n € N. Tal equagdo fornece a sequéncia z, = {0!,1!,2!.31 4! ...} =
{1,1,2,6,24,...}.

o A equacao de diferencas x,,+1 = 3+, também conhecida como progressao aritmética

de razao 3 e primeiro termo a; = 0, gera a sequéncia {0,3,6,9,...}.

Uma equacgao de diferencas pode no entanto nao definir a sequéncia de forma
unica. Por exemplo na equacgao de diferengas z,4+1 = 3+ x, a solucao é satisfeita nao
apenas para os multiplos de 3, mas por todas as Progressoes Aritméticas de razao 3. As-
sim, para que a sequéncia (soluc¢ao) fique determinada, o conhecimento do(s) primeiro(s)

termo(s) se faz necessario.

Assim, as equagoes de diferencas tém como solucdo seqiiéncias de numeros ge-
radas de modo recursivo, através do uso de regras que relacionam um nimero com seus
antecessores. As equacoes de diferencas sao usadas para a construgao de um modelo

matematico em que o tempo ou dados variam discretamente.

A utilizacao do raciocinio recursivo, pouco usado no ensino basico, se faz impor-

tante, tendo em vista que, segundo Pinheiro e Lazzarin (2015):

Essa pratica promove algo que necessita-se muito em nossas escolas: a u-
tilizacdo da criatividade e da experimentacado na construgao de solugoes.
Além disso, valoriza o trabalho do professor de matematica que deixa
de ser mero transmissor para ser orientador na construcao de mode-
los que podem ser criados em conjunto com seus alunos (PINHEIRO;
LAZZARIN, 2015).

Contudo, deve-se notar que as equagoes de diferencas também aparecem no
ambito da engenharia, economia, computacao, entre outros. Especificamente, tais e-

quacoes estao presentes em problemas para a analise de sistemas em tempo discreto.

Conforme Jesus e Silva (2006), por ser corriqueiro na computa¢do e na ma-

tematica,

E fundamental saber trabalhar com equagoes matematicas provenientes
de recorréncias, e enfatizam: muitos algoritmos sao baseados em relagoes
recorrentes e problemas combinatorios considerados dificeis a primeira
vista, podem ser resolvidos mais facilmente quando escritos na forma de
relagoes de recorréncia (JESUS; SILVA, 2006).

O objetivo deste estudo é expor a importancia e a resolucao das equagoes de dife-

rencgas em problemas que utilizem diversas areas da matematica discreta como sequéncias



e progressoes, probabilidade, mateméatica financeira, crescimento de bactérias, padroes

geométricos, os quais podem ser estudados no ensino basico.

Segundo Grove (1991) “o impacto do computador digital, a transmissao de da-
dos digitalizados com maior precisao do que os dados continuos e o uso de tempo com-
partilhado na comunicacao tém contribuido para o interesse na teoria de dados discre-
tos”(GROVE, 1991).

Assim, a influéncia dos computadores e o desenvolvimento de campos da ma-
tematica discreta sao dois fatores que tém levado algumas entidades ligadas ao ensino a

se interessar pela inclusao de temas que utilizem a matemaética discreta na escola.

Segundo Jurkiewicz e Leventhal (2002), em um artigo intitulado Oficina de Ma-
tematica Discreta no Ensino, informam que alguns paises ja estao preocupados com o

ensino da matematica discreta. Os autores alertam que:

A National Science Fundation dos Estados Unidos patrocina um pro-
grama de desenvolvimento curricular de Matematica Discreta enquanto
o Ministério da Educacao da Franca propoe explicitamente a introducgao
do ensino de Teoria dos Grafos em certas vertentes do Ensino Médio
(JURKIEWICZ; LEVENTHAL, 2002).

Essa falta do estudo da matematica discreta no ensino basico é também descrita

nas Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio :

A maior parte dos conteidos de Matemaética do ensino médio estd vin-
culada a modelos matematicos de natureza continua. No entanto, no
decorrer do século XX, novas necessidades tecnologicas advindas da in-
troducao dos computadores — que tém uma Mateméatica Discreta no seu
funcionamento — provocaram um grande desenvolvimento dos modelos
matematicos discretos (BASICA, 2006).

Assim, com o apoio da tecnologia de computadores, a matematica discreta possui

aplicagoes para quase todas as areas de estudo.

H& muitas aplicagoes para a ciéncia da computacao e para a transmissao
de dados, assim como aplicacdes para diversas dreas como quimica,
boténica, zoologia, linguistica, geografia, negécios e internet. Modelar
com matematica discreta é uma ferramenta extremamente importante
na solucao de problemas, a qual os estudantes tém a oportunidade de
desenvolver através da constru¢do de seus prorpios modelos (ROSEN,
2010).

A matematica discreta se mostra presente em diversas areas de estudo, como

também pode ser identificada em muitos contetidos dentro da matematica.
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[...] cursos superiores de matematica que se baseiam no conteudo estu-
dado pela matematica discreta incluindo légica, teoria dos conjuntos, te-
oria dos numeros, algebra linear, algebra abstrata, analise combinatéria,
teoria dos grafos e teoria da probabilidade (a parte discreta de cada
tépico) (ROSEN, 2010).

Vistas as aplicagoes e importancia da matematica discreta em diversas areas do
conhecimento, o presente estudo busca produzir um material sobre a transformada Z
como método de resolucao de equagoes de diferencas, que possa fornecer ferramentas para
professores da educacao bésica até estudantes de cursos superiores, bem como, estimular

esses leitores a aprofundar-se e prosseguir com o estudo do tema.

A transformada Z atribuida a resolucdo de equactes de diferencas é
um tema fundamental para consolidacao de algumas habilidades como
construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais, reais
e complexos, de maneira sistematizada, facilitando assim o processo de
ensino-aprendizagem (JUNIOR, 2013).

O principal foco deste material é fornecer ferramentas para que o aluno amplie
seus conhecimentos da matematica discreta apoiado nas equagoes de diferencas, tornando
a busca por novos conhecimentos como parte integrante de seu papel, dominando o con-
ceito de equacgoes de diferencas e o método de transformada Z como caminho para sua

resolucao.

E importante destacar as diferencas e semelhancas entre equacgoes diferenciais
e equacoes de diferencas, entendendo previamente o conceito de matematica discreta e

continua, para que se possa compreender o uso da transformada Z.

Equacdes de diferencgas sao semelhantes a equagoes diferenciais. O funci-
onamento de um sistema de tempo continuo é descrito ou modelado por
um conjunto de equagoes diferenciais. Por outro lado, um sistema de
tempo discreto é descrita por um conjunto de equagoes de diferencas. O
método de transformar dados em andlise de sistemas de tempo continuo
¢é a transformacao de Laplace. De um modo semelhante, a transformagcao
utilizada na andlise de sistemas em tempo discreto é a transformada Z
(ATTAR, 2005).

Para Scheinerman (2006) essa diferenca é ilustrada da seguinte maneira:

A Matematica Continua corresponde aos relégios analégicos [...] do
ponto de vista de um reldégio analdgico, entre 12:02 pm e 12:03 pm ha
um numero infinito de diferentes tempos possiveis, na medida em que o
ponteiro dos segundos percorre o mostrador [...].

A Matematica Discreta é comparada a um relégio digital, em que ha
apenas um numero finito possivel de tempos diferentes entre 12:02 pm
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e 12:03 pm. Um relégio digital ndo reconhece fragao de segundos [...| a
transicdo de um tempo para o proximo é bem definida e sem ambigui-
dade. (SCHEINERMAN, 2006).

Ainda tem-se como comparagio entre a transformada continua (Laplace) e dis-

creta (transformada Z) as seguintes concepgoes, segundo Hsu (1995):

A transformada Z é introduzida para representar sinais de tempo dis-
creto (ou sequéncias) no dominio z, onde z é uma varidvel complexa.
A transformada de Laplace converte equacoes diferenciais em equagoes
algébricas (muitas vezes presente na modelagem de fenémenos mecani-
cos e elétricos). De um modo semelhante, a transformada Z converte
equacoes de diferencas em equagoes algébricas, simplificando assim a
andlise de sistemas discretos no tempo (presente em um principio de
controle, progressoes e sucessoes) (HSU, 1995).

Este material tem como objetivo introduzir o conceito da transformada Z como
um método de resolucao para equacoes de diferencas.

1.1 MOTIVACAO

As principais motivagoes para o presente estudo sao:

o Trabalhar com tépicos presentes no ensino béasico, como as recorréncias estudadas
em progressoes aritméticas e geométricas, incentivando que o aluno faga conjecturas

e generalizagoes de sequéncias de forma recursiva;

o Aprofundar os estudos dos métodos de resolugao de recorréncias, tema visto na dis-
ciplina de Matemética Discreta (MA12) do curso de mestrado profissional (PROF-
MAT);

o Apresentar a transformada Z como método de resolucao de equacoes de diferencas,

visto somente em alguns tépicos de Célculo em cursos de engenharia;

o Obter um material, focando a transformada Z, que seja rico em detalhes, contendo
propriedades e demonstracoes, na lingua portuguesa, ja que grande parte da bibli-

ografia encontrada sobre o tema esta escrita na lingua inglesa.
1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral do presente material é compreender a transformada Z e utiliza-

la como método de resolucao de equacoes de diferengas, em problemas contextualizados
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aplicaveis ao ensino basico e em problemas de engenharias, no estudo de anélise de controle

e sinais, e em geral a problemas de natureza recursiva.

E como objetivos especificos tem-se:

o Utilizar o pensamento recursivo para modelar problemas mateméaticos;
o Diferenciar a matematica discreta da continua dentro de suas aplicacoes;
o Compreender a transformada Z na sua definicao e propriedades;

o Entender a tabela de transformadas como uma construcao através das propriedades

da transformada Z;
o Aplicar a transformada Z inversa como prova de uma conjectura;

o Perceber a insercao de diversos temas da matematica em problemas de natureza

recursiva;

e Desenvolver o método da transformada Z para a resolucao de equacoes de diferencas.
1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Observa-se nessa introducao a diferenca entre matematica discreta e continua,
inserindo exemplos de progressoes e sequéncias, além da diferenciacao na resolucao de

equagoes diferenciais e equagoes de diferencas.

No segundo capitulo deste material tem-se a defini¢ao da transformada Z uni-
lateral e sua condi¢ao de existéncia através da regiao de convergéncia, juntamente com
as propriedades de linearidade, diferenciacdo, similaridade, translacao, convolugao, valor
inicial e valor final. Ainda nesse capitulo tem-se varios exemplos de cada propriedade
citada e exercicios propostos. Com a utilizacao das propriedades da transformada Z serd

contruida, no final desse capitulo, uma lista de transformadas elementares conhecidas.

E explorada no terceiro capitulo a transformada Z inversa, aplicada a transfor-
mada Z encontrada previamente, a qual finaliza a resolu¢ao de uma equacao de diferencas,
encontrando uma equacao somente em termos de n, sendo n um ntmero natural. Ainda
nesse capitulo serao abordados trés métodos da transformada Z inversa: fra¢oes parciais,
série de poténcias e residuos; cada método é acompanhado de exemplos. Ao final do

capitulo tem-se exercicios propostos para esta secao.
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No quarto capitulo, o qual é o foco deste material, apresenta a resolu¢ao de
equagoes de diferencas através da transformada Z, tendo além de exemplos somente
algébricos, modelos que utilizam o raciocinio recursivo aplicaveis ao ensino basico. Tais
modelos incluem modelos como torre de Handi, nimeros de Fibonacci, padroes geométri-

cos, problemas de matematica financeira, probabilidade, entre outros.

Os exemplos e notagoes expostos ao longo do trabalho tém como base principal-
mente as referéncias Attar (2005), Elaydi (2005), Poularikas (2000) e Sertéz (2004).
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2 TRANSFORMADA Z

Segundo Poularikas (2000) “a transformada Z é um poderoso método para resol-
ver equagoes de diferencas e, em geral, para representar sistemas discretos”(POULARIKAS,
2000).

As caracteristicas essenciais da transformada Z na matematica estiveram presen-
tes no inicio dos anos 1730, quando De Moivre introduziu o conceito mais geral de fungoes

geradoras para a teoria da probabilidade, segundo Elaydi (2005).

Por meio de sua utilizacao, pode-se converter uma equacao de diferencas descrita
por fungdes exponenciais, trigonométricas, constante, hiperbdlica, entre outras, em uma

funcao algébrica de uma variavel complexa z.

Z{zn}

Ln X(Z)

27X (2)}
Figura 1: Diagrama da Transformada Z e sua Inversa

Segundo Attar (2005), as transformadas na matemadtica sdo consideradas pode-

rosas ferramentas, tendo como vantagens:

Transformar equacdes de diferencas ou equacdes diferenciais em equagoes
algébricas, tornando-as de facil resolucdo; As operacoes de convolucao
envolvidas no dominio do tempo é reduzida a uma operacao de multi-
plicacdo, no dominio da transformada; As condi¢bes iniciais sdo dire-
tamente incorporadas no processo de solugdo e nao tém que ser incor-
poradas separadamente; A representacdo de um sistema em termos das
localizacGes de pélos e zeros da fungdo de transferéncia do sistema no
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plano complexo; As caracteristicas do estado transiente e estavel de um
sistema, discreto podem ser obtidos através da andlise dos pélos e zeros
do sistema.(ATTAR, 2005)

A transformada Z define como construir uma funcao a partir de uma sequéncia.
Assim cada sequéncia é transformada numa fun¢ao; isso permitira transformar equacgoes de

diferencas em equagoes algébricas que, em alguns casos, podem ser resolvidas facilmente.

Sendo z uma variavel complexa, a transformada Z de um termo da equacao de
diferencas pode nao existir para todos os valores de z. Regidao de convergéncia é o nome
dado para a regiao do plano complexo para a qual a transformada Z existe. Tal regiao é
importante para a determinacao da transformada Z inversa, a qual terd uma analise mais

detalhada na subsegao 2.2.

Uma equacao de diferencas pode ser transformada em uma equagao algébrica em
z (onde z é uma varidvel complexa) através da transformada Z, denotada por Z{z,}.
E em seguida, a transformacao inversa da presente solu¢do em z proporciona a solugao
para a equacao de diferencas com a utilizacao da transformada Z inversa denotada por
Z71{X(2)} seguido de algumas técnicas ou diretamente pela lista de transformadas Z

elementares.

Neste capitulo tem-se primeiramente a definicao de transformada Z unilateral e
uma breve discussao da regiao de convergéncia como condi¢ao para sua existéncia. Em
seguida, alguns exemplos para ilustrar a construcao da transformada Z de varias funcoes

comumente utilizadas.
2.1 DEFINIQAO DA TRANSFORMADA Z UNILATERAL

A transformada Z é um operador que converte uma sequéncia x,, em uma funcao

X(2), onde z é uma varidvel complexa.

A transformada Z de uma sequéncia x,, é definida por:

Ean} = X(2) = Y ane 1)

n=—oo

definida para todo n € Z.

E importante ressaltar que X (z) existe apenas para regides do plano complexo

em que o somatério (1) converge.

A definicao acima é chamada de transformada Z Bilateral, pois se aplica a
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sequéncias x,, bilaterais, onde n € Z.

Tem-se em (1) a defini¢do da transformada Z, porém neste material a transfor-
mada sera aplicada somente em sequéncias unilaterais. Define-se entao a transformada Z

Unilateral para sequéncias unilaterais, ou seja, para sequéncias do tipo:

p=1{...,0,0,0,20,21,22,...} = {xo,21,22,...}
com x, =0 para todo n < 0.

A transformada Z Unilateral de z,, é definida como:

Z{z,} = X(2)

= Z Tz " (2)
n=0

Tl Ty T
= zot =+t +...
z ¢z
definida para todo n € N.
A transformada unilateral, definida para todo n > 0, difere da transformada bi-
lateral em que o somatoério é analisado sobre valores nao negativos de n em x, ou em que

xnp =0 para n < 0. Em particular, para qualquer sequéncia em que x,, = 0 para n < 0, as

transformadas unilateral e bilateral serao idénticas (OPPENHEIM; WILLSKY, 1997).

Para Oppenheim e Willsky (1997) “a transformada Z unilateral é particularmente
util na andalise de sistemas especificados por equagoes de diferencas lineares, dadas as
condigbes iniciais”(OPPENHEIM; WILLSKY, 1997).

Uma sequéncia x,, admite a transformada Z unilateral se a série (2) é convergente

para pelo menos um complexo z. Tem-se mais detalhes na subsecao 2.2.
A seguir alguns exemplos simples de sequéncias e suas transformadas.
Exemplo 2.1. Seja y, a sequéncia {2,4,6,4,2,0,0,0,...} , onde y,, =0 paran >4, n € N.

A transformda de y,, detonada por Z{y,} =Y (2), é tal que:
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o0
Y(2) = Zynz_”
n=0

—o 28,2, 2, 0,0
N 2 22 3 5 6T

ST N
N 2 22 3 A

definida para todo z # 0, onde z é uma varidvel complexa (regiao de convergéncia).

Exemplo 2.2. Seja a equacao de diferencas dada por

l,sen=%k
d(n—k)=
0,sen=#k,
onde k € N.
Calculando Z{d(n—k)} tem-se:
Z{o(n—Fk)}=> dn—k)z"" = P
n=0

Assim, Z{6(n—k)} = z7*.

Exemplo 2.3. Como um caso particular da sequéncia delta, para k =0 tem-se:

1,sen=0
Ty =

0, se n #0.
Tal relagdo gera a sequéncia =, = {1,0,0,0,0,...}, cuja transformada Z{x,} é

dada por:

oo
X(z) = D> apz™"
n=0

0 0 0
= l+-+—5+—3+...
zZ z z

=1

Y

definida para todo z complexo (regiao de convergéncia).



Assim, Z{z,} = 1.
Exemplo 2.4. Considere a sequéncia de Heaviside dada por:
0,sen<k
H(n—k)=
1, sen >k,

onde k € N.

Calculando a transformada Z da sequéncia dada:

Z{H(n—k)} = ioH(n—k)z_”
k—1 00
= ;)H(n—k’)z*"—i- z_:kH(n—k)z*”

1
= 0+?+W—|—W—|—...

1 1

gerando uma progressao geométrica (PG) de primeiro termo — €razao —.
z z

Logo, pela formula da soma dos termos de uma PG:

1
2k
Z{H(n—k)} = —7
1——
2
B z
k(e —1)
definida para |z| > 1 (regido de convergéncia).
Exemplo 2.5. Considere
0,sen<0
fn -
1,sen>0

o que gera a sequéncia f, = {1,1,1,1,...}, e sua transformada Z{f,} é dada por:

18
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F(Z) - anz—n
n=0

111
= l+-+5+5+...
Z z z

gerando uma progressao geométrica (PG) de primeiro termo 1 e razao —.
z

Logo, pela formula da soma dos termos de uma PG:

F(z) = 1

definida para |z| > 1 (regido de convergéncia).
z
z—1

Este exemplo recai em um caso particular da sequéncia de Heaviside, onde k& = 0.

Portanto, Z{f,} =

Exemplo 2.6. Considere a relacao y, = a, para todon € Ne a € R, a qual gera a sequéncia

yn ={a,a,a,a,...}.

A transformada Z{y,} é explicitada como:
o0
Y(z) = > ynz™"
n=0

a a a
= a+*+*2+*3+...
z z z

o . 1
a qual corresponde a uma PG de primeiro termo a e razao r = —
z

Calculando a soma da PG:

Y(2) =

definida para |z| > 1 (regido de convergéncia).
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az

Assim, Z{y,} = T
Z p—

Exemplo 2.7. Seja f, =a", com n € N e a € R uma constante. Tal relagdo tem como

solucao a sequéncia {1,@,@2,(13, )

A transformada Z{f,} é dada por:
oo
F(Z) = Z fnz_n
n=0

- 1+24 242y
N z z2 0 T

a a\?2 a\?
= 124 (5 4 (2)
z z z
a
a qual corresponde a uma PG de primeiro termo igual a 1 e razao r = —.
z

Calculando a soma da PG:

1 z
F = =
(Z) 1_2 Z—CL,
V4

definida para |z| > |a| (regido de convergéncia).

z

Assim, a transformada Z{f,} = .
z—a

Nota-se que nos exemplos acima foi definida a condicao de existéncia das trans-
formadas conforme a regiao de convergéncia associada a cada transformada. Na proxima

subsecao tem-se exemplos indicando a regiao de convergéncia e o modo para encontra-la.

2.2 REGIAO DE CONVERGENCIA

Nesta secao se apresenta um aprofundamento no conceito de regiao de con-

vergéncia (RDC) como condigao de existéncia da transformada Z.

A transfomada Z pode nao existir para todos os valores de z. Logo a RDC serd

a regiao do plano complexo para a qual a transformada Z existe e converge.

Uma sequéncia z,, admite a transformada Z se a série (2) é convergente para pelo
menos um complexo z. A convergéncia da série de poténcias depende da distancia |z| no
plano complexo. Se a distancia for suficientemente aproximada a zero, a série converge, e

quanto maior for a distancia mais lenta sera a convergéncia, até que a partir de uma certa
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distancia a série diverge. O valor maximo da distancia |z| para o qual a série converge, é
o chamado raio de convergéncia R.

Para ilustrar a RDC associada a transformada Z tem-se primeiramente um exem-
plo de soma dos primeiros termos de uma progressao geométrica (com razao pertencente
aos nimeros reais), implicando a uma soma infinita, quando a quantidade de termos
tendem ao infinito. Em seguida uma generalizacao do caso para razao pertencente aos

nimeros complexos.

Considerando os n primeiros termos de uma progressao geométrica (PG), dado

primeiro termo a € R e razao r € R, a soma dos n primeiros termos da PG é dada por:

S, =a+ar+ar’+ar’+...+ar" L.

Multiplicando por r em ambos os lados da igualdade

rS, =ar+ar:+ar® +ar*+ .. +ar”

e subtraindo S,, — S,

Sp—1Sy = at+artar’+ard+. . far" ' —(ar+ar? +ard +art + .. +ar)

isto é,

Sp(l—=r)=a(l—1r")
e assim

a(l—r™)
1—7r

Sn —
se r# 1.
Porém, o objetivo é notar o que ocorre com a série .S,, quando n tende ao infinito.

Assim,
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quando |r| <1 (r € R), pois:

0 ,selr|<1
lim r" =

n—oo
oo, ser|>1.
Conclui-se que a soma de uma progressao geométrica, dado primeiro termo a € R

e razao r € R, converge quando |r| < 1.

O mesmo raciocinio é valido se r pertence ao conjunto dos niimeros complexos,
com a diferenga que agora |r| < 1 significa uma regiao do plano complexo ao invés de um
intervalo real. Assim a RDC para X (z) = Z{x,}, onde R ¢é o raio de convergéncia, sera

representada por |R| < 1, conforme Figura 2.

Im(z)
2 Regido de
Divergéncia
1
R

Regiao de
Convergéncia

Figura 2: Regido de convergéncia e divergéncia para |R| < 1.

Utilizando o conceito de convergéncia para progressoes geométricas visto anteri-

ormente, serda encontrada a regiao de convergéncia de alguns exemplos da transformada

Z.
Exemplo 2.8. Para z, =a", n € Nea R tem-se Z{x,} = Z{a"} = X(2).

Utilizando a defini¢do da transformada Z:

X(z) = > ad"=™"

z
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a
onde X(z) é dado por uma PG de primeiro termo igual a 1 e razao r = —. Logo,
z

1
X(z) = —5
_a
z
oz
 z—a
Dai a regiao de convergéncia de X (z) é dada por |r| = ‘a' <1, ou seja, |z| > |al,
z

onde R = |a| é o raio de convergéncia, conforme Figura 3.

@ W@\
N I\
an WaE
S\

Figura 3: RDC da forma |z| > |a|.
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Exemplo 2.9. Para x, = e, n €N e a € R tem-se Z{x,} = Z{e"} = X(2).

Utilizando a defini¢do de transformada Z e a formula da soma de uma PG:

X(z) = Y ez

a
<1, isto é, |z| > e,

z
onde R =¢e® é o raio de convergéncia. As regioes de convergéncia e divergéncia podem ser

Tem-se uma PG de razao r = —, cuja RDC é dada por
z
vistas na Figura 4.

Im(z) Im(z)
Regido de Regido de

Convergéncia Convergéncia
\ Re(z) \
a
- e 1 Re(z)
i éncia

-{<a<Ooua>1 O<a<1ouac<-1i

Figura 4: Regido de convergéncia e divergéncia para R = e“.

também é

Ainda no exemplo 2.9 tem-se que a transformada Z{e"} = —
valida para a complexo.

Em sequéncias mais complicadas, para encontrar os valores de z para os quais a
série converge, usa-se o teste da razao ou o teste da raiz. Nos proximos exemplos resol-
vidos nesta se¢ao, o desenvolvimento de tais testes serao apresentados sem as respectivas
demonstragoes, que podem ser obtidos nas referéncias (GUIDORIZZI, 2002; KAPLAN,

2003; THOMAS et al., 2012).



25

Teorema 2.10. Teste da Razdo
o
Seja a série Zan com an, > 0 para todo natural m.  Suponhamos que

n=0
) a
L= lim |2

n—oo anp,

exista, finito ou infinito. Nestas condicoes, tem-se:

o0

(a) se L <1, a série Y_ ay serd convergente.
n=0
o0
(b) se L>1 ou L =00, a sériec Y _ a, serd divergente.
n=0

(c) se L=1, o critério nada revela.

Teorema 2.11. Teste da Raiz

oo
Seja a série Zan com ap > 0 para todo natural n.  Suponhamos que

n=0
L= 7}1_>rrc>10 Ya, exista, finito ou infinito. Entdo

o0
(a) se L<1, a série Y_ ay, é convergente.
n=0

o0
(b) se L>1 ou L =00, a séric »_ ay serd divergente.
n=0

(c) se L=1, o critério nada revela.

Para que as séries sejam convergentes deve-se ter |z| > R, onde R ¢ o raio de
convergéncia para a série {z,,}. Portanto a série ird convergir absolutamente para todos
os pontos do plano complexo que estao fora do circulo de raio R, e é centrado na origem.
Assim, se R =0 entao a transformada Z de z, converge em toda regiao do plano, exceto

na origem. Se R = 0o, entao a transformada Z de z,, diverge para toda regido.

Logo, as sequéncias x,, cuja transformada Z diverge para toda regiao do plano

nao admitem a transformada Z inversa.

Exemplo 2.12. Seja z, = a", e como visto anteriormente no exemplo 2.8,
z
Z{zn}=Z{a"} =

z—a
Pode-se verificar que sua RDC é dada por |z| > |al, j& que a™ corresponde a uma
oo
a
PG de razdo —. E pelo teste da rafz a série X(z) = Z{z,} = Y _a"27" & convergente
z
n=0

pois:
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lim {/an[[z="| = lim |a]|>""] = |a||z7}| < 1.
n—o0 n—o0

Exemplo 2.13. Seja y, = a” cos(nf).

o
Para a série Y(z) = > ynz™" convergir, pelo teste da rafz,
n=0
lim {/a™cos(nf)z=" < 1.
n—oo
De fato,

lim {L/|a”cos(n0)||z_”| = lim |a||z7} <1,
n—00 n—0o0

pois lim {/cos(nf) = 1.

Para encontrar a RDC deve-se verificar o que ocorre com a série Y (z) quando n

tende ao infinito. Nota-se que

a

<1

. a\"™ 0 ,se
lim (-] =
n—oo \ z
o0, se

z

> 1.

lal

Ou seja, para ~— < 1 a série Y (z) converge. Assim, tem-se a RDC |z| > |al|, onde
z

o raio de convergéncia de Y'(z) é R = |a|, conforme Figura 5.

Im(z)

2 Regiao de
Convergéncia

1

-1
Regido de
Divergéncia

Figura 5: Regido de convergéncia e divergéncia para R = |a|.
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2.3 PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA Z

A transformada Z possui um niimero de propriedades que a torna um instrumento
extremamente util no estudo de equacdes que variam discretamente. A seguir, tem-
se algumas propriedades basicas da transformada Z, seguidas de suas demonstragoes e

exemplos.

Para demonstrar cada propriedade da transformada Z, vale lembrar, além da

defini¢ao em (2):

o0
Z{x,} = Z Tz ",
n=0

da transformada de Z{x,}, onde x,, = 1, para todo n € N, conforme exemplo 2.5:

z
Z{l}:;a

e da transformada de Z{z,}, onde x,, = a", para todo n € N, conforme exemplo 2.7:

z

Z{a"} =

z—a
2.3.1 LINEARIDADE

Teorema 2.14. Sejam a e b nimeros complexos dados, =, e y, sequéncias, e X(z) a
transformada Z de x,, Y(z) a transformada Z de y,, com os raios de convergéncia Ry e
Ry, respectivamente. Se as transformadas Z{x,} e Z{yn} existem, entdo também existe a
transformada

Z{axy, +byn} = aX(2)+0Y (z), sendo a RDC dada por |z| > maz{R1, Ra}.

Demonstracao:

Z{lavy +byn}t = Y (awy+by,)z "
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(0. o
= a Z Tz T+ b Z Ynz "
n=0

n=0

= aX(2)+0bY(2)

para todo n € N.

Exemplo 2.15. Seja y, =sen(6n), paran € Ne 6 € R, a transformada Z{sen (6n)} pode

ser encontrada utilizando a propridade de Linearidade.

E lembrando, pela férmula de Euler, que

e? = cosh +isen

e~ = cosf —isenf.

Resolvendo o sistema acima

6@'0 _’_672'9
cosf) = ———

2

e7

10 —10

e —e

senf = -

27

E sua transformada Z explicitada como:

?

Z{sen(n)} = Z {een_;_en}

— 5B -2

B 1( z z >
2 \z—ell b

z(z— e_i‘g) —z(z— em)

(z —e€) (2 —e~10)24

z(z— e~ _ o4 ew)
2i(z — ei?)(z — e—10)




29

z(—efw + 61‘9)
2i(z — ) (z — e10)

zsend
(z —ei?)(z —ei?)

zsend
22— ze= W — zeif 4

zsenf
22— 2(e7 0 +ef)+1

zsen 0
22 —2zcosf+1°

zsen 6
22 —2zcosf+1

Observando o exemplo 2.9, para z, = e a RDC ¢é dada por |z| > |e¢?]. E, de

Assim, ¢ a transformada Z{y,}.

modo semelhante, neste caso a RDC de Z{y,} é dada por:

2] > e

= |cosf+isend|

= +/cos?20+sen2d

_ Vi

Portanto, para Z{sen (6n)} a RDC é dada por |z| > 1.

Exemplo 2.16. Seja f, = sen <n27r>7 para n € N, o que gera a sequéncia

fn=1{0,1,0,—1,0,1,0,—1,...}.

Pode-se encontrar Z{f,} através da defini¢ao (2):

0 1 0 1 0
F(2) = — 4t
(2) zo+z1+z2 z3+24+

1111
I R B
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- o - 1
Tem-se entdo em (4) uma PG de primeiro termo a = — e razao r = ——.
z z

Utilizando a féormula da soma de uma PG:

z

Tl RDC é dada por |z| > 1 conforme exemplo 2.15,
z

Logo, Z {sen n27r} =

T
onde § = 5

T
Pode-se também verificar a transformada substituindo 6 = 5 ba solugao encon-

trada em (3):

™

zsen —
Z{sen <n7r)} = 27r = 22 .
2 z2—2zcos§+1 z2+1

2.3.2 DIFERENCIACAO

Teorema 2.17. Se a transformada X (z) = Z{x,} existe para |z| > R entdo a transfor-

mada Z{nx,} também eziste para |z| > R e tem-se:

Z{nx,} = —ziX(z).

Demonstracao:
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o0 z n
= =) nr,—
n=0
1 [0.9]
= —= ) nz,z "
Z n=0
1
= ——Z{nz,}
Dai,
d 1
%X(z) = —;Z{nxn}.
Ou seja,
d
Z{nx,} = _Z@X(Z)
De modo geral:
d k
Z{nFr,} = <_Zdz> Z{xn}.

Exemplo 2.18. Seja z, =n, n € N, a sequéncia dada por z,, ={0,1,2,3,4,5,...} cuja

transformada Z{z,}, utilizando a propriedade de diferenciacao, é dada por:

Z{n} = Z{n.l1}

= —z(iZ{l}
- _chz <zi1)
(z—1)—=z2 ©)
- ‘"”l (=17 ]
o —z2(z—1) 422
= e
- e

Assim Z{n} = com RDC |z| > 1.

z
(z—1)%
Exemplo 2.19. Seja y, = n? entdo a transformada Z {nz}, utilizando a propriedade de

diferenciacao, é dada por:
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Z{n?} = Z{nn}

z(z+1)
(z=1)%

Exemplo 2.20. Seja f, =na™, para a € R. A transformada Z{f,} pode ser encontrada

Logo, tem-se que Z{n?} = com RDC |z| > 1.

utilizando a propriedade de diferenciacao.

Lembrando que Z{a"} =

, a transformada Z{na"} é dada por:

z—a
Z{na"} = —ziZ{a”}
N dz

TES
N dz \z—a
B az
~ (2-a)?

az

Portanto Z{na"} = com RDC |z| > |a].

(z—a)?’
2.3.3 SIMILARIDADE

Teorema 2.21. Seja a # 0 uma constante complera, X (2) a transformada Z de x,, ¢ R

seu raio de convergéncia. Tem-se que Z{a"xy,} =X (Z>, com |z| > |a|R.
a
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Demonstracao:

o0
Z{a"zn} = Y awpz "

n=0

o0 Z—TL

o0 —n
S $a()0)
= a a
Sendo R o raio de convergéncia de Z{z,} = X (z) logo a RDC de X (z) é |z| > R.

Assim, a RDC de X (2) ¢ dada por Z‘ > R ou ainda |z| > |a|R.

a

Exemplo 2.22. Seja Z{na"} a transformada Z de na".

Lembrando que Z{n} = e utilizando a propriedade de similaridade:

(z—1)%

Z{na"} =

Portanto Z{na"} = 9% com RDC |z| > |a|, conforme exemplo 2.20 visto na
z

(z—a)?
propriedade de diferenciacao.

Exemplo 2.23. Seja Z{e*"} a transformada Z de e*".

Lembrando que Z{1} = & 7€ utilizando a propriedade de similaridade:

z —



34

Z{e™} = Z{(e")"}

Logo Z{e""} = com RDC |z| > e, conforme exemplo 2.9.

z—e¥’

Exemplo 2.24. A transformada Z{2"(n? —n)} pode ser resolvida utilizando as propri-

edades de linearidade e similaridade.

Calculando inicialmente Z{n? —n} tem-se que:

Z{n?—n} = Z{n?’}-Z{n}

z2(z+1) z

(z—1)%  (2-1)?

B 2z
(1)
Portanto,
25
G-
2
B 8z
(-2

8z

Assim, Z{2n<n2_n)} = (2—2)3’

definida para |z| > 2.
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2.3.4 TRANSLACAO

Suponha a sequéncia f, =n+1, n >0, n € N, dada por f, ={1,2,3,4,5,...} a

qual pode ser observada na Figura 6.

Figura 6: Sequéncia f,, =n+ 1.

Quando tal sequéncia é deslocada (ou transladada) para a direita tem-se f,_1

dada por

fao1=10,1,2,3,4,..}

observada na Figura 7.

N ]
X

Figura 7: f,_1 como uma translacao para direita de f,.

E ainda quando deslocada novamente para a direita tem-se f,,_o dada por

Fooo=1{0,0,1,2,3,...}

observada na Figura 8.
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n-2

Figura 8: f,_2 como uma translacao para direita de f,.
Quando estes deslocamentos ocorrem, os valores iguais a zero da sequéncia se dao
pois nas sequéncias unilaterais f, =0 para todo n < 0.

E segundo a definigdo em (2), as transformadas das sequéncias fy,, fn—1 € fn—2

sao dadas por:

Z{fu} if " 1+2—|—3—|—4+5+
= S R e a
e z 22 23 24

> . 1 2 3 4
Z{faat =2 fo1z " =0+ -+ S+ g+ g+
n—0 z ¥ ¥ z

e . 0 1 2 3
Z{fo2}=) fa2z "=04+-F+ S5+ 3+ 5+
n—0 z z z z

Denotando Z{f,} = F(z), pode-se relacionar as transformadas obtidas da se-

guinte maneira:

Z{fn—l} = Z_lz{fn} = Z_IF(Z)

Z{fp-o}=2"2Z{fa} = 2°F(2),
conjecturando que Z{f,_i} = 27 FF(2).

Voltando para a sequéncia f, e observando agora seu deslocamento (ou transla-
¢do) para a esquerda, tem-se que a sequéncia fy,41 é dada por
o1 =192,3,4,5,6,...}, observada na Figura 9.
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N )
Lo

Figura 9: f,41 como uma translagdo para esquerda de f,.

E transladando f,, novamente para a esquerda tem-se a sequéncia f, o dada por

fnt2 =13,4,5,6,7,...}, observada na Figura 10.

30

N J
X

Figura 10: f,42 como uma translacao para esquerda de f,.

Como as sequéncias sao unilaterais, observa-se que os primeiros valores deslocados

da sequéncia sao iguais a 0.

E segundo a definigdo em (2), as transformadas das sequéncias fy,, fnt1 € fni2

sao dadas por:
00 Y 9 4 '
Z{fn}:n;_ofnz :1+;+?+;+Zj+...7

o0
_ 4
Z{fat1} =3 far " =24+ gt gt

n=0
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Z{fat2} =3 fur =34ty D 0 T
= =34+ -+ S+ —=+—+....
" il z 22 2 24

E como feito anteriormente, chamando Z{ f,,} = F(z), pode-se comparar as trans-

formadas obtidas da seguinte maneira:

Z{fn+1} = 2[F(2) — foz"]

Z{fny2} = 2[F(2) — fo' = frz7"].

Tem-se uma conjectura para Z{f,.x} dada por

Z{ foir} = 2F[F(2) = (fo' + frz ™+ far 24+ froz” D).
As conjecturas obtidas das translagoes aplicadas as sequéncias serao enunciadas
e demonstradas a seguir.
Teorema 2.25. Seja X(z) a transformada Z de x,,, com raio de convergéncia R. Se a

transformada Z{x,} existe entao:

(i) Translag¢ao para Direita
Z{xp_1y=2""X(2), para |2| > R, n >k, onden €N e k € N.
(ii) Transla¢ao para Esquerda

k—1
Z{rpir} = 2"[X(2) = > wpz"", para |2| > R, k€ N.
n=0

Demonstracao:

(i) Para n € [0,00[, n € Z tem-se:

Zap=X(z) = D apz"

n=0

n=—*k n=—*k



Fazendo uma mudanca de indice em n =m — k no primeiro somatorio:

o0

~1
X(z) = Y Tz R > apz "
m—k=—k n=—Fk

00 -1
= 2k Z Tk — Z Tz .
m=0 n=—=k

-1
Como x,, = 0 para todo n < 0 o somatério Z Tpz " se anula, e entdo:
n=—*k

oo
Z{xy} = 2" S gz = Kzl i}
m=0

Portanto:
Z{xp_pt = Z{apn )2 = X(2)27F.

(ii) Para k € Z tem-se:

o0
Z{x,} = Zmnz_"
n=0

k—1 ol
= Z Tz "+ Z Tz "
n=0 n=k

Fazendo uma mudanca de indice em n = m+ k no segundo somatorio:

k—1 o0
Z{xn} = anz_n—i— Z xm+k2_(m+k)
n=0 m+-k=k

k—1 " 00
= Y @z "2 mppr ™
n=0 m=0

k—1
= > a2 "+ FRLr-A T Y
n=0

Logo,
k-1
Z{ant=> znz "+ Rz, ).
n=0

39



Ou seja,

k-1
Z{xppt = 2" (Z{xn} - z_:oxnz_”) :

40

Exemplo 2.26. Seja x, uma sequéncia dada por z, = {1,2,4,8,16,...} = 2", quer-se

encontrar a transformada de z,—2 € Tp41.

Tem-se Z{z,} = Z{2"} = X(2) =12+ 2271 +4272+ 8273+ 16271+ ... e pela

propriedade de similaridade:

E lembrando que:

k—1
Z{xpiny =2 X (2) - > zp 2T

r=0
Logo,

Exemplo 2.27. Seja y, =", yp =1 e y; = €%, tal que, para todo o € R:
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z

Z{eM =Y (2) =

z—e

n+2)

Pode-se encontrar a transformada de y,12 = e utilizando a propriedade de

translacao, da seguinte maneira:

Z{ynia} = Z{e21}

2—1
= 22Y(2)= ). yp2t "
r=0

2
_ 2 2
T A ea Y0FThIZ
= 22 c — 22 ety
z—eY
e20y
z—ed’

(n—2)

Ou ainda, encontrar a transformada de y,_s = e utilizando a propriedade

de translacao:

Z{yn—2} = Z{e*"V}

2.3.5 CONVOLUCAO

A convolugao de duas sequéncias z,, e y, é dada por (VICH, 1987):

n n
T *Yn = Z Tp—kYk = Z TkYn—k-
k=0 k=0

A seguinte propriedade mostra que a transformada da convolugao é o produto
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das transformadas.

Teorema 2.28. Sejam Z{x,} = X(2) e Z{yn} =Y (2). Se existem as transformadas Z
de x,, € yp € seus Taios de convergéncia sao, respectivamente, Ry e Rg, para |z| > Ry e

z| > Ro, entao existe a transformada Z{x, *y,} para |z| > max{ R, Ra} tal que:
R ta iste a t f da Z Ri,Ro} tal

Z{apxyn} = X(2)Y(2).

Demonstracao:
o n
Z{mn*yn} = Z Zxkynfk z "
n=0 [ k=0
o0 o0
= > T D> Ynkz "
k=0 n=k

Tomando n —k = r, tem-se:

(0.) o
Z{xp*xyn} = Zxkz_kz:yrz_r
k=0 r=0

Segundo Attar (2005) esta é a propriedade mais importante da transformada Z,
afirmando que “a convolug¢ao no dominio do tempo corresponde a multiplicacdo pontual
no plano z. Isto tem uma implicacdo na concepcao de filtros recursivos e nao recursivos

entre outras aplicagoes”(ATTAR, 2005).
2 2
EEE Quer-se encontrar f, tal que Z{f,} =

Exemplo 2.29. Seja F(z) = R
utilizando a propriedade de convolucao.

Como visto anteriormente nos exemplos 2.5 e 2.18, tem-se que:

z
z—1

{1} =

Dai,
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= z{1}2{n).

-2

(z—1)%

Logo, pela propriedade de convolugdo, Z{1xn} = Z{1}Z{n} =

Utilizando a definicdo de convolucao,

n
1xn = Z 1.k
k=0

n(n+1)
—

Logo,

A e

CL22

Exemplo 2.30. Seja Y(Z) = m

Quer-se encontrar y, tal que Z{y,} =

CLZZ

(z=1)(z—a)

Como visto anteriormente nos exemplos 2.6 e 2.7, tem-se que:

Z{a} =

az

z—1

Z{a"} = G-

Dai,



CLZ2

(z—1)(z—a)

az z

z2—12—a

= Z{a}Z{a"}.
Logo, pela propriedade de convolugao, Z{ax*a"} = Z{a}Z{a"} =Y (2).

Utilizando a defini¢cao de convolugao,

n
axa® = Za.ak
k=0

Logo,

Z{a(l—a"+1) } - az?

l—a z—1)(z—a)
2.3.6 VALOR INICIAL

Teorema 2.31. Se a transformada Z{x,} = X(z) existe para |z| > R entdo:

Higy, X(2) =20 = limy .

Demonstracao:

o¢]
. o _n
Jm X(2) =l 3, @nz

. X X T
= lim <$0+1+§—|—§—|—...>
Z—r00 z z z
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. . ] . o . x3
= lim 29+ lim —+ lim —+ lim — +...
200 2¥00 gz 2900 2 25500 23

= 20+0+04+0+...
= xo

= lim x,,.
n—0

Exemplo 2.32. Seja f, = 1 uma sequéncia dada por f,, ={1,1,1,1,...}. Como visto no

exemplo 2.5, sua transformada é dada por:

E pela propriedade do Valor Inicial pode-se verificar que o primeiro termo da

sequéncia ¢ dado por:

o=t o

ou,

fo=1lim f,=1lim1=1.
n—0 n—0

Exemplo 2.33. Seja x,, =n uma sequéncia, vista no exemplo 2.18, cuja transformada é

z
dada por X(z2) = —=.
Pode-se verificar, pela propriedade do Valor Inicial, que seu termo inicial é dado
por:
) z
o=l gy =0
ou,

rg = lim x, = limn = 0.
n— n—0

z

Exemplo 2.34. Seja f, = e*" e sua transformada é dada por Z{e®"} = F(z) =

z—ed’

como visto no exemplo 2.23.

Pela propriedade do Valor Inicial pode-se verificar o termo inicial:
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2:1

ou,

fo=lim f,, = lim e*" = 1.
n—0 n—0
2.3.7 VALOR FINAL

Teorema 2.35. Se a transformada Z{x,} = X (2) eziste para |z| > R, e se Aim z, existe,

entao:
Jim 2, = ;1_>ml(z — 1) X(2).
Demonstracao:
oo
Z{an}=> w2 " =X(2).
n=0
Pela propriedade Translacao para Esquerda vista anteriormente:
Z{xpi1} =2X(2) — zxo.
E pela propriedade de Linearidade:
Z{axps1 —xn} =2X(2) — zx0 — X(2).
Assim, aplicando o conceito de limite em ambas as partes da igualdade:
Hm (2 {1 — 0] = lim[2X(2) — 220 — X (2)]
o0
;1_% nZ::O(:EnH —xp)z "= ?_}n{(z —-1)X(2)— ;1_% 2x0.
o0
nz::oxnﬂ — Iy = ;E(z —1)X(2) — xo.
(1 —x0)+ (w2 — 1)+ (23 —22) +... + (T —Tp—1)+... = lim (2 — 1) X (2) — xo.

z—1

—zo+ lim z, = ;1_%(2 —1)X(z) — xo.

Jim z, = ;1_>rri(z —1)X(z).

Logo lim x, = ;1_%(2 —1)X(z), o que conclui a prova.
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z

1 n
Exemplo 2.36. Seja f, = <2> e sua transformada dada por F(z) =
Z [
2

Pela propriedade do valor final pode-se verificar que:

1 n
lim (z — 1)i1 =0= lim (2> :

z—1 Z_f

ou seja, o valor final da sequéncia tende a ser 0.

Encontra-se no Apéndice A um resumo das propriedades vistas anteriormente. E
com base nessas propriedades e exemplos abordados anteriormente tem-se alguns pares

de transformadas mais frequentes - incluindo generalizagoes - no Apéndice B.

2.4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

A seguir exemplos da aplicacdo da transformada Z utilizando sua definicao e

propriedades. O objetivo é converter uma expressao com variavel n (n natural) para uma

expressao algébrica com variavel z (z complexo) utilizando a transformada Z.

Exemplo 2.37. Seja x, = (n—1)a" "2, a € R, calcule Z{(n —1)a" ?}.

Resolucao:

Manipulando a expressao em n:
Z{(n—1)a""2 = Z2{na" % —a"?} = Z{a"*(na" — a")}.
Pela propriedade de Linearidade,

Z{(n—1)a""?} =a " %(Z{na"} — Z{a"}).

Pela propriedade de Similaridade,

R S S

Pela propriedade de Diferenciacao,
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e (=
Logo,
Z{(n-1)a"?} = a *(2{nd"} - Z{a"})

= <(ziza)2 - zja>

az—z(z—a)
a?(z—a)?

az—22+az

“a2(z—a)?
_ w2
= 2G—ar
Portanto, Z{(n — l)an—Q} _ 2612’7—22
’ — az(z_a)2.

Exemplo 2.38. Seja y, = a"senfn, 0 € R, calcule Z{a"senfn}.
Resolucao:
Como visto anteriormente na propriedade de Linearidade,

zsen 0

Zisenfn} = 22—2zcos80+1

Pela propriedade Similaridade,

z
—send

Z{a"senOn} = 12

(*)2—250089—{—1'
a a

Multiplicando por a?,

Z{a"senfn} = azsen

22 —2azcosf+a?
Exemplo 2.39. Calcule Z{f,} onde f, = cosh(fn).

Resolucao:
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65%—6’

B
Lembrando que cosh 8 = 5 dai, Z{coshpn} =2 {

P =P
5 .

Pela propriedade de Linearidade,

efn 4 e—hBn
z {*2} _ ;(Z{eﬂn} +2{e ).

Observando Z{e’"} e utilizando a definicio em (2):

o0
Z{efry = Zeﬂnz_"
n=0

B 28 3B
= l+—+—5+—

+....
z 22 23

B

. . ~ € . p

Ou seja, tem-se uma PG de primeiro termo a =1 e razao r = —, cuja soma ¢
z

dada por:

Z{fry=

2
_ B
3 —Z_eﬁ,|z|>e .

1— —
z

E do mesmo modo para Z{e 7"} tem-se:

Z{e "} = 2| > e 7.

2
z—e B’

Logo,
Z{coshpn} = ;(2{65”}4-2{6—%})

ST
2\ z—ef  z—e B

S

1
2
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Zr—2
2

-B B
22 -2z <€2+6> +1

22— zcosh B
22—2zcoshfB+1°

22— zcosh B
22 —2zcoshff+1’

Exemplo 2.40. Calcule Z{y, —4yn—1}.

Portanto Z{cosh fn} = 2| > max{e” e "}.

Resolucao:

Pela propriedade de Linearidade,

Z{yn—4yn—1} = Z{yn} —4Z{yn-1}.

Pela defini¢ao e propriedade de Translacao para Direita,

Z{yn} —4Z{yn1} =Y (2) =427 X (2) = X (2)[1 —4=7"].
Portanto,
Z{yn —Ayn1} = X (2)[1 —4271).
Exemplo 2.41. Calcule Z{e=2(""2)z, ,}.
Resolucao:
Pela propriedade de Linearidade,
Z{e 2 g, o) =e'Z{e P, o).

Pela propriedade de Translagao para Direita,

Z{xp o} = 272X (2).

Chamando 272X (z) = A(2) e pela propriedade de Similaridade,



Z{e Mg, o) = A( : )

Logo,

Z{e 22y, o} = e*Z{e Pz, o}

Portanto,

Z{e—Q(n—2)$n72} _
Exemplo 2.42. Calcule Z{3(n—1)f,—1}.
Resolucao:

Pela propriedade de Linearidade,

Z{B8(n—Dfnat = 3Z{(n—1)fn1}

= 3(Z{nfn-1}—Z{fn-1}).

Pela propriedade de Translacao para Direita,

Z{fo_1} =2"1F(2).

Pela propriedade de Diferenciacao,

51



Z{nfn—l} = _Z%Z{fn—l}
d. _
=~ [7F()
F(z 1d
= | e
_ F(z) d
= — k)
Logo,
2{3(n_1)fn—1} = 3<Z{nfn—1}_z{fn—l})
d
= B%F(z).
Portanto,

(3800~ 1) a1} = 3-CF(2)

Exemplo 2.43. Calcule Z{a" ?x,41}, 10 =1, a €R.
Resolucao:

Pela propriedade de Linearidade,

Z{a" Pz, 1} = a*Z{a"zp1).

Pela propriedade de Translag¢ao para Esquerda,

1-1
Z{ap}=2X(2) =Y 227 = 2X(2) —woz’.
r=0

Chamando A(z) = 2X (z) — 79z! e pela propriedade de Similaridade,

52



z

Z{a"rp1} = A()

a
- ix(3) i
a \a/ a
)]
a a
Logo,
Z{a" 1,1} = a*Z{a"rpi1}

- e [x()-w)

Substituindo xg = 1 e simplificando,

Z{a" Pz} = az [X (Z> — 1} .
a
Exemplo 2.44. Calcule Z{2n —y, +3e™"}.
Resolugao:

Pela propriedade de Linearidade,

Z{2n—yp+3e "} =2Z{n} - Z{y,} +3Z{e "}

Pela propriedade de Diferenciacao,

Z{n} = Z{n.l}

Seja Z{1} = :

1= A(z) e pela propriedade de Similaridade,
Z J—

53
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_ z
2 = A(S)
= A(ze)
_ ze
 ze—1
Logo,
Z{2n—yn+3e "} = 2Z{n}—Z{y,}+3Z{e "}
z ze
= 2——-Y 3 .
(2—1)2 (2)+ ze—1
Portanto,
2z 3ze
Z{2n — = -Y .
{2n—y, +3e "} o1 (z)+ze_1

2.5 EXERCICIOS PROPOSTOS
A seguir exercicios propostos em relagao a definicao e propriedades da Transfor-
mada Z, e regiao de convergéncia. Pode-se utilizar a lista de transformadas elementares,

Apéndice B, como auxilio.

2 n
1. Seja y, = (—3) . Calcule Z{y,} =Y (2) e encontre a Regido de Convergéncia.

2
Resposta: Z{y,} = : 5 ¢ RDC em |2| > 3

Z—Fg

2. Seja {z,} uma sequéncia definida por z,, = ne~*", determine:

() Z{ne~""};
(b) A RDC de X(z) = Z{x,}.

642

Respostas: (a) X(2) = 3

(b) RDC em |z| > [e74|.
3. Seja {fn} uma sequéncia definida por f, =1—(—5)", determine:

(@) Z{1- (-5}



(b) A RDC de F(z)=Z{fn}.

6
Respostas: (a) Z{fn} = (2_1)'(2_’_5); (b) RDC em |z| > 1.
4. Mostrar que:
~ z(z—cosf)
(@) Z{eos(Bm)} = -5 e > 1
zsenha

(b) Z{senh(an)} = 22 —92zcosha+1

Dica: Utilizar a férmula de Euler.

, |2] > max{e®,e”“}.

95

5. Sendo w;, = 2+ 3e72" calcule X (2) = Z{2+3e~?"}. Em seguida encontre a RDC

de X (z) e represente geometricamente.
3e? 2

R tas: Z =
espostas: Z{xy} Z(eQ,z—l g

6. Seja y, = cos <7127r)7 determine:

(a) Y(2)=2 {COS <n27r> };

+ );RDC em |z| > 1.

(b) Represente algebricamente e geometricamente a regido de convergéncia de

Y(z).

2
z

Respostas: (a) Z{yn} = PN (b) RDC em |z| > 1.
7. Calcule as transformadas a seguir, identificando a RDC.

(a) Z{e “sen (an)}.

—a.—1

e “z 'sen «

Respostas: ; RDC em |2]| > [e™?].

1—2e 9z lcosau+e—2az=2’
(b) Z{3"sen (2n)}.

Jzsen 2
Respostas: 62005240 RDC em |z| > 3.

8. Calcular:

(a) Z{2e7"+3e" 051}

3y/ez N 2ez
Vez—1 ez—1
(b) Z{5(0,8)" —4(1,1)"}.

52(10z —23)
5022 — 952444
(¢) Z{nsen(2n)}.

z(2? —1)sen 2
(22 —2zc0s2+1)%

Resposta:

Resposta:

Resposta:



(d) 2{2"(n*—n)}.

8z
Resposta: m
(e) Z{2n—3(n—1)zp_1}.

2z
13
-1z

Resposta:

d
iX(z)

56
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3 TRANSFORMADA Z INVERSA

A transformada Z inversa é definida pela expressio Z71{X(z)} = z,, ¢ existe
quando a série Z{z,} = X (2) é convergente. A transformada Z~! pode ser obtida através
da lista de transformadas elementares conhecidas, Apéndice B. Nesse caso, a transformada
Z deve estar de maneira imediatamente reconhecivel na tabela. Porém, é bastante fre-
quente a funcao em questao nao aparecer disponivel nas tabelas de transformada Z, neste
caso, pode-se utilizar alguns métodos para escrever X (z) em termos de fungoes simples

de z para as quais a transformada Z inversa é conhecida.

A seguir trés métodos para obter a transformada Z Inversa:

o Série de Poténcias
o Fracoes Parcias

e Residuos
3.1 METODO DE SERIE DE POTENCIAS

Neste método, obtém-se a transformada Z inversa com uma simples expansao
de X (z) em séries de poténcias infinitas em 2z~ na RDC. Assim, X (z) = i Tz " para
2| > R. i

9(2)

Se X(z) estd na forma de uma fragao racional X (z) = ) onde g(z) e h(z) sao

polindémios em z, basta dividir g(z) por h(z) para obter a série de poténcias de X (z) em

21

“Entretanto, neste método é dificil encontrar uma férmula fechada para a ex-
pansio da série X (z), mas quando é possivel fazé-lo este método funciona bem”(SERTOZ,
2004).

z2(z+1)

Exemplo 3.1. Seja X (2) = Goz
Z —

Quer-se encontrar a transformada inversa Z~1{ X (z)}.
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Dividindo o polindémio 22+ z por 22 —2z+ 1 sucessivas vezes:

224z |22 —22+1
224221 14327 4522472734+ ..
3z—1
—324+6-32""
5—3z71

—5+4+10z"1 —5272

Tz1 5,72

—7z v 414,72 7,73

9772 7,73

*9

Logo tem-se como quociente da divisdo a série X (z) =1+3271 +5272 472734 ..

a qual sugere uma sequéncia de termos {1,3,5,7,...}.

Pode-se notar que os termos em {1,3,5,7,...} sdo impares, isto é, pode-se con-

jecturar uma expressao para x, dada por x, =2n+ 1.

Para mostrar que x, = 2n+1 é a expressao correta, basta provar que

z(z+1)
(z—1)%

Z{2n+1} = X(2) =

De fato, Z{2n+1} =2Z{n}+ Z{1} pela propriedade de linearidade e observando

os itens 1 e 5 na lista de transformadas:

Z{2n+1} = 2Z{n}+Z{1}




99

Logo, z, = 2n+1 é uma sequéncia tal que Z{x,} = X(z).
Exemplo 3.2. Quer-se encontrar uma expressao para r, em funcdo de n para a qual
e %z
Zlrpt=X(2)= ——=.
{ TL} ( ) (Z o 6_‘1)2
a

Dividindo o polinémio e~z por z? —2ze~% + e 2

—e 0y 4 2e20 _ 30,1 e 0y 149 20,72 4 3p=30,=3 4 ge—da—dy

—9e20 4 ge30,71 _9p—da,—2

36—3(12—1 o 26—4a2—2

—3e 30,71 L ge—da,—2 _3e—Da,—3

de—40,2 _ 3¢50 ,—3

—4e4a,~2 4 ge—ba,—3 _ fo—6a,—4

Hebay—3 _ ge—6a,—4

Logo tem-se como quociente da divisao a série dada por

X(2)=e %2 1 42e720,72 4 330,73 pgeta

Observando os termos da sequéncia {e‘a,26_2“,36_3a,...} pode-se conjecturar

T, =ne 9,

) _ e %z

Basta agora mostrar que Z{z,} = X (z), ou seja, Z{ne "} = [EEy=nrs
z—e

De fato, observando o item 4 na lista de transformadas:

z

Z{e "} =

z—e A’

E pela propriedade de Diferenciacao:
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Z{ne "} = —2@2{6_“”}
_ 9 =
N dz z—e™ @
B e %
 (z—e )2’

Logo x, =ne " é a expressao procurada que define X (z) dado.

3.2 METODO DE FRACOES PARCIAIS

Neste método, segundo Sertoz (2004), decompde-se X (z) em fragoes parciais e,
em seguida, reconhece-se as partes na lista de transformadas Z elementares (SERTOZ,
2004).

Observa-se que héa casos nos quais, para encontrar a solucdo, obtém-se a forma

de fragao parcial de , e depois multiplica-se ambos os lados por z, encontrando o
par de transformadas na lista de transformadas necessario para X(z). Isto ocorre pois
as transformadas mais comuns possuem z em seu numerador. Em outros casos, aplica-se
diretamente a decomposi¢ao em fragoes parciais para X (z) e encontrando diretamente na,

lista os pares de transformadas.

Nos problemas envolvendo equagoes de diferencas, a transformada Z de x,, pode

A(z)
B(2)

Na expansao de X (z) em fragoes parciais é importante que o grau do polindmio A(z) seja

apresentar-se do seguinte modo: X (z) = , onde A(z) e B(z) sao polindbmios em z.
menor que o grau do polindémio B(z). Se nao for esse o caso, o numerador A(z) deve ser
dividido pelo denominador B(z) para resultar um polinémio em z mais um resto (uma

relagdo de polindémios em z cujo numerador é de menor grau que o denominador).

O desenvolvimento detalhado da decomposicao em fragoes parciais pode ser en-
contrado em diversos livros de cdlculo, como nas bibliografias (GUIDORIZZI, 2001;
FLEMMING; GONCALVES, 2007; STEWART, 2013).

A seguir tem-se exemplos que abordam os casos onde sera necessaria a divisao de

X(z) por z, e os casos em que nao se faz necessario tal passo.
2

(z—a)(z—b)

raizes a e b reais distintas. Aplicando a decomposicao em fragoes parciais em

Exemplo 3.3. Seja X (z) = onde o polinémio do denominador possui duas

X(2).

z
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X(z) _ 2
2 (z—a)(z—0)

a(z—b)+B(z—a)
(z—a)(z—0)

(a+8)z—(ba+apB)
(z—a)(z—0b)

Pela igualdade dos polindmios em z nos numeradores, z = (a+ )z — (ba+ af3),

tem-se o sistema linear a seguir:

a+p=1
—(ba+af)=0
. L, — b
cuja solucao é a = e = )
b—a b—a
—a b
Assim, X(2) _b—a i b—a
2z z—a z—0b

£ portanto, X(z) = <b——aa> (zia> " (bﬁa> (zib)

Analisando o item 2 na lista de transformadas:

ez ==

Z{ag"l =
{a"} z—a z—b

Logo,

o= Z27HX(2)}

- () () () ()

—a z b z
S B A B
b—a zZ—a +b—a z—>b
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gt 4 pntl

—
2

(2+5)2

reais repetidas. Aplicando a decomposicao em fracoes parciais em

Portanto, x,, =

Exemplo 3.4. Seja X (z) = onde o polindmio do denominador possui duas raizes

X(2).

X(2) 2
z (z+5)?

A N B
z+5  (2+5)?

A(z+5)+B
(2+5)2

Az+5A+B
(245)2

Pela igualdade dos polinémios em z nos numeradores, z = Az +5A+ B e tem-se

o sistema linear:

A=
5A+B =0
cuja solugdo ¢ A=1e B=—5.
X(2) 1 5
Assi = — )
LT 245  (2+5)?
z 5z
E tanto, X (z) = — .
portanto, X (z) 15 1o
Analisando os itens 2 e 9 na lista de transformadas:
z 5z
(9 = 5 e 205" = g

Logo,
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z = Z7HX(2)}

B Zl{zi5}_zl{(ziz5)2}

— (-5 a(-5)
Portanto, x, = (—=5)"(1+n).

Exemplo 3.5. Neste exemplo o polindmio do denominador de X (z) possui duas raizes

X(z
reais de multiplicidade 1 e 2, e sera aplicada a decomposi¢ao em fracoes parciais em (2) )
z
z
Quer-se determinar a transformada inversa Z~! de X (z) = 5
(z—3)(2—2)

Seja,

X(2) z 1

z 2(z2=3)(2=2)2  (2-3)(z—2)%

Usando a decomposi¢ao em fracoes parciais:

X(z) 1
2 (2—3)(2—2)2

A(z—2)2+B(z—2)(z—3)+C(2—3)
(2—3)(2—2)?

(A+B)z+(-4A—5B+0)2?+ (4A+6B - 30)
(2—3)(2—2)2 '

Pela igualdade dos polindémios em z nos numeradores, 1 = (A+ B)z + (—4A —

5B+ )22+ (4A+6B —3C), tem-se o sistema linear:
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A+B=0

—4A—-5B+C=0

4A+6B—-3C =1
cuja solucgo é A=1, B=—-1e (C=—1.

Assim,

E portanto

z2—3 z—-2 (2—-2)%
Analisando os itens 2 e 9 na lista de transformadas:

Z{TQ::ZiQ,Z{y%::ZiB(aZ&ﬂ"}:(Z%ZP.

Logo,

= gn_gn__=
2

24n
Portanto, x,, = 3" — Z"T.
Exemplo 3.6. Neste exemplo o polinomio do denominador tem raizes reais e distintas,
e sera aplicada a decomposi¢ao em fragoes parciais diretamente em X (z).
z2+3

Quer-se determinar a transformada inversa Z=! de X (z) = ——————.
(z+1)(2+2)

Usando a decomposi¢cao em fracoes parciais:
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z2+3
(z+1)(2+2)

A+B
z+1 z4+2

A(z+2)+B(2+1)
(z+1)(2+2)

(A+B)z+(2A+ B)
(z+1)(2+2)

Pela igualdade dos polindmios em z nos numeradores, tem-se o sistema linear:

A+B=1
2A+B=3

cuja solucdo é A=2e B=—1.
2 1
241 z+2

Assim, X(z) =
Analisando o item 3 na lista de transformadas:

1 1
Z{(-1) 1} = .
(=0 z+1 242
Logo,

¢ Z{(-2 1} =

o= Z7H{X(2)}

Zl{ 2 1 }
N z+1 z42

- w{eky)o ()
z+1 z+2

Portanto, x, = 2(—1)""1 — (=2)"~1

A vantagem de utilizar a expansao em fragoes parciais é que muitas vezes os
termos individuais de X (z), que resultam dessa expansao, sao fungdes de z muito simples;

em consequéncia, nao sera necessario recorrer a lista de transformadas, tendo de memoria
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alguns pares simples de transformada Z. Pode-se observar, entretanto, que na aplica¢ao
da técnica de expansao em fragoes parciais para a obtencao da transformada Z inversa de
X(2) Az

Z)=
B(z)

Ou seja, esse método nao se aplica enquanto o polinémio do denominador nao estiver

, as raizes do polinémio do denominador B(z) devem ser obtidas previamente.

fatorado.

3.3 METODO DOS RESIDUOS

Os resultados de analise complexa utilizados nesta secao para o desenvolvimento
do método serao apresentados sem as respectivas demonstragoes, que podem ser obtidas
nas referéncias (BROWN; CHURCHILL, 2009; KAPLAN, 2003).

Definicao 3.7. Pdélo

. a_m a_—q
Se]a F(Z):m—i‘""i‘z_zo

+ X gan(z—20)", a—m #0.

Entao zy é chamado de polo de ordem m da fun¢ao F.

Assim, (z—29)™F(z) tem limite finito e diferente de zero quando z — zj.

E de modo mais simples pode-se encontrar os p6los de uma fungao F(z) anali-
sando a(s) raiz(es) do denominador de F'(z) (p6lo) e o grau de multiplicidade da(s) raiz(es)

(ordem do pdlo).

2
Exemplo 3.8. A fungao F(z) = (213)2 tem um poélo de primeira ordem (também
2(z
chamado de polo simples) em z =0 e um pélo de segunda ordem em z = —3.

Definicao 3.9. Residuo

O coeficiente a—y ¢ chamado de residuo de I em z, e denotado Res F(z).
=<0

Os residuos podem ser calculados de forma simples. No caso de um pélo simples

20

a—
F(z)= ! +ap+ai(z—z20)+...
Z—20

logo

(z—20)F(2) = a_1+ag(z—20) +a1(z — 20)? + ...

e portanto o residuo é dado por
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E{:eZsOF(z) = lim [(z —20) F(2)].

Z—20

Seja agora zg um polo duplo:

a— a_
F(z)= 2 2+Z_;0+a0+a1(z—zo)—l—...

logo

(z—20)2F(2) =a_o+a_1(z — 20) +ap(z — 20)* + . .

jz[(z — Zo>2F(z)] =a_1+2a0(z—z0)+3a1(z— z0)2 +...

e portanto o residuo ¢ dado por

o d )
ijEOF(z) = Zlgrzlo %[(2 —20)“F(2)].
Generalizando, se zg é pélo de ordem m de uma funcao F', entao:

1 m—1
Res F(z) = im 4

2=20 (m—1)! 2520 dzm-1

[(z—=20)" F(2)].

Exemplo 3.10. A funcao

2

z
F =
G = ey
tem um pélo simples em z = —3 e um poélo duplo em z = 1:
Res F(:) = lim [(z43)F(2)
2
= lim :

z——3 (z — 1)2

9

16
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Res F(z) = lim i[(z —1)?F(2)]

z=1 z—1dz

o d [ 22 ]
= lim —
z—=1dz | 2+3

o (243)22—-22 7
= lim————5—=—.
z—1 (Z—{—3)2 16

Teorema 3.11. Série de Laurent

Se F(z) € analitica em r < |z — 29| < R, entdo

onde
1 F(z)
ap=—¢ ——>—dz
"o 72 (2 — zg)t!
e C' € qualquer curva simples fechada que separe |z — zp| =1 de |z — zp| = R.

Pela definicao da transformada Z:

F(z)= Z sz_k.
k=0

Multiplicando ambos os lados da equacdo por 2"~ !, tem-se:
©.9]
Zn_lF(Z) — Z szn—k—l
k=0

= fo" 1+ 12" A4 A fur T fa2 R
a qual é a expansao da série de Laurent de 2" 1F (z) em torno de zp =0. Como f, é o

coeficiente de 21, pelo teorema da série de Laurent, tem-se:

1
2

fn %z”_lF(z)dz.

O proximo teorema mostra como utilizar residuos para calcular esta integral de

linha.
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Teorema 3.12. Teorema do Residuo

Se C' € um caminho fechado tal que F(z) é analitica sobre C' e no seu interior

exceto nos pontos z1,..., 2, entao

k
ch(z)dz = 27”]2_:1 gi:ezst(z).
Pelo teorema do residuo define-se o método dos residuos, para resolugao da trans-

formada Z inversa, da seguinte maneira:

k
fn=">_Res LR (2),

j:l Z:Zj
onde 21,...,z sdo os polos de 2" L F(z).

Faz-se o somatorio dos residuos para todo n € N quando para cada valor de n
tem-se os mesmos pélos em 2" 1 F(z). Caso contrario, os residuos devem ser calculados

separadamente para cada valor de n nos quais os polos se repetem.

-1
Exemplo 3.13. Seja F(z) = Z—Q Para determinar a transformada inversa de F'(z) pelo
Z j—

método dos residuos multiplica-se primeiramente F(z) por 2"~ !:
2z —1)
z—2

que tem um polo simples em z =2 quando n > 1 e dois pélos simples em 2z =0 e z =2

LR () =

quando n = 0. Assim, os casos n =0 e n > 1 precisam ser considerados separadamente:

fo = Res z_lF(z)—i—Res2 27 1F(2)
2=

z=0

I
=
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- 1
s (z—2)
= 271 n>1
Logo,
1, para n =20

Z_l{F(Z)} = fn=

o2n—1l paran>1,

gerando a sequéncia f, = {1,1,2,4,8,...}.

Exemplo 3.14. Sendo a e b ntimeros reais distintos, para determinar a transformada

inversa de

considera-se

n—1 .
X = ey

que tem dois polos simples em z=a e z =b para n > 0. Assim,
z, = Res 2" 1X(z)+Res 2" 1X(z)
Z=a z=b

= lim[(z—a)2""1X(2)] + lim[(z — b)2" "1 X (2)]

Z=a z—b




Exemplo 3.15. Para determinar a transformada inversa de

considera-se

z—1’

que tem um pdélo simples em z = 1 para n > 0. Assim,
Ty = Res1 2LX(2)
2=

= lim[(z—1)2""1X(2)]

z—1

= lim 2"
z—1

= 1.
Logo, Z~HX(2)} =z, = 1, para n > 0.

Exemplo 3.16. Para determinar a transformada inversa de

z
Fz) = (2 +3)2
tem-se
B Zn+1
& 1F(Z) - (2+43)%’
que tem um pélo de segunda ordem em z = —3. Assim,

fn = Res 2" 'F(z)
z=—3

_ . d 2. n—1
= Jim, (e 482 F(2)

_ ; d n+1
o 22238;[2 }

71
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= lim (n+1)2"

z——3
= (n+1)(—3)™
Logo, Z=HF(2)} = fn = (n+1)(—3)", para n > 0.

Exemplo 3.17. Para determinar a transformada inversa de

1
YO =y
tem-se
n—1 Zn_l
S = ey

que tem um pdélo simples em z = 0 quando n = 0, mas nao para n > 1. Assim, os casos

n =0 en > 1 precisam ser considerados separadamente:
yo = Res 271V (2)+Res 271Y(2)+ Res 271V (2)
z=0 z=—1 z=—2

i z L z+1 T z+2
11m 11m 11m
2—0 Z(Z+1)(Z+2) ==1z(z4+1)(z4+2) 2=-22z(z+1)(2+2)

_ ! 1+1
2 2
= 0.

yn = Res 2" 1Y (2)+Res 2" 1Y (z)
z=—1 z2=—2

, (z+1)z" 1 _ (z+2)z"1
1 2+ D)(242) o2 (z+ 1) (24 2)

Logo,
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. 0, paran=20
Z7H{Y (D)} =y =

(=)t —(=2)""1 para n > 0.
Exemplo 3.18. Sendo a e b ntimeros reais distintos, para determinar a transformada

inversa de

tem-se

n—1 o
LY = ey

que tem um poélo simples em z = 0 quando n =0, mas nao para n > 1. Assim, os casos

n =0 e n > 1 precisam ser considerados separadamente:

yo = Res z’lY(z)jLPZLg% 271V (2) +Re% 271Y (2)
£ P

z=0

= i - +1i SR 2b
N zlg%)z(z—a)(z—b) Zl—%z(z—a)(z—b) zli%z(z—a)(z—b)

R U S
~ ab ala—0b) bb—a)

yn = Res z”_lY(z)—I—Rgs 2"y (2)

anfl bnfl
= >1
a—b + b—a’ "=
Logo,
. 0, paran =20
z- {Y(Z)} =Yn = _an—1_|_bn—1

, para n > 0.
b—a
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3.4 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Utilize o método de Série de Poténcias para calcular Z71{ X (2)} tal que:

2z
X(z2)=—5—"——.
(a) X(2) 22+z+1
R dsen (an) 0,2,—2,0,2,—-2
esposta: T, = —= =10,2,—-2,0,2,—2,...}.
P n /3 { }
z
b) X(z2)=——.
(b) X(2) = 5

™

Resposta: x, = sen (7‘;) ={0,1,0,—1,0,1,...}.

2. Utilize o0 método de Fracoes Parciais para calcular Z71{Y(2)} tal que:
223
(a) Y(z) = (z—23
Resposta: y, = (n?+3n+2)2".
z
(z—3)*
Resposta: y, =n(3"71).

(b) Y(z) =

3. Encontre os polos de F'(z) e suas ordens. Utilize o método dos Residuos para calcular
ZHF(2)} tal que:

z(z—1)
Flo)=—2"2
@) £ = DG +2)
Resposta: Dois polos simples em z=—1 e z=—-2; f,, = —2(—1)"+3(—2)".
z—2
b) F(z2) = —+——.
(b) F(2) (z—1)(2+3)
1 5
Resposta: Dois pélos simples em z=1e —3; f, = 1 + Z(—3)”_1.
222 — 2
F(z)= .
Resposta: Um pélo de segunda ordem em z = —1 e um pdlo simples em = 2;
—(=1)"4+2"=3(-1)"n
fn = 3 .
4. Calcule Z71{X(2)} de X(2) = z(e% —1) com o método que julgar mais adequado.
1
Resposta: x, = m

5. Calcule Z71{z,} em cada caso.

622 — 10242
Zz-l=_ = =1
(a) { Z2-3z12 }
Resposta: z, =3 x 2"+ 2.



(b) 2~ { 22+4}

nmw
Resposta: x,, = —=2"sen <)
p n= 3 3

oz 102(z+5) }
(c) 2 {(z—l)(z—Q)(z—l—?)) '
Resposta: @, = (—3)" 4+ 14 x 2" —15.

@ 2 gz )

Resposta: @, =1—(—3)7".

B 224922
€ 2 1{<z+3><z—4>}'
(—3)"+3x 22!

7

Resposta: z,, =

0 )

nm
Resposta: z,, = COS( >

2
® 2 )

1
2sen (ﬂ(n—i—l))
Resposta: z,, = 3\/5 .

0 27 )

2+V3) = 2-V3)"

Resposta: x,, =

75
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4 RESOLUCOES DE EQUACOES DE DIFERENCAS

Uma importante aplicacao da transformada Z ¢é a resolugao de equacéoes de dife-

rencas, também conhecidas como relagoes de recorréncia ou equagcoes de recorréncia.

Estas equagoes surgem na modelagem matematica de sistemas discretos
gerais e na simulagdo de sistemas analdgicos por processamento digital.
Aparecem também na modelagem de filtro digital, momentos de flexdo,
crescimento populacional, caderneta de poupanca, computacao, sistema
de dados amostrados, entre outros (GROVE, 1991).

Definicao 4.1. Uma equacdo de diferengas é uma relagdo que associa termos de uma
ou mais sequéncias discretas. A solucdo de uma equacgao de diferencas é um conjunto de
numeros que satisfazem a equacdo. E a solulgao geral de uma queagao de diferencas é

uma equacao algébrica em n o qual representa a posicao do n-ésimo termo na sequéncia.

O termo “equacao de diferencas” refere-se a um tipo especifico de relagao de re-
corréncia, embora, frequentemente, seja usado como sinénimo das equagoes de recorréncia.
E a relacao de recorréncia é uma técnica matematica que permite definir sequéncias, con-
juntos, operacoes ou até mesmo algoritmos partindo de problemas particulares para pro-
blemas genéricos. Ou seja, por intermédio de uma regra pode-se calcular qualquer termo

em fungao do(s) antecessor(es) imediato(s).

Segundo Sertéz (2004), para resolver uma equagao de diferengas usando a trans-
formada Z, “aplica-se a transformada Z de ambos os lados da equac¢do obtendo uma
equagao algébrica em X (z) com varidvel z complexa. A partir desta equagdo em X(z)
toma-se a transformada Z inversa para encontrar x, em termos de n, variavel pertence

ao conjunto dos ntimeros naturais”(SERTOZ, 2004).

Nesta se¢do encontram-se exercicios com a resolucao completa das equacoes de
diferencas utilizando a transformada Z, sua defini¢do, propriedades e transformada Z

inversa. Os Apéndices A e B sao utilizados como auxilio.
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Exemplo 4.2. Considere a seguinte equacao de diferencas

Yn+1 = 2Un

Yo = 1.
A sequéncia {1,2,4,8, ...} é uma solucdo e pode-se conjecturar que y,, = 2", n € N.

De fato, dada a equacao de diferencas y,41 = 2yn, e aplicando a transformada Z

em ambos os lados da igualdade:

Z{yn—H} = Z{2yn}-

Utilizando a propriedade da Translacao no lado esquerdo da igualdade, Lineari-

dade no lado direito e a notagdo Z{y,} =Y (z), tem-se:

2V (2) — o] = 2V (2).

Substituindo yg = 1:

2[Y(z) = 1] =2Y (2).

Isolando Y'(z):

Observando o item 2 na lista de transformadas:

z
z—2

Z{"} =

Assim,
Yn = Zil{Y(Z)}

N Zl{ziz}

= 2"
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Logo, y, = 2" é a solucao geral.

Exemplo 4.3. Seja a equagao de diferencas

Yn+2 — 4yn+1 +4y, =0
Yo = 1? y1 = 47

cuja solucao é dada pela sequéncia y, = {1,4,12,32,80,...}.

Na equacao de diferencas y,42 — 4yp+1 + 4y, = 0, aplica-se a transformada Z em

ambos os lados da igualdade:

Z{yn+2 —4dyni1 +4yn} = Z{O}

Como Z{0} =0, utilizando a propriedade da Linearidade e Transla¢do no lado

esquerdo da igualdade, tem-se:

2V (2) = yo— 7 | —42[Y () — o + 4 (=) = 0.

Substituindo yg =1 e y; = 4:

22V (2) — 22 — 42— 42Y (2) + 42+ 4Y (2) = 0.

Isolando Y'(2):

Como nao sabe-se calcular a transformada inversa de Y'(z), serd necessario obter
uma expressao mais simples com o auxilio da decomposicao em fracoes parciais. Porém,
serd mais util dividir Y'(z) por z antes de calcular as fragdes parciais, pois as transfomadas

mais comuns possuem z no numerador. Assim:
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A(z—2)+B
(z—2)?

Az—2A+B
(2—2)2

Pela igualdade dos polindmios em z nos numeradores, tem-se o sistema linear:

A=1
—2A+B=0
cuja solucdo é A=1e B=2. Assim,
Y(2) 1 2

e portanto

z 2z
z—2 (z2=2)%

Observando os itens 2 e 9 na lista de transformadas:

z

Z{2"} =

2" ==
e
2z
Z{n2"} = :
{n2" (2 —2)2
Sabe-se entao calcular a transformada inversa de Y'(z), que é a solugao procurada

Yn:

yn = Z27HY(2)}
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= 24 n2t

= 2"(n+1).

Logo, y, =2"(n+1) é a férmula que gera a sequéncia y, = {1,4,12,32,80,...}.

Exemplo 4.4. Considere a equacao de diferencas

Ap+1 =Qap+n

aO:O.

Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equagao:

Z{ans1} = Z{an+n}.

Utilizando a propriedade de Linearidade:

Z{ant1} = Z{an} + Z{n}.

Pela propriedade de Translagao ao lado esquerdo e Diferencia¢ao ao lado direito:

z

2A(z) —zap = A(z) + e
Substituindo ag = 0:

2
2A(z) = A(z) + EEE
Isolando A(z):
z
Al = 73

Pelo método de série de poténcias, encontra-se a série de poténcias negativas de

z que define A(z), dividindo o monémio do numerador pelo polinémio do denominador

Ou seja, dividindo z por 23 — 322+ 3z — 1:
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z |23 —322 4321

—243-3;"14,2 272432346274 4+1027%+. ..

3—3z 14,72

—3+49:1-9,7243,3

6271 —-827243273

—62 1 +18272 1823 +62 4

10272 —152"3+6274

—102724+3023—302"%+102"°

15273 — 2424 4+1027°

0 que gera a série de poténcias negativas de z dada por:

A(2)=02"+02 +1272 4322 +6274 +102° 4+ 15276+ ...

Fornecendo a sequéncia a,, = (0,0,1,3,6,10,15,...), n > 0.

2
Voltando ao exemplo 2.24 observa-se que Z~! : =n?—n. Logo, se neste
(z—1)3
Z J—

exemplo A(z) = 3, pode-se conjecturar que

(—1)

an=Z2"{A()} =

n2—n

2

Para provar que a expressao em a,, esta correta, basta mostrar que:

210y

De fato, observando os itens 5 e 6 na lista de transformadas:

z{”(”z_l)} = Lz n)

(2{n*} - 2{n})

N | —
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(z—1)3  (2—1)2

DO |

1 [z(z41) z ]

1[2(z+1)—2(2—1)
(z—1)? ]

|
DN | —
—~
N
| | Do
AN
N—
o
|

n—1
) é a solucao da equacgao de diferencas.

Portanto, a, =

Exemplo 4.5. Considere a equacao de diferencas dada por

Yn+2 + 3Yn+1 +2yn = 3"

Yo = 1, Y1 = 0.
Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equagao de diferencas:

Z{yn—l—Z +3ynt+1+ 2yn} = Z{Sn}7

e pela propriedade de Linearidade:

Z{yny2} +3Z2{yns1} +2Z{yn} = Z{3"}.

Utilizando a propriedade de Translacao do lado esquerdo e Similaridade do lado

direito da igualdade:

2-1 1-1
2
Y (2) =Dy T H3(2Y (2) = Yyt +2Y(2) = :
r=0 r=0 z—3
22V (2) —yoz? — 12 +3(2Y (2) —yo2) + 2V (2) = . i 1
Substituindo yg =1 e y; = 0:
z

22V (2) =122 = 02432Y(2) =32+ 2V (2) =

z—3
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Isolando Y'(2):

Y(2)(22+32+42) = S P

z2—3
Y(2)= (Z +22 4 32) <1>
- \z-3 2243242/
2_
Y(s) = z(2* —8) |
(z=3)(z+1)(2+2)
. - N Y (z)
Aplicando a decomposicao em fragoes parciais em ;
z
Y(2) 22 -8
2 (z2=3)(z+1D)(2+2)
A B C

z—3+z+1+z+2

A(z+1)(z+2)+B(z=3)(2+2)+C(2—=3)(2+ 1)
(z=3)(z+1)(2+2)

(A+B+C)22+(3A—B—2C)z+ (24 —6B —3C)
(z=3)(z+1)(2+2)

Pela igualdade dos polindomios em z nos numeradores, tem-se o sistema linear:

A+B+C=1
3A-B—-2C=0

1 7
ja solugdo é A= —, B=- =——.
cuja solucao é 50’ 480

Portanto,

Vo= ()i () 5 ()

E observando o item 2 na lista de transformadas:



84

+z(zi1>_§<zi2>}

1 z T( z 47 =z
- 2wl G2 B
20\z—-3 * 4\z+1 d\z+2
1 7
— . n _171_7_271,
B (1 S ()
1 4
Logo, yn, = %(3)”—1— Z(—l)" - g(—Q)” é a solucao.

Exemplo 4.6. Considere a equacao de diferencas dada por

direito:

Tn+2 — 4:1:n+1 + 4.I‘n =2"

zo=1, 21 =-1.
Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equagao de diferencas:
Z{xnio —Axni1 +4x,} = Z{2"}.
Pela propriedade de Linearidade:

Z{wnia} — 42 {1} +AZ {2} = 2{2").

Utilizando a propriedade de Translagdo do lado esquerdo e Similaridade do lado

z
z2—2

2-1 1-1
2X(2) =Y w2t -4 (ZX(Z) -> xrzl_r) +4X(z) =
r=0 r=0

z
2—2

22X (2) —w2® — 212 — 42X (2) + 4wz +4X (2) =

Substituindo zg =1 e 21 = —1:

2z
z2—2

22X (2) =122 412 — 42X (2) + 42 +4X (2) =

Isolando X (z):
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X(2)(22—4z+4) = %%—22—5&
Z_

Br1lz—72

X(z)= EED)E

Utilizando o método dos residuos, e multiplicando X (z) por 2"~ !:

(22 =T 11) (22 =Tz +11)
Go2Fp (-2

o qual possui um podlo de terceira ordem em z = 2.

X(z)zn_1 =

Calculando x,,:

Ty = 13252 21X (2)

B 1 lim d? [(z—2)32" (22— Tz +11)

o (3-1)! 25 422 (z—2)3
1 d2

= 11 i[nz”*l(zz—72—|—11)+z”(2z—7)]
2z—>2dz
1

= —h_r)n{z 2[(n—1)(11n —Tnz +nz? — Tz +222) + (= Tnz + 2n2% — T2 +422)]}
z

_ ;2”_2[(77, —1)(n—6)+ (—6n+2)]

= 2"3(n? —13n+8).

Logo a solugao procurada é dada por z, = 2"3(n? — 13n+8).

Exemplo 4.7. Considere a equacao de diferencas

Yn — 4Yn—1 + 3yn—2 = 2",
cujas condicoes iniciais sao dadas por y, =0 para n < 0.

Para determinar a solucao da equacgao de diferencas, aplica-se a transformada Z
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em ambos os lados da igualdade:

Z{yn —4yn +3yn—2} = Z{Qn}

Utilizando a propriedade de Linearidade:

Z{yn} —42{yn-1} +3Z{yn—2} = Z{2"}.

E pela propriedade de Translagao com deslocamento a direita:

Isolando Y'(2):

YO = ooy

Utilizando o método dos Residuos, e multiplicando Y (2) por 2" !:

Zn—|—2
(z—=1)(2—2)(2—3)

Tem-se entao trés polos simples, z =1, 2 =2 e z = 3. E calculando os residuos:

yn = Res 2" 1Y (2)+Res 2" 1Y (2) +Res 2" 1Y (2)
z=1 z2=2 z=3

= lim[(z—1)Y(2)2" 1]+ lm[(z —2)Y(2)2z" 1+ lim[(z = 3)Y (2) 2" ]

z—1 z—2 z—3

n—+2 Zn—|—2 Zn—|—2

- ey T ey TGS e

1 271—1—2 3n+2

2+—1+2
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1 9
L = —42"+ .37,
080, UYn 5 + 5 3

Exemplo 4.8. Seja a equagao de diferencas y,+2 — 4y, = 2" tendo condic¢des iniciais

dadas por yg=0e y; = 1.

Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equagao de diferencas:

2 Y1 <
Y(2)—yo— =] —4Y(2) = :
2[v(e) - L] -av(s) = 25
Substituindo yp =0 e y; = 1:
22Y (2) — 2 —4Y (2) = °
z—2
Isolando Y'(2):
z(z—1)
Y(2)= :
(2) (2—2)2(2+2)
Calculando a decomposi¢ao em fragoes parciais:
Y(z) z—1
z  (2=2)2(2+2)
A B C

Z+2+Z—2+(2—2)2

3 3 1

16 | _16 4
z+2+z—2+(z—2)2

e portanto

Vo= ()i () ()

Observando os itens 2 e 9 na lista de transformadas, a solu¢ao procurada y, é a

transformada inversa de Y'(z):

W = Z7Y(2)
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3 z 3 z 1 2z
= _Z_l{ } Z—l{ } 72—1
16 z+2 +16 z—2 +8 (z—2)2

- (e (e

3 3 1
Logo, a solucao é y,, = —1—6(—2)” + 1—62” + gnQ”.

Exemplo 4.9. Dada a equacao de diferencas z,42+ 3xp41 + 22, =0, onde zg =1 e

xr1 = —4, e utilizando a transformada Z para sua resolucao:

Z{xpt2+3xn41+2x,} = Z{0}.

Utilizando a propriedade de Linearidade:

Z{anio)} +32{wns1 ) +22{x,) = Z{0}.

E pela propriedade de Translacgao:

2-1 1-1
2X(2) =Y 22 T+ 32X (2) = Y w2t +2X(2) = 0.
r=0 r=0
22X (2) —w02® — 2124+ 32X (2) — 3102 +2X (2) = 0.

Substituindo zg =1 e 1 = —4:

22X (2)—1.2%2 = (—4).2+32X(2) —3.12+2X (2) = 0.

Isolando X (z):

X(2)[22+32+42]—2°+42-32=0.

X(2)[2 43242 =22 -2
2

X6~ Frm
B z(z—1)
X(z) = Gri)z+2)

Utilizando o método dos Residuos, e multiplicando X (z) por 2"~ !:
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2(z—1)z" 1

X(2)z" G+1)(z+2)

2"(z—1)
(z+1)(2+2)

Tem-se entao dois polos, z=—1e z = —2, ambos de primeira ordem. E calculando

os residuos:

Zf{:ef;lz”_lX(z) = lim [(z4+1)X(2)z" 1]

z——1

n J—
= lim 27D (7)
z—=—1  z+42

= 21"

B:e_SQz’”*lX(z) = lim [(24+2)X(2)z" 1]

z——2

n —
_ g 2D (8)
z—=—1 z4+1

= 3(=2)".
Assim x,, é dado pela soma dos resultados em (7) e (8).
Logo, xp, = —2(—1)"+3(—2)" é a solugao.

Exemplo 4.10. Numeros de Fibonacci Dada a equacao de diferencas

fn—|—2 :fn+1+fn
fO - 07 fl - 17
na qual a sequéncia f, ={0,1,1,2,3,5,8,13,21,...} é uma solugao.

Comecando por 0 e 1, cada termo subsequente corresponde a soma dos dois

anteriores.

Para obter uma formula explicita para o n-ésimo ntimero de Fibonacci a partir

da equacao
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fn+2 = fn—l—l +fna

aplica-se a transformada Z em ambos os lados da igualdade:

Z{fn+2} = Z{fnJrl +fn}

Utilizando a propriedade da Translacao e da Linearidade:

fPW@—f—f]:zW@%JM+F@)

z

Substituindo fo=0e f; =1:

22F(2)—2z=2F(2)+ F(2).

Isolando F'(2):
2

F(z)=

22—z2—1

O polinémio no denominador possui duas raizes reais em:

1++5

2 9

z =

logo pode ser escrito como:

2oy —1= [z—

1t;%]P_1j;@}

Calculando a decomposi¢ao em fragoes parciais de F'(z) dividido por z, tem-se:

F(z) 1
|
_ A B
O 1+VE D 1-V5
2 2
1 1
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e portanto

1 z z

VB 1+vE 15

— z
2 2

F(z)=

Observando o item 2 na lista de transformadas, a solucao procurada f, é a trans-

formada inversa de F'(z):
fo = Z27HF(2)}

\}5 Z_ler\/S_Z 1Z—\/3 (9)
2 2
1[1+\/5]" 1 l1—\/51”'

Vsl 2 | VB 2

Pode-se reescrever a solucao utilizando o niimero de ouro, pois uma das raizes de

22— z—1 é o préprio nimero de ouro

1+V56
2

2

e a outra raiz é

Is

1l—p=

Assim,

" ==
fn=Fm

é a formula procurada para o n-ésimo nimero de Fibonacci.

Exemplo 4.11. Considere a equacao de diferencas

(n+1D)zps1 —ney, =n+1

xg =0.



Aplicando a transformada Z em ambos os lados da igualdade:

Z{n+1)zxps1 —nxy}=Z{n+1}.

Pela propriedade de Linearidade:

Z{nrpi1}+ Z{xps1} — Z{nz,} = Z{n} + Z{1}.

Pela propriedade de Transla¢ao, Z{x,+1} é dada por:

Z{aps1} =2X(2) —2p2.

E substituindo x¢y = 0:

Z{rpnt1}=2X(2) —0z=2X(2).

Pela propriedade de Diferenciagao:

Z{nzp41} = —Z%Z{$n+1}

= - [X(z) + z;;X(z)]

iX(z).

= —2X(2)— 22
z(z)zdz

Para Z{nx,}, pela propriedade de Diferenciagao:

Z{nx,} = —ZjZX(z).

E observando os itens 1 e 5 na lista de transformadas:

z

(z—1)?

Z{n} =

92



93

z
z—1

{1} =

Agrupando as informagcoes obtidas:

Z{ntpi1}t+ Z{xps1} — Z{nx,} = Z{n} + Z{1}.

d d z z
—2X(2)—22—X X —X(2) = .
2X(2)—z e (2)+ = (2)+zdz (2) (2_1)2+2_1
Isolando X (z):
d ) z
X () (— -
dz (2)(=2"+2) (2—1)2+z—1
d z+2(z—1)
—X :
dz (2) (z—1)2(=2%2+2)
d 22
dz (2) —2(z—1)3
d —z
Al po
Integrando em ambos os lados:
d —z
TX(2dz= [ e
/dz (2)dz (z—1)3 :
-z
o= [
(2) o ”
E utilizando fragoes parciais em _—* .
(z—1)3
—z A n B N C
(z—1)3  z—-1 (z—1)2 (2-1)3

A(z—1)2+B(z—1)+C
(2—1)3

A2+ (—2A+B)z+(A-B+C)
(z—1)3 '

Assim, A=0e B=C=—1, dal:



(1)
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—Z

dz

0 1 1
dz

z—1

(-1 (-1

—1/(2_11)2(12—1/(21_11)3d2.

Substituindo © =z — 1, e observando que du = 1dz:

X(2) —1/u12du—1/u13du
_1—1u_1—21u2 +C
s+ C
zi1+2(zi1)2+c
2(2;__11)2+C.
Logo, X (z) = 2(2;:11)2+C.

Porém C =0, pois Zlggo X(z) =z9 =0, pela propriedade do valor inicial.

2z—1

Portanto, X (z) = TESIEL
Z J—

Utilizando o método dos Residuos, e multiplicando X (z) por 2"~

X(2)z" 1 =

(22— 1)z 1
2(z—1)2

1

Para n =0 tem-se um pdélo de segunda ordem em z =1 e um pélo de primeira

ordem em z = 0.

Logo, calculando x,, para n = 0:



Ty = Res1 z_lX(z)+Re% 21X (2)
z=

z=

_ : d 2.,—1 : —1
= lim o [(z— 1727 X ()] + lim (=~ 0)2~ X ()]
d2z—1 ) 2z—1

= e T e

. 1 1
im— ——
251222 92

11
2 02
= 0.

Para n > 0 tem-se um pélo de segunda ordem em z = 1.

Logo, calculando x,, para n > 0:
Tp = Res1 21X (2)
z=

— tim L — 121X (2]

z2—1dz
R T T
= lm =
n—1 )
= ;1_% 2n+(1—n)z""]
. on+l1
= <
Portanto,
0, sen =0,
In=3n+1
—5 se n > 0.

Alternativamente, na equacao de diferencas

95
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(n+1)zps1 —ney =n+1
zo =0,

pode-se substituir y,, = nx,, logo:

Yn+1 —Yn=n+1

10 = 0.

Aplicando a transformada Z e utilizando as propriedades de Linearidade, Trans-

lacao e os itens 1 e 5:

Z{yn—l—l} _Z{yn} = Z{n+1}

z z
2Y(2)—yoz—Y(2) = o1 +z—1'
Substituindo yp = 0 e isolando Y (2):
2
z
Y(2)= EENE

Utilizando o método dos residuos, e multiplicando Y (z) por 2"~ !:

ZQZn—l Zn—i—l
(z=1)3  (2—1)3

o qual possui um podlo de terceira ordem em z = 1.

Y(z)z"_l =

Calculando y,,:
yn = Res 2" 1Y (2)
z=1

1 ' d2 (Z— 1)32n+1
—lim— | ——
(B—1)2=1dz2 | (2—1)3




97

~n(n+1)
N 2
1 1
Logo, y, = n(nz—i—) para n > 0. E voltando em ¥, = nx, tem-se que x, = n;L

para n > 0.

4.1 PROBLEMAS ENVOLVENDO EQUACOES DE DIFERENCAS

Problemas de matematica financeira, probabilidade, crescimento de bactérias e

geométricos serao vistos nesta secao.

Exemplo 4.12. Or¢amento familiar

Verifique qual a situagdo orcamentaria de uma familia, depois de um ano, que
tem R$1.000,00 na poupanca, um saldrio fixo de R$3.000,00 e gasta 80% da renda mensal,

poupando o que nao gasta.
Resolucao:

Considerando n = 0 o periodo (mensal) inicial (ou més zero) e s, a situacdo

financeira da familia no més n.

Logo, para o més zero, antes de receber o salario e haver gastos, o montante da

familia é de R$1.000,00. Ou seja, sg = 1000.

Apds 1 més, tem-se o montante da poupanca mais o salario fixo, porém com o

gasto de 80% do mesmo. Logo, s1 = 0,2(sg -+ 3000).

Para o 2° més, o montante sera representado pelo montante do més anterior mais

o salario, porém com o gasto de 80% do mesmo. Assim, s = 0,2(s1 4 3000).

Pode-se, recursivamente, dizer que o montante da familia para o n-ésimo més é

dado pela equagao de diferencas
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Sp+1 = 0,2(s, +3000)
sp = 1000
para todo n € N.

Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equagao:

Z{sps1} = Z{0,2(sn +3000)}.

Pela propriedade de Linearidade:

Z{snp1} = 0,22{s,} +600Z{1}.

Utilizando a propriedade de Translagao e o item 1 na lista de transformadas:

600z
z—1

25(z) —s0z =0,25(2) +

Substituindo sg = 1000 e isolando S(z):

~ 2(10002 — 400)
&) =061

Para encontrar a transformada inversa de S(z), pelo método dos residuos:

27(1000z — 400)
(2—0,2)(z—1)

tem-se dois polos simples em z=0,2 e z=1.

21S(2) =

Assim,

sn = Res 2" 15(2) +Res 2" 19(z)
2z=0,2 z=1

. 2™(1000z — 400) 2"(1000z —400)
= lim lim
2—0,2 z—1 z—1 z—0,2
(10)

= (0,2)" x 250+ 1" x 750

= 250(0,2)" + 750
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é a solucao da equacao de diferencas.

E para responder & questao, basta substituir n = 12 na solugao em (10):

s12 = 250(0,2)'2 + 750 = 750,000001024.

Portanto, a situacao financeira da familia apés um ano é de aproximadamente

R$750,00.

Exemplo 4.13. Crescimento de bactérias

Suponha que o nimero de bactérias em uma colonia triplique a cada hora.

(a) Encontre uma equacao de diferengas para o nimero de bactérias depois que se pas-

saram n horas.

(b) Se 100 bactérias sdao usadas para iniciar uma nova colonia, quantas bactérias havera

na colonia em 10 horas?

Resolucao:

Considerando b, o numero de bactérias em n horas, pode-se observar o compor-
tamento das bactérias nas primeiras horas da seguinte maneira:
o Em n =0 (hora zero) tem-se o nimero inicial de bactérias by;
e Na 12 hora tem-se que o numero de bactérias by é dado por by = 3bg;
o Na 22 hora o niimero de bactérias é dado por by = 3b1;
e Na 3% hora tem-se by = 3bs.

Recursivamente, em n horas o nimero de bactérias é dado por b,+1 = 3b,, 0 que

responde o item (a).
Para o item (b) basta resolver a equacao de diferengas encontrada.

Aplicando a transformada Z em ambos o lados da equacao:

Z{byi1} = Z{3b).

Pela propriedade de Translacao e Linearidade:
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2B(z) —bpz = 3B(z).

Isolando B(z):

boz

B(z) = 3

Aplicando a transformada Z inversa em ambos os lados:
Z By =2
2=3

E pelo item 2 na lista de transformadas:

by, = by3". (11)

Para concluir o item (b) basta substituir by = 100 e n = 10 na equagao (11):

b1o = 100 x 3'9 = 100 x 59049 = 5904900.

Portanto haverd 5.904.900 bactérias em 10 horas.

Exemplo 4.14. Probabilidade

Dois jogadores disputam uma série de partidas. Cada partida é iniciada por
quem venceu a partida anterior. Em cada partida, quem a iniciou tem probabilidade 0,6
de ganha-la e probabilidade 0,4 de perdé-la. Se o jogador A iniciou a primeira partida,

qual é a probabilidade do jogador B ganhar a n-ésima partida?
Resolucao:

Analisando as (n+ 1) partidas realizadas e considerando x,, a probabilidade do
jogador B ganhar a n-ésima partida, para que o jogador B ganhe a (n -+ 1)-ésima partida

tem-se duas possibilidades:
o O jogador B ganha a n-ésima partida (com probabilidade z,) e ganha a seguinte
(com probabilidade condicional 0,6), com probabilidade igual a 0,6x,;

» O jogador B perde a n-ésima partida (com probabilidade 1 — ;) e ganha a seguinte

(com probabilidade condicional 0,4), com probabilidade igual a 0,4(1 — z,).
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Portanto, a probabilidade x,11 de vitéria na (n+ 1)-ésima partida é dada por
Tpy1 = 0,62, +0,4(1 — z,), ou seja, xp4+1 = 0,22, +0,4, com x; = 0,4, pois o jogador B

nao inicia a primeira partida.

Obtendo a equacao de diferencas x,,+1 = 0,22, + 0,4, com zg =0 e 21 =0,4, e

utilizando a transformada Z pode-se encontrar x,, que dependa somente de n.

Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equacao de diferencas:

Z{xns1} = 2{0,2z, +0,4}.

Pela propriedade de Linearidade:

Z{zni1} = 2{0,22,} + 2{0,4}.

Utilizando a definicdo de transformada Z e a propriedade de Translacao:

2X(2)— :lz_::a:nzl_” =0,2X(z) —|—O,4Z%1.
2X(z) = 0,2X(2) +0,4ﬁ.
E isolando X (z): o
X(z) = (2—1)7(;— 0,2)"

Multiplicando X () por z"~! para aplicar o método dos residuos:

0,4z"
(z—1)(2—0,2)

o qual possui dois pélos simples em z=1e 2z =0,2.

X(Z)ZT“1 =

Assim,

Tn = Res 2" 71X (2) + Res 2" 1X(2)
z=

z=0,

0,42"

= lim|(z—1) (z—1)(z—0,2)

z—1

0,4z™ ]

G-1)(>-02) + lim l(z—O,Q)

z—0,2
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. 0,42" . 0,42"
= lim|——— |+ lim
=02 | (z—1)

0,4 0,4(0,2)"

0,8 -0,8
1 1

= ———(0,2)".
2 2( 7)

1
Logo xp, = 5[1 —(0,2)"] é a solugao.

Portanto, a probabilidade do jogador B ganhar a n-ésima partida é de

1
Ty = 5[1 —(0,2)"], ou seja, quando n tende ao infinito, a probabilidade z,, tende a 50%.

Exemplo 4.15. Torre de Hanoi (texto adaptado de Morgado e Carvalho (2014))

A Torre de Handi é um quebra-cabecas com uma base, na qual sao fixadas trés
hastes. Em uma destas hastes sao encaixados um certo niimero de discos, de didmetros
diferentes, de modo que um disco sempre repousa sobre outro de diametro maior, conforme
figura (11). Qual é o nimero minimo de movimentos para transferir todos os discos para
outra haste, respeitando sempre a restricao de que um disco nunca seja colocado sobre

um disco de diametro menor, e movendo um disco por vez?

Figura 11: A Torre de Handi com 5 discos.

A idéia fundamental é de que um problema com n discos (n > 1) pode ser reduzido
a um problema com n — 1 discos. Isto é, sabendo transferir n — 1 discos de uma haste para
outra, sabe-se também transferir n discos. De fato, para transferir n discos da haste 1
para a haste 3, sera necessario, em algum momento, transferir o disco de maior diametro
da haste 1 para a haste 3. A tnica forma em que isto pode ser feito é pela prévia remocao

dos n—1 discos superiores para a haste 2. Observe que, nesta transferéncia, tudo se passa
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como se apenas estes n — 1 discos estivessem presentes: como o n-ésimo disco é maior
que todos os demais, ele nao impoe qualquer restricdo no processo. Apos a passagem do
maior disco para a haste 3, resta apenas transferir os n — 1 discos da haste 2 para a 3

(novamente, tudo se passa como se o maior disco nao estivesse 14).

T Ty

Figura 12: Passando de n para n — 1.

Designando x;,, o nimero minimo de movimentos para transferir n discos de uma
haste para outra, tem-se x, = r,,—1 +1+x,_1, ou seja, x, = 2x,_1+ 1, para todo n > 1.

Equivalentemente, z,11 = 22, + 1, para todo n € N.

Em resumo tem-se que a solug¢ao para a Torre de Handi com n discos, ou seja, o
nimero minimo para mover todos os discos, se da pela resolucao da equagao de diferencas

dada por 41 =22, +1, com zg = 0.
Resolugao:

Aplicando a transformada Z na equagdo 1 = 2x, + 1:

Z{xni1} = Z{2x, +1}.

Utilizando as propriedades de Linearidade, Translacao e pelo item 1 na lista de

transformadas:
X (2) — o) = 2X (2) + zf -
Substituindo xp = 0 e isolando X (2):
2X(2) =2X (2) + —
B z—1
z
X —2)=
(-2 = 2
X(z)= 5.

Dividindo X (z) por z e aplicando o método de fragoes parciais:
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X(z) 1
z (2=2)(z—1)
A B
B z—2+z—1

A(z—1)+B(2—-2)
(z—2)(z—1)

(A+B)z+(—A—-2DB)
(z—2)(z—1)

Pela igualdade dos polindmios em z nos numeradores, tem-se o sistema linear:

A+B=0
—A-2B=1

cuja soluggo é A=1e B=—1.

z z

z2—2 z—1

Aplicando a transformada Z inversa e analisando o item 2 na lista de transfor-

Assim, X(z) =

madas:

= Z27HX(2)}
- Zl{ziQ_zil}

- Z_l{ziQ}_Z_l{zil}

= n_1n

Logo, x, =2" —1 ¢é a quantidade de movimentos necessarios para mover n discos.

Esse jogo foi idealizado e publicado pelo matematico francés Edouard Lucas, em
1883, que, para dar mais sabor a sua criacdo, inventou a seguinte lenda: Na origem do
tempo, num templo Hindu, situado no centro do universo, o deus Brama supostamente
havia criado uma torre com 64 discos perfurados de ouro puro ao redor de uma de trés
colunas de diamante e ordenou a um grupo de sacerdotes que movessem os discos de uma

coluna para outra, fazendo um movimento por segundo, respeitando as suas instrugoes.
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As regras eram simples: apenas um disco poderia ser movido por vez e nunca um disco
maior deveria ficar por cima de um disco menor. Segundo a lenda, quando todos os 64

discos fossem transferidos para uma outra coluna, o templo iria desmoronar e o mundo

264

desapareceria. Deste modo, depois de — 1 segundos todos os discos teriam sido mo-

vidos. Por sorte, essa quantidade de tempo é de aproximadamente 42 vezes a idade do

universo. Nao ¢ claro se Lucas inventou essa lenda ou foi inspirado por ele.

Exemplo 4.16. Matematica financeira

Uma pessoa deposita R$1.000,00 em uma poupanca que rende 9% de juros com-
postos por ano.
(a) Encontre uma equagao de diferengas para a quantia na poupanca ao final de n anos.
(b) Encontre uma férmula explicita para a quantia na poupanga ao final de n anos.

(¢) Quanto haverd na poupanca depois de 100 anos?

Resolugao:
Seja pp, o valor da poupanca no periodo n em anos.

Para resolver o item (a) observa-se o que ocorre com a poupanga nos primeiros

anos:

e No ano 0 tem-se na poupanca o valor de R$1.000,00, ou seja, pg = 1000;

e No ano 1 o valor da poupanca se d4 com o valor anterior e aplicando os juros em

cima do valor do ano anterior, ou seja, p; = po + 0,09pp;

o No ano 2 o valor da poupanca recai na soma do valor anterior mais 9% desse valor,

ou seja, p2 = p1+0,09p1.

Recursivamente, pode-se generalizar que no ano n o valor da poupanca se da por

Pn+1 = 1709pn

Para resolver o item (b) pode-se aplicar a transformada Z na equagao de dife-

rencas dada por:

Pnt+1 = 1,09p,
po = 1000.
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Aplicando a transformada Z em ambos os lados da equagao:

Z{pn+1} = 2{1,09pn}.

Usando a propriedade de Similaridade:

Z{pn—l—l} = 17092{1771}'

Aplicando a propriedade de Translagao a esquerda da igualdade:

2P(2) —poz =1,09P(2).

Isolando P(z):

oz
P(z) = .
(2)= "1
Substituindo pg = 1000:
P(z) = 1000—
Z) = .
21,09

Aplicando a transformada Z inversa e observando o item 2 na lista de transfor-

pn = Z7H{P(2)}

— z1!1000—=
{ 2—1,09}

(12)

z
= 100021
{z — 1,09}

= 1000(1,09)™.

Logo a quantia na poupanga é dada por p, = 1000(1,09)", onde n é o nimero de

Para responder o item (c) basta substituir n = 100 na equagao (12):



107

p1oo = 1000(1,09)%9 ~ 1000 x 5529,04079 = 5.529.040, 79.

Ou seja, apds 100 anos haverd R$5.529.040,79 na poupanca.

Exemplo 4.17. Pizza de Steiner

Qual é o maior nimero de regides em que se pode dividir o plano com n cortes

retos?
Resolugao:

Pensando no plano como se fosse uma grande pizza e os cortes retos como se
fossem retas pertencentes a este plano, determina-se o nimero maximo de regides em que

n retas podem dividir o plano.

Considerando y, a quantidade méaxima de regioes que n retas dividem o plano
observa-se que se ndo ha nenhuma reta entao tem-se somente uma regiao (a pizza inteira),
ou seja, yo = 1. Tracando-se uma reta no plano tem-se duas regides, ou seja, y; = 2.
Tracando-se mais uma reta no plano de modo a obter-se a quantidade maxima de regioes,
tem-se que esta corta a primeira reta ja existente em apenas um ponto, gerando assim duas
novas regioes, ou seja, y2 = y1 +2 = 4. Faz-se o tracado de mais uma reta de tal maneira
que esta produza o maximo de regioes possiveis, assim esta nova reta corta as duas retas

jé existentes em um ponto cada gerando trés novas regioes, ou seja, y3 =y2+3 = 7.

1 reta 2 retas 3 retas 4 retas
Figura 13: Retas cortando a pizza.

Continuando o processo e fazendo a analise para n + 1 retas, se em um plano
tem-se n retas gerando y,, regioes, respeitando as condi¢des impostas pela questao, entao
tracando a reta n+1 de modo que esta produza uma quantidade méxima de regioes,
tem-se que a reta n+ 1 corta as n retas em n pontos, gerando assim n+ 1 novas regioes,

isto é, Yyn+1 =yn+ (n+1), com yo = 1.

Resolvendo a equagao de diferencas aplicando a transformada Z:

Z{ynt1} = Z{yn+ (n+1)}.



Tabela 1: Relaciao entre n? de retas e regioes.

n® de cortes | n° de regides | regides acrescentadas
1 2 -
2 4 2
3 7 3
4 11 4

Pelas propriedades de Linearidade e Translacgao:

Z{yn—H} = Z{yn} +Z{n} +Z{1}'

z 2
Substituindo yg = 1 e isolando Y (2):
2 2
2Y(2)—z2=Y(2)+ =172 +—
2(22—2+1)
Y(Z) = W

Pelo método dos Residuos, multiplica-se Y (z) por 2"~ 1:

222 —z+1)

Y(2)2"t = EEE

Tem-se em Y (z) um pélo em z =1 de ordem 3. E calculando os residuos:
yn = Res 2" 1Y (2)
z=1

1 2

S lig (2 =1)%Y (2)2" ]

= —lim — [z”(zQ — 2+ 1)}

= —lim— {nz"*1(22 —z+1)+2"(22— 1)}

108
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1
— inmpun—1p”9@2—z+1y+mwmﬂez—n+ayﬂ

[n(n—1)+2n+2]

DN | —

= ;@ﬂ+n+@.

2
, n“+n-+2
Dai, yp = ———.
2
Logo o ntimero maximo de regioes em que o plano pode ser dividido com n cortes
n?4+n+2

retos e dado por y, = 5

Este problema foi proposto pelo gedmetra alemao Jakob Steiner(1796-1863) e

resolvido pelo mesmo em 1826.

Exemplo 4.18. Castelo de cartas

A figura a seguir mostra castelos de cartas de 1, 2 e 3 andares. Para montar esses
castelos, foram usadas 2, 7 e 15 cartas, respectivamente. Quantas cartas serao necessarias

para montar um castelo de 5 andares? E um castelo de n andares?

1 andar 2 andares 3 andares
2 cartas 7 cartas 15 cartas

Figura 14: Castelo de cartas de 1, 2 e 3 andares.

Resolucao:
Inicialmente tem-se que o niimero de cartas para n =1 andar é dado por 1 = 2.

Para construir n = 2 andares sdo necessarias: a quantidade anterior (z1 = 2);
mais n = 2 tridngulos (sem base), ou seja, 2n = 2.2 =4 cartas; mais n—1=2-1=1
cartas na posicao horizontal que significam o ntimero de andares menos 1. Logo, x5 =

r1+2n+(n—1)=z1+3n—1=2+32—-1=7, paran=2.
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Para construir n = 3 andares sdo necessarias: a quantidade anterior (z3 = 7);
mais n = 3 tridngulos (sem base), ou seja, 2n = 2.3 =6 cartas; maisn—1=3—-1=1
cartas na posicao horizontal que significam o ntimero de andares menos 1. Logo, x3 =

ro+2n+(n—1)=29+3n—1=7+3.3—1=15, para n=3.

Logo, a quantidade de cartas utilizadas para construir n andares é dada pela

relagdo x, = xp—1+ (3n—1), com n > 2.

Para responder o item (a) pode-se descrever termo a termo até o valor de x5 ser

encontrado, da seguinte maneira:

Tem-se que x1 =2, 9 =7 e x3 = 15. Utilizando a recorréncia dada por z, =

Tp—1+ (3n—1) para encontrar o valor de z4 e em seguida de xs.
Paran =4 tem-se 24 =241+ (3x4—1)=23+12—1=23+11=15+11 = 26.
Para n =5 tem-se 5 =x5-1+(3x5—1) =24+ 15—1 =124+ 14 = 26+ 14 = 40.
Conclui-se que para construir um castelo de 5 andares sdo necessarias 40 cartas.

Para responder o item (b) nota-se que utilizando a transformada Z é possivel

calcular o niimero de cartas x,, em func¢ao dos andares n, segundo a equacgao de diferencas:

Tpt1 = Tp+ (3n+2)

r0=0, 1 =2.
Aplicando a transformada Z em ambos os lados da igualdade:

Z{xpni1} = Z{xp+(3n+2)}.

E pelas propriedades de Linearidade e Translacao:

2 [X(z) —gxrz—’“] = X(2) +3<z_z1>2 +2Zf -
21X () — 0] :X<z)+3(2_21)2 +22f1.
X(le=1)= 321)2 + ZQ_Zl.

X(2) :((5_513)

Multiplicando X (z) por 2"~! para aplicar o método dos residuos:
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_ "(2z+1)
X n—1 — Z (
o qual possui um polo z =1 de ordem 3.
Assim,
r, = Res 2" 1X(z2)
z=1
L d2 3.n—1
= gl A
1. &
= glm o4
— L. d n n—1
= 5&%%[2 (22+2)+nz""7]
= —lim[(2n% +2n)2" "1 4+ (n? —n)2z" 2
z
= —(3n%+n)
Dai,
L. 9

o que responde o item (b).

Pode-se também comprovar o resultado encontrado no item (a) utilizando a

equagao (13), bastando substituir n = 5:

1
x5:§(3x52—|—5) = 40.

As Olimpiadas Brasileiras de Matematica (OBM) costumam, em suas provas,
colocar algumas questoes que envolvem recorréncias. Este exemplo do castelo de cartas
pode ser encontrado na questao 1 da XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica, 2% Fase

— Nivel 1.

Exemplo 4.19. Financiamento de veiculos

Considere um financiamento de um carro no valor de R$32.000,00 que deve ser
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pago em 4 anos, com parcelas fixas mensais de R$1.100,00. Determine:

(a) Qual o juros mensal pago?

(b) Se o juros mensal fosse o0 mesmo da poupanca! de 0,63%, quanto deveria pagar por

més para quitar a divida em 4 anos?

(¢) Quanto se deve dar de entrada para termos uma parcela fixa de R$600,00, um juros

igual ao da poupanca e terminar a divida em 4 anos?

Resolucao:

Considere que dy seja a divida inicial. Assim, a divida d,,, depois de transcorridos
n meses da compra, ¢ dada pela divida corrigida do més anterior menos a parcela paga

no meés, ou seja:

dp = dp1+idy1—P

= (1 + i)dn_l - P
coma=1+17e b=—P, sendo que i é a taxa de juros mensal do financiamento, e P o

valor da parcela.

Observe que, a > 1, pois i > 0. Assim, d,,4+1 = ad, +b é uma equagao de diferengas

cuja solucao geral serd encontrada através da transformada Z.

Aplicando a transformada Z em ambos os lados da igualdade:

Z{dpi1} = Z{ad, +b}.

E utilizando a defini¢ao de transformada Z e a propriedade de Translagao:

bz
z—1

1-1
z {D(z) - z;)drz'r] =aD(z)+

bz
z—1

z [D(z) — dozo} =aD(z)+

INo presente ano de 2015 a taxa média da poupanca é de 0,63% por més, conforme dados obtidos no
site do Portal Brasil em (BRASIL; ABECIP, )
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-5

Dividindo D(z) por z e aplicando a decomposi¢ao em fragoes parciais:

D(Z) _ zdo+b—dy
z (z—1)(z—a)
R S
= +

z—1 z—a

R(z—a)+S(z—1)
(z—1)(z—a)

Obtendo assim o sistema:

R+ S =dj
—aR—S=0b—dj
. - b
cuja solucao é R = eS=dy— .
1—a 1—a

Substituindo R e S tem-se a equacdo em z dada por:

Doy b= +<d0_ b) i

T 1-a--1 l—a) z—a

Aplicando a transformada Z inversa e observando os itens 1 e 2 na lista de

transformadas:

d, = Z71 {D(2)}
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Substituindo a e b:

P .
d, = 1—(1+z’)+[d0+1—(1+i)1 (1+14)

_ ];++[d0—f] (1+i)" (14)

_ do(1+i)”—P<(1”§n_1>.

Logo,

dy = do(1+)" — P <W> |

7
Para n =48, dyg = 0, do = 32000,00, P = 1100,00 e substituindo na equacao

acima:

1+i)#®—1
dys = 0 = 32000(1 +)*® — 1100 <M> .

i

14+4)%—1

g2i—11(UFIT 1)
(1+41)48

E efetuando os célculos tem-se i &~ 2,26% ao més, o que responde o item (a).

Para o item (b) tome a taxa i = 0,63%, periodo de financiamento de 48 meses,

divida inicial dy = 48 e divida final d4g = 0.

Agora basta substituir os valores na equagao (14) e isolar P:

(140,0063)48 — 1)

dag = 32000(1 +0,0063)%8 — P ( 0063

Isolando P e fazendo os devidos calculos tem-se P = 774,62.

Logo considerando o juros mensal do financiamento igual ao da poupanca, a

prestacao fixa do financiamento a ser paga seria de R$774,62.

Exemplo 4.20. Tabuleiro de dominos

Determine o ntiimero maximo de modos de cobrir um tabuleiro 2 x (n—1), n> 1,

com dominés 2 x 1 iguais.

Resolugao:
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Primeiramente varia-se n verificando o ntimero maximo de maneiras para se dis-
por os dominés nos tabuleiros 2 x (n—1).

Admitindo a dimensao do tabuleiro em 2x (n—1), n € N, n > 1 e x,, o ntimero

de maneiras para se dispor os dominés:

Para n =2, num tabuleiro 2 x (n —1) =2 x 1 tem-se 1 maneira de colocar um

dominé 2 x 1, conforme Figura 15. Assim, x, =22 = 1.

Figura 15: Um dominé em um tabuleiro 2 X 1.

Para n = 3, num tabuleiro 2 x (n — 1) = 2 X 2 tem-se 2 maneiras de colocar dois

dominds 2 x 1: dois deitados ou dois em pé. Assim, x, = 3 = 2, conforme Figura 16.

A
1
1
1
1
1
1
I

Figura 16: Dois dominés em um tabuleiro 2 X 2.

Para n =4, num tabuleiro 2 x (n — 1) =2 x 3 tem-se 3 maneiras de colocar trés
dominés 2 x 1: trés deitados; dois em pé e um deitado abaixo; ou dois em pé e um deitado

acima. Assim, x,, = x4 = 3, conforme Figura 17.

Figura 17: Trés dominés em um tabuleiro 2 X 3.

Para n =5, num tabuleiro 2 x (n—1) = 2 x 4 tem-se 5 maneiras de colocar quatro

dominés 2 x 1: quatro deitados; um deitado acima, outro deitado abaixo e dois em pé ao
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centro; dois em pé acima e dois deitados abaixo; dois em pé abaixo e dois deitados acima;

ou quatro em pé. Assim, x,, = 5 = 5, conforme Figura 18.

b N NCONN N NS
N A R e A v
TG NN LT
i VYN AL K NN
o EeEh NN VNN
S B4 ANEVZ4 S N N4 S N B [—_—
1N N B
AP A AN A A

Figura 18: Quatro dominés em um tabuleiro 2 X 4.

E assim, continuando a distribui¢do dos dominds para tabuleiros maiores, verifica-
se que a quantidade maxima de maneiras para distribuir os dominés é dada pela sequéncia

{xo, 23,24, 75,...} ={1,2,3,5,8,13,...}.

Portanto, admitindo g =0 e x1 = 1, pode-se dizer que o nimero maximo de

maneiras para cobrir os tabuleiros se dé pela equacao de diferencas:

Tp42 = Tp+1 +Tp
ro=0,21 =1,
onde 2 x (n—1) é a dimensao do tabuleiro, n > 1, n € N, e z,, 0 nimero méaximo de

maneiras para cobrir o tabuleiro.

A resolugao da equacao se refere ao exemplo 4.10, cuja solugao é dada por:

T-(-9)"

_ ¥
fn_ \/g )

1+5
>

Mostrando assim o ntimero maximo x,, de modos para cobrir um tabuleiro 2 x

onde ¢ =

(n—1) com dominds 2 x 1 iguais.

4.2 EXERCICIOS PROPOSTOS

Nesta se¢ao tem-se uma lista de exercicios envolvendo as Equacgoes de Diferencas.

Propoe-se a utilizacao da Transformada Z como método de resolucao.

1. Usando Transformada Z, solucione a equagdo de diferencas x,y1 + 2z, = (—1)",

tendo condicao inicial dada por xp = —2. Em seguida escreva os trés primeiros



termos da sequéncia.

Resposta: x, = (—1)"—3(=2)" = {-2,5,—-11,...}.
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. Usando Transformada Z, solucione a equacao de diferencas 2y,+92 — 3yp+1+yn =0,

tendo condigoes iniciais dadas por yg =2 e y; = —1.
_2n—|—2 16

Resposta: y, = on

. Solucione a equagao de diferengas dada por:

Tn+2 + 5I'n_|_1 + 6l’n =3

.CE():—Q, .2131:1.

1 15
Resposta: x,, = 1 6(—2)"+ Z(—B)”.

. Utilize a Transformada Z para solucionar:

_ 2

ag = 0.
n
=(

Resposta: a, = 5 2n? —3n+1).

. Usando Transformada Z, solucione a equacao de diferencas 8z,,19+ 62,41+, =5,

tendo condigoes iniciais dadas por xg =0 e z1 = —1.
2720 (17(=2)" — 18(—1)" + 227
3 .

Resposta: z,, =

. Solucione a equacao de diferencas dada por 2y,+3 — 3yn+2+ 1y, = 0, tendo condigoes

iniciais dadas por yg =0 e y; = 1.

8 /—1\" 8
Resposta: y, = —3 <2> + 37 3n.

. Utilize a Transformada Z para solucionar:

nio +9a, = 13(2)"2

ag=1, a1 =2.

Resposta: a, = é[(?) +20) (—34)™ + (3 — 20)(30)™ + (—i)™"2" 1.

. Encontre a transformada Z de xp492 — 22,41+ 2, =0, com xg=A e x1 = B. Em

seguida encontre a solucao para a equagao de diferencas.
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Resposta: z, = A+ (B —A)n.

9. Usando Transformada Z, solucione a equacao de diferencas yn42 — v3Ynt1+yn =0,

tendo condicdes iniciais dadas por yg =1 e y1 = /3.
Resposta: y, = cos (n67r) ++/3sen (?)

10. Solucione a equacao de diferencas dada por:

(n+2)ynt1—3yn = n?+42

yo=1,y1=0.
7 4 1
Resposta: y, = Z(—1)” — g(_g)n + %37{

11. Resolva as equacgoes de diferencas utilizando a transformada Z e suas propriedades.

(a) xpy2 —2xp41+ 2, = 3n, dadas condigoes iniciais: 29 =0 e 21 = 2.
1
Resposta: z,, = 5(6n —3n%+n3).

(b) (n+1)ap+1+ nay, =2n—3, dada condicao inicial: a; = 1.
n—2(—1)"—2
- :

Resposta: a, =

12. Suponha que a populacdo mundial em 2002 era de 6,2 bilhdes e cresce com uma

taxa de 1,3% ao ano.
(a) Encontre uma equagao de diferencas para a populagdo mundial n anos depois
de 2002.

(b) Encontre uma férmula explicita para a popula¢do muncial n anos depois de

2002.

(¢) Qual a estimativa da populagdo mundial em 20227

Respostas:

(a) zp41 = 1,013z, g = 6,2, onde n é a quantidade de anos e x,, a populagdo em

bilhoes.
(b) &, =6,2(1,013)™.
(c) w20 = 8,02 bilhoes.
13. Um modelo para o niimero de lagostas capturadas por ano baseia-se na hipdtese de

que o numero de lagostas pescadas em um ano é a média do niimero da pesca dos

dois anos anteriores.
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(a) Encontre uma equagao de diferengas para L,,, em que L, é o nimero de lagostas

capturadas em n anos, seguindo a hipétese para este modelo.

(b) Resolva a relagao de recorréncia em (a) e encontre Ly, sabendo que Ly = 100.000

e L1 =300.000.

Respostas:

1
(a) L, = E(Lnfl + Ly—2),n>0.

1 n
1400000 800000 (‘ 2 )
3 3 '

(Questao 01 - AVIMA12, PROFMAT 2013) Paulo economizou durante muitos anos

e tem, hoje, R$500.000,00 aplicados em um investimento que rende juros de 1%

(b) Ln =

ao més. A partir do proximo més, ele pretende fazer uma retirada mensal de
R$1.000,00.

(a) Seja s, o saldo que resta da aplicagdo, ap6s fazer a n-ésima retirada. Exprima
Sp+1 em termos de s,. Dé também a condicao inicial da recorréncia obtida.

(b) Obtenha uma expressao para s, em fungao de n.

(¢) Qual é a retirada mensal maxima que Paulo pode fazer de modo que o saldo
da aplicacao nunca se torne negativo?

Respostas:

(a) sp+1=1,01s, — 1000, com sy = 500000.
(b) s, =400000 x 1,01n -+ 100000.

(¢) A maior retirada possivel é o rendimento mensal, igual a 0,01 x 500000 = 5000.

(Questao 09 - Nivel 2 - 1* Fase, OBMEP 2012) Renata montou uma sequéncia de
tridngulos com palitos de fésforo, seguindo o padrao indicado na figura (19). Um

desses triangulos foi construido com 135 palitos de fésforo. Quantos palitos formam

Ny

/_..4_. : _z__.u ARG

o lado desse triangulo?

Figura 19: Tridngulos com palitos.

Resposta: n =9 palitos.
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5 CONCLUSAO

Durante a pesquisa da transformada Z como método de resolucao de equacoes de
diferencas nota-se no referencial tedrico que a utilizagdo de progressoes se faz necessaria.
Sua aplicacao em modelos matematicos propostos ao ensino bésico, como a torre de Hano6i
e numeros de Fibonacci foi uma motivacao para este estudo. As aplicacées podem envol-
ver diversas areas da matematica como geometria, probabilidade, matematica financeira,

entre outros temas que abrangem a matematica discreta.

Alcancga-se com este trabalho o propdsito de desenvolver um material em por-
tugués sobre a transformada Z. Leva-se em consideracao que as referéncias em inglés

encontradas apresentam informagdes limitadas em exemplos e demonstragoes.

Além do objetivo geral, inser¢ao do tema no ensino basico, vé-se a importancia nas
aplicagoes em outras areas além da matematica como engenharia, economia, computacao,
tornando a exposi¢ao de propriedades e demonstracoes da transformada Z essencial para
seu aprendizado. Sobretudo, a apresentacao das tabelas de propriedades e pares de trans-
formadas se faz necessaria para que o método de resolugao se torne operacionalmente agil

e eficaz.

A compilacao de diversos exemplos, a cada passo da construcao da pesquisa,
torna-se essencial para a compreensdo do tema. Além disso, os exercicios propostos, me-
diante diversos niveis de complexidade, sdo uma das principais ferramentas para a fixacao
e aplicacao dos contetdos estudados. Para o estudo da transformada Z pode-se explorar
primeiramente modelos mais simples: a matematica financeira e progressoes, pois além de
serem aplica¢oes mais visiveis no cotidiano, sao contetidos vistos no ensino béasico. E, apos
o estudo das defini¢oes e demonstracoes, explorar aplicagoes em engenharia, computacao,

economia, conforme a area a ser focada.

Como expansao do presente estudo, pode-se incluir a definicdo da transformada
de Laplace, transformada de Fourier, para abranger a relacao algébrica entre essas e a

transformada Z. Pode-se também tratar da transformada Z bilateral, apesar de seme-
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lhante a unilateral, tem algumas propriedades e defini¢ao diferentes e com isso envolver um
maior niimero de problemas e exercicios. Pode-se ampliar este trabalho com a elaboracao
de um material direcionado a disciplina de Calculo nas engenharias, onde a transformada
Z pode ser apresentada de uma forma mais ampla de modo a abordar as propriedades e

demonstragoes.

Finalmente, pode-se citar como dificuldade a assimilacao do LaTeX. Esta é uma
linguagem padrao no meio académico com a finalidade de encorajar os usuarios a nao
se preocuparem com a aparéncia de seus documentos, mas se concentrar em obter o
contetudo certo, facilitando assim a escrita de textos cientificos. Tal objetivo se torna
desafiador, tendo em vista que o aprendizado da linguagem é um processo lento e gradual.
Por contrapartida, tem-se uma ampla literatura na internet em manuais, féruns e ajuda
sobre o LaTeX. Acredita-se que tais obstaculos foram superados e que a continuidade
do aprendizado em LaTeX ¢é de grande valia para o desenvolvimento de outros textos na

linguagem proposta.
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APENDICE A - PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA Z

Operacao Ty, n >0 Z{xn} = X(2)
Linearidade (Adicao) T+ Yn X(z)+Y(2)
Linearidade (Multiplicacao) axy, aX(z),aeR
Diferenciacao nay —zjzX (2)
Similaridade a" Ty, X <z>, aeR
Translacao para Direita Tk +*X(2), keN
Translacao para Esquerda Tpik KX (2) - kz_:l:vnzkn, keN
n=0
Convolugao T * Yp, X(2)Y(2)
Valor Inicial x0 lim X (2)
Valor Final Jim ;1_% (z—1)X(2)
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APENDICE B - LISTA DE TRANSFORMADAS Z

Ndmero | z,, n >0 X(2) = Z{xn} RDC
1 1 © : 2] > 1
Z_
2 a” © 2] > |al
z—a
1 1
3 a” |z| > |al
z—a
4 ean - 2] > |e9]
z—e
z
D —_— >1
n EEE |z
z(z+1)
6 n? g |z| > 1
2
4z+4+1
- n3 2z +42+1) 12| > 1
(z—1)
d\"/ =
8 nb | (C1) <zdz> (Z_1> 2> 1
az
9 na" ) |z| > |al
10 n2a" M |z| > |al
z—a
2 4 2
11 n3a" az(z<+ a;ja : |z| > |al
z—a
a\"/ =
12 nhan | (1) (zd> ( ) 12| > |al
2 z—a
Zsen w
1 1
’ sen e 22 —2zcosw+1 12>
2(z — cosw)
14 1
cosne 22 —22cosw+1 121>
h
15 senh nw Sikted |z| > mazx{e”, e}

22 —922coshw+1
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Ndmero | x,, n >0 X(2) = Z{xn} RDC
z(z — coshw)
16 h > Yem
coshnw 7 9 comho £ 1 |z| > maz{e*, e}
z|a|senw
17 " >
jaf"senwn 22 —2zla|cosw + |a)? 2> lal
18 la|™ coswn 2z Jalsenw) |z| > |al

22 —2z|a|cosw + |al?




