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Resumo

VERUZ, Edilson Gabriel; METODO DOS ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO FUN-
COES DE FORMA DE ALTA ORDEM APLICADAS EM ESTRUTURAS EM ESTADO
PLANO DE TENSAO. 86 f. Trabalho de Conclusdo de Curso, Engenharia Mecénica,

Universidade Tecnolodgica Federal do Parana, Guarapuava, 2020.

Desde sua popularizagao, o Método dos Elementos Finitos (MEF) recebeu diversas abor-
dagens, com diferentes niveis de detalhamento. Uma dessas abordagens, o triangulo de
deformacao constante (CST) é muito difundido no meio académico, principalmente para
problemas de Estado Plano de Tensao (EPT) por sua simplicidade de aplicacao e boa
aproximacao de solugoes reais. Contudo em projetos estruturais, devido ao compromisso
com a performance e a seguranca, novas abordagens foram empregadas visando diminuir o
erro sem elevar o custo computacional, a exemplo da aplicacao de func¢oes de interpolacgao
de ordens superiores. Diante disso, este trabalho buscou abordar o MEF para estruturas
submetidas a um EPT utilizando fun¢oes de forma de alta ordem para elementos triangu-
lares, construidas através do conceito de produto tensorial entre fungoes unidimensionais
usando bases modais com os polinémios ortogonais de Jacobi. O algoritmo foi desenvolvido
na linguagem de programagao Python com auxilio da plataforma Jupyter Notebook e, os
resultados de tensao e de deslocamento obtidos foram comparados com software comercial.
O emprego das fungoes de forma de alta ordem ao método obteve éxito ao se equiparar aos
resultados de softwares especificos sem a necessidade de refino das malhas das geometrias

estudadas.

Palavras-chaves: Método dos Elementos Finitos, Estado Plano de Tensao, Polinémios

Ortogonais de Jacobi, Python.



Abstract

VERUZ, Edilson Gabriel; FINITE ELEMENT METHOD USING HIGH ORDER SHAPE
FUNCTIONS APPLIED TO STRUCTURES IN A STRESS PLANE STATE. 86 f. Course
Completion Work, Mechanical Engineering, Federal Technology University - Parana,

Guarapuava, 2020.

Since its popularization, the Finite Element Method (FEM) has received several approaches,
with different levels of detail. One of these approaches, the constant strain triangle (CST)
is very widespread in the academic environment, mainly for Plane State of Stress (PSS)
problems due to its simplicity of application and good approximation of real solutions.
However, in structural projects, due to the commitment to performance and security,
new approaches were used to reduce the error without increasing the computational cost,
such as the application of interpolation functions of higher orders. Therefore, this work
sought to approach the FEM for structures submitted to an EPT using high order form
functions for triangular elements, built through the concept of tensor product between
unidimensional functions using modal bases with Jacobi’s orthogonal polynomials. The
algorithm was developed in the Python programming language with the aid of the Jupyter
Notebook platform, and the stress and displacement results obtained were compared
with commercial software. The use of functions shape of a high order to the method was
successful in being equal to the results of specific software without the need to refine the

meshes of the studied geometries.

Key-words: Finite Elements Method, Plane State of Stress, Jacobi’s Orthogonal Polyno-
mials, Python
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Capitulo 1

Introducao

Com o avancgo tecnoldgico, engenheiros se deparam com projetos complexos que
demandam confiabilidade e seguranca e, atingir esses objetivos é reflexo da modelagem
matematica apropriada. Mecanica dos solidos, fenomenos dos transportes e demais ciéncias
da engenharia sao usadas para descrever o comportamento fisico dos sistemas e, normal-
mente, a formulacao resulta em expressoes matemaéticas, denotadas por um conjunto de
Equagoes Diferenciais Parciais.

A solugao analitica para essas Equacoes Diferenciais Parciais, em geral, é apenas
concebida para casos simples e em problemas reais de engenharia, adota-se estratégias de
aproximagao, como o Método dos Elementos Finitos (MEF). O emprego dessa ferramenta
permite a anélise de geometrias complexas com a possibilidade de modificar os parametros
de entrada e sem a necessidade da criagao de prototipos, reduzindo custos associados a
producao sem perder a fidelidade de um modelo real (DHATT; LEFRANCOIS; TOUZOT,
2012).

O MEF é dotado de trés caracteristicas bésicas que lhe torna um atrativo. Pri-
meiramente, é a divisao do dominio continuo, comumente complexo, em subdominios
denominados elementos finitos. Segundo, para cada elemento, a ideia de que se pode
aproximar qualquer funcao continua por combinagoes lineares de polindémios algébricos e
terceiro, as relagoes algébricas de cada coeficiente indeterminado dos elementos podem ser
obtidos para cada elemento, satisfazendo as equagoes governantes, por integragao numeérica.
Nesse sentido, o MEF pode ser visto como a aplicacao, elemento a elemento, dos métodos
variacionais - Rayleigh-Ritz - ou residuos ponderados - Garlekin (REDDY, 1993).

Apesar do MEF atender bem a maioria dos problemas de engenharia, para algumas
aplicagoes é necessario que o erro seja minimo. Derivagoes do MEF surgiram com o intuito
de reduzir o erro através de: refinamento da malha a partir do aumento do ntmero de
elementos e de tamanhos variados (versao -h); aumento do grau polinomial de interpolacao
(versao -p); e a combinacio dos casos anteriores (versao -hp) (BABUSKA; GUO, 1992)

A eficiéncia associada aos métodos citados muito se deve as func¢oes de aproximacao

utilizadas. A literatura traz uma variedade de procedimentos para a construcao dessas,



Capitulo 1. Introdugdo 15

destacando-se as fungoes que utilizam entidades fisicas - fun¢oes de Lagrange e Serendipity,
por exemplo - e as que usam bases modais. Dentre as funcoes de forma com bases modais,
Karniadakis e Sherwin (2013) apresentam a construgao utilizando produto tensorial de
func¢oes unidimensionais.

Na mecéanica estrutural, o MEF se demonstra uma ferramenta importante, dadas
as necessidades e complexidades envolvidas no comportamento fisico dos projetos. Dentro
da teoria da elasticidade, situagoes nas quais estruturas possuem largura e comprimento
muito superiores a espessura, sao utilizadas de hipoteses simplificadoras, o EPT (REDDY,
1993).

Essas consideracoes englobam diversas situacoes reais e podem ser aplicaveis em
vigas, placas finas e vasos de pressao validando a necessidade de softwares de solucao
especializados nessas estruturas.

Sendo assim, o objetivo deste trabalho é desenvolver um algoritmo de MEF que
utilize o produto tensorial de fungoes unidimensionais para a construgao das funcoes de
forma para elementos nao estruturados proposto por Karniadakis e Sherwin (2013) e leve

em consideracao as hipdteses de EPT para o procedimento de solugao.

1.1 JUSTIFICATIVA

Devido a escassez dos recursos naturais e o desenvolvimento de tecnologias, os
projetos de engenharia passaram a ter compromisso com a redugao de custo, o uso
consciente dos materiais disponiveis e a maxima performance. Visto que os métodos
analiticos possuem limitagoes para solucionar os problemas reais e os testes empiricos sao
dispendiosos e requerem tempo, um recurso encontrado é o emprego de métodos numéricos
para obter solugoes proximas as reais.

O tratamento apropriado dos problemas de estado plano de tensao, com o uso
do MEF e a incorporacao desses por linguagens de programacgao permite a criacao de
programas poderosos e responsivos, essenciais para o desenvolvimento de diversas areas da
engenharia (SMITH; GRIFFITHS; MARGETTS, 2013).

Por outro lado, dado a limitacao de solucoes de EDP associadas a problemas
de elasticidade, é importante a comparacao das respostas dos sistemas obtidas pelos
algoritmos com softwares ja consolidados no mercado, a exemplo do Ansys, verificando a
coeréncia dos resultados.

Portanto, é desejavel o estudo e o desenvolvimento de um algoritmo simples e
responsivo, para problemas mecéanicos, considerando estruturas submetidas ao Estado
Plano de Tensao, utilizando o método dos elementos finitos como ferramenta de solucao
visando obter solugoes de deslocamento e tensao e, comparar seus resultados com software

comercial.
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivos Gerais

Sao objetivos gerais implementar um algoritmo de solugao do Método dos Ele-
mentos Finitos de Alta Ordem (MEF-AQ) para estruturas mecénicas submetidas a um
Estado Plano de Tensao abordando o uso de fungoes de alta ordem, modais e hierarquicas.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para atender o descrito acima, os seguintes passos serao tomados:

1. Implementar algoritmo de solugdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) na

linguagem de programacao Python;

2. Construir as fungoes de interpolacao de alta ordem por meio do produto tensorial de

fungoes unidimensionais de bases modais utilizando polinomios ortogonais de Jacobi;

3. Aplicar algoritmo, através de simulagdes, em problemas praticos de Estado Plano de

Tensao.

4. Comparar resultados obtidos com o software comercial Ansys R3 2019 Student

Version.
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Formulacao do Método dos Elementos

Finitos Para So6lidos Lineares-Elasticos

Neste capitulo, serao discutidos topicos essenciais para a compreensao e desenvol-
vimento do Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem e suas ferramentas de resolugao

para estruturas mecéanicas submetidas a um Estado Plano de Tensao.

2.1 O Método dos Elementos Finitos

Os problemas de engenharia desafiam engenheiros a trabalhar com projetos
mais caros, que requerem maior confiabilidade, seguranca e restrigoes rigorosas. Para
garantir tais caracteristicas, modelos matematicos devem ser elaborados para descrever
o comportamento requerido em servico. Em geral, o comportamento desses problemas
é governado por Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) e a solugao dessas por calculo
analitico é dificil, ou até mesmo insolivel com as ferramentas disponiveis. Para contornar
essa situacgao, ferramentas numéricas foram desenvolvidas com o propésito de solucionarem
essas equacoes. Nesse sentido, o MEF atende a maioria dos problemas, podendo ser aplicado
em diversas situagoes como problemas que possuem regioes lineares ou nao-lineares com
dominio uni, bi ou tridimensional (DHATT; LEFRANCOIS; TOUZOT, 2012).

O MEF trabalha com o principio de aproximar uma geometria, de dominio continuo
Q, por um ndmero finito de elementos conectados por nés (FISH; BELYTSCHKO, 2007).
Na Figura 2.1, por exemplo, a placa fina com um furo centralizado submetida a um
carregamento axial, tem o dominio aproximado por elementos triangulares conforme
Figura 2.2a. A caracterizacao de um dominio continuo por elementos finitos ¢ denominado
malha.

Observa-se que a descricao da geometria pela Figura 2.2a apresenta um erro de
aproximacao geométrica e, a medida que se aumenta o numero de elementos, com o refino
da malha especialmente na regiao circular, Figura 2.2b, o erro de aproximacao geométrica

¢é reduzido.
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Figura 2.1 — Placa retangular com furo central com carga axial
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Fonte — Autoria Propria

Figura 2.2 — Geometria aproximada por elementos triangulares

(a) Malha inicial (b) Malha refinada
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Fonte — Fish e Belytschko (2007)

Outros modos de garantir a acurédcia dos resultados sao as escolhas dos elementos
de aproximacgao conveniente para a geometria, a exemplo de elementos triangulares para
contornos curvos, assim como o grau P das fun¢oes de interpolacao, tratadas nas sec¢oes

seguintes.
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2.2 Os Tipos de Elementos

Durante a discretizacao de estruturas, o engenheiro também deve se preocupar
com o tipo de elemento empregado, pois eles também afetam a acuracidade da solugao
tanto quanto a eficiéncia computacional do algoritmo (CHANDRUPATLA et al., 2002).

Para a discretizacao bidimensional, a literatura apresenta, majoritariamente,

resultados para elementos triangulares e quadrilaterais, conforme Figura 2.3.

Figura 2.3 — Representagao geométrica por diversos géneros de elementos nao-
estruturados (tridngulos) e elementos estruturados (quadrilate-
ros)

(a) Linear (b) Quadratico (c) Cubico

L ]
L ]
L ]

L]
L
L ]

Fonte — Adaptado de Dhatt, Lefrangois e Touzot (2012)

Em geral, os elementos triangulares lineares sao mais recorrentes na geracao de
malha, devido a facilidade de descrever qualquer geometria, até mesmo em topologias com
contornos curvos, através do refino da malha a partir do aumento de elementos. Entretanto,
é intrinseco dos elementos triangulares a baixa acuracia em relagao aos resultados (FISH;
BELYTSCHKO, 2007).

Por outro lado, os elementos quadrilaterais possuem maior precisao dos resultados,
porém, requerem maiores tempos computacionais, devido ao aumento de incégnitas pelo
acréscimo de um n6 por elemento (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

Na geragao de malhas com elementos quadrangulares, deve-se evitar o surgimento
de elementos degenerados, isto é, onde um né colapsa superimpondo suas coordenadas a
um outro nod, aproximando-no de um elemento triangular. As implicacoes desse efeito é
impossibilidade do calculo das solugoes nesse ponto, necessitando de um remalhamento da
geometria (FISH; BELYTSCHKO, 2007).
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2.3 Os Elementos de Ordem Superior

Apesar da simplicidade da ideia de discretizar determinada geometria por uma
malha, em alguns casos, onde a geometria possui contornos complexos, a aproximacao
pelos elementos lineares nao é tao precisa. A fim de contornar tal situacao, torna-se
atrativo o uso de elementos de ordens mais altas para gerar a malha, ou seja, os elementos
triangulares e quadrilaterais, com a adigao de noés (fisicos ou néo), que podem ter seus
contornos interpolados por fungoes de ordem superior - a exemplo de fungoes quadréticas
e cubicas conforme Figura 2.3 (FISH; BELYTSCHKO, 2007).

Segundo Reddy (1993), a discretizagdo do dominio Q por um elemento qualquer,
cada intervalo do elemento é descrito por uma funcao de forma polinomial »;, cujo grau
do polindémio é determinado pelo ntiimero (n— 1) de pontos do intervalo. Em elementos
finitos de alta ordem, adiciona-se pontos dentro de cada intervalo afim de melhorar a
aproximagcao. Em geral, utiliza-se a interpolagao de Lagrange em elementos de alta ordem
devido a caracteristica do polinomio .£"(x) adquirir o valor real quando aplicado no no.

A adicao de um nimero elevado de pontos no intervalo, intuitivamente, traria
uma solugao muito préxima da solucao exata, contudo, a adicao demasiada de pontos
provocaria um comportamento indesejado no polinémio de Lagrange. Na faixa central
do intervalo, o erro de aproximacao seria baixo, entretanto, conforme se aproxima das
extremidades, o polinémio interpolador se afasta do valores reais da EDP, aumentando
seu erro. Esse comportamento é conhecido como Fenomeno Runge. Normalmente, opta-se
por utilizar fungdes interpoladoras entre grau 5 e grau 9 (REDDY, 1993).

Na literatura, sao propostas outras classes de func¢oes de forma associadas aos
entes topologicos dos elementos - tais como vértices e arestas -, a exemplo das funcgoes
de forma hierarquicas que utilizam os polinémios de Legendre e Chebyschev para casos
unidimensionais e o uso do produto tensorial na construcao das fungoes hierarquicas para
os casos bi e tridimensinais (EDGAR; SURANA, 1996).

Bittencourt, Vazquez e Vazquez (2007) introduzem e desenvolvem as fungoes de
forma que utilizam o produto tensorial entre fungoes unidimensionais de bases modais.
Diferentemente das fungoes de forma ja apresentadas, nesta situagao, o acréscimo do
ntmero de graus de liberdade (GDL) ocorre sem a adi¢ao de nos fisicos no elemento, isto
é, as funcoes de interpolagao nao sao associadas as variaveis nodais. Esse tratamento, é
comum o uso dos polindmios ortogonais de Jacobi para construgao das bases modais pois,
desempenha a melhora da esparsidade das matrizes de rigidez e de massa conforme a
escolha das funcoes pesos.

Desse modo, cabe ao projetista a escolha adequada das fun¢oes de forma para cada
situacao, uma vez que elas sao essenciais para o desempenho do algoritmo e acuracidade

da resposta.
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2.4 A Forma Forte do Problema

Segundo Fish e Belytschko (2007), para utilizar o MEF é necessério desenvolver
as equagoes governantes e as condigoes de contorno do problema, essas consideradas a
forma forte do problema.

Em problemas bidimensionais, as equagoes governantes, em geral sao EDP sobre
regioes geométricas complexas, ou seja, os contornos I' de um dominio bidimensional Q.
Como o MEF visa aproximar o dominio © por uma malha de elementos, a solucao obtida
contém erros devido a discretizacao do problema assim como pela aproximag¢ao do dominio.

Varios problemas de engenharia tem seu comportamento denotado pela Equacao
de Poison , V- (kVu) = f em Q, onde V ¢é o operador gradiente, k ¢ uma constante do
material e f é a variavel de origem (REDDY, 1993).

Em problemas de elasticidade, a Equacao de Poison adota a forma da Equacao

2.1, que é considerada a forma forte

KVu=F (2.1)

Onde K denota a rigidez do sistema, u={ u v }’ é campo de deslocamentos
procurado tal que u e v sao as componentes em x e y, respectivamente e, F' representa as

forgas aplicadas no sistema.

2.5 O Estado Plano de Tensao

Na mecéanica dos soélidos, considera-se que todas as estruturas mecanicas possuem
dominio tridimensional, contudo, durante a formulagao dos problemas, engenheiros podem
optar pela simplificagao das estruturas, de modo que elas possam ser representadas
bidimensionalmente, ou até mesmo unidimensionalmente.

No estado geral de tensao, apresentado na Figura 2.4, o elemento de tensao é
caracterizado por 3 componentes independentes de tensao normal 6; e 3 componentes inde-
pendentes de tensao de cisalhamento 7;; e é representado pela notagao compacta do tensor
de tensao 22 ordem descrito pela Equagao 2.2 (HIBBELER, 2011) (CHANDRUPATLA et
al., 2002).

T
G:{ Ox Oy O; Ty Ty ’L'xy} (2.2)

Quando conveniente, as estruturas podem ser analisadas em um tdnico plano,
assim, o estado geral de tensao é simplificado para um EPT (HIBBELER, 2011).

Portanto, o EPT para um elemento infinitesimal é descrito pela Equacao 2.3.

O, =T, =Ty; =0 (2.3)
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Figura 2.4 — Elemento Infinitesimal em um Estado Triaxial de tensao.

Oz

Fonte — Hibbeler (2011)

E as demais componentes de tensao, oy, Oy e Ty, pode-se atribuir valores nao-nulos,

como representado pelas Figuras 2.5a e 2.5b.

Figura 2.5 — Representacao do Estado Plano de Tensao

(a) Elemento Infinitesimal em Estado Plano de(b) Representacdo Bidimensional do Estado
Tensao. Plano de Tensao.

d"'

Fonte — Hibbeler (2011)

Nessa condicao, vigas com forcas aplicadas transversalmente, vasos de pressao
com paredes finas, cilindros pressurizados com paredes grossas abertos nas extremidades,

e placas finas com carregamento distribuido ao longo da espessura exemplificam o EPT.
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2.5.1 As Hipoteses do Estado Plano de Tensao

Como explanado na se¢ao 2.5, durante a formulacao e anélise de diversos problemas
estruturais, algumas simplificagoes sao realizadas para reescrevé-lo bidimensionalmente.
Contudo, para que o corpo esteja submetido ao EPT, as seguintes hipoteses devem ser

satisfeitas:

e Nao pode existir carregamentos na diregao perpendicular ao plano, sendo a diregao

z na Figura 2.5a;

e As dimensoes do plano em analise devem ser, no minimo, 10 vezes superior a sua

espessura.

2.5.2 As Equacdes de Equilibrio

Admitindo a hipotese que os materiais submetidos ao EPT sao isotropicos, ho-
mogéneos e possuem comportamento elastico-linear, livros-textos como Hibbeler (2011)
desenvolvem os conceitos de tensao e deformacao, e formulam-nos matematicamente e
seus resultados serao utilizados nesse trabalho.

Ao aplicar os resultados da equacao 2.3 na lei de Hooke generalizada para um

elemento tridimensional, as relagoes de deformacao-tensao obtidas sao expressas pela

equagao 2.4.
& = | (o —voy)
x — E x — VOy
1
=% (0y —voy)
T
Yeo=Y%z=0
g =——(0x+0y)
Onde
G- E
C2(1+v)

¢ o modulo de elasticidade transversal e v é coeficiente de Poison.

Trabalhando os resultados da equacao 2.4, obtém-se a relagao inversa de tensao
dada por 0 = De (CHANDRUPATLA et al., 2002) e na forma matricial apresentada por
2.5.

Oy E 1 v 0 &
O (=T 2|V 1 1O g (2.5)
Txy 00 5+ Yy
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2.6 A Forma Fraca do Problema

Ao empregar o MEF como ferramenta de solugao, Dhatt, Lefrancois e Touzot
(2012) citam que o método visa discretizar a formulacdo integral (ou variacional) em
uma série de equagoes algébricas que resolvidas numericamente se obtém uma solugao
aproximada. O fluxo desse procedimento é demonstrado na Figura 2.6.

Nesse sentido, obter a forma fraca do problema de elasticidade plana, Equacao
2.1, é essencial para aplicar o método e na literatura, o método de Garlekin, ou Residuos

Ponderados, pode ser utilizado para obtencao da forma variacional da forma forte.

Figura 2.6 — Transformacoes das equacoes de um sistema fisico

Sistemas Fisicos

Formulacio das - Leis fisicas
Equactes h 4

Equacdes Diferenciais

Parciais
Método dos residuos
" ponderados
Transformacao das —
equagies Formulacao Integral

Funcées de aproximacio desconhecidas
utilizando FEM e organizagio matricial

b

Sistema de equacdes
algébricas

Solucdo numérica
Solucio Numérica do sistema

Solucao
aproximada

Fonte — Adaptado de Dhatt, Lefrancois e Touzot (2012)

Ao considerar que a discretizacao do dominio pelo MEF traz consigo os erros
de aproximagao, deseja-se que a diferenca (residuo) entre a solugao exata u e a solugdo
aproximada u seja zero ou satisfatoriamente proxima de zero, utiliza-se o método dos

residuos ponderados como mostrado na Equacao 2.6.

/ Wi(Kii— F)dQ=0 i=1atén (2.6)
Q

Onde W; sao as fungoes peso, linearmente independentes e integraveis no dominio
Q.

Em Chandrupatla et al. (2002), a Aproximagao de Garlekin consiste em um dos

método de residuos ponderados em que as fungoes pesos sao construidas de acordo com as
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funcoes da base N; utilizadas para encontrar a solugao aproximada u, conforme Equacao

2.7, o que garante uma reducgao da ordem das derivadas e a formulacao fraca do problema.

W=¢= Zn:‘{liNi (2.7)
i=1

A forma fraca em um problema de elementos finitos consiste em reescrever a EDP
que governa o sistema na forma integral.

No livro texto de Chandrupatla et al. (2002), é desenvolvido matematicamente
a formulacao fraca para problemas de elasticidade a partir das equagoes de equilibrio, o
que foge do escopo desse trabalho, sendo omitido, utilizando apenas o resultado da forma

fraca para problemas bidimensionais representado pela Equacgao 2.8.

/Q ole(9)tdQ — ( /Q o dQ + /F ¢TTtdF+zi:¢iPi> =0 (2.8)

A Equagao 2.8, quando aplicado em problemas lineares elasticos é precisamente
o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV): o primeiro termo da equagao representa o
trabalho virtual interno do sistema, onde 6! denota o tensor de tensdo de 2¢ ordem
em notagao compacta, €(¢) representa a deformagao especifica aplicado em um vetor
arbitrario de deslocamento virtual ¢ condizente com as condigoes de contorno e t a
espessura da geometria; e o termo entre parénteses representa o trabalho virtual externo,
onde f representa o vetor de forgas de corpo, T é a forca de tragao representando eventuais
carregamentos distribuidos na superficies do corpo e P; representa cargas pontuais aplicadas
em um no.

Para uma regiao bidimensional discretizada, a forma fraca é dada pela Equacao
2.9.

Y / e"De(¢)rdQ— <Z / ¢ frdQ + /F ¢TTtdF+Z¢iTP,-> =0 (2.9)
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Conforme Bittencourt (2007), em problemas estruturais, o MEF visa dividir o
dominio do corpo continuo, Figura 3.1a, em elementos finitos, Figura 3.1b, e obter a
solucao da Equacao 2.1 nos pontos de interesse e nas demais posicoes, os deslocamentos
sao determinados por interpolagao das fungoes de forma.

Para problemas em regime elastico no meio continuo, o propésito da Equacao
2.1 é encontrar o campo de deslocamentos u = { u v }’. Entretanto, como citado na
Secao 2.6, nao é possivel resolver diretamente a equacao com o MEF na forma diferencial,
necessitando obter a forma integral da Equagao 2.1, que é dada pela Equacao 2.9 ja
discretizada.

Segundo Chandrupatla et al. (2002), a forma fraca para problemas eléasticos é o

Figura 3.1 — Sistema considerado como meio continuo e sua discretizagao por
elementos finitos

(a) Meio Continuo (b) Discretizado por Elementos Finitos
F,
F,
T
F, F, =
> ~
F, F; F, F;
F, F,

Fonte — Bittencourt (2007)
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PTV, cujo o primeiro termo da Equagao 2.9 representa o trabalho virtual interno e, o

termo entre parénteses o trabalho virtual externo, conforme as Equagoes 3.1 e 3.2.

Trabalho Virtual Interno = ¥T[K]{u} (3.1)

Trabalho Virtual Externo =¥T{F} (3.2)

Dessa maneira, nota-se que existe uma relagao entre a rigidez, o carregamento e os
deslocamentos nodais do sistema, ao substituir as Equagoes 3.1 e 3.2 em 2.9, representado

pela Equacao 3.3.

{u} = K" {F} (3.3)
A Equacao 3.3 fornece a solugao para o modelo discretizado da Equagao 2.1.
Assim, a acuracidade dos resultados do MEF reside no procedimento de modelagem e nas

estratégias de solucao.

3.1 A Geracao da Malha

Nesse estudo, para realizar a discretizacao das geometrias, utilizar-se-a a biblioteca
Triangle, disponivel para a linguagem Python (RUFAT, 2009). A escolha dessa biblioteca,
se da pelo fato que, diferentemente de softwares comerciais, a malha nao é limitada por
um numero maximo de elementos, sendo possivel refiné-la até o ponto que exceda o limite

da precisao computacional.

Figura 3.2 — Geometria discretizada por meio da biblioteca Triangle

(a) Insercao dos pontos de interesse da(b) Malha obtida por meio da triangu-

geometria lacao de Delaunay

L] L]

2 3
e4

L2 el e

e3

1 4

L] L]

Fonte — Autoria Prépria

A biblioteca Triangle permite por meio da insercao dos pontos de interesse da

geometria a geracgao de uma malha triangular, baseado na triangulacao de Delaunay, isto
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é, para cada triangulo da malha, existe uma circunferéncia que contém unicamente os seus
vértices (RUFAT, 2009).

Por exemplo, uma geometria quadrangular de lado unitéario, insere-se os vértices
da figura assim como um ponto central, com as coordenadas descritas na Tabela 3.1 e,

como resultado, tem-se a geracao da malha, conforme Figura 3.2.

Tabela 3.1 — Coordenadas nodais da geometria

Niamero do N6 | Coordenada x | Coordenada y
1 0,0 0,0
2 0,0 1,0
3 1,0 1,0
4 1,0 0,0
5 0,5 0,5

Fonte — Autoria Prépria

Além da malha, a biblioteca prové a tabela conectividade dos elementos, Tabela
3.2, essencial para encontrar a correspondéncia entre a numeracao global e local e os graus
de liberdade da geometria (CHANDRUPATLA et al., 2002). Destaca-se que os nos a, b e
¢ da tabela conectividade sao relativos a numeracao local do elemento e podem diferir da

numeragao global.

Tabela 3.2 — Tabela de conectividade dos elementos

Identificagdo do né
Elemento =6 b [ No ¢
el 2 1 5
e2 ) 4 3
e3 4 5 1
ed 5 3 2

Fonte — Autoria Proépria

Deve-se salientar que ao passo que a geometria adquire contornos mais complexos,
adota-se a estratégia de adicionar mais pontos para suavizar o contorno e melhorar a
aproximacao da geometria

Apos a obtengao da malha, Chandrupatla et al. (2002) discute que o MEF usufrui
do conceito de fungoes de forma para determinar os deslocamentos nodais de cada elemento.

A seguir é discutido a construcao das func¢oes de forma para elementos triangulares.

3.2 As Funcodes de Forma

Segundo Bittencourt (2014), para elementos triangulares emprega-se as coordena-
das naturais de area na construgao das fungoes de forma devido a propriedade de simetria
rotacional.

Ainda de acordo com o autor, subdividindo um tridngulo de area A em trés

subtriangulos de area Aj, A» e Az, as coordenadas de area 0 < L; = % < 1, Figura 3.3,
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sao definidas como a razao entre as areas dos subtriangulos e a area original, conforme a
Equagao 3.4.

Al Ay Az

—+—+—=1—=>Li+Lh+13=1 3.4

Tt At 1+l +1Ls (3.4)
Tendo em vista que uma das coordenadas de area é dependente das demais, por

exemplo, pode-se escrever L3 em funcao de L e L.

Figura 3.3 — Coordenadas naturais baricéntricas para o triangulo linear

(a) Subtriangulos (b) Coordenadas de area
c C
* ®
I, Y
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I b \\
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|I |I \'\‘. ] 3 .
[ AN\ | /}\
{ A 2 | \\. \'\
i ; hY #= [ 1 %,
| e ", L2 *,
f P N \
! / — \ .,
i -\.\_\_.'\. *
| - L3 Y
| /( A P - b i b
G/ .
a a

Fonte — Bittencourt (2007)

O procedimento adotado nesse estudo emprega o uso de produto tensorial entre
polindmios unidimensionais expressos em coordenadas naturais para a obtencao das fungoes

de forma e, a expressao geral das funcoes de forma para triangulos é apresentada pela
Equagao 3.5

050 (L1, Lo, L3) = 6 (L1) 837 (Lo) 61 (Ls) (3.5)

Onde ¢,, ¢, e ¢, sao funcoes unidimensionais nas direcoes, respectivamente, de
Ly, Ly e L3 e, p,qe rsao os indices de tensorizagao associados as entidades topologicas
(nods e arestas) do triangulo (BITTENCOURT, 2014).

Para a construcao das funcoes de forma de grau superior a 1, utilizar-se-a as
bases modais, ou seja, que nao dependem das coordenadas das variaveis nodais em sua
construgao (BITTENCOURT; VAZQUEZ; VAZQUEZ, 2007). Dessa forma, os polindmios
empregados devem atender tal condicao e, nesse estudo, sao considerados os polinémios
ortogonais de Jacobi.

Dada a ordem P de interpolagao, por exemplo, para a coordenada natural Ly, os
polinémios da base podem ser definidos pela Equagao 3.6, onde P;fi’lﬁ ! 520 os polindmios
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ortogonais de Jacobi, ¢ e B; sdo os pesos dos polinémios ortogonais e p sao os indices de

tensorizagao.

1 p=0
oy (L) ={ Ly p="P (3.6)
LiPYPron, —1) o<p<p

Analogamente, para as demais direcoes, a definicao apresentada pela Equacao 3.6
também pode ser usada.

A opcgao de usar bases modais é em razao da dificuldade ou até mesmo a impossi-
bilidade de gerar malhas com nos fisicos nas arestas e faces dos elementos para ordens mais
altas, dificultando o uso de bases nodais. Apesar da existéncia de técnicas de colocagao de
no6s em malhas lineares baseados em quadraturas de integragao que contornam a dificuldade
do uso de bases nodais, ha outra vantagem no uso dos polinébmios ortogonais de Jacobi
que é proporcionada pela melhora da esparsidade das matrizes de rigidez e de massa
(BITTENCOURT; VAZQUEZ; VAZQUEZ, 2007).

Ainda conforme o autor, apesar do uso das bases modais para a construgao das
funcoes de forma com graus de interpolacao superiores a 1, as fungoes de vértices, nessa
abordagem, dependem das coordenadas nodais.

Assim, utilizando da expressao geral das fungoes de forma, Equacao 3.5, e as

defini¢oes das bases modais, obtém-se as seguintes expressoes:

e As fungoes de forma de vértice:

>
N0
S—
—~
iy
h
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h
(98]
~
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¢’(§8) (L1,L2,L3) = ‘Z’(ge) (Ly) ¢(§e) (L) ¢;(>e) (L3) = L3

e As fungoes de forma de aresta:

0% (L1,La,L3) = 0 (L1) 0 (L2) 0 (Ls)
= LiL PO 2L - 1) PP 2L 1), (prg=P)

0% (L1, Lo, Ls) = 95 (L1) 0 (1) 0 (Ls)

(3.8)
= LiLsPY P QL = )PP 2L = 1), (p+r=P)
0%) (L1, Lo, Ls) = 0 (L) 904 (L2) 0 (Ls)
= LLPEP 2L - )PP 2L —1), (g+r=P)
e As fungoes de forma de face:
0hir (L1, 1o, 13) = 9} (11) 94 (1) 91 (13) (3.9)

= LiLaLsPO P 2Ly~ 1) PP (2L, — 1) PP (205 1)
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3.2.1 Indices de tensorizacdo

A dedugao das fungbes de forma para o elemento triangular plano é dado pelo
produto tensorial dos polinomios unidimensionais de Jacobi conforme a Equagao 3.5. Para
isso, os indices de tensorizacao p, g e r devem corresponder adequadamente as posigoes
das funcoes unidimensionais na base de suas respectivas coordenadas naturais Ly, Ly e Ls.

Neste estudo, utilizar-se-a as fungoes de forma de alta ordem de grau 2 e 4 em
comparativo as funcoes lineares e a abordagem utilizada para a construgao dos indices é a
mesma empregada por Bittencourt (2007)

Segundo o autor, cada direcao L; possuiré linhas constantes que assumem valores
entre 1 e P+ 1 e que estao localizadas entre 0 e 100% do comprimento da coordenada
natural em anélise. Dessa forma, os indices p, ¢ e r de um no6 sao determinados pelos
valores assumidos pelas linhas constantes que o intersectam, independente da ordem de
interpolacao. Por exemplo, o elemento triangular plano quadratico, Figura 3.4, o n6 a
¢é determinado pelas linhas de valores constante 3, 1 e 1 respectivamente, das direcoes
Ly, L, e L. Em geral, o valor das linhas constantes é representado pelo subindice n da

coordenada da coordenada natural, ;.

Figura 3.4 — Elemento triangular plano quadratico

i \ ‘g.-— ‘ g
o L / Ly / L. /
\ d NS b
a\ d Q_\ b a ﬁ/ ,./ /‘ b o jo/ . Ls,
1

1\ 2 N 0N o/ v /

Fonte — Adaptado de Bittencourt (2007)

Para os demais noés do elemento triangular plano quadrético, os indices de tensori-

zagao estao dispostos na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 — Indices de tensorizacdo para o elemento triangular plano quadra-

tico
a b ¢ d e f
p 3 1 1 2 1 2
q 1 3 1 2 2 1
r 1 1 3 1 2 2
Fonte — Adaptado de Bittencourt (2007)
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Quanto as funcoes de forma de alta ordem de grau 4, além das fungoes de aresta,

h& a ocorréncia das funcgoes de face, apresentadas como nés na Figura 3.5.

Figura 3.5 — Elemento triangular plano quartico

Fonte — Adaptado de Bittencourt (2007)

Os indices de tensorizacao para as fungoes de forma quarticas sao apresentadas
na Tabela 3.4

Tabela 3.4 — Indices de tensorizagao para o elemento triangular plano quartico

a b ¢c d e f g h i j k 1 m n o
p 3 1 1 4 3 2 1 1 1 2 3 4 3 2 2
qg 1 3 1 2 2 1 4 3 2 1 1 1 2 3 2
r 1 1. 3 1 2 2 2 3 4 4 3 2 2 2 3

Fonte — Adaptado de Bittencourt (2007)

3.3 Transformacées Geométricas e os Sistemas de Coordenadas

Na literatura, as transformacoes geométricas sao tratadas como essenciais para a
obtencao do sistema de equacoes algébricas. Dada a necessidade de representar o dominio

Q), as representagoes geométricas mais comuns dos elementos sao:

— Subparamétricos: as transformagcoes geométricas utilizam fungoes de interpolagao de

grau inferior as fungoes de interpolagao dos deslocamentos.

— Isoparamétricos: as transformagoes geométricas utilizam funcoes de interpolagao de

grau idéntico as fungoes de interpolacao dos deslocamentos.

— Superparamétricos: as transformagoes geométricas utilizam fungoes de interpolagao

de grau superior as funcoes de interpolagao dos deslocamentos.

Nessas condicoes, é importante escolher adequadamente as transformagoes geomé-
tricas, pois elas permitem relacionar as coordenadas locais (Lj,L;) com as coordenadas

globais (x,y) através da matriz Jacobiana J para cada elemento.
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De acordo com Bittencourt (2007), ao trabalhar com dois sistemas de referéncia,
é necessario que existam transformacgoes que relacionem o sistema global e o sistema local
de referéncias, pois, facilita o mapeamento de elementos da malha e o calculo de matrizes
dos elementos finitos. Diante disso, as Equagoes 3.10 e 3.11 apresentam relagoes entre as

coordenadas locais L; e Ly e as coordenadas globais x e y.

x(Li,Lp) = z”: XN, (Ly,Ly) = {X}{N} (3.10)
a=1
W(LiL2) = ¥, ¥eNa(Li,Lo) = (VYT (N} (3.11)

a=1
Tais transformagoes sao importantes durante o calculo da matriz de rigidez e do
vetor do carregamento do elemento, pois requerem as derivadas das fungoes de forma em
relagdo as coordenadas globais x e y (BITTENCOURT, 2014).
Neste trabalho, utilizou-se as transformacoes subparamétricas para o mapeamento
dos elementos triangulares, ou seja, o niimero de fungoes de interpolagao é menor que o

ntmero total de graus de liberdade.

3.4 Matriz de Elasticidade e a Matriz Jacobiana

De acordo com Bittencourt (2014) e conforme apresentado na subsegao 2.5.2, as
relagoes de deformagao sao essenciais durante o processo de modelagem do MEF para
problemas de EPT e sao representadas como um conjunto de derivadas parciais do campo

de deslocamento {u}, Equacao 3.12.

Ju dv Jv 814} (3.12)

{e}={ec & mWw}= {g 9y Eﬁa_y

Na forma discretizada, as componentes dos campos de deslocamentos u e v sao
descritas por uma combinacao linear entre os deslocamentos nodais u; e v; e suas respectivas
fungoes de forma N;. Ao realizar a diferenciagao do campos de deslocamento para encontrar

as componentes de deformagcao {e}, destaca-se a matriz de elasticidade [B], Equagao 3.14.

u T v T v T u T
@}:{a{gﬁ a{iﬁ 8{2@ +a{£y]}=4Mh& 5.13)

A matriz de elasticidade [B] trata-se de uma composi¢ao de matrizes B; de derivadas
parciais das fungoes de forma N; em relagao as dire¢oes x e y, conforme Equagao 3.15. A
finalidade dessa matriz é computar as deformacoes em qualquer ponto interno do elemento

triangular em analise e como consequéncia, empregada também para o céalculo de tensoes.

B] = [B1B:.. ] (3.14)
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2N
Y
[B;] = 0 5 (3.15)
IN;  IN;
dy Jx

No procedimento de obtengao da matriz [B], observa-se que as fungdes de forma
estao em func¢ao das coordenadas locais L; e L, e é necessario aplicar a regra da cadeia

para se obter as derivadas globais, conforme mostrado em forma matricial na Equacao
3.16, para um no a.

Ny a9y WA N, N,
JL _ | dL IL Jx dx _ 171 JdL
o (= 9 9 | AN (7 an (=H (3.16)
aLz 8L2 6L2 ay 8y 8L2

Nesse sentido, a matriz [J], Equacao 3.17, que se desenvolve na Equagao 3.16 é

denominada matriz Jacobiana de transformagcao e essa relaciona as derivadas das funcoes
de forma entre os sistemas de coordenadas local e global (BITTENCOURT, 2014).

= [{x}T;{Z} {}Tj{N}]
()7 {N} Ny 8{1]4\;}

Vale salientar que a matriz Jacobiana de transformacao desempenha outros papéis

(3.17)

na abordagem de elementos finitos, por exemplo, o calculo da area do elemento e a
determinagao de forgas de corpo (CHANDRUPATLA et al., 2002).

3.5 As Matrizes Elementares

Como apresentado anteriormente na Equagao 3.3, a solugao do MEF para os
deslocamentos nodais é obtida diretamente através do produto inversao da matriz de rigidez
e do vetor de carregamento do sistema. A matriz de rigidez e o vetor de carregamento, nesse
aspecto, sao essenciais para obtencao da solucgao e, ao manipular a forma fraca discretizada,
Equagao 2.9, obtém-se a seguinte relagao para a matriz rigidez (CHANDRUPATLA et al.,
2002):

/ /IL 7 (D(B]|det|J]|dL dLs (3.18)

Apesar do tratamento, a Equacao 3.18 nao é restrita a problemas de EPT, sendo
aplicavel em problemas de elementos finitos baseado em deslocamentos, desde que o
tratamento seja adequado a analise empregada (COOK, 1994).

Ainda de acordo com Cook (1994), como a matriz constituinte [D] é constante, a
matriz rigidez elementar [K¢] depende da diferenciagao das fungoes de forma da matriz
de elasticidade [B]. Isso implica que o comportamento e as limitagoes da modelagem de
elementos finitos depende da escolha apropriada do tipo de elemento, das fungoes de forma

e do refino da malha.
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Por outro lado, a representacao do vetor de carregamento pelo MEF é dada pela
equacao 3.19 (CHANDRUPATLA et al., 2002):

(ze { /0 1 /0 1_LZ{N}Tdet[J]dleLz} { j:x } (3.19a)

y

{F} = / 11 Ng(£)det[J]ldE  onde £ =2L—1 (3.19b)

Y P (3.19¢)

\ ¢

Dentre as cargas mecénicas que o compoe, incluem-se: as forgas de corpo, Equagao
3.19a, que atuam sobre o volume da estrutura; as forcas de tracao, Equacao 3.19b, que sao
distribuidas ao longo da fronteira I'; e as forgas concentradas, Equagao 3.19¢, que incluem
momentos e cargas pontuais (COOK, 1994).

Tais relagoes de rigidez e carregamento sao resolvidas elemento a elemento e,
conseguinte, conforme a técnica de montagem empregada, se constroi a matriz global de

rigidez e do vetor de carregamento.

3.6 Construcao das Matrizes Globais

Conforme Dhatt, Lefrancois e Touzot (2012), em problemas de mecanica estrutural,
a montagem das matrizes globais consiste em construir a matriz global de rigidez [K] e o
vetor global de carregamento {F} através da superposi¢ao da parcela de contribui¢ao na
rigidez e no carregamento de cada elemento, respectivamente. A Figura 3.6 apresenta o
fluxo esquematico da construcao das matrizes globais.

O processo de montagem deve respeitar a continuidade dos deslocamentos e o
equilibrio de forcas em cada n6é de modo que resulte no sistema global de equagoes, e
nesse sentido Dhatt, Lefrancois e Touzot (2012) enfatizam a necessidade da tabela de
conectividade dos nos para a construcao da tabela de localizagao dos elementos (LOCE)
nas matrizes globais.

Neste estudo, empregou-se uma técnica de montagem denominada cardinalidade,
baseada na numeragao global dos nds e seus respectivos graus de liberdade. O método visa
localizar a posicao dos graus de liberdade elementares nas matrizes globais relacionando-os
com a numeracao global dos nés, de modo que os graus de liberdade na dire¢ao u e v sao
representados por 2n— 1 e 2n, respectivamente, onde n é a numeracao global do né.

Por exemplo, considere a placa quadrada discretizada por 2 elementos lineares,

Figura 3.7, e sua tabela conectividade, 3.5.
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Figura 3.6 — Processo de montagem da Matriz Global de Rigidez e do Vetor

Repetir processo
para cada elemento

Global de Carregamento

Inicializar MGR e o VGC
como matrizes vazias

!

Solucionar Matriz Rigidez

(K]

!

Solucionar Vetor
Carregamento {F}®

!

Superposicdo de [K]® em

MGR e {F}¢ em VGC

!

Finalizar montagem

MGR: Matriz Global de Rigidez
VGC: Vetor Global de Carregamento
[K]e: Matriz Elementar de Rigidez

{F}e: Vetor Elementar de Carregamento

Fonte — Adaptado de Dhatt, Lefrangois e Touzot (2012)

Figura 3.7 — Placa quadrada discretizada por dois elementos. Os nés da geo-

metria estao identificados pela numeracgao global

Fonte — Autoria Prépria



Capitulo 3. Aspectos Metodoldgicos 37

Tabela 3.5 — Tabela conectividade para o exemplo da 3.7. Utilizou-se a nume-
racao global para realizar o mapeamento dos nés.

Numero do n6

Elemento = =1 TG ¢
ol 5 1 3
2 3 1 5

Fonte — Autoria Prépria

A partir da tabela de conectividade do problema, Tabela 3.5, e usando a regra de
numeracao dos GDL, obtém-se a tabela de localizagao dos elementos (LOCE) das matrizes

locais nas matrizes globais, 3.6.

Tabela 3.6 — Tabela LOCE na matriz global de rigidez e no vetor global de
carregamento

Noa | N6b | Noc
ulvi|iu|lvi|iul|v
Elementol | 3 |4 |12 |5 |6
Elemento2 | 5 |6 | 7|8 |3 | 4

Fonte — Autoria Prépria

Apds resolver a Equagao 3.18 para cada elemento, nomeia-se as linhas e as colunas
das matrizes elementares de rigidez obtidas de acordo com a ordem da numeracao obtida

na tabela LOCE, conforme apresentado nas Tabelas 3.7 e 3.8.

Tabela 3.7 — Matriz de rigidez do elemento 1 com indices de localizacao na
matriz global de rigidez

3 4 1 2 ) 6
s R R R K
KT TR Tl
ICCUE U CCAEY
G AT
AU ATy
o LR R L R K

Fonte — Autoria Prépria
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Tabela 3.8 — Matriz de rigidez do elemento 2 com indices de localizacao na
matriz global de rigidez

) 6 7 8 3 4
s [ [ [ | |k
o LRl Tl i
T Tk [
G RIS
s LR e [ Tl
TR LT K T

Fonte — Autoria Prépria

Nesse sentido, cada coeficiente Kl-(;) tem sua posigao K;; na matriz global definido
pelo nimero da linha e da coluna que receberam da tabela LOCE, por exemplo, o coeficiente

Kigl) tem a posi¢ao na matriz global na linha i =2 e na coluna j = 1 mostrado na Equacao
3.20.

LERD R e K" K" Kg' 00
I I
L S e . I b i SFEED ol SOy
K= |y K K R K K K R R K K R
K3 ' K5y K5 +Kjs~ K5y +Kjg~ Kss +Kj7 Ksg ' +Kjp K3~ Ky
B K o e e o i
R
o o K Kig Ky K K K]
(3.20)

Por outro lado, uma posi¢ao K;; na matriz global pode ser ocupada por diversos
coeficientes das matrizes locais de rigidez, a exemplo dos coeficientes Kégl) e Ké‘iz) que tem
seus efeitos superimpostos na posicao Kys.

Apesar do exemplo acima se tratar da construcao da matriz global de rigidez, o
conceito pode ser expandido para o vetor global de carregamento atentando-se durante o
processo de identificagao dos GDL do vetor elementar de carregamento apenas nomear
suas linhas.

Vale salientar que em elementos de alta ordem, a tabela LOCE é construida de
mesmo modo, mas como os nos de arestas e nés de faces nao sao fisicos, sao numerados

posteriormente a identificacao completa dos nos de vértice.

3.6.1 Condicdes de contorno

Em problemas de mecénica estrutural, em geral, as estruturas sao submetidas as

restrigoes fisicas que vinculam seus contornos ou fronteiras a condi¢oes de deslocamento
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conhecidas. Na mecéanica dos so6lidos, algumas das condi¢oes de contorno mais utilizadas
para problemas de EPT sao as que restringem movimento em uma ou duas diregoes, ou
seja, podem restringir o movimento na diregao u e¢/ou v (HIBBELER, 2011).

No método dos elementos finitos, conforme Bittencourt (2007), apds a obtengao
da matriz de rigidez e do vetor de carregamento, deve-se aplicar as condi¢oes de contorno,
ou seja, impor ao problema que determinadas regioes assuma valores conhecidos de
deslocamento.

Por exemplo, ao considerar que a lateral esquerda da Figura 3.7 esteja engastada,
impoem-se aos no6s que a compoem que o deslocamento nas direcoes u e v sejam zero,
conforme indica a Tabela 3.9.

Se a quantidade apresentada nas colunas "Direcao u"ou "Direcao v"equivaler a 1,
significa que aqueles graus de liberdade possuem condi¢oes de contorno, caso contrério,
o valor seré zero. Desse modo, se houver condigoes de contorno nos GDL u e v, as
dire¢oes assumirao os valores das colunas "Valor na dire¢cao u"ou "Valor na direcao v",

respectivamente.

Tabela 3.9 — Condigoes de contorno para a placa quadrada discretizada por
dois elementos

Nimero do né6 Direcao u Direcao v Valor na direcao u Valor na diregao v
1 1 1 0 0
2 1 1 0 0

Fonte — Autoria Prépria

Para aplicar as condigoes de contorno no algoritmo, utiliza-se a técnica denominada
de rearranjo da matriz de rigidez e do vetor de carregamento. Ela é caracterizada por
zerar as respectivas linhas e colunas que representa os graus de liberdade que possuem as
condi¢oes de contorno. Apés essa operagao, a técnica prevé a imposicao do valor 1 nas
posigoes K;; onde i e j assumem o ntmero do grau de liberdade zerado. Por exemplo, ao
considerar a segunda linha da Tabela 3.9, o n6 condicionado corresponde ao segundo né
da numeragao global e conforme a regra da construgao tabela LOCE, atribui-se os graus
de liberdade 3 e 4, respectivamente, e assim, as posicoes K33 e K44 devem ser substituidas

pelo valor 1. Nesse sentido, a Equacao 3.21 apresenta a matriz de rigidez apés a aplicagao
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das condicoes de contorno.

1000 0 0 o 0
0100 0 0 o 0
0010 0 0 o 0
000 1 0 0 o 0

KI=10 0 0 0 KD L) KD L gled gled) pled (3.21)
0000 KV4gl? gDkl gD gl
o000 YR K
booo kY KD KD &)

Quanto ao vetor carregamento {F}, ao passo que o elemento da linha i ou da
coluna j da matriz de rigidez [K] é zerado do grau de liberdade em questao, o vetor deve
ser rearranjado através da subtracao do valor original da carga com o produto da condigao
de contorno e o valor de K;; da posicao substituida por zero. Por exemplo, ao zerar a
coluna que representa o grau de liberdade 2, ao zerar o terceiro elemento da coluna, K33, a

terceira posicao do vetor de carga devera ser substituida por F3; —0.K3;.

3.7 Integracao Numérica

O uso de coordenadas locais na modelagem matematica do problema de elemen-
tos finitos permite a simplificacao dos limites de integracao das matrizes elementares
apresentadas na secao 3.5. No entanto, em algumas fungoes nao é possivel obter suas
expressoes analiticas, tornando necessario a aplicagao técnicas de integracao numeérica
(BITTENCOURT, 2007).

Nesse estudo, utilizou-se a quadratura de Gauss-Legendre como recurso, pois
para um numero n de pontos de amostragem fornece o resultado exato de integracao

unidimensional / para um polinémio de grau P =2n — 1, conforme a Equacao 3.22.

1= [ j@ag =Y s (3.2
-1 I=1

De acordo com Bittencourt (2007), essa técnica consiste em obter a solugao da
integral pelo somatoério dos valores da fungao em pontos de amostragem dentro do intervalo
[—1, 1] multiplicados por coeficientes de ponderacao Hj, de tal forma que melhore a precisao
do resultado da integragao com um menor nimero do pontos a comparado a regra de
Newton-Cotes.

Além disso, a quadratura pode ser expandida para funcoes de duas variaveis,
f(&,n), quais sdo recorrentes nos modelos de elementos finitos para elementos quadrangu-

lares bidimensionais a exemplo da Equagao 3.23.

1= [ [ semagan (3.23)
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A Equagao 3.23 pode ser resolvida numericamente considerando apenas a parte
em 7N e mantendo constante &. Para ny pontos de amostragem na dire¢ao n e aplicando

na Equacao 3.22; obtém-se a Equacgao 3.24.

1= [ feman=Y Hif (n) = 8(6) (3.24)
-1 =1

O resultado da Equagao 3.24 ¢, em esséncia, uma fungao de uma variavel g(&).
Deste modo, ao aplicar n; pontos de integracao na diregao &, a integral de g(&) é expressa

pela Equacao 3.25.

1= [ e(&)ae =Y He (@) (3.9
- i=1

Substituindo a Equacao 3.24 em 3.25, tem-se como resultado da quadratura a

Equacao 3.26.

1:/11 /llg(é)dé :iH,- [ilij(@-,nj)] (3.26)

Onde os n; e ny pontos de amostragem &; e 1 sao dados pelos zeros dos polindmios

de Legendre P,(&) e P,(n) respectivamente. No que tange as ponderagoes H; e Hj, essas

sao alcangadas pela solucao de ( 5, respectivamente.

2 e 2
)BT (1) [p ()]
No caso da integragao numeérica de elementos triangulares, como as coordenadas
empregadas sdo naturais Lj e Ly e no dominio [0, 1], o processo de integragao é analogo,
mas deve ser especificados nas varidveis e nos limites de integracao correspondentes

(BITTENCOURT, 2007).

3.8 Algoritmos e Suas Consideracoes

Para a construgao de um coédigo de MEF, inicialmente, é necessario escolher uma
linguagem de programacao que atenda os objetivos descritos na secao 1.2. Nesse sentido, a
linguagem Python se demonstra uma alternativa, visto que esta consolidada no mercado e
possui aplicagdes nas areas da educagao, engenharia, ciéncia e negocios (FOUNDATION,
2020).

A escolha desta linguagem é devido as caracteristicas de alto nivel, orientacao a
objetos, tipagem dinamica e forte e, principalmente, a facilidade de aprendizado. Além
disso, o Python é codigo aberto (open source) e figura dentre as linguagens de programagao
mais populares do mundo, com forte participagao de usuérios em féruns e comunidades e
a disponibiliza¢do das mais diversas bibliotecas (FOUNDATION, 2020).

Desta forma, para estruturar o cédigo na linguagem escolhida é importante
entender o sentido do fluxo de entrada e saida de informacoes para cada problema e esse é

apresentado na Figura 3.8.
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Figura 3.8 — Esquematico do funcionamento geral do algoritmo do MEF para
problemas em EPT.
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Fonte — Awutoria Proépria

O algoritmo é constituido de trés fases distintas denominadas por "Pré-Processamento",
"Solucao"e "Pos-Processamento".

A fase de "Pré-Processamento'consiste em obter o problema do meio continuo em
condigoes aplicaveis no MEF, isto é, a forma discretizada do problema. Apoés a definir as
propriedades geométricas e mecanicas, os apoios e os carregamentos da estrutura, inicia-se
efetivamente os trabalhos em Python, e na subsecao 3.8.1 é discutido detalhadamente esta
etapa.

Em seguida, a fase de "solucao"engloba o desenvolvimento das fungoes de forma,
a resolucao das matrizes elementares de rigidez e carregamento, a montagem das matrizes
globais de rigidez e carregamento, aplicacao das condigoes de contorno e a obtencao dos
deslocamentos nodais u. Foge do escopo do trabalho a discussao da construcao do algoritmo

de solucao na linguagem Python, sendo apresentado unicamente a sua implementacao no
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Apéndice A.

A ultima fase, o "Pos-processamento", ocorre o tratamento da solugao e a obtencao
de resultados que sao fungoes do deslocamento, a exemplo das tensoes de Von Mises e a
energia de deformagao.

Como os deslocamentos sao encontrados apenas nos pontos de interesse, em geral,
realiza-se a interpolagao de u para as demais regioes da geometria garantindo melhores
resolucgoes para os campos de deslocamentos.

A energia de deformacao associada a estrutura pode ser obtida por meio do
produto {u}? [K]{u}, onde [K] é a matriz global de rigidez sem a aplicacdo das condicdes
de contorno e {u} sao os deslocamentos nodais.

Quanto as tensoes de Von Mises, ao manipular a Equagao 2.5, obtém-se a expressao
o = [D][B]{u}, onde [D] é a matriz constituinte do material e [B] a matriz de elasticidade.
Como a matriz de elasticidade adquire caracteristicas numéricas nos pontos de integragao
para o método de solucao utilizado, logo as componentes de tensao sao recuperadas
diretamente apenas nos pontos de integracao de cada elemento requerendo interpolacao
nas demais posicoes.

O poés-processamento dos dados podem ter diversas abordagens, cabendo ao
usuario escolher a maneira que atenda as suas necessidades e, neste trabalho, o resultado
do pos-processamento da solugao é representado graficamente pelas curvas de convergéncias
da tensao maxima de Von Mises, da energia de deformagao, assim como os campos de
deslocamentos e os campos de tensoes de Von Mises ao longo da geometria empregando-se,
assim, a biblioteca grafica Matplotlib (HUNTER, 2007).

Destaca-se ainda, a capacidade da biblioteca na construcao de graficos bidimensi-
onais mapeados por cores conforme uma escala que varia de acordo com a intensidade de
uma variavel (HUNTER, 2007), mostrando-se fundamental para a obtengao dos campos

de tensoes de Von Mises e os campos de deslocamentos apresentados no capitulo 4.

3.8.1 Arquivo de entrada

Para o funcionamento adequado do codigo, o usuario deve inserir um conjunto
de informagoes a respeito do problema denominado arquivo de entrada. Nesse estao
compreendidos as caracteristicas essenciais do sistema discretizado para realizar a solugao
do problema.

Dentre essas informagoes, o grau das funcoes de interpolacao, o modulo de
elasticidade E, o coeficiente de Poisson Vv e a espessura da geometria estao pré-configurados
em linear, 210 GPa, 0,30 e 1 mm, respectivamente, podendo altera-los conforme as
necessidades antes de iniciar a solug¢ao. Quanto aos demais dados da geometria, a exemplo
da matriz de coordenadas, de conectividade e LOCE, o usuério deve se atentar ao formato
aceito pelo algoritmo.

Para a geracao da malha, como mostrado na segao 3.1, este trabalho empregou o
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formato de saida das matrizes de coordenadas e conectividade da biblioteca Triangle. Por
exemplo, para a geometria apresentada na Figura 3.2, as coordenadas nodais e a tabela
de conectividade dos elementos, respectivamente tabelas 3.1 e 3.2, sao representadas por

matrizes bidimensionais conforme as Equacoes 3.27 e 3.28.

coordenadas = array([[0.,0.],[0.,1.],[1.,1.],[1.,0.],]0.5,0.5]]) (3.27)

conectividade = array([[1,0,4], [4,3,2],[3,4,0],[4,2,1]]) (3.28)

Como os indices da linguagem de programagao adotada inicia em zero, nota-se
que a Equacao 3.28 usufrui dos indices das posi¢goes nodais da Equacao 3.27 na construcgao
dos elementos.

Conseguinte, dada a ordem de interpolacao, constroi-se a tabela LOCE, também
no formato de matriz bidimensional onde cada coluna representa a localizagao dos GDL

de um elemento, Equagao 3.29.

LOCE = array([[2,8,6,8],
3,9,7,9],

]

]
0,6,8,4], 3.29)

| .

]

[
[
[
[1 ) 77 97 5 b
8,4,0,2],
[9,5,1,3]])
Em decorréncia dos indices iniciarem em zero, a numeragao dos GDL nas diregoes
u e v sao alteradas para 2n e 2n+ 1, respectivamente, onde n é a numeracao global do no,
agora baseada nos indices de armazenamento da matriz de coordenadas.
Também vale salientar que para as ordens superiores, os GDL nas colunas devem
ser organizadas, inicialmente, em GDL de vértice, em seguida, de aresta e por fim, de face.
Para o carregamento associado a estrutura, a representacao ocorre por meio de
uma matriz M;s, onde i representa o nimero de arestas que contém cargas aplicadas.

Atribuindo um carregamento uniforme de 10.000 N/m na lateral direita para o exemplo

da Figura 3.2, obtém-se como resultado a Equagao 3.30

carregamento = array ([2,1,2,3,10000]) (3.30)

Cada coluna da matriz de carregamento possui uma informacao tnica e deve ser

preenchida adotando os seguintes critérios:

e 1% coluna: nimero do indice do elemento na matriz conectividade que contém a

aresta com carga aplicada;
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e 2¢ coluna: direcao do carregamento, sendo 1 paralelo a direcao x e 2 paralelo a

direcao y;

e 3% coluna: niimero do indice na matriz de coordenadas do primeiro né que compoe a

aresta;

e 4% coluna: ntiimero do indice na matriz de coordenadas do segundo n6é que compoe a

aresta; e

e 5% coluna: intensidade do carregamento uniforme na aresta em N /m.

Para ordens superiores a linear, nao se deve incluir os modos de alta ordem na
matriz de carregamento, uma vez que a construcao do vetor de carga é baseada nos nos
fisicos que compoem a aresta e na tabela LOCE, qual contém informagcoes sobre os nos
modais.

Quanto as condicoes de contorno do problema, estas também devem ser representa-
das por uma matriz M s, com j representando o niimero de nos condicionados aos valores
iniciais associados. Nesse sentido, cada coluna da matriz deve ser preenchida adotando o

seguinte procedimento:

e 1% coluna: nimero do indice na matriz de coordenadas do né segundo que possui

condicao de contorno;

e 2% coluna: verifica se a condicao de contorno se aplica na direcao u, sendo o valor

logico 1 como caso afirmativo e 0 como caso negativo;

e 3% coluna: verifica se a condi¢ao de contorno se aplica na diregao v, sendo o valor

l6gico 1 como caso afirmativo e 0 como caso negativo;

e 4% coluna: valor da condi¢ao de contorno na direcao u, em metros, caso a segunda

coluna tenha valor logico 1; e

e 5% coluna: valor da condigao de contorno na diregao v, em metros, caso a terceira

coluna tenha valor logico 1.

Por exemplo, para fung¢oes de forma lineares, considerando um engaste na lateral
esquerda da Figura 3.2, o resultado do procedimento descrito anteriormente é dado pela

Equagao 3.31.

condi¢oes de contorno = array ([[0,1,1,0,0],

(3.31)
[1,1,1,0,0]])
Ao passo que se eleva a ordem de interpolacao, ocorre o surgimento de nos de
aresta, inclusive nas arestas apoiadas, fazendo-se necessario condiciona-los aos respectivos

deslocamentos.
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O codigo de solucao de MEF foi desenvolvido baseado no sistema internacional
de unidades, sendo necessario ao usuério se atentar ao discretizar a geometria e gerar as

matrizes nas unidades adequadas.

3.9 O Software Ansys

O software Ansys é uma ferramenta computacional de simula¢ao da companhia
de nome homonimo que utiliza o MEF para solugao de problemas mecanicos, de fluidos e
elétricos oferecendo suporte nas areas da ciéncia, engenharia e educagao (ANSY'S, 2020).

Nesse ultimo, a empresa oferece uma versao estudantil do seu software, possuindo
limitacoes quanto a complexidade das geometrias e sua discretizagao, mas atendendo bem
a maioria das situagoes.

Para problemas mecanicos, ¢ possivel realizar analises de problemas no espago
plano no programa comercial, o que garante um cenério mais préximo ao do algoritmo
construido, permitindo a comparagao dos resultados.

Desta forma, os estudos de casos propostos no capitulo 4, a fim de verificar
a coeréncia dos valores obtidos pelo algoritmo, solucionou-os no software comercial e

comparou-se os resultados através do erro relativo com os valores de convergéncia.



Capitulo 4
Resultados e Discussoes

Neste capitulo, seré realizado a modelagem e a solugao de geometrias planas
pelo método dos elementos finitos. O refino —h ¢é utilizado apenas nos elementos lineares
onde o tamanho dos elementos sera reduzido a cada etapa de refinamento. Para o refino
—p, malha ¢ fixada e a ordem de interpolagao dos elementos é aumentada e, no presente
trabalho serao utilizadas as aproximagoes com P =2 e 4. Quanto ao refino —hp, trata-se
da composi¢ao das duas técnicas de refino em que o tamanho do elemento ¢ reduzido ao

mesmo passo que a ordem de aproximacao sera elevada para P =2 e 4 neste trabalho.

4.1 Estudo de Caso 1: Placa Quadrada

Estruturas com geometrias simples, que possuem fécil fabricacao sao amplamente
empregadas devido aos seus aspectos construtivos e financeiros envolvidos. Nesse sentido,
geometrias com formas circulares, triangulares ou quadrilaterais sao preferiveis a geometrias
complexas.

A proposta de executar o algoritmo para uma geometria simples é verificar se os
resultados obtidos sao razoaveis e assim atender a maior parte das geometrias utilizadas
em servico.

Nesse sentido, considere a placa quadrada engastada na lateral esquerda com
carregamento axial na lateral direita, Figura 4.1, e as propriedades geométricas e mecanicas

dispostas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Propriedades geométricas e mecéanicas da placa quadrada

L H E A\ t F
Valor 100 100 210 03 1 100
Unidades mm mm GPa - mm N/mm

Fonte — Autoria Prépria
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Figura 4.1 — Placa quadrangular engastada com carregamento axial

L
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Fonte — Awutoria Proépria

Para este problema, optou-se pela construcao de uma malha homogénea, de modo
que os pontos estejam distribuidos igualmente por toda extensao da geometria. Quanto ao
refino da malha, utilizou-se a mesma estratégia de construgao e suas representacoes estao

expressas na Figura 4.2.

Figura 4.2 — Placa quadrada discretizada por tridngulos lineares

(a) Malha com 8 elementos (b) Malha com 144 elementos  (c¢) Malha com 784 elementos

Fonte — Autoria Proépria

A condicao de engaste da placa é aplicada no algoritmo por meio da imposicao
dos deslocamentos iguais a zero nas direcoes u e v dos nos fisicos e modais que compoem
a aresta. Para o carregamento uniforme F, o algoritmo computa os valores de forca nas
direcoes u e v nos nos fisicos e modais através da solucao da Equacao 3.19b nas arestas
dos elementos em que o carregamento atua.

Aplicadas as condigoes de contorno e o carregamento correspondente, o algoritmo

prové os valores de deslocamento e, apds o tratamento desses, obtém-se os valores de
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energia de deformacao e de tensao de Von Mises e relacionara, para todas as situagoes,
com os graus de liberdade totais.

Vale salientar que para esse tltimo, os valores sao recuperados apenas nos pontos
de integracao numérica do elemento e nas demais posigoes sao interpolados. Isso implica que
cada elemento de alta ordem, possui um valor maximo de tensao e a curva de convergéncia
de tensao maxima de Von Mises corresponde ao maior valor do conjunto de tensoes dos
elementos de cada malha.

Nesse sentido, o comportamento monoténico apresentado pelas curvas de tensao
em relagao para o primeiro estudo de caso, Figura 4.3, é o esperado pois, ao passo que
aumenta o nimero de graus de liberdade, independente da ordem de interpolagao, converge

para o valor de 182 MPa.

Figura 4.3 — Convergéncia da tensao maxima de Von Mises para o problema
da placa quadrada.
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Fonte — Awutoria Proépria

Apesar da convergéncia de tensdo, é possivel verificar algumas diferencas de
comportamento dadas as ordens de interpolacao. Por exemplo, com um ntimero de 250
GDL, a tensao méaxima de Von Mises para P = 1 possui um erro relativo de 33,5% em relacao
ao valor de convergéncia enquanto para a ordem P =2 e 4 os erros sao, respectivamente,
13,2% e 11,1%. Ao aumentar em 75% o numero de GDL, aproximadamente 1.000, o erro
relativo de 19,8% para os elementos lineares é superior em referéncia a situagao anterior
para as ordens 2 e 4.

Conseguinte, a distribuicao de tensao de Von Mises ao longo da geometria, a
Figura 4.4 apresenta os campos de tensao para cada ordem P de aproximagao utilizada
com uma malha fixa de 968 elementos. A exemplo, para P =1 devido as caracteristicas

do triangulo de deformagao constante (CST), a tensao é constante ao longo do elemento,
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tornando-se visivel a mudanca de tensao de um elemento adjacente a outro.

Por outro lado, para P =2 e 4, existem variagoes de tensoes ao longo do elemento
devido a variacao dos valores da matriz de elasticidade [B] em cada ponto de integragao
e desse modo, reduzindo o efeito do gradiente de tensao de um elemento a outro. Nesse
sentido, a suavidade dos campos de tensao é melhorada a medida que aumenta o grau das

fungoes polinomiais de interpolacdo mesmo mantendo a malha fixa.

Figura 4.4 — Campos de tensoes de Von Mises para o problema da placa qua-
drada. Utilizando uma malha fixa de 968 elementos. A suavidade
do campo aumenta com o grau de interpolagao empregado.
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Fonte — Autoria Proépria

Com o propésito de reduzir o gradiente de tensao e comparar graficamente com os

resultados de P =2 e 4 da situacao anterior, o problema da placa quadrada foi solucionado



Capitulo 4. Resultados e Discussies 51

utilizando elementos lineares mas, agora com 4.050 e 15.842 graus de liberdade, conforme
Figura 4.5.

Nota-se que a redugao do gradiente foi alcangada aumentando os GDL do problema,
todavia, de acordo com a legenda das imagens, as tensoes méximas ainda nao se aproximam
do valor de convergéncia, corroborando a ideia de que além do niimero de graus de liberdade,

a ordem das funcoes de forma refletem nos resultados.

Figura 4.5 — Campos de tensoes de Von Mises para o problema da placa qua-
drada utilizando o refinamento -h
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Fonte — Awutoria Proépria

Quanto a concentracao de tensdo observada proximo ao engaste (lateral esquerda)
em todas as situagoes apresentadas, pode-se atribuir ao fato dessa porcao de material
(engaste) estar condicionada a nao se deslocar enquanto a porgao logo em seguida nao tem
essa restricao e, como consequéncia, ocasiona a reducao de secao transversal pelo efeito
Poison.

Quanto aos deslocamento totais, vu? 4+ v2, os campos de deslocamentos associados
as ordens em analise, Figura 4.6, nota-se que nao hé nenhuma regiao de descontinuidade
dos deslocamentos, variando suavemente ao longo da geometria, desde a regiao de engaste,
deslocamento nulo, até a aresta onde o carregamento esta submetido, com o deslocamento
maximo, independente da ordem de interpolacao.

Do mesmo modo que os campos de tensoes, o problema foi solucionado com
elementos lineares para o mesmo numero de graus de liberdade de P =2 e 4 da situacao
anterior e, observou-se nenhuma mudanca grafica na suavidade do campo, devido aos

deslocamentos se apresentarem na ordem de 107> e as diferencas na ordem de 107!,
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Figura 4.6 — Campos de deslocamentos totais para o problema da placa qua-
drada. A suavidade é percebida desde a ordem 1, pois o compor-
tamento de {u} é linear ao longo do elemento.
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Fonte — Awutoria Proépria
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A energia de deformacdo associada ao problema, {u}? [K]{u}, Figura 4.7, tem
o comportamento monotdnico e, ao passo que se acresce a ordem de interpolagao, a
convergéncia ¢ acelerada, sendo que para P =2 e 4, é quase imediato. Em comparacao,
nota-se que, com aproximadamente 500 GDL nas ordens P =2 e 4, a energia de deformacao
se aproximou do valor de convergéncia, 0,4704 J, enquanto para os elementos lineares

necessitou-se aproximadamente 1.000 graus de liberdade para assumir o valor de 0,4698 J.

metros
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Figura 4.7 — Energia de deformacao (J) para o problema da placa quadrada.
A taxa de convergéncia da energia de deformacao aumenta ao
passo que se eleva o grau dos polindmios de interpolagao

- r
0.4701 P2

& P4
= 0.469 1

(U

ao

0.468

0.467

0.466

0.465

Energia de Deformag

o
B
o
B

0.463 1

102 103 10%
Numeros de Graus de Liberdade

Fonte — Autoria Prépria

A fim de comparar os resultados do algoritmo, o mesmo problema foi solucionado
no software Ansys. Utilizou-se elementos triangulares lineares e as configuragoes padrao
do Ansys para gerar a malha, pois nesta versao do software, hé limitacoes de refinamento
para um nimero elevado de elementos.

Os campos de tensao de Von Mises e deslocamento totais associados ao problema
dadas as condig¢oes da Tabela 4.1 sao apresentados na Figura 4.8. Observa-se a semelhanca
grafica das solugoes de tensao e deslocamento com as Figuras 4.4 e 4.6, apesar de diferirem
os mapas de cores.

Em seguida, foi estabelecida uma malha com as caracteristicas mais préximas a
malha obtida pelo software, resultando em uma malha de 124 elementos e 90 nos. Também
foram estabelecidas mais duas malhas, de 289 e 1.089 nos, e solucionadas unicamente para
elementos lineares a fim de estabelecer um comparativo com o mesmo nimero de graus de

liberdade para as resultados anteriores das fungoes de alta ordem.
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Figura 4.8 — Campos de tensoes de Von Mises e de deslocamento total para
o problema da placa quadrada resolvido no software Ansys 2019
R3 versao estudantil. Malha utilizada contou com 90 nés e 146
elementos
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Fonte — Autoria Proépria

Pela Tabela 4.2, comparando os resultados, observa-se que mesmo com 10% a
menos de graus de liberdade, o algoritmo apresentou um erro relativo de 33,3% em relagao
ao valor de convergéncia de tensao maxima de Von Mises, enquanto o software comercial
apresentou um erro relativo de 38,3%. Para as ordens superiores, o erro relativo é reduzido
ao passo que em P =4 o erro é praticamente nulo.

Como apontado anteriormente, uma das dificuldades da convergéncia da tensao
maxima de Von Mises para elementos lineares reside no ntimero reduzido de graus de
liberdade comparado as ordens superiores e, nessa situagao, ao solucionar o problema com
o mesmo numero de GDL das ordens P =2 e 4, houve uma melhora dos resultados de

tensao, com a redugao do erro relativo para 24,1% e 11,5% respectivamente, mas ainda
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superiores aos erros das ordens P =2 e 4 da malha fixa.

Tabela 4.2 — Comparativo dos resultados do software e o algoritmo para o
problema da placa quadrada

Ansys P1 P1 P1 P2 P4
Tensao maxima (MPa) 112,25 121,44 138,13 161,72 157,81 182,06
Deslocamento méaximo (m) 5,028¢-5 4,73e-5 4,73e-5  4,72e-5 4,72e-5 4,72e-5
Numero de GDL 180 162 578 2.178 578 2.178
Erro Relativo (%) 38,3 33,3 24,1 11,1 13,3 0,03

Fonte — Autoria Prépria

Por outro lado, além do ntimero de graus de liberdade, a distribui¢ao dos nos e o
tamanho dos elementos empregados na discretizacao da geometria podem influenciar na
solugao, mesmo em uma malha fixa.

Como as maiores tensoes estao localizadas na regiao proxima ao engaste, verificado
pelos resultados anteriores, para uma malha fixa de 121 nés e 200 elementos, realizou a
distribuicao dos nos pela geometria aumentando a densidade de pontos préoximo ao engaste,
conforme os casos da Tabela 4.3 e ilustrado pela Figura 4.9.

A redistribuicao dos pontos ao longo da geometria visa diminuir o tamanho dos
elementos garantindo a reducgao dos gradientes de tensao na regiao de concentragao de
tensao ao passo que se aproxima dos valores de convergéncia da tensao maxima de Von
Mises.

Em outras duas situagoes, foram geradas, respectivamente, malhas de 441 e 1.681
noés e resolvidas para as fungoes de forma lineares, visando comparar os resultados com as

fungoes de ordem superiores na malha fixa.

Tabela 4.3 — Distribuicao de pontos, em porcentagem, ao longo da geometria

Oaté L/2 L/2até L

Caso 1 60% 40%
Caso 2 70% 30%
Caso 3 80% 20%
Caso 4 90% 10%

Fonte — Autoria Prépria

Essa distribuicao dos nos ¢é feita a fim de reduzir o tamanho dos elementos préximo
do engaste, resultando em um menor gradiente de tensao nesta regiao com intuito de

minimizar a propagacao de erro da solugao.
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Tabela 4.4 — Tensao maxima de Von Mises obtida para cada caso de distribui-
cao de pontos apresentados na Tabela 4.3.

GDL  Grau de Interpolagao Caso 1 Caso2 Caso3 Caso4
242 1 130,44 133,72 136,49 138,88

882 1 141,15 14455 147,23 149,64
3.362 1 168,66 171,00 174,49 176,47

882 2 17101 17509 17941 182,35
3.362 1 180,23 181,79 182,70 183,15

Fonte — Autoria Prépria

Os resultados apresentados na Tabela 4.4 indicam que a reducao do tamanho
dos elementos nas regioes dotadas de concentracoes de tensao melhora a sensibilidade da
solugao, com menores erros relativos em relagao ao valor de convergéncia para o caso 4,
em todas as ordens de interpolacao.

Nas situagoes onde se elevou o niimero de graus de liberdade para as funcoes de
forma lineares, os erros relativos foram reduzidos ao valor minimo de 3% comparado ao
valor de convergéncia, mas ainda maiores que os valores para as ordens superiores, que
alcangaram erros relativos aproximadamente zero nos casos 3 e 4.

Dessa forma, além do refino da malha e do aumento da ordem P de interpolacao,
o modo que é realizado a distribuicao dos nés ao longo da geometria também influem na

sensibilidade da solucao.
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Figura 4.9 — Distribuigao dos pontos na geometria com aumento da densidade
de noés na regiao préoxima ao engaste. Malha de 200 elementos e
121 noés

(a) Caso 1: 60% —40%

(b) Caso 2: 70% —30%

(c) Caso 3: 80% —20%

(d) Caso 4: 90% — 10%

Fonte — Autoria Prépria
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4.2 Estudo de Caso 2: Placa Retangular em Formato de L

Em muitas situagoes praticas, estruturas podem ser submetidas aos mais variados
carregamentos em direcoes diferentes aos seus apoios.

Neste segundo caso, o problema proposto visa verificar o comportamento do
algoritmo para geometria em formato em "L"engastada na aresta superior e carregamento

axial na lateral esquerda, apresentada na Figura 4.10.

Figura 4.10 — Placa em formato de "L"com carregamento axial
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Fonte — Awutoria Proépria

As propriedades geométricas e mecanicas associadas ao problema proposto estao

dispostas na Tabela 4.5.

Tabela 4.5 — Propriedades geométricas e mecanicas da placa retangular em
formato de "L"

L H Le He E v t F
Valor 100 100 50 50 210 0,3 1 30
Unidades mm mm mm mm GPa - mm N/mm

Fonte — Autoria Prépria

Para construir a malha desta geometria, optou-se em distribuir os pontos igual-
mente espagados nas diregoes horizontal e vertical. Quanto ao refino da malha, utilizou-se
do mesmo recurso e, na Figura 4.11, sao apresentadas 3 das malhas empregadas no processo

de solucao.
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Figura 4.11 — Placa em formato de "L"discretizada por triangulos

(a) Malha com 6 elementos (b) Malha com 150 elementos (c) Malha com 294 elementos

Fonte — Awutoria Proépria

Da mesma maneira que apresentado na Secao 4.1, as condi¢oes de contorno sao
aplicadas impondo aos deslocamentos associados aos graus de liberdade fixos os valores
iguais a zero nas diregoes u e v dos nés que compoem a aresta engastada para elementos
de alta ordem, e o carregamento pela solucao da equagao 3.19b.

Aplicadas as condigoes de contorno e o carregamento, a solugao é pds processada
similarmente ao estudo de caso da secao 4.1 e, a Figura 4.12 apresenta as curvas de
convergéncia de tensao maxima de Von Mises para o problema da placa em formato de
HLH‘

Observa-se um comportamento monotonico para todas as ordens e a estabilizacao
acelerada para ordens superiores a linear com menores ntmeros de graus de liberdade,
convergindo para um valor de tensao méxima de Von Mises de 333 MPa.

Para as ordens de interpolacao P =2 e 4, com aproximadamente 450 GDL, os
erros relativos da tensao maxima de Von Mises sao proximos de 1% e se mantiveram na
mesma faixa de valores com o acréscimo de GDL, enquanto para os elementos lineares

necessitou-se cerca de 1.000 graus de liberdade para erro relativo similar.
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Figura 4.12 — Convergéncia da tensao maxima de Von Mises para o problema
da placa em "L"
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Fonte — Awutoria Proépria

Na Figura 4.13, estao dispostos os campos de tensoes de Von Mises associadas ao
problema e utilizando uma malha fixa de 864 elementos nas condigoes de P =1, 2 e 4.

Fica evidente na Figura 4.13a o gradiente de tensoes apresentado na proximidade
da regiao em que os valores maximos sao assumidos quando utilizado elementos lineares e,
como o emprego das fungoes de alta ordem minimizam esse efeito, através da suavizagao

do campo de tensoes, Figuras 4.13b e 4.13c.
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Figura 4.13 — Campos de tensoes de Von Mises para o problema da placa
em "L". Em todas as situacgoes utilizou-se malha fixa com 864
elementos

(a) P =1, GDL = 962 (b) P = 2, GDL = 3.650
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Fonte — Awutoria Proépria

Com o intuito de comparar nas condigoes em que os elementos lineares possuam
o mesmo numero de graus de liberdade que os elementos de ordem superior, realizou-se o
refinamento -h da malha e os campos de tensoes de Von Mises de saida sao apresentados
na Figura 4.14. Ainda que o nimero de GDL se equipare aos dos elementos de ordem
P =2 e 4, ainda é possivel notar a presenca de gradientes de tensao, ainda que em niveis
menores. Esta dificuldade de suavizar os campos é em detrimento dos valores constantes

das derivadas da matriz de elasticidade [B] em cada elemento.
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Figura 4.14 — Campos de tensoes de Von Mises para o problema da placa em
"L". Refinamento -h

(a) P = 1, GDL = 962 (b) P = 2, GDL = 3.650
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Fonte — Autoria Proépria

Verifica-se ainda que as concentracoes de tensoes estao localizadas na regiao
proxima ao engaste e o comportamento é o esperado, pois existe uma por¢ao de material
fixo e a por¢ao logo em seguida tende a se movimentar, reduzindo a se¢ao transversal pelo
efeito Poison.

Na regiao central da placa, h& a presenca de um canto vivo apresentando uma
concentragao de tensao que, embora nao seja da mesma magnitude das tensoes proximas
ao engaste, pode influir no comportamento da estrutura.

Por outro lado, os deslocamentos totais para o problema,v/u? +v? | sio apresenta-
dos por de meio dos campos de deslocamento, Figura 4.15. O comportamento apresentado
nao demonstra gradientes expressivos de deslocamento, com o deslocamento minimo
coincidente com o apoio fixo (lateral superior) e deslocamento méaximo na por¢ao mais
afastada do apoio fixo, com maior liberdade para movimentar-se, na regiao que contém o
carregamento (lateral esquerda).

Além disso, nota-se que, diferentemente da tensao de Von Mises, os deslocamentos
sao menos sensiveis a alteragao de ordem de interpolacao e ao refino da malha, apresentando

diferencas da ordem de 1077.

MPa
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Figura 4.15 — Campos de deslocamentos totais para o problema da placa em
"L". Em todas as situagoes utilizou-se malha fixa com 864 ele-
mentos

a) P =1, GDL = 962 b) P = 2, GDL = 3.650
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Fonte — Autoria Proépria

Quanto a energia de deformacao associada ao problema, Figura 4.16, o compor-
tamento monotodnico apresentado é o esperado e notadamente, a estabilizagao ocorre
quase que imediatamente para ordens superiores a linear. Ao passo que, para P=2¢e 4
necessitam, respectivamente, 282 e 462 graus de liberdade para se estabilizarem em uma

energia de deformacao de 0,201 J, os elementos lineares apenas alcangcam um valor de

0,198 J a partir de 1.000 GDL.

metros
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Figura 4.16 — Convergéncia da Energia de Deformagao (J) para o problema
da placa em "L".
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Fonte — Awutoria Proépria

Do mesmo modo que o primeiro estudo de caso, foi aplicado o problema com as
condicoes apresentadas na Tabela 4.5 no software Ansys.

Nessa situacao, também se manteve as condi¢oes padroes da constru¢ao da malha
para elementos triangulares lineares e a Figura 4.17 apresenta a distribuicao de tensao de
Von Mises e o deslocamento total do sistema com grandes semelhancas graficas aos campos

de tensao e deslocamento de saida do algoritmo, Figuras 4.13 e 4.15, respectivamente.
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Figura 4.17 — Campos de tensoes e de deslocamentos totais para o problema
da placa em "L"resolvido no software Ansys 2019 R3 versao
estudantil. A malha utilizada contou com 83 nés e 126 elementos
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Fonte — Awutoria Proépria

No algoritmo, a fim de tornar mais proximo as condigdes de simula¢ao do Ansys,
construiu-se uma malha com 150 elementos. Também, duas outras malhas foram geradas,
341 e 1.281 nos respectivamente, e solucionadas com elementos lineares com o intuito de
comparar com os valores obtidos pelas fungoes de alta ordem.

Na Tabela 4.6, sao comparados os valores de tensao de Von Mises e de desloca-
mentos totais obtidos pelo algoritmo e o software.
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Tabela 4.6 — Comparativo dos resultados do software e o algoritmo para o
problema da placa em formato "L"

Ansys P1 P1 P1 P2 P4
Tensao maxima (MPa) 198,83 251,33 308,78 329,12 331,39 333,66
Deslocamento méaximo (m) 2,34de-4  2,24e-4  2,24e-4  224e-4  225e-4  2,25e-4
Numero de GDL 166 192 682 2.562 682 2.562
Erro Relativo (%) 40,3 24,5 7,27 1,20 0,48 0,20

Fonte — Autoria Prépria

Nota-se que em todas as situagoes analisadas o algoritmo alcangou um valor de
tensao de Von Mises mais proximo do valor de convergéncia, com erro relativo de 0,48%
e 0,2% para as ordens quadratica e quartica, respectivamente. Para as ordens lineares,
na situagao de malha fixa, o erro relativo registrado foi de 24,5%, enquanto nas malhas
refinadas, 341 e 1.281 nos, os erros foram de 7,27% e 1,2%. Mesmo com o refino -h
empregado, a situagao de menor erro relativo para os elementos lineares, os resultados sao
inferiores comparado as ordem superiores.

Por outro lado, observa-se que a distribuicao de tensao registrada pelo software ¢é
abaixo dos valores obtidos pelo algoritmo em toda a extensao da geometria, Figura 4.17.
Uma possivel razao deste fato pode estar relacionado ao erro geométrico da discretizacao
do dominio na solucao do problema que, possivelmente é abaixo do niimero necessario
para obter uma solucgao satisfatoria.

Nesse sentido, a fim de verificar essa hipotese, realizou um refino da malha
no software reexecutando o problema e o resultado obtido para o campo de tensoes é

demonstrado na Figura 4.18.

Figura 4.18 — Campo de tensoes de Von Mises para o problema da placa em
"L"com refino da malha solucionado no software Ansys 2019 R3
versao estudantil. A malha utilizada contou com 3.318 GDL e
3.168 elementos
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Fonte — Awutoria Proépria
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Observa-se que os valores de tensao do software se aproximam dos valores obtido
pelo algoritmo, contudo, requerem cerca de 386% e 29,5% GDL a mais do que as ordens

de aproximacao P =2 e 4 respectivamente.

4.3 Estudo de caso 3: Placa retangular com furo central

Em problemas reais, as descontinuidades geométricas sao as principais causas de
concentragoes de tensao em um corpo. Nos pontos de concentragao de tensao, os algoritmos
de elementos finitos podem ser confrontados com situagoes de singularidade de tensoes -
pontos da malha que nao hé convergéncia da tensao mesmo com refino da malha.

Nesta condic¢ao, o caso proposto visa verificar a robustez do algoritmo em decor-

réncia da reducao da secao transversal de uma geometria pela insercao de um furo.

Figura 4.19 — Placa retangular com furo central com carregamento axial
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Fonte — Adaptado de SIMSOLID (2015)

Na situacao analisada, considere uma placa com furo central com carregamento

axial, Figura 4.19, e as propriedades geométricas e mecanicas dispostas na Tabela 4.7.

Tabela 4.7 — Propriedades geométricas e mecanicas da placa com furo central.

L H R E \% t F
Valor 100 50 20 210 0,3 1 100
Unidades mm mm mm GPa - mm N/mm

Fonte — SIMSOLID (2015)

Devido as condigoes de simetria e para efeito de analise, seré considerado apenas

1/4 da segao, como mostrado na Figura 4.20.



Capitulo 4. Resultados e Discussies 68

Figura 4.20 — Secao analisada da placa retangular com furo central com car-
regamento axial
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Fonte — Adaptado de SIMSOLID (2015)

Figura 4.21 — Placa retangular com furo central discretizada por triangulos

(a) Malha com 13 elementos (b) Malha com 122 elementos

(c) Malha com 324 elementos

Fonte — Autoria Proépria

A estratégia utilizada para a construcao da malha foi melhorar a resolucao da

regiao circular por meio do aumento da densidade de pontos, pois devido a reducao da
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secao transversao, espera-se que ocorra a incidéncia de concentracoes de tensoes nessa
faixa da geometria.

Para o refino, empregou-se o mesmo principio de reduzir o tamanho dos elementos
na regiao circular e algumas das malhas resultantes do processo de construcao estao
dispostas na Figura 4.21

Em geometrias com contornos complexos, a exemplo da regiao circular, a biblioteca
Triangle possui limitacoes na geragao de uma malha fiel a geometria original para uma
baixa densidade de pontos, Figura 4.21a, mas a medida que se acresce o niimero de nés
nos contornos, Figuras 4.21b e 4.21c, o erro geométrico é minimizado.

Diferentemente dos outros estudos de caso, a presente situacao é referente a anéalise
de apenas um quarto da geometria total. Nesse caso, atentou-se em aplicar ao modelo
as condicoes de contorno de apoio deslizante nas laterais inferior e esquerda, isto é, a
imposi¢ao dos deslocamentos na direcao u da lateral esquerda e os deslocamentos da
direcao v da lateral inferior, respectivamente, iguais a zero.

Apo6s aplicar ao modelo as condigoes de contorno, o carregamento e solucioné-lo,
realiza-se o tratamento das respostas conforme descrito nos estudos de casos anteriores,
obtendo as curvas de convergéncia de tensao maxima de Von Mises, os campos de tensao
de Von Mises e campos de deslocamentos totais.

Em relagao as curvas de convergéncia, em todas as situagoes apresentadas na
Figura 4.22, a tensao méaxima converge para a solucao analitica, 372,2 MPa, apontada
no manual de validagao de problemas de referéncias de software comercial (SIMSOLID,
2015). Observa-se ainda que, para as ordens quadratica e quartica, a estabilizacao é a
alcancada a partir de 250 graus de liberdade enquanto para a ordem linear, mesmo na

altima situacao, 1.718 GDL e tensao maxima de 363,7 MPa, h4 um erro relativo de 2%.
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Figura 4.22 — Convergéncia da tensao maxima de Von Mises para o problema
da placa circular com furo central. A taxa de convergéncia au-
menta com o grau das funcgoes interpoladoras utilizadas.
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Fonte — Autoria Proépria

Quanto as concentracoes de tensoes, conforme a justificativa indicada durante a
construcao da malha, o ponto que possui as maiores tensoes coincide com a regiao que
ha reducao da secao transversal da placa e corroborada pelo manual de validagao e a
simulacao pelo do software SIMSOLID (2015), Figura 4.23.

Figura 4.23 — Campo de tensoes de Von Mises obtido para o teste VS08 -
Placa com um furo - do manual de validagao
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Fonte — SIMSOLID (2015)

A fim de ilustrar a distribui¢ao de tensao segundo o critério de Von Mises ao

longo da geometria e compatibilizar com o manual de validagao, a Figura 4.24 apresenta
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os campos de tensao para as ordens de interpolacao P =1, 2 e 4 gerados pelo algoritmo.

Quanto a suavidade do campo de tensao de Von Mises, os resultados obtidos sao
semelhantes a simulagao do software SimSolid, e se tornando mais homogéneo a medida
que aumenta a ordem de interpolacao das fungoes de forma, onde a tensao nao é constante
ao longo do elemento. Todavia, nao é possivel fazer outras comparagoes, pois, o manual
nao oferece maiores detalhes da malha utilizada, assim como os nimeros de GDLs.

Por outro lado, nota-se diferencas graficas entre os campos de tensao da Figura
4.24 e como comentado nas outras segoes, esse efeito se deve pela presenca de gradientes
entre um elemento e outro devido aos valores constante de tensao no elemento.

Com o emprego do refinamento -h e visando criar malhas com o mesmo nimero de
graus de liberdade que as ordens quadratica e quartica da distribuicao de tensao anterior,
os campos de tensao de Von Mises de saida do algoritmo sao mostrados na Figura 4.25.
O aumento da suavidade dos campos de tensao de Von Mises propiciado pelo refino -h é
nitido, mas ainda é possivel notar que ha mudanca clara de tensao de um elemento para
outro. A minimizacao desse efeito so seria alcancada reduzindo ainda mais os tamanhos

dos elementos ou empregando o uso de func¢oes de alta ordem.
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Figura 4.24 — Campos de tensoes de Von Mises para a placa retangular com
furo e carga axial. A malha para as trés situacoes contém 324
elementos
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Fonte — Autoria Propria
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Figura 4.25 — Campos de tensoes de Von Mises para a placa retangular com
furo e carga axial. Refinamento -h

(a) P =1, GDL = 1.410 (b) P = 1, GDL = 5.410

Fonte — Autoria Proépria

Os campos de deslocamentos totais obtidos pelo algoritmo, Figura 4.26, sao
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suaves por toda a extensao da geometria e tem comportamento esperado, com os menores
deslocamentos na regiao de apoio deslizante da lateral esquerda devido as condigoes de
nao deslocamento da dire¢ao u e os maiores deslocamentos na por¢ao de material da
lateral direita, onde se encontra o carregamento e é a regiao mais distante de restrigoes de

movimento.

Figura 4.26 — Campos de deslocamentos totais para a placa retangular com
furo e carga axial. A malha para as trés situacoes contém 324
elementos
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Fonte — Autoria Proépria

Ja a energia de deformagdo associada a estrutura, {u}?” [K]{u}, nota-se que sua
convergéncia, Figura 4.27, é acelerada ao passo que se aumenta a ordem de interpolacao
com comportamento monotonico.

Nesta situacao, nota-se que as ordens superiores, necessitam de aproximadamente
3.500 graus de liberdade para se estabilizarem em uma energia de deformacao de 0,2928
J, enquanto que, para o maior numero de GDL do caso linear, 1.718, a o valor assumido

pela energia de estabilizagao é de 0,2921 J.

metros
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Figura 4.27 — Energia de Deformacao (J) para o problema da placa com furo
central. A taxa de convergéncia em funcao de P demonstra com-
portamento monoténico, com maiores velocidades para P > 1.
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Fonte — Autoria Prépria

Apesar do aumento da convergéncia da solucao a medida que eleva-se a ordem
de interpolacao, observa-se que a partir de P = 2, a solugao é satisfatoria para a maioria
dos casos estudados e o custo computacional é progressivo dado o niimero de graus de
liberdade do problema.

Para comparar os resultados obtidos pelo algoritmo, também se resolveu o pro-
blema via Ansys com os parametros da Tabela 4.7. O software comercial teve como solugoes
graficas os campos de tensao e de deslocamentos apresentados na Figura 4.28.

Em comparacao dos campos de tensao provenientes do algoritmo e aos obtidos
pelo manual de validagao, Figura 4.23 e o software Ansys, Figura 4.28a, observa-se grande
semelhanca grafica das solugoes, apesar da diferenca dos mapas de cores utilizados em
cada situagao.

Por outro lado, o campo de deslocamentos obtidos pelo software também, possuem
grande semelhanca grafica e de valores aos do algoritmo. Nesse sentido, a Tabela 4.8 compila

uma série de resultados que visa comparar os resultados do algoritmo e do software Ansys.

Tabela 4.8 — Comparativo dos resultados do software e o algoritmo para a
placa retangular com furo central

Ansys P1 P1 P1 P2 P4
Tensao maxima (MPa) 224,23 2576 284,71 323,15 349,66 368,06
Deslocamento maximo (m) 6,le-5  5,52e-5b  5,54e-5 5,6e-5 5,98e-5 5,98e-5
Nuamero de GDL 190 26 76 254 76 254
Erro relativo (%) 398 309 236 133 618 12

Fonte — Autoria Prépria
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Figura 4.28 — Campos de tensoes de Von Mises e deslocamentos totais para o
problema da placa retangular com furo em uma malha de 95 nés
e 135 elementos. Resultados obtidos pelo software Ansys 2019
R3 versao estudantil

(a) Campo de Tensoes

2019R3
ACADEMIC

1,0605¢6

863577
666627
46966e7 Min

(b) Campo de Deslocamentos

2019R3
ACADEMIC

3,00262-5
2,4923¢-5
1,962¢-5
1.4417e-5 Min

0,010 0030

Fonte — Autoria Proépria

Observa-se pelos resultados apresentados na Tabela 4.8 que, para a tensao méxima
de Von Mises, com um ntimero 60% inferior de graus de liberdades para P =2 e um niimero
36,7% superior de GDL para P =4 comparado ao Ansys, as solugoes para as fungoes de
alta ordem tem um erro relativo ao resultado analitico de 6,18% e 1,2%, respectivamente,
enquanto o Ansys traz erro relativo de 39,8% para a tensao méxima.

Nas situagoes em que se realizou o refinamento -h, o erro relativo reduziu para
23,6% e 13,3% respectivamente, mas ainda assim, sao maiores que as solugoes para as
ordens P =2 e 4. Quanto aos deslocamentos maximos totais, nao foi notado sensibilidade
dos resultados em relacao a variagao de ordem de interpolagao e refinamento.

As diferencas de tensao e deslocamento apresentadas podem ter diversas razoes, a
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exemplo da disposi¢ao dos nés que ocasionam erros geométricos. Ademais, a abordagem
utilizada na criacao do modelo, o método de solucao e até mesmo, a versao do software
podem ter influéncia nos resultados.

Nesse sentido, o modelo do Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem pos-
sibilitou a resolver problemas de geometrias submetidas a um Estado Plano de Tensao.
Nota-se que os resultados obtidos se equiparam aos resultados do software Ansys e, em
algumas situagoes, foram melhores.

O algoritmo também prové as curvas do residuo do problema, {u}’ [K]{u} —
{u}T{F}, e em todos os estudos de caso as curvas apresentadas foram da ordem de 10713,
proximo da precisao de méquina, satisfazendo o objetivo do trabalho.

Além disso, nota-se que ao subir a ordem de interpolacao de P =2 para P =4,
apesar da contribuicao nitida das fungoes de alta ordem aos resultados, o custo computa-
cional exigido nao é na mesma propor¢ao, uma vez que o nimero de GDL cresce em taxas

nao lineares e o algoritmo nao foi construido visando eficiéncia computacional.



Capitulo 5
Conclusao

Um modelo do Método de Elementos Finitos de Alta Ordem utilizando bases
modais e hierarquicas na construcao das fungoes de forma foi implementado. O modelo
alcancou resultados de tensao e deslocamento que, em comparacao com o software comercial
Ansys, foram satisfatorios.

Destaca-se que o algoritmo foi capaz de solucionar geometrias submetidas a
um Estado Plano de Tensao, discretizando-nas por meio de elementos nao estruturados,
com apoio da biblioteca Triangle da linguagem de programacao Python. As fungoes de
interpolacao de alta ordem demonstraram-se importantes no processo de solucao, uma
vez que permitiram obter resultados préoximos aos do software, sem a necessidade de um
refino acentuado das malhas estudadas.

Entretanto, verificou-se que ao passo que acresce a ordem das fungoes de interpo-
lacao, a contribuicao das funcoes de alta ordem nao é proporcional ao custo computacional
exigido, se tornando proibitivo para geometrias complexas ou, que exijam malhas refinadas
uma vez que a implementacao do cédigo para funcoes de interpolacao de alta ordem nao
foi focada na busca de desempenho computacional.

No trabalho apresentado, ha oportunidade de realizar diversas implementagoes em
trabalhos futuros. E pertinente a aplicacao de elementos estruturados na discretizacao de
geometrias e comparacao com elementos nao estruturados, onde também ¢é possivel variar
as representacoes geométricas, utilizando elementos isoparamétricos e superparamétricos.

Afim de melhorar o desempenho computacional, a aplicagdo de métodos de
decomposic¢ao do dominio é uma alternativa na paralelizacao de algoritmos, e no trabalho
de Bittencourt (2014), apresenta-se o complemento de Schur, método que visa melhorar a
esparsidade e o condicionamento numérico para aproximacoes de alta ordem.

Nesse sentido, o objetivo de desenvolver um algoritmo em Python para anélise
de problemas em Estado Plano de Tensao usando o Método dos Elementos Finitos de
Alta Ordem foi bem sucedido, uma vez que os resultados obtidos e apresentados sao

satisfatorios.



Referéncias

ANSYS. About Ansys. 2020. Disponivel em: <https://www.ansys.com/about-ansys>.

BABUSKA, 1.; GUO, B. The h, p and hp version of the finite element method; basis
theory and applications. Advances in Engineering Software, Elsevier, v. 15, n. 3-4, p.
159-174, 1992.

BITTENCOURT, M.; VAZQUEZ, M.; VAZQUEZ, T. Construction of shape functions
for the h-and p-versions of the fem using tensorial product. International journal for
numerical methods in engineering, Wiley Online Library, v. 71, n. 5, p. 529-563, 2007.

BITTENCOURT, M. L. Introducao ao método de elementos finitos aplicado & analise
estrutural-exemplos com o programa ansys. Campinas: Unicamp, 2007.

BITTENCOURT, M. L. Computational solid mechanics: Variational formulation and high
order approximation. [S.1.|: CRC Press, 2014.

CHANDRUPATLA, T. R. et al. Introduction to finite elements in engineering. [S.L|:
Prentice Hall Upper Saddle River, NJ, 2002. v. 2.

COOK, R. D. Finite element modeling for stress analysis. |[S.1.]: Wiley, 1994.

DHATT, G.; LEFRANCOIS, E.; TOUZOT, G. Finite element method. |[S.1.]: John Wiley
& Sons, 2012.

EDGAR, N.; SURANA, K. On the conditioning number and the selection criteria for
p-version approximation functions. Computers € structures, Elsevier, v. 60, n. 4, p.
521-530, 1996.

FISH, J.; BELYTSCHKO, T. A first course in finite elements. [S.1.|: John Wiley & Sons
New York, 2007. v. 1.

FOUNDATION, P. S. About Python. 2020. Disponivel em: <https://www.python.org/
about/>.

HIBBELER, R. Mechanics of Materials. Prentice Hall, 2011. ISBN 9780136022305.
Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=HikDQgAACAAJ>.

HUNTER, J. D. Matplotlib: A 2d graphics environment. Computing in Science €
Engineering, IEEE COMPUTER SOC, v. 9, n. 3, p. 90-95, 2007.

KARNIADAKIS, G.; SHERWIN, S. Spectral/hp element methods for computational fluid
dynamics. [S.1.]: Oxford University Press, 2013.

REDDY, J. N. An introduction to the finite element method. [S.l.]: McGraw-hill New York,
1993. v. 2.


https://www.ansys.com/about-ansys
https://www.python.org/about/
https://www.python.org/about/
https://books.google.com.br/books?id=HikDQgAACAAJ

Referéncias 79

RUFAT, D. Triangle. 2009. Disponivel em: <https://rufat.be/triangle/>.
SIMSOLID. Validation Manual. [S.1.]: INNEO Handleinformation, 2015.

SMITH, I. M.; GRIFFITHS, D. V.; MARGETTS, L. Programming the finite element
method. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2013.


https://rufat.be/triangle/

APENDICE A

Codigo implementado em Python



In [1]:

## BIBLIOTECAS NECESSARIAS
import numpy as np

import symengine as se

from scipy import special as sp
import quadpy

class FEM:
def __init_ (self, degree=1, coordinates=0, connectivity=0, cardinality=0, ndof = ©

, loads=0, boundary=0, poison=.3, young modulus=210e9, thickness=1le-3, alpha = 1, beta
=1):

self.degree = degree

self.alpha = alpha

self.beta = beta

self.coordinates = coordinates

self.connectivity = connectivity

self.cardinality = cardinality

self.ndof = ndof

self.loads = loads

self.boundary = boundary

self.poison = poison

self.young_modulus = young_modulus

self.thickness = thickness

# DEFINE A MATRIZ CONSTITUTIVA DO MATERIAL
def _ constitutive(self):
A = (self.young _modulus/(1l-self.poison**2))
return A * np.array([ [1., self.poison, @], [self.poison, 1., @], [0, @, .5*%(1
-self.poison)]])

# VARIAVEIS SIMBOLICAS QUE CORRESPONDEM AS COORDENADAS NATURAIS
L1, L2, L = se.var('L1 L2 L")

# FUNCAO PARA CRIAR AS FUNCOES DE FORMA E SUAS DERIVADAS
def shape_function(self):

# GERA O POLINOMIO DE JACOBI
def Phi(L, index):
Pi = sp.jacobi(int(index), self.alpha, self.beta)
Natu = ©
for i in range(@,len(Pi.c)):
Natu = Natu + Pi.c[i]*(2*L-1)**(len(Pi.c)-i-1)
return Natu

# GERA AS BASES MODAIS EM CADA COORDENADA NATURAL

N, N L1, N L2, N L3 = list(), list(), list(), list()

N L1.append(1), N_L2.append(1l), N_L3.append(1l)

for i in range(@,self.degree-1):
N_L1.append(se.expand(L1*Phi(L1,1i)))
N_L2.append(se.expand(L2*Phi(L2,1)))
N_L3.append(se.expand((1- L1 - L2)*Phi(1- L1 - L2,i)))

N_L1l.append(L1l), N_L2.append(L2), N_L3.append(1- L1 - L2)

# GERA AS FUNCOES DE FORMA
# FUNCOES DE VERTICE
N.append(N_L1[1]),N.append(N_L2[1]),N.append(N_L3[1])

# FUNCOES DE FORMA ARESTA OCORREM PARA GRAU >= 2
if self.degree >= 2:



for p in range(l,self.degree):
= self.degree - p

.append(N_L1[p]*N_L2[q])

for q in range(1l,self.degree):
.append(N_L2[q]*N_L3[r])
for p in range(1l,self.degree):

p
q
N
q
r = self.degree - q
N
p
r = self.degree - p
N.append(N_L1[p]*N_L3[r])
# FUNCOES DE FORMA DE FACE OCORREM PARA GRAU >=3
if self.degree >=3:
for r in range(©,self.degree):
for g in range(@, self.degree):
for p in range(@, self.degree):
if (p+g+r+3 == self.degree):
N.append(N_L1[p+1]*N_L2[g+1]*N_L3[r+1])

# DERIVADAS DAS FUNCOES DE FORMA
derivatives = se.zeros(len(N),2)
for i in range(0,len(N)):
derivatives[i,@], derivatives[i,1] = se.expand(se.diff(N[i],L1)), se.expand
(se.diff(N[i],L2))

return N, derivatives

# PROCESSO ANALOGO PARA GERAR AS FUNCOES DE FORMA UNIDIMENSIONAIS PARA CALCULO DO V
ETOR CARREGAMENTO
def SF_1d(self):

# GERA O POLINOMIO DE JACOBI
def Phi(L, index):
Pi = sp.jacobi(int(index), self.alpha, self.beta)
Natu = ©
for i in range(0,len(Pi.c)):
Natu = Natu + Pi.c[i]*(2*L-1)**(len(Pi.c)-i-1)
return Natu

# GERA AS BASES MODAIS IMPONDO L2 = ©

N, N L1, N L2, N L3 = list(), list(), list(), list()

N L1.append(1), N_L2.append(1l), N_L3.append(1l)

for i in range(0,self.degree-1):
N_L1.append(se.expand(L1*Phi(L1,1i)))
N_L2.append(se.expand(0*Phi(0,1i)))
N_L3.append(se.expand((1- L1 - @)*Phi(1- L1 - 0,1i)))

N_L1.append(L1l), N_L2.append(®), N_L3.append(1- L1 - 0)

# GERA AS FUNCOES DE FORMA
# FUNCOES DE FORMA DE VERTICE
N.append(N_L1[1]),N.append(N_L2[1]),N.append(N_L3[1])

# FUNCOES DE FORMA DE ARESTA OCORREM PARA GRAU >=2
if self.degree >= 2:
for p in range(l,self.degree):
g = self.degree - p
N.append(N_L1[p]*N_L2[q])
for q in range(l,self.degree):
r = self.degree - q
N.append(N_L2[q]*N_L3[r])
for p in range(1l,self.degree):
r = self.degree - p



N.append(N_L1[p]*N_L3[r])

# FUNCOES DE FORMA DE FACE OCORREM PARA GRAU >=3
if self.degree >=3:
for r in range(@,self.degree):
for gq in range(©, self.degree):
for p in range(@, self.degree):
if (p+g+r+3 == self.degree):
N.append(N_L1[p+1]*N_L2[g+1]*N_L3[r+1])

# DERIVADAS DAS FUNCOES DE FORMA
N_1d = list(i for i in N if i !=0.0)
derivatives_1d = se.zeros(len(N_1d),1)

for i in range(©,len(N_1d)):
derivatives 1d[i,0] = se.expand(se.diff(N_1d[i],L1))

return N_1d, derivatives_1d

# SOLUCIONA A MATRIZ RIGIDEZ DO PROBLEMA / SEM CONDICOES DE CONTORNO
def  stiffness(self):
material = FEM._ constitutive(self)
SF, DER = FEM.shape_function(self)
# GERA A MATRIZ RIGIDEZ MXM COM M =NUMERO TOTAL DE GRAUS DE LIBERDADE
K = np.zeros((self.ndof,self.ndof))

# COORDENADAS E PESOS PARA A INTEGRACAO NUMERICA

x_& = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 1, b = 0).points

w_& = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 1, b = 0).weight
s

X_n = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 0, b = 0).points

w_n = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 0, b = 0).weight

# LOOP NO NUMERO DOS ELEMENTOS
for i in range(©, len(self.connectivity)):
# PROCURA AS COORDENADAS DO ELEMENTO EM QUESTAO
x1, yl = self.coordinates[self.connectivity[i][©]][@], self.coordinates[sel
f.connectivity[i][@]][1]
X2, y2 = self.coordinates[self.connectivity[i][1]][@], self.coordinates[sel
f.connectivity[i][1]][1]
x3, y3 = self.coordinates[self.connectivity[i][2]][@], self.coordinates[sel
f.connectivity[i][2]][21]

# SOLUCIONA O DETERMINANTE E A MATRIZ JACOBIANA INVERSA / TRANSFORMACAO SUB
PARAMETRICA

det] (x1-x3)*(y2-y3)-(x2-x3)*(yl-y3)

IJac = (1/detd)* np.array([[(y2-y3),(y3-y1)],[(x3-x2),(x1-x3)]])

ij11, ij12, ij21, ij22 = IJac[e][@], IJac[@][1], IJac[1][@], IJac[1][1]

DSF = se.Lambdify([L1,L2], DER)
Lin = lambda &,n: .5*(1+E)
L2n = lambda §,n: .25*%(1-&)*(1+n)

# INICIA A MATRIZ DE RIGIDEZ E AREA ELEMENTAR
K_elem, area = np.zeros((2*len(SF),2*len(SF))), ©

# RESOLVE A MATRIZ DE ELASTICIDADE E A MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR EM CADA
PONTO DE INTEGRACAO
for j in range(©,len(x_§)):
for k in range(@,len(x_n)):



L1A, L2A = Lin(x_&[j],x_n[k]), L2n(x_&[j],x_n[k])

B_elem = np.zeros((3,2*1en(SF)))

for 1 in range(©,len(SF)):
dndx= 1j11*DSF(L1A,L2A)[1][@] + ij12*DSF(L1A,L2A)[1][1]
dndy= ij21*DSF(L1A,L2A)[1][0] + ij22*DSF(L1A,L2A)[1][1]
B_elem[0][2*1], B_elem[@][2*1+1] = dndx, ©
B_elem[1][2*1], B_elem[1][2*1+1] 0, dndy
B_elem[2][2*1], B_elem[2][2*1+1] dndy, dndx

K_elem = K_elem + abs(detJ)*np.dot(np.dot(np.transpose(B_elem),mate
rial),B_elem)*(w_&[j]*w_n[k]/8)
area = area + .5*abs(detJ)

# ENCONTRA A CARDINALIDADE DO ELEMENTO
LOCE = (self.cardinality[:,i]).astype(int)

# REALIZA A MONTAGEM DA MATRIZ RIGIDEZ ELEMENTAR NA MATRIZ GLOBAL DE RIGIDE

for n in range(©, len(LOCE)):
for m in range(0,len(LOCE)):
K[LOCE[Nn]][LOCE[m]] = K[LOCE[n]][LOCE[m]] + K_elem[n][m]
return self.thickness*K

# RESOLVE O VETOR DE CARGA / APENAS CARGAS UNIFORMES
def _ distributed loads(self):
# COORDENADAS E PESOS PARA A INTEGRACAO NUMERICA

x_& = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 1, b = 0).points

w_& = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 1, b = 0).weight
s

X_Nn = quadpy.line_segment.gauss_lobatto(2*self.degree + 1, a = 9, b = 0).point
s

w_n = quadpy.line_segment.gauss lobatto(2*self.degree + 1, a = 0, b = 0).weight

# INICIA O VETOR DE CARREGAMENTO COM MX1 COM M=NUMERO DE GRAU DE LIBERDADES
F = np.zeros((self.ndof,1))
shape_functions_1d, derivatives_1d = FEM.SF_1d(self)

# LOOP PARA CALCULAR O CARREGAMENTO
for i in range(©,len(self.loads)):
# SE O CARREGAMENTO E PARALELO A DIRECAO X
if self.loads[i][1] == 1:
N_1d = se.zeros(np.size(self.cardinality,9),1)
element, index_a, index_b = self.connectivity[self.loads[i][@]].tolist
(),self.loads[i][2],self.loads[i][3]
node_1, node_2, = int(element.index(index_a)), int(element.index(ind
ex_b))
sum_index = node_1 + node_2
# MONTA A MATRIZ DE FUNCOES DE FORMA BASEADO NA ARESTA DO ELEMENTO QUE
CONTEM O CARREGAMENTO
if sum_index ==
N_1d[2*node_ 1], N_1d[2*node_2] = shape_functions_1d[©@], shape_funct

ions_1d[1]
for j in range(0,self.degree-1):
N_1d[6+42*j] = shape_functions_1d[j+2]
if sum_index ==
N_1d[2*node_1], N_1d[2*node_2] = shape_functions_1d[@], shape_funct
ions_1d[1]

for j in range(0,self.degree-1):
N_1d[6+2*(self.degree-1)+2*j] = shape_functions_1d[j+2]



if sum_index ==
N _1d[2*node 1], N_1d[2*node_2] = shape_functions_1d[©], shape_ funct
ions_1d[1]
for j in range(0,self.degree-1):
N_1d[6+4*(self.degree-1)+2*j] = shape_functions_1d[j+2]

# CALCULA O DETERMINANTE, INICIA O VETOR DE CARGA DE LINHA ELEMENTAR E
DETERMINA A CARGA UNIFORME

det J = .S5*abs(-self.coordinates[index_a][1]+self.coordinates[index_b][
1]

line_load = np.zeros((np.size(self.cardinality,9), 1))

value_load = self.loads[i][4]

N_nld = se.Lambdify(L1,N_1d)

# CALCULA O VETOR DE CARGA DE LINHA
for k in range(0, len(x_n)):
line_load = line_load + w_n[k]*det_J*value_ load*np.array(N_nld(.5*(
1+x_n[k]))).astype(np.float64)

# PROCURA A CARDINALIDADE DO ELEMENTO
LOCE = (self.cardinality[:,self.loads[i][@]]).astype(int)

# REALIZA A MONTAGEM DO VETOR DE CARGA DE LINHA NO VETOR GLOBAL DE CARR
EGAMENTO
for k in range(©,len(LOCE)):
F[LOCE[k]] = F[LOCE[k]] + line_load[k]

# SE O CARREGAMENTO E PARALELO A DIRECAO Y
elif self.loads[i][1] == 2:
N_1d = se.zeros(np.size(self.cardinality,9),1)
element, index_a, index_b = self.connectivity[self.loads[i][@]].tolist
(),self.loads[i][2],self.loads[i][3]
node_1, node_2, = int(element.index(index_a)), int(element.index(ind
ex_b))
sum_index = node_1 + node_2

# MONTA A MATRIZ DE FUNCOES DE FORMA BASEADO NA ARESTA DO ELEMENTO QUE
CONTEM O CARREGAMENTO
if sum_index ==
N_1d[2*node_1+1], N_1d[2*node_2+1] = shape_functions_1d[@], shape f
unctions_1d[1]
for j in range(0,self.degree-1):
N_1d[6+42*j+1] = shape_functions_1d[j+2]
if sum_index ==
N_1d[2*node_1+1], N_1d[2*node_2+1] = shape_functions_1d[@], shape_f
unctions_1d[1]
for j in range(0,self.degree-1):
N_1d[6+2*(self.degree-1)+2*j+1] = shape_functions_1d[j+2]
if sum_index ==
N_1d[2*node_1+1], N_1d[2*node_2+1] = shape_functions_1d[@], shape_f
unctions_1d[1]
for j in range(©,self.degree-1):
N_1d[6+4*(self.degree-1)+2*j+1] = shape_functions_1d[j+2]

# CALCULA O DETERMINANTE, INICIA O VETOR DE CARGA DE LINHA ELEMENTAR E
DETERMINA A CARGA UNIFORME

det_J = .5*abs(-self.coordinates[index_a][@]+self.coordinates[index_b][
e1)

line_load = np.zeros((np.size(self.cardinality,9), 1))

value_load = self.loads[i][4]

N _nld = se.Lambdify(L1,N_1d)



# CALCULA O VETOR DE CARGA DE LINHA
for k in range(0, len(x_%)):
line_load = line_load + w_&[k]*det_J*value load*np.array(N_nld(.5*(
1+x_E[k]))).astype(np.float64)

# PROCURA A CARDINALIDADE DO ELEMENTO
LOCE = (self.cardinality[:,loads[i][©]]).astype(int)

# REALIZA A MONTAGEM DO VETOR DE CARGA DE LINHA NO VETOR GLOBAL DE CARR
EGAMENTO
for k in range(©,len(LOCE)):
F[LOCE[k]] = F[LOCE[k]] + line_load[k]

return F

# APLICA AS CONDICOES DE CONTORNO NA MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETOR DE CARREGAMENTO
def _ boundary_conditions(self,K,F):
for i in range(©,len(self.boundary)):
for j in range(90,2):
if self.boundary[i][j+1] == 1:
idiri = int(2*self.boundary[i][0] + J)
a = self.boundary[i][3+]]
for k in range(0, self.ndof):
guardk = K[k][idiri]

K[idiri][k] = ©

K[k][idiri] = ©

F[k] = F[k] - guardk*a
K[idiri][idiri] = 1

F[idiri][@] = a
return K,F

# SOLUCIONA O PROBLEMA E DEVOLVE O CAMPO DE DESLOCAMENTOS U = U(u,v)
def solve(self):
K = FEM. stiffness(self)
F = FEM.__distributed_loads(self)
modified K, modified F = FEM.__boundary_conditions(self,K,F)
displacements = np.dot(np.linalg.inv(modified_K),modified_F)
return displacements
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