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"In the attempt to achieve a conceptual formulation

of the confusingly immense body of observational data,

the scientist makes use of a whole arsenal of concepts which

he imbibed practically with his mother’s milk; and seldom if ever is he
aware of the eternally problematic character of his concepts."

Albert Einstein



Resumo

Materiais tixotropicos possuem aplicacdes industriais economicamente importantes. Mode-
los constitutivos descrevendo seu comportamento, propostos recentemente, sao formulados
por meio de um sistema acoplado de duas equacgdes: equagao constitutiva (baseada em
modelos viscoelasticos classicos) e a equacao de taxa (que descreve a evolugao microes-
trutural do material). O médulo de cisalhamento e o(s) coeficiente(s) de viscosidade séo
considerados, nesta classe de modelos, fungdes do parametro estrutural. As expressdes
utilizadas para tais fun¢des séo definidas satisfazendo limites assintéticos, de tal forma que
o modelo seja fisicamente consistente. Entretanto, ndo h4 consenso quanto a forma em
que as expressoes sdo formuladas. Objetivou-se determinar o formato da fungéo associada
ao médulo de cisalhamento, a partir de dados de testes reoldgicos, utilizando um modelo
de Jeffreys modificado. A obtencao da expressao do modulo de cisalhamento foi definida
como um problema inverso e, portanto, a teoria e algumas estratégias associadas foram
discutidas. Utilizou-se uma estrutura multiobjetiva juntamente com o método de regula-
rizacao de Tikhonov e o critério de escolha de parametro curva L, para a obtencao de
solucdes de problemas mal-postos associados. Os algoritmos formalizados no trabalho
foram implementados por meio de um cédigo desenvolvido no MATLAB. Como resultados,
uma nova proposta para a fungdo associada ao modulo de cisalhamento foi obtida e os
parametros associados ao modelo constituido desta nova proposta foram ajustados a dados
de testes reolégicos.

Palavras-chave: Materiais tixotrépicos. Modelos constitutivos. Testes reoldgicos. Método
de regularizacdo de Tikhonov. Curva L. Problema inverso.



Abstract

Thixotropic materials have economically important industrial applications. Recently propo-
sed constitutive models describing its behavior are formulated by means of a two coupled
equations system: the constitutive equation (based on viscoelastic classic models) and the
rate equation (in which the microstructural evolution is described). The shear modulus and
the viscosity coefficient(s) are considered, in such a class of models, as functions of the
structural parameter. The expressions used for such functions are defined by satisfying
some asymptotic limits, in a way that the model is physically consistent. However, there is no
agreement as to the form in which the expressions are formulated. It is aimed to determine
the form of shear modulus function, from rheological tests data, using a modified Jeffreys
model. The obtainment of an expression for the shear modulus function is defined as an
inverse problem and therefore the theory and some strategies associated were discussed. It
is used a multi-objective framework together with the Tikhonov regularization method and
the L-curve parameter-choice criterion in order to get the solution for associated ill-posed
problems. The algorithms formalized throughout the work were implemented through a
MATLAB developed code. As results, a new proposal for the shear modulus function were
obtained and the parameters associated with the model constituted of this new proposal are
fitted to rheological tests data.

Keywords: Thixotropic materials. Constitutive models. Rheological tests. Tikhonov regulari-
zation method. L-curve. Inverse problem.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Materiais tixotrépicos possuem aplicacdo em diversos setores industriais economicamente impor-
tantes como a indUstria de alimentos, petréleo, revestimento, entre outros (MEWIS; WAGNER, 2009;
BARNES, 1997). Pesquisas sao feitas para modelar comportamento de materiais tixotrépicos de
maneira robusta e precisa, no entanto ainda ha muitos questionamentos associadas as abordagens
utilizadas (MUJUMDAR; BERIS; METZNER, 2002; COUSSOT et al., 2002a; DULLAERT; MEWIS,
2006; MEWIS, 1979; BARNES, 1997; MENDES; THOMPSON, 2013; SILVA; DEUS; NEGRAO,
2014).

Modelos tixotrépicos propostos recentemente (MENDES; THOMPSON, 2013; MENDES, 2009;
MENDES, 2011; MUJUMDAR; BERIS; METZNER, 2002; DEUS; DUPIM, 2013; DEUS; NEGRAO;
FRANCO, 2016) sao constituidos de um sistema de duas equagdes acopladas: equagao de taxa e
equacao constitutiva. A partir da equacao de taxa, contabiliza-se a evolugéo estrutural do material.
Seu formato geral €

A=A, 7) (1.1)

onde 7 € a tensdo no material ao longo do tempo, ¥ é a taxa de deformacéo e \ é o parametro
estrutural, variavel que quantifica o nivel de estruturacdo do material.
A equacao constitutiva é definida de maneira geral como

T=7(%,A). (1.2)

O formato da equacéo (1.2) é obtido modificando modelos viscoelasticos classicos, como de Maxwell,
Jeffreys ou Kelvin-Voigt (TRUESDELL; NOLL, 2004; MACOSKO; LARSON, 1994; BIRD et al., 1977):
constantes dos modelos classicos, como médulo de cisalhamento G e coeficiente de viscosidade
7, S80 consideradas dependentes da microestrutura nos modelos adaptados, i.e. G = G()\) e
Ne = 1ne(A). G(A) e n.(\) séo definidas satisfazendo limites assintéticos necessarios para que o
modelo seja fisicamente consistente. Por ndo serem obtidas a partir de dedugdes, podem néo ter
formatos adequados para o problema, i.e. satisfazem os limites necessarios, porém apresentam
formatos que contribuem para erros nas respostas do modelo.

Determinados os dados de tensao e taxa de deformacgao, pode-se desejar obter o formato das
funcdes G(A) e n.(\). Ferramentas utilizadas para a solugédo de problemas deste tipo podem ser
encontradas, sob o escopo da matematica aplicada, no contexto de problemas inversos.

Problemas ditos inversos sédo definidos usualmente como aqueles em que se procura determinar
a causa de um determinado efeito e, contrariamente, em problemas diretos, busca-se obter o
efeito da causa (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003; KIRSCH, 2011; ISAKOV, 1998; ENGL;
HANKE; NEUBAUER, 1996). A diferenca entre inverso e direto € dependente do que se define como
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entrada e saida, o que usualmente varia com o contexto no qual o problema se insere, ou com o que
foi historicamente definido.

Ha exemplos de problemas aplicados no escopo da fisica e engenharia (KIRSCH, 2011; LE-
BEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003): determinar a condutividade de um corpo, sabendo a
configuracdo de temperatura e calor (NETO; NETO, 2005); definir as tenstes associadas a uma
determinada deformagéo aplicada sobre o material (DEUS et al., 2012; SILVA et al., 2015); determi-
nar o coeficiente de transferéncia de calor, que gera uma configuracdo especifica de temperatura
(BAZAN; BEDIN; BOZZOLI, 2016).

Foi feito um esfor¢o da comunidade cientifica para desenvolver métodos mais robustos e de
rapida convergéncia, que tratassem do mal condicionamento dos operadores associados (ALVES,
2005; BORGES, 2010; COLIBORO, 2011; MARGOTTI, 2011; QUIROZ, 2014; RAMSAY et al., 2007;
LI; DING; YANG, 2012; LIU; XIAO; DING, 2013). Métodos de regularizacdo demonstraram possuir
tais caracteristicas em aplicagdes de engenharia e fisica (DEUS et al., 2012; BAZAN; BEDIN;
BOZZOLI, 2016; EILKS; ELLIOTT, 2008). Dentre eles, o método de Tikhonov ja é considerado
difundido (ISAKOV, 1998; ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996; LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL,
2003; HANSEN, 1998). Em alguns trabalhos, trata-se da regularizagdo aplicada a diferenciagao
numérica de dados com ruido (BRIE; RICHARD et al., 2005; CULLUM, 1971; KNOWLES; RENKA,
2014; CHARTRAND, 2011; STICKEL, 2010).

Problemas inversos podem ser reduzidos, apds linearizagao, a equagoes do tipo:

Ax =y (1.3)

onde procura-se determinar x, a partir de A e y. O problema (1.3) pode ser visto de outra maneira,
como
min || Az — y| (1.4)
x

Pode-se buscar resolver simultaneamente mais de um problema como 1.4, i.e., resolver problemas
do tipo
N
min » ;|| diz — vy, 1.

p ; illAir — yill, (1.5)
sendo 1J; representam pesos associados ao problema i. Trabalhos abordam a possibilidade de langar
ma&o da estrutura multi-objetiva (GONG; JIANG; LI, 2016), para obter a solugéo de (1.5).

Busca-se, no presente trabalho, determinar o formato da fungdo G(\) utilizando o modelo
desenvolvido por Azikri de Deus et al. (2016), considerando dados de testes reolédgicos de 6leo cru e
fluido de perfuragéo. Aborda-se os problemas utilizando uma estrutura multi-objetiva e métodos de
regularizacédo sao utilizados para a solugéo de problemas mal postos associados. A seguir, define-se
formalmente os problemas a serem resolvidos no trabalho.

' De fato, pode-se definir dois problemas como inversos entre si se a formulagdo de um problema envolve o
outro (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).
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1.2 Definicao dos problemas

O modelo proposto por Azikri de Deus et al. (2016) é constituido das seguintes equacdes

%T' + <1 - 22”2@) 7= |2n, +2 (1 - 22”20> M+ 477577“ 4+ 4"8""&; (1.6)
% - 1 [m — N = (KA + T)M] : (1.7)

N = 1o exp(azA); (1.8)

My = 10 exp[(a)A] — (1.9)

G = Gpexp(mA™1h); (1.10)

onde W_ = [770, o, a2, K, B, K, §] . sdo os parametros do material associados as equagodes 1.6-1.9,
W =[Go, m]T, associados a equagao (1.10). A é o parametro estrutural, que contabiliza o nivel de
estruturacao do material, variando de 0 (totalmente desestruturado) a 1 (totalmente estruturado).
Busca-se no presente trabalho, determinar um formato para G(\). Trés problemas sdo conside-
rados para atingir o objetivo do trabalho: dois inversos e um direto.
A simulacdo do modelo, utilizando parametros definidos (ou obtidos a partir de um ajuste) pode
ser considerado como um problema direto. Formalmente,

Problema Direto 1. Considera-se um teste de taxa de deformacao (tensdo) controlada, i.e. com
{¥(t:)} ({7(t;)}) obtidos para os instantes {t;}, i = 1,2, 3...N. Supbe-se o formato G(\(t)) conhe-
cido (como é o caso do modelo composto das equacébes (1.6)-(1.10)) e os pardmetros associados
W . determinados. Determinar {7 (t;)} ({%(t:)}), utilizando as equagées 1.6-1.10, considerando W,
ja conhecidos.

Os problemas inversos resolvidos no trabalho sio descritos de maneira geral.

Problema Inverso 1. Considera-se um teste de taxa de deformacgéo (tenséo) controlada, i.e. com
{3(t;)} ({(t;)}) obtidos para os instantes {t;}, i = 1,2,3...N. Supbe-se {7(t;)} ({¥(t;)}) conhe-
cidos nos mesmos instantes. Determinar o formato de {G(\(t;))}, a partir das equagées 1.6-1.9,
considerando W, ja conhecidos.

Os problemas inversos considerados para os ajustes dos parametros do modelo sédo definidos
da seguinte maneira.

Problema Inverso 2. Considera-se um teste de taxa de deformagéao (tensédo) controlada, i.e. com
{7(t:))} ({r(t;)}) obtidos para os instantes {t;}, i = 1,2,3...N. Supbe-se {7(t;)} ({¥(ti)}) conheci-
dos nos mesmos instantes. Determinar os pardmetros do modelo W . e W ., a partir das equagées
1.6-1.9 e do formato obtido (definido) de G(\(t)).
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Procura-se determinar a fungdo G(\) seguindo os passos:

(i) Resolver o problema inverso 2, considerando G(A(t)) definido na equagao 1.10 e dados de
6leo cru. Obtém-se W_.e W;

(i) Resolver o problema inverso 1, considerando os parametros W . obtidos no passo anterior e
considerando G(\) nao conhecido, i.e., desconsiderando a definigdo (1.10);

(iii) Definir, a partir do formato da curva obtida {G(A(¢;))} vs {t;}, uma fungdo G(\) que possui
comportamento semelhante a curva e seja fisicamente consistente;

(iv) Resolver novamente o problema inverso 2, utilizando a fungéo G(\) definida no passo
anterior e os mesmos dados de 6leo cru utilizados no passo (i), obtendo novos pardmetros W . e
We.

(v) Simular e ajustar modelo para um outro teste reoldgico utilizando dados de fluido de per-
furacao, i.e., resolver os problemas direto 1 e inverso 2, averiguando a capacidade do modelo de
representar comportamentos conhecidos de materiais tixotropicos.

Define-se, a seguir, os objetivos visados no trabalho.

1.3 Objetivo

A obtencéo da fungdo G(\), a partir de dados experimentais de 6leo cru, é o objetivo principal
do trabalho. Alguns objetivos especificos sdo mencionados:

-Analisar se ha mudanca significativa na funcao obtida e a definida anteriormente.

-Verificar se 0 modelo, considerado juntamente a funcao obtida, reproduzira o comportamento
de uma amostra de fluido de perfuracao, sob teste de tensao constante.

-Averiguar se ha mudancas do ponto de vista computacional, i.e. se ha problemas na simulacao
do modelo, encorporando a fungao obtida.

-Testar a robustez do método de Tikhonov; verificar se apresenta resultados significativos no
contexto do trabalho.

-Observar se hd mudangas numérico-computacionais ao utilizar uma abordagem com otimizagao
multi-objetiva.

A seguir, consideram-se as contribuigées do trabalho.

1.4 Contribuicbes

Espera-se que a resposta da simulagdo do modelo possua maior proximidade com dados experi-
mentais de materiais tixotrépicos, quando considerado juntamente com a nova fungao G(\) obtida.
Uma descricdo qualitativa dos fendmenos associados a tixotropia também pode ser modificada,
quando considerada a nova proposta.

E necessario enfatizar que a abordagem a ser apresentada no trabalho, pode ser adaptada
para a obtencéo de outras fun¢des associadas ao modelo de Azikri de Deus et al. (2016) ou outras
propriedades de modelos constitutivos diferentes. Possiveis adapta¢des poderiam ser feitas de modo
a considerar mais de um parametros estrutural ou a utilizacdo de outros métodos para a solugéo
dos problemas inversos associados. Portanto, o cumprimento dos objetivos do trabalho demonstra a



Capitulo 1. Introdugao 19

viabilidade de métodos associados a problemas inversos no contexto de tixotropia e/ou materiais
viscoelasticos, fomentando futuras abordagens.

1.5 Estrutura do trabalho

O presente trabalho apresenta uma gama de assuntos correlatos ao objetivo principal e, portanto,
foram organizados em uma sequéncia coerente com a abordagem pretendida. Trata-se, no préximo
capitulo, do conceito de tixotropia. Os fendmenos principais associados sdo mencionados e revisa-se
sucintamente aspectos da modelagem, no contexto de viscoelasticidade: verifica-se a origem do
médulo de cisalhamento em modelos viscoelasticos, adaptados posteriormente, no contexto de
tixotropia. O modelo de Azikri de Deus et al. (2016) é descrito ao final do capitulo.

Problemas inversos sao abordados na sequéncia, usando resultados explicitados no apéndice
A. Sao definidas, de maneira geral, as estratégias de regularizacdo e em seguida restringe-se a
abordagem para definir o método de regularizagdo de Tikhonov.

Aspectos computacionais e associados a implementacao a ser feita sdo definidos no capitulo
4. Os resultados obtidos sdo apresentados em seguida, com um novo formato para a fungéo G (),
obtido a partir de dados de 6leo cru, demonstrando que a metodologia definida no capitulo 4
possibilita obter a solu¢do dos problemas inversos considerados. Ao final do capitulo utiliza-se o
modelo juntamente com a nova proposta para G(\), para simular o comportamento de uma amostra
de fluido de perfuragéo.

Alguns aspectos tedricos associados a tixotropia serdao descritos no capitulo que segue, para
embasar a discussao que sera apresentada nos resultados e definir os principais termos e fenémenos
mencionados na literatura.
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2 Materiais tixotropicos: uma revisao

2.1 O conceito de tixotropia

A palavra tixotropia, foi inserida por Peterfi em 1927 a partir da combinacao das palavras gregas
“Thixis” e “Trepo”, que significam, respectivamente, agitar (ou tocar) e mudanca (MEWIS, 1979;
BARNES, 1997). Esta defini¢cdo evidencia as primeiras observagdes do fendbmeno: alguns materiais
mudavam da fase gel !, isotermicamente, para a fase sol ? devido a vibracées mecanicas e que,
apoés algum tempo sem vibragdes (em repouso), a fase gel era novamente obtida. Este processo
poderia ser feito repetidamente. Alguns autores propuseram que uma nova mudanga de fase havia
sido descoberta.

Outras definigcdes de tixotropia surgiram, conforme mais materiais apresentavam carater tixo-
tropico e mais duvidas foram surgindo em torno dos conceitos associados. Pryce-Jones em 1934
estabeleceu que a tixotropia é caracterizada pelo crescimento da viscosidade de um material quando
se encontra em repouso e 0 decréscimo quando se encontra sob tensdo. Recentemente (MENDES,
2011), definiu-se que materiais, cujo comportamento é dependente do tempo, sao tixotropicos se sua
viscosidade, em regime permanente, decai com a taxa de deformacao aplicada e que as mudancgas
na viscosidade do material séo reversiveis. Embora varias outras propostas para um conceito Unico
e global de tixotropia tenham sido feitas, nota-se que este ainda nao esté consolidado: dependendo
do trabalho no qual este é utilizado, uma definicéo é feita, seja utilizando a proposta por Peterfi,
Pryce-Jones, a utilizada por Mendes ou outra (BARNES, 1997).

Uma descrigdo dos principais fendbmenos conhecidos associados a tixotropia € necessaria
para que se possa discutir resultados e modelos ja propostos. Portanto, apdés uma discussao
sobre mecanismos que levam a ocorréncia da tixotropia, fenédmenos e variaveis frequentemente
mencionados na literatura sdo abordados.

O médulo de cisalhamento, propriedade a ser analisada, surge no contexto da viscoelasticidade.
Logo, discute-se sobre este fenGmeno e sua relagdo com a tixotropia. Exemplifica-se como a
propriedade se insere na modelagem, utilizando um modelo de viscoelasticidade linear. Em seguida,
€ explicitado como este pode ser adaptado no contexto da tixotropia.

A abordagem muda de ponto de vista na segunda parte do capitulo: trata-se de uma revisao
sobre a modelagem de materiais tixotrépicos. Enfatiza-se nestes modelos as funcbes usadas para
descrever o modulo de cisalhamento.

' Fase na qual a substancia possui uma cadeia continua sélida englobando uma fase continua liquida.
Especificadamente, se alguma molécula de uma substancia atinge dimens6es macroscépicas, de maneira
que esta se expanda pela solugao, entao a substancia é um gel (ELLIOTT; LIRA, 1999).

2 Suspensao coloidal de particulas sélidas em um liquido. Em uma suspensao coloidal, a forga gravitacional
€ desprezivel devido ao pequeno tamanho relativo da fase dispersa.
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2.2 Reestruturacao, destruicao e bifurcacao da viscosidade

E comum descrever alguns fendmenos associados & tixotropia através dos processos chamados
de reestruturagao (Aging) e destruicao (Rejuvenation) (COUSSOT et al., 2002b; MENDES, 2011;
MENDES; THOMPSON, 2013). Estes processos superpostos contribuem para a evolugao da
microestrutura do material (grau de estruturacao), comumente contabilizada a partir de um parametro
escalar, representado pela letra grega A (MEWIS; WAGNER, 2009).

Admite-se que a reestruturagdo ocorra devido ao movimento browniano dos constituintes da
microestrutura do material e/ou devido as colisdes geradas a partir do escoamento (BARNES, 1997;
DEUS; DUPIM, 2013; DEUS; DUPIM, 2012). Com as colisdes, alguns constituintes (particulas ou
cadeias de particulas) irdo se acoplar a outros, estruturando o material, i.e. aumentando seu nivel
de estruturacao.

Flocos, conceito comumente adotado na literatura (BARNES, 1997), séo resultados de aglome-
ragcoes de cadeias poliméricas formadas em um material estruturado. Podem coalescer a outros
ou se desintegrar, a depender dos esforgos aos quais o material esta submetido (DEUS; DUPIM,
2013; DEUS; DUPIM, 2012). Em alguns casos, considera-se sua deformagdao (MUJUMDAR; BERIS;
METZNER, 2002).

Nao ha consenso quanto ao mecanismo do processo de quebra ou destruicdo da microestrutura
(EL-GENDY et al., 2012; MENDES, 2009; MEWIS, 1979; BARNES, 1997; TOORMAN, 1997; RITTER;
BATYCKY et al., 1967). No entanto, é frequentemente aceito que pode ocorrer apds 0 repouso
do material, ou concomitantemente com o processo de estruturagdo. Esta agao conjunta dos dois
processos pode ser averiguada através do fenémeno conhecido como a bifurcagéo da viscosidade
ou efeito avalanche (COUSSOT et al., 2002b). Este fenbmeno pode ser visto a partir de um teste de
patamar de tensao (ou “Aging test”) (SOARES; THOMPSON; MACHADO, 2013). O teste consiste
em submeter um determinado material a testes de tensédo constante 7, e obter a resposta em taxa de
deformagéo + ou deformagao 2. Calcula-se a viscosidade absoluta do material a partir da equagao
n= % e observa-se sua variagdo com o tempo. Um exemplo de resultado, em termos de viscosidade
absoluta, é apresentado na Figura 2.1.

A viscosidade se mantém aproximadamente constante, para tensdes aplicadas acima de 25
Pa. Entretanto, para tensdes abaixo de 25 Pa, a viscosidade tende a aumentar com o tempo. Com
uma tenséo aplicada de 25 Pa, a viscosidade varia de maneira semelhante a testes com tensées
menores, até um determinado momento e entdo decresce de maneira abrupta. Apds a queda, a
viscosidade possui um comportamento semelhante as curvas com tensées maiores que 25 Pa. Tal
dependéncia da tensao aplicada, caracteriza o fenédmeno denominado bifurcagéo da viscosidade, ou
efeito avalanche.

A estruturagao possui grande influéncia no material abaixo da tensédo que delimita a bifurcagéo
da viscosidade (no caso da Figura, 25 Pa), embora a destruicdo também pode ocorrer (COUSSOT
et al., 2002b; MENDES, 2011; SOARES; THOMPSON; MACHADO, 2013). Em testes com maiores
valores de tensao, a destruicido da microestrutura se sobressai e consequentemente a taxa de

3 Considerando o e D,respectivamente os tensores tenséo de Cauchy e o taxa de deformagéo (TRUESDELL;
NOLL, 2004), 7 =012, ¥ = D1,2. A diregcdo 1 é a diregao do escoamento, 2 é normal a superficie no qual
este ocorre.
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Figura 2.1 — Viscosidade de uma amostra de éleo cru, sob diversas condi¢gdes experimentais, em fungdo do
tempo. Fonte: (SOARES; THOMPSON; MACHADO, 2013)

construgao néo é suficiente para reduzir a taxa de deformagao do escoamento.

Grande parte dos fendmenos associados a tixotropia surgem também em discussodes referentes a
viscoelasticidade. Levando este fato em consideragao e tendo em vista que 0 moédulo de cisalhamento
e seu significado fisico surgem no mesmo contexto, discute-se os principais fenémenos associados
a viscoelasticidade na subsec¢éao a seguir.

2.3 Viscoelasticidade linear e nao linear

Materiais viscoelasticos possuem (MACOSKO; LARSON, 1994):

- decaimento da tenséo apdés aplicada e mantida uma deformagéo e;

- se deforma, sob carregamento de tensdo constante, no momento de aplicacdo da carga e
continua a se deformar quando mantida a carga®*.

Uma comparagdo entre materiais viscoelasticos, fluidos newtonianos e sélidos elasticos é
evidenciada na figura 2.2, onde a resposta destes materiais € observada a partir da aplicagao de
uma deformagéo contante ao longo do tempo.

A tensao do solido elastico (Figura 2.2b) e do fluido newtoniano (Figura 2.2c), sdo constantes
apo6s um curto intervalo posterior ao inicio da aplicacdo da carga de deformacgéo 2.2a: no caso do
sélido elastico a tensdo estabiliza em um patamar diferente de 0; ja no caso de fluidos newtonianos

4 Comportamento que pode ser denominado como Creep. Um teste com aplicagéo de tensdo constante ao
longo do tempo (creeping test (MENDES, 2011)) é feito, a fim de observar este comportamento.
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t

(a) Deformagéao aplicada.

(b) Material elastico (c) Fluido newtoniano (d) Material viscoelastico

Figura 2.2 — Comparagao do comportamento para alguns materiais em tensao, sob a aplicagdo de uma
deformagao constante. Fonte: (MACOSKO; LARSON, 1994)

a tensao estabiliza em valores aproximadamente nulos. Um comportamento distinto é observado
para o material viscoelastico 2.2d: a tensao decresce monotonicamente até que um patamar seja
alcancgado.

A viscoelasticidade pode ser independente ou ndo da deformagao aplicada. No primeiro caso, a
viscoelasticidade é classificada como linear e é descrita através da equagao (MACOSKO; LARSON,
1994)

_ 1) 1p,
G, (t) = S [Pal) (2.1)

onde G,(t) € o médulo de relaxagao, 7 e v sdo a tenséo e deformagéo de cisalhamento. O médulo de
relaxagao (para o caso de materiais lineares) é dependente apenas do tempo, ocorrendo, geralmente,
para materiais sob cargas pequenas de deformagao (MACOSKO; LARSON, 1994).

Materiais cujo médulo de relaxagao é dependente da deformacgao aplicada, representados por

Gy (t,) = T(tj), [Pa] (2.2)

sao definidos como viscoelasticos nao lineares (MACOSKO; LARSON, 1994).

Modelos obtidos a partir da teoria do continuo (TRUESDELL; NOLL, 2004) sao utilizados para
descrever materiais viscoelasticos lineares. Alguns sédo formulados a partir de analogias entre as
relacdes constitutivas® do material, com as equacées dinamicas de elementos constituidos de
amortecedores (elementos viscosos) e molas (elemento elasticos), sob carregamentos de forca.
Considera-se, por exemplo, o modelo de Maxwell esquematizado na figura 2.3. Neste modelo, a

5 Relagbes que acoplam as respostas cinematicas de um determinado material, com as cargas de forca as
quais é solicitado ou exerce.
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Figura 2.3 — Modelo de Maxwell. Fonte: Adaptado de (DEUS; DUPIM, 2013)

deformacéo é resultado da superposigdo da parcelas elastica (-). e viscosa (-), (ver figura 2.3) e a
tensdo deve ser igual em ambos elementos 7 = 7. = 7,,.

A relacao entre a tensao e deformacao para o elemento elastico é descrita através da lei de
Hooke (DEUS; DUPIM, 2013; MENDES, 2009)

T = GYe, (2.3)
onde G é o médulo de cisalhamento do elemento elastico. Considerando GG constante, a taxa de

deformagéao neste elemento é descrita por

Te
. = <. 2.4
Ve =G (2.4)

A tensao no elemento viscoso, é modelada de maneira semelhante a de um fluido newtoniano
Ty = 20, (2.5)

onde 27, é a viscosidade do elemento viscoso. A partir das equagdes (2.4) e (2.5), a equagao
constitutiva do modelo de Maxwell pode ser obtida, considerando que a taxa de deformacao total é
igual a soma das parcelas elasticas e viscosa

Ty Te T T
— = —. 2.6
21, + G 29 + G (2.6)

Y=Y +Ye =

Relacgbes constitutivas podem ser obtidas de maneira semelhante utilizando outros modelos
viscoelasticos lineares apresentados na literatura, como os modelos de Jeffreys ou Kelvin-Voigt
(BIRD et al., 1977; MACOSKO; LARSON, 1994). Estes estdo sendo atualmente adaptados para
materiais com comportamento nao linear e/ou tixotropicos (MENDES, 2011; MENDES; THOMPSON,
2013; DEUS; DUPIM, 2013; SILVA; DEUS; NEGRAOQ, 2014). Para um material viscoelastico linear,
como o caso apresentado, 27, e G sdo independentes do tempo. No entanto, materiais tixotrpicos
viscoelasticos tem forte dependéncia de sua microestrutura. Consequentemente, no caso de uma
adaptagédo do modelo de Maxwell, n, e G serdo dependentes do pardmetro estrutural, isto é,
n, = nu(A\) e G = G(A\)®. Para se discutir eventuais propostas para estas fungdes se faz necessario
comparar materiais viscoelasticos que apresentam tixotropia com aqueles onde esta tem efeito
desprezivel, i.e., materiais viscoelasticos sem tixotropia.

6 Uma discusséo sobre as propostas para a fungdo G(\) é feita posteriormente neste capitulo.
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2.4 Tixotropia e viscoelasticidade

Objetivando observar de modo apropriado a interface entre tixotropia e viscoelasticidade,
considera-se um teste de patamar de taxa de cisalhamento, seguido por um patamar com taxa
menor. O teste evidencia as diferengas caracteristicas de um material viscoelastico n&o tixotropico,
tixotrépico viscoelastico e tixotropico nao viscoeléstico, da maneira explicitada na Figura 2.4.

;;n. T A
7.
(@) [ ®) ;
T4 T4
©) 7 () [

Figura 2.4 — Carregamento de patamar de taxa de deformacao (a) e a resposta em tensdo para um material
viscoelastico néo tixotrépico(b), tixotropico ndo viscoelastico (c) e tixotrépico viscoelastico (d).
Fonte: (MEWIS; WAGNER, 2009)

Apds a reducdo da taxa, o material viscoelastico nao tixotropico (Figura 2.4b) tera sua tensao
monotonicamente reduzida, até atingir um novo patamar. No caso de materiais tixotrépicos nao
viscoelasticos (Figura 2.4c), a tensao cai instantaneamente, com um posterior crescimento devido
a estruturacao. Entretanto, para materiais tixotrépicos viscoelasticos, a tensao reduz durante um
pequeno intervalo e devido a reconstrugdo, o aumento da tensdo ocorre em seguida (Figura 2.4d).

Considera-se, por outro lado, testes de taxa constante onde ndo ha um decaimento para patamar
inferior (observado na Figura 2.4a), i.e. mantém-se a taxa constante indeterminadamente. Alguns
materiais tixotrépicos viscoelasticos possuem redugao de sua viscosidade com o aumento da taxa de
deformacao imposta(MACOSKO; LARSON, 1994): para patamares com maior taxa de deformacéao,
a viscosidade em regime permanente estabiliza em valores inferiores, como é possivel verificar a
partir da evolucao da viscosidade ao longo do tempo, representada na Figura 2.5.

Nota-se um pico (overshoot) na curva da viscosidade para altas taxas de deformacgéo evidenci-
ando um comportamento dependente da taxa de deformacéo aplicada.

Fenémenos associados a microestrutura podem ser utilizados para justificar mudangas no
comportamento de materiais ao longo do tempo, como o decaimento da viscosidade e os picos de
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Figura 2.5 — Mudanga da viscosidade de uma solugéo de polibutadieno, em fungéo do tempo. Fonte: (MA-
COSKO; LARSON, 1994)

tensdo, vistos na Figura 2.5. Em algumas abordagens (MENDES, 2009; MENDES, 2011; SILVA;
DEUS; NEGRAO, 2014; DULLAERT; MEWIS, 2006; MUJUMDAR; BERIS; METZNER, 2002), utiliza-
se, como mencionado anteriormente, modelos viscoelasticos com propriedades variando com
mudancas na microestrutura para simular tais fenémenos. Qualitativamente, descreve-se a resposta
do material:

-no inicio do teste, onde o comportamento é predominantemente elastico, a microestrutura é
praticamente intacta e ndo ha significativa quebra estrutural;

-com o aumento da deformacédo, o mecanismo de quebra da microestrutura comeca a se tornar
significativo juntamente com o comportamento viscoso do material;

-ao final do teste, G — oo, fazendo com que o elemento elastico se torne totalmente rigido e
nao haja mais deformagao elastica. Desta maneira, 0 comportamento viscoso € predominante.

E comum modelar (MENDES, 2009; MENDES, 2011; DEUS; NEGRAO; FRANCO, 2016) o
médulo de cisalhamento G(A\) como sendo uma fungdo monotonicamente decrescente de \, tal
que ,l\li% G(A\) = oo. Os coeficientes de viscosidade (1, no modelo de Maxwell) sdo fungdes
monotonicamente crescente de \. Embora a forma definida para estas fungdes fagam com que
o0 modelo exiba o resultado experimental esperado no limite em A — 0, ndo ha consenso quanto
a proposta de G(A) e n,(\) que melhor representa 0 comportamento observado em materiais
viscoelasticos tixotrépicos. Na sec¢édo a seguir, discute-se com mais detalhes aspectos da modelagem
de materiais tixotropicos.

7 Esta consideracdo é utilizada para modelos adaptado dos modelos de Jeffreys ou Maxwell ou uma

combinagao destes e ndo ¢é verdadeira para o caso 0 modelo de Kelvin-Voigt. Esta consideragao é tomada
como geral no texto tendo em vista que o modelo a ser abordado e utilizado no trabalho € um modelo de
Jeffreys, e tal consideragao é verdadeira.
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2.5 Modelos para materiais tixotrépicos

Atualmente, a comunidade cientifica tem se empenhado para que a tixotropia seja descrita por
modelos reoldgicos robustos e fundamentados em teorias ja estabelecidas (MEWIS; WAGNER,
2009). Alguns destes modelos foram avaliados e classificados em trabalhos de revisdao (MEWIS,
1979; BARNES, 1997). De maneira geral, classifica-se os modelos propostos em fenomenolégicos
ou microestruturais.

Modelos fenomenolégicos®, sdo propostos a luz da mecanica do continuo e podem ser catego-
rizados em duas subclasses de modelos: formulagdes baseadas no histérico do material, pratica
comum no escopo da teoria viscoelastica, e formulagdes que relacionam a resposta reoldgica ao
nivel de estruturagao do material, utilizando equagdes cinematicas para contabilizar a variagao da
estrutura no tempo.

Modelos microestruturais sao formulados com o intuito de descrever completamente a evolugéo
da estrutura a partir de fenémenos fisicos microscopicos associados a estruturagdo do material.
No entanto, devido a complexidade das mudancas resultantes do escoamento dos fluidos, muitas
simplificacbes sdo necessarias.

Optou-se pela analise de um modelo fenomenolégico que utiliza um parametro estrutural para
contabilizar o nivel de estrutura. Esta escolha foi feita, tendo em vista dois aspectos:

- De acordo com Mewis e Wagner (2009), esta abordagem pode ser considerada como simples,
portanto sendo frequentemente utilizada e;

- Os efeitos do histérico no comportamento dos materiais tixotrépicos ainda nao foram bem
estabelecidos (ANDRADE et al., 2015) e podem ser contabilizados por outras variaveis, nao previstas
por modelos apresentados. Um parametro englobando estes efeitos, definindo o grau de estruturagao
atual, é uma estratégia pertinente na abordagem do problema.

Os principais aspectos de modelos contidos nesta subclasse sao levantados na subsegéo a
sequir.

2.5.1 Modelos cinematicos estruturais

Modelos desta subclasse sdo, como mencionado anteriormente, constituidos de duas equagdes:
constitutiva e de taxa. A equacéao constitutiva relaciona a tensdo 7 com a taxa de deformacéo < e o
parametro estrutural A e tem a forma generalizada

T=7(\7%) (2.7)

Modelos viscoelasticos classicos, como 0 modelo de Maxwell apresentado no capitulo anterior, sao
utilizados (BARNES, 1997; DEUS; DUPIM, 2013) para a formulagao desta equacado. Em alguns
casos, incorpora-se efeitos devido a anisotropia (JOU; CASAS-VAZQUEZ; CRIADO-SANCHO,
2010).

A equacao de taxa
dh .
= : 2.

8 De acordo com classificagéo feita em (MEWIS; WAGNER, 2009).
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contabiliza os efeitos relacionados com a evolugdo estrutural A de materiais tixotrépicos. Considera-
se, de maneira geral (MEWIS, 1979), apenas um tipo de estrutura incorporado pelo parametro
estrutural (BARNES, 1997; MEWIS, 1979; MENDES; THOMPSON, 2013)). No entanto, em alguns
trabalhos (BARNES, 1999), a possibilidade de mais de um tipo de estrutura é considerada.

Modelos desta subclasse formam a fundamentacao tedrica necessaria para a formulagao de
modelos apresentados atualmente. Entretanto, uma formulagéo precisa e robusta, ainda néo foi
apresentada: os modelos propostos preveem o comportamento de materiais em aplicagcbes espe-
cificas e nao generalizadas (MEWIS; WAGNER, 2009). Apés a divulgagcao de artigos de revisao
relacionados a tixotropia (MEWIS, 1979; BARNES, 1997), novos modelos foram propostos, com o
intuito de preencher vacancias tedricas e abranger maior nimero de aplicagdes. Descreve-se alguns
modelos apresentados recentemente na subsecao a seguir. Uma énfase é dada para as fungoes
associadas as equacdes do modelo, analogas ao médulo de cisalhamento no modelo descrito no
capitulo anterior.

2.5.2 Alguns modelos

Alguns modelos cinematicos estruturais, nas primeiras década do século vinte e um, foram
propostos, tais que em cada abordagem, aspectos relevantes associados a tixotropia foram sendo
levantados. Mujumdar et al. (2002) propuseram um modelo com o intuito de prever os fen6menos
de elasticidade, viscosidade e tensao limite de escoamento, possuindo dependéncia temporal.
A equacao de taxa é formulada considerando a parcela de destruicdo dependente da taxa de
cisalhamento: se a taxa de cisalhamento e a deformacao elastica estiverem no mesmo sentido, a
parcela é considerada; caso contrario, € desprezada. O parametro estrutural foi definido como a
variavel que contabiliza o tamanho dos flocos no material. A equacéao constitutiva é obtida utilizando
um modelo de Kelvin-Voigt, onde a tensao é particionada em uma parcela elastica e outra viscosa,
ambas dependentes da estrutura. A forma da equagao utilizada é

T =AGv. + (1 — N)K5", (2.9)

onde K, GG e n sdo constantes do modelo. A primeira expressao ao lado direito, remete a parcela
elastica, a segunda, viscosa. Os autores utilizam o conceito de deformacao limite de escoamento: se
a deformacéo elastica € menor que a deformagéo critica, associada ao limite de escoamento, entao
a taxa de deformacgéo sera totalmente eléstica. Define-se que a deformacao critica ~, ira variar com
o tamanho do floco: 7.(A) = Y A™.

Nota-se que, embora o médulo de cisalhamento tenha sido considerado constante, os autores
inseriram a variavel representando o parametro estrutural A multiplicando-o. Como A varia no tempo,
pode-se assumir que uma abordagem equivalente seria considerar o médulo de cisalhamento
variando no tempo, proporcionalmente a \ (i.e. G(\) = C,\, onde C,, seria uma constante qualquer),
e a parcela elastica seria G(\)e.

O modelo possui simplicidade na abordagem e apresenta resultados consistentes, utilizando
simula¢des computacionais de negro de fumo.

Coussot et al. (2002) evidenciaram a bifurcagdo da viscosidade (fenédmeno descrito anterior-
mente) através de testes feitos com uma suspensao de bentonita sob tensao controlada. A partir
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deste comportamento, nao esperado para fluidos ideais com tensao de limite de escoamento, os
autores concluem que a viscosidade deve ser fungéo do parédmetro estrutural. A equagéo constitutiva
proposta foi

T =1(A)7, (2.10)

de modo a nao utilizar fungdes associadas ao médulo de cisalhamento. A viscosidade absoluta 7 foi
definida sendo crescente com A. A equacao de taxa foi formulada incorporando o efeito de gelificagéo
da estrutura, considerando que a taxa temporal da reestruturagao € inversamente proporcional ao
tempo caracteristico.

Dullaert e Mewis (2006) deduzem a equacao constitutiva igualando a tensao de cisalhamento
a sobreposicao de contribuicées de "particula“e do meio. A contribuicdo da particula é resultado
da soma das parcelas elastica e viscosa (i.e., é obtida a partir de uma adaptacdo do modelo de
Kelvin-Voigt), ambas dependentes do parametro estrutural A. A parcela elastica foi formulada como

Te = G(A)ve(A, 7). (2.11)

Uma equacédo modelando a evolucédo da deformacao elastica 4. foi proposta, utilizando trés parame-
tros a determinar. O médulo de cisalhamento G(\) foi modelado como

G(\) = \Gy. (2.12)

A equacao de taxa é formulada incorporando os efeitos de quebra e recuperacao da estrutura,
além do efeito do movimento browniano na recuperagédo. E necessario enfatizar que, embora os
autores tenha considerado o efeito do movimento browniano em sua formulagdo, os mecanismos
que descrevem a influéncia do fendmeno na constru¢do da microestrutura ndo séo formalmente
descritos. Ao final, 0 modelo é ajustado para dois tipos de suspensdes de baixa elasticidade e os
resultados obtidos sdo coerentes com as curvas obtidas experimentalmente.

Ardakani et al. (2011) apresentaram alguns resultados experimentais obtidos para pasta de
dentes, explicitando que um comportamento de fluido com tensao limite de escoamento é evi-
denciado. A equagdo constitutiva foi definida a partir da sobreposicdo de uma parcela de tensao
viscosa, dependente do parametro estrutural, e uma parcela dependente da tensao limite de escoa-
mento. A equacgado de evolugdo do parametro estrutural é similar a outras apresentadas na literatura
(MUJUMDAR; BERIS; METZNER, 2002).

Mendes (2011) apresentou um modelo para fluidos estruturados modificando o modelo de
Jeffreys para a deducéo da equacédo constitutiva (2.7). A viscosidade e o mdédulo elastico sao
consideradas fungdes do parametro estrutural. O médulo de cisalhamento G () é descrito como
Go

(2.13)

onde GGy e m sé@o parametros associados ao material. A variacao temporal do médulo de cisalhamento
e do coeficiente de viscosidade nao foram considerados explicitamente na dedugédo da equagao
constitutiva. Na equagéao de taxa (2.8), a parcela de quebra é considerada dependente do valor de
regime permanente do parametro estrutural bem como da tensao e taxa de cisalhamento aplicadas
ao fluido. O intuito do autor era prever os comportamentos tixotrépico e viscoelastico e determinar
a tensao limite de escoamento. Simulagdes computacionais de testes de taxa de cisalhamento
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constante, de tenséo de cisalhamento constante foram feitas e resultados consistentes com o que é
observado experimentalmente foram obtidos.

Azikri de Deus e Dupim (2012) estabeleceram restricdes aos funcionais associados a tixotropia
(tensao, taxa de deformacgao e parametro estrutural, por exemplo) e introduziram uma interpretagao
fisica ao parametro estrutural. Os autores propdem que o parametro estrutural € a razdo entre o
namero instantaneo de ligagdes nas cadeias poliméricas e o niumero de ligagdes inicial, também
nestas cadeias: se um fluido encontra-se completamente estruturado, seu nimero de ligagoes
€ igual ao numero de ligaces iniciais e o parametro estrutural assume o valor unitario; se este
esta completamente desestruturado, suas ligagdes foram todas quebradas e o parametro estrutural
€ nulo. Utilizando tal abordagem, a equacdo de taxa pode ser deduzida utilizando a equagéao
de Smoluchowski (MAZO, 2008) para um material em escoamento isotérmico. Sua formulagao
incorporou, porém, apenas efeitos dos movimentos brownianos e o acoplamento de cadeias devido
as colisdes resultantes do escoamento do material ndo foram associadas. A equagéo constitutiva foi
obtida modificando o modelo de Maxwell, com a dependéncia estrutural do médulo de cisalhamento
modelada como na equagao (2.13).

Mendes e Thompson (2013) propuseram um modelo mantendo o mesmo formato da equagao
constitutiva (2.7) proposta por Mendes (2011). A equagéo de taxa (2.8) passa a depender apenas do
parametro estrutural referente ao material no equilibrio e a um estado completamente estruturado.
Outra modificagao foi feita referente ao parametro estrutural, o qual varia de zero a um nimero posi-
tivo, ndo necessariamente igual a um: se o parametro estrutural tender a infinito, 0 comportamento
de um material com tensao limite de escoamento verdadeira é alcangado; se ndo, os fenbmenos
shear thining e tixotropia com tenséo limite de escoamento aparente sdo observados. Neste sentido,
a formulagao das equagdes de evolucao da viscosidade estrutural e do médulo de cisalhamento
também foram modificadas. O formato adotado de G(\) foi

G(A) = Goexp [m <i - Aloﬂ (2.14)
onde Ay, Gp e m sado parametros do modelo. Algumas simulagdes foram apresentadas para os
testes de tensao controlada, taxa de cisalhamento controlado e LAOS (Large Amplitude Oscillatory
Shear) e obteve concordancia com o esperado por resultados experimentais.

Os modelos descritos anteriormente, demonstraram novos aspectos em relagéo a tixotropia e a
modelagem do fendmeno. Entretanto, poucos trabalhos propuseram um significado fisico quantitativo
para o parametro estrutural (DEUS; DUPIM, 2013; DEUS; DUPIM, 2012) e em alguns, ndo foram
consideradas, na formulacao dinamica, as taxas de evolugdo do mdédulo de cisalhamento e do
coeficiente de viscosidade. O modelo abordado no trabalho de Azikri de Deus et al. (2016), expoe
uma maneira de incorporar as taxas associadas as variaveis na formulagéo e estabelece um
significado fisico quantitativo para o parametro estrutural. A equacgao de taxa é formulada com base
na teoria de coagulacdo de Smoluchowski, na equacio generalizada de Gibbs e no modelo de
reptagao (GENNES et al., 1971; ELLIOTT; LIRA, 1999; MAZO, 2008). A seguir o0 modelo é descrito
com mais detalhes.
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2.6 Descricao do modelo

Uma descrigdo geral do modelo é feita na primeira subsecéo. As propriedades e hipbéteses
centrais associadas sao discutidas e o escopo no qual o modelo se insere é estabelecido. Na
segunda e terceiras se¢des, a forma proposta para a equacéo constitutiva e de taxa sao deduzidas,
respectivamente. Finalmente, o médulo de cisalhamento e os coeficientes de viscosidade s&o
especificados.

2.6.1 Consideragdes gerais

O material considerado para a obtengao do modelo de Azikri de Deus et al. (2016), é tixotropico
isotrépico em um processo isotérmico. De um ponto de vista microscépico, o material, em repouso,
€ considerado um sistema composto por um elemento continuo constituido de longas cadeias de
particulas, com apenas um tipo de microestrutura, contabilizada pelo parametro estrutural A. No inicio
de um carregamento, o material se encontra totalmente estruturado (A = 1). Durante a aplicagao de
uma carga de cisalhamento, o elemento pode ser decomposto em estruturas constituidas de cadeias
menores, denominadas "flocos"e, conforme a carga € mantida ou aumentada, os flocos podem se
decompor em particulas isoladas (fluido completamente desestruturado, A = 0). Esta descricao
sobre a destruicao do material, corresponde ao processo de desestruturacao (rejuvenation), descrito
anteriormente de maneira qualitativa. Este processo também pode ser denominado como processo
de destruicao ou degeneragédo. Em contrapartida, as colisdes entre particulas, resultantes do movi-
mento browniano e/ou ao escoamento®, podem resultar na coalescéncia dos flocos. Tal fenémeno
corresponde ao processo de envelhecimento da estrutura (aging). Este pode ser denominado como
estruturacédo ou construcao da microestrutura (DEUS; DUPIM, 2013; DEUS; DUPIM, 2012; SILVA;
DEUS; NEGRAO, 2014).

2.6.2 Equacéao constitutiva

O modelo viscoelastico de Jeffreys (BIRD et al., 1977) pode ser descrito como um elemento de
Maxwell (+),,, em paralelo a um elemento viscoso (-),, composto por um amortecedor. O presente
modelo é obtido, modificando este modelo viscoelastico, como esquematizado na Figura (2.6):
suas propriedades variam de acordo com o parametro estrutural ), i.e., 0 médulo de cisalhamento
G = G()) e os coeficientes de viscosidades do elemento de Maxwell 7,=7,(\) e do elemento
viscoso 7, = 1,,(A\) variam com a estrutura do material.

A parcela elastica da tensdo no elemento de Maxwell (ver se¢édo 2.3) associada a deformagao
na mola, é relacionada com a parcela viscosa, considerando que a tensao em todo o elemento é
igual, i.e.

Tm = 21 = Ge, (2.15)

Fm = GAe + Ge. (2.16)

® No trabalho de Azikri de Deus et al. (2016), considera-se apenas escoamento laminar.
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n(A)

G(\)

Figura 2.6 — Esboco do modelo de Jeffreys modificado. Fonte: (SILVA; DEUS; NEGRAO, 2014)

Pode-se deduzir das equacgdes (2.15) e (2.16)

Tm Tm

e = = — G2, 2.17
Da equacéao (2.15),
. Tm
Yo = 2 (2.18)

A taxa de deformacao total do elemento de Maxwell é a soma das parcelas viscosa e elastica, i.e.
,ym :,'ye_{_,%)‘ (219)

Inserindo as equagdes (2.17) e (2.18) na equacao 2.19, e manipulando o resultado, obtém-se

. . G 21, G
= —— (1 . 2.2
Tm G’Ym 21, ( G2 ) Tm ( 0)

A tens@o do elemento viscoso é descrita por
To = 20 Yo- (2.21)
Derivando ambos os lados,
To = 20,50 + 200 (2.22)

Considera-se as taxas de deformacéo do elemento de Maxwell e viscoso iguais, i.e. ¥ = Ym = Yo-
A tensao total é a sobreposicao das tensdes de cada elemento em paralelo, i.e., 7 = 7,,, + 70, €
T = Tm + T»- A €quagéo constitutiva relacionando 7, 7, v € v é deduzida

. . . .. . G 20, G
T="Tm+ Ty = 277;/}/1) + 277/1711 + GYm — 2 (1 - ZQ ) Tm, (2.23)
14
. e . G 20, G
T =205 + 21,7 + Gy — o <1 — 2’2 > T, (2.24)
14
2n, . 27 .2 . 21, G
GVT = ?”mm + ?”zn,ﬁ + 20,45 — (1 - G”2 Tims (2.25)

20, . Anungy o Anuney . 20, G
c' = t—a T |\l-—& (T —T0), (2.26)
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4
4t —"é"“f'y. (2.27)

2 . 20, G
GT+ (1 2 )T:

Considerando o contexto de configuracao natural, utilizado em alguns trabalhos (RAJAGOPAL;
SRINIVASA, 1998b; RAJAGOPAL; SRINIVASA, 1998a; RAJAGOPAL; SRINIVASA, 2000), foi de-
monstrado por Rajagopal e Srinivasa (2004), que uma classe de fungdes constitutivas poderiam ser

21, G An,1j
277,,+2<177” )m+ ol

construidas de tal modo que as variaveis de estado evoluissem maximizando a taxa de produgao
de entropia. Utilizando alguns resultados obtidos pelos dois autores e considerando que a taxa
de producdo de entropia € maxima, pode-se demonstrar que a equacao constitutiva (Eq. 2.27) é
consistente com a primeira e segunda lei da termodinamica de meios continuos.

2.6.3 Restrigdes aos funcionais associados

Um modelo tixotrépico deve atender algumas restricbes aos funcionais associados ao modelo
(DEUS; DUPIM, 2013). Primeiramente, estabelece-se que

n(A,¥) >0, (2.28)

restricdo necessaria, a luz da inequacgao de Clausius-Duhem (DEUS; DUPIM, 2013; TRUESDELL;
NOLL, 2004).

A tensdo aumenta monotonicamente com a taxa de deformacéo, considerando a estrutura fixa
(com tamanho de floco constante) (BARNES, 1997). Portanto,

0
i > 0. (2.29)
0|y
A curva de equilibrio é definida através da equacgao

A= Aeg = AN, H) =0, (2.30)

e as restricbes que asseguram que a curva de equilibrio representa um estado estavel (BARNES,
1997; DEUS; DUPIM, 2013), podem ser representadas por

ANA) >0, A< Ay (2.31)

ANA) <0, A > A (2.32)

A definicao formal de tixotropia, estabelecendo que um aumento da taxa de deformagéo gera a
destruicao da microestrutura, é evidenciada pela inequagao (CHENG; EVANS, 1965; CHENG, 1974)

O\
—| <o. (2.33)
oy

A
As restricdes sdo entdo, sumariamente,

n(A4) >0 (2.34)
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a—T >0 (2.35)
oY1y
ANA) =0, A= Aoy (2.36)
ANA) >0, A< Aoy (2.37)
ANA) <0, A > Aoy (2.38)
Q <0. (2.39)
0y \

2.6.4 Equacgéao da evolucéo estrutural

A evolugdo estrutural do material é descrita por dois fendmenos distintos, como mencionado
anteriormente: a destruicdo e construgao estrutural. Supondo que os dois fenébmenos podem ser
superpostos, estes sdo descritos individualmente e em seguida, acoplados com o intuito de obter a
expressao final para a equacao de taxa.

2.6.4.1 Quebra estrutural

E enfatizado, inicialmente, o processo de degradacéo da microestrutura. Quando particulas que
constituem o material se tocam ou colidem, estas tém a tendéncia de se juntarem por meio de
ligacdes e, conforme o material € submetido a uma carga de cisalhamento, estas ligagdes tendem
a se estender e eventualmente se quebrarem. Considera-se uma cadeia Unica de particulas sob
tenséo de cisalhamento 7, representada na Figura 2.7. As particulas que compdem o material sdo

Figura 2.7 — Representacdo da cadeia de particulas. Fonte: (SILVA; DEUS; NEGRAO, 2014)

representadas pelas unidades 3 e as ligagcdes «. Denotando as variaveis associadas a o e S como
(1)a € (), respectivamente, pode-se obter a seguinte forma da equacéo generalizada de Gibbs
(ELLIOTT,; LIRA, 1999):

dui, = 0ds — 7dy" + ¢odNy + d N3 (2.40)

onde u;, é a energia interna, 6 é a temperatura, s é a entropia, v* é a deformagéo da cadeiae e
N sao os potenciais quimicos e nimeros de particulas, respectivamente.

Considera-se processos isotérmicos, df = 0, e assume-se que o numero de particulas néo ira
ser alterado e que suas dimensdes sao despreziveis quando comparadas com as cadeias. Neste
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sentido, segue que N é constante e dy* ~ N,dv,. Com o intuito de simplificar a abordagem, o
indice « é retirado, i.e. Ndy = N,dv, € sadN, = sdN. A partir destas consideragdes,

dui, = 0ds — TNdy 4+ ¢dN (2.41)
e, diferenciando em relagcéo ao tempo,
Uin — 08 = —TNA + ¢N. (2.42)

A partir da definigao da taxa de energia livre de Helmholtz @ZJ (ELLIOTT,; LIRA, 1999)

b = Uiy — 03, (2.43)
a equacao ((2.42)), é reescrita
¥ = —7N4y+¢N, (2.44)
YETNY _ N (2.45)
S

A partir do Reptation Model (GENNES et al., 1971), ¢ pode ser descrita, a partir de algumas

manipulacoes algébricas, como '
KyN70~2
¢ = #a

onde K, é uma constante que incorpora alguns efeitos estruturais generalizados(bulk effects).

(2.46)

Derivando ambos os lados, em relagdo ao tempo,

K, TNSNg+?

5 + Ky N0 (2.47)

) =
A partir da consideragao de que a variagao da taxa de cisalhamento é dominante em relagao a
variacdo do numero de cadeias, segue que N4 > Nﬁ e, portanto, obtém-se

U = KyuNT045. (2.48)

Inserindo este resultado na equacao (2.45), a quebra ou destruigdo estrutural é descrita como

KyNT05% + N4 B
S

N. (2.49)

. K, N665 N7
- o HZ+T) T (2.50)

2.6.4.2 Construcao estrutural

Um material, quando sob carga de cisalhamento, possui movimentos de naturezas distintas:
movimentos devido ao escoamento laminar e 0 movimento browniano dos flocos constituintes. Desta
forma, os flocos podem colidir e acoplar a outros em pares: processo conhecido como coagulagao. A
formulag&o da parcela de construgdo da equacgéo de taxa do modelo foi feita de maneira similar a
trabalhos de Azikri de Deus e Dupim (2012,2013); entretanto, s&o considerados efeitos do movimento
browniano e do escoamento laminar, simultaneamente.
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A reacdo de coagulacdo pode ser descrita por meio da notagéo =,y — x + y, que representa a
coalescéncia dos flocos de tamanho (comprimento, area ou volume) x e y formando um floco maior,
de tamanho x + y. A taxa na qual os flocos = e y irdo se acoplar sera determinada através do fator
de coagulagéo da reagédo =,y — x + y, denotado por K (z,y). A partir deste conceito, define-se
que a reagao de coagulagao ocorre a uma taxa de K (z,y)n(z)n(y)dy, onde n(x,t) e n(y,t) séo as
fungdes continuas de densidade de probabilidade no instante ¢ de ocorrer um floco de tamanho x e
1y, respectivamente. A influéncia que cada movimento (browniano ou devido ao escoamento) tera na
coalescéncia dos flocos, sera determinada a partir da expressao de K (z,y).

Considera-se a probabilidade de se obter um floco de tamanho z. O nimero de flocos de
tamanho x aumenta através de reacdes do tipo x — y,y — = e reduz devido a reagdes do tipo
T,y = x+y,le.

dn(z,t)
dt

-1 /O K(x —yy)n(z — g, t)n(y, t)dy — n(z, 1) /0 K(z,g)n(y,)dy,  (2.51)

n(z,0) = no(x) (2.52)

No trabalho de Azikri de Deus et al. (2016), a expressao obtida para o fator de coagulacéo,
encorporando efeitos das colisées de flocos devido ao movimento browniano e o escoamento laminar,
foi

K(x,y) =k (efpx(gfl)n(x,t)(gfl)) (efpy(gfl)n(y,t)(gfl)) , (2.53)
onde k() e /3 sdo constantes reais positivas.

Supde-se que n(z,0), = > 0 é uma fungdo continua, ndo negativa e limitada, tal que

AN(t) = /OOO n(x,t)dx, (2.54)

onde AN pode ser definido como a variacdo dos nimeros de cadeias no inicio do processo (instante
de tempo 0) ao qual o material esté4 submetido, menos o nimero de cadeias atual (instante de tempo
t),i.e., AN = Ny — N(t). Portanto, pode-se concluir, que AN (0) = 0. Em seguida, considera-se
que

( /0 Oo(n(x,t)g)d:c>2 ~ (AN(1)?. (2.55)

A partir destas consideraces, da definicdo do fator de coagulagéo (2.53), das equagdes (2.51) e
(2.52), obteve-se

d 1
AN = —ik{)‘(AN(t))ﬁ, (2.56)
Visto que Ny é constante,
d 1
—N(t) = =k} (No — N(t))". 2.57
2N () = SRS (No — N (1)) (2.57)
Sobrepondo os efeitos de estruturagdo e os efeitos de destruicdo, descritos anteriormente,
obtém-se 6
d 1 KyN°05 + 1) NA
DN = Zk(No — N(1))P — (K N°05 +7) N (2.58)
dt 2 S
Considerando o parametro estrutural como a razao do nimero de cadeias atual em relagéo ao
numero de cadeias no inicio do processo,i.e., A = %{'j) a forma final da equagéao de taxa é
d\ KA\ + 1)\
—:kg*(l—/\)ﬁ—( NI ET) T (2.59)

dt S



Capitulo 2. Materiais tixotropicos: uma revisao 37

* 5*1
onde, com o intuito de simplificar a abordagem, definiu-se que k5" = ko]\;O e K;; = Ky0Ny.

2.6.5 Modulo de cisalhamento e coeficientes de viscosidade

A escolha de uma fungdo para consistente representacdo de G(\) deve satisfazer algumas
restricdes. Quando G(\) tende a infinito e um valor limitado é obtido para o coeficiente de viscosidade
do elemento de Maxwell 7, (), entdo o material terd comportamento viscoso. Em contrapartida,
um modulo de cisalhamento e um coeficiente de viscosidade com valores finitos, implicam em um
comportamento viscoelastico. Os efeitos de elasticidade sao contabilizados quando o valor de G(\)
é finito e despreziveis quando seu valor tende a valores muito grandes, i.e., lim)_0G(\) = oo
(MENDES, 2011; MENDES; THOMPSON, 2013). E considerado que o aumento indeterminado
de G(\), deve preservar estabilidade da solugédo. Portanto, uma outra condi¢édo imposta é de que

)l\in% % = 0. Uma funcéo que atende a estas restricdes é
_>

G = Gpexp(mA™1), (2.60)

onde o médulo de cisalhamento tera um valor finito quando A = 1, G(1) = G exp(m), e tendera a
infinito quando A = 0.

Considera-se que os materiais tixotropicos terdo sua viscosidade reduzida conforme seu grau de
estruturacao diminui, como pode ser observado para alguns materiais tixotrépicos com tensao de
escoamento aparente. Considerando um material puramente viscoso (G(\) — o), observa-se que
sua viscosidade absoluta é determinada como

n =20+ 2n,. (2.61)

A partir da restricao imposta através da inequacao (2.28) e das consideracdes acima, os coeficientes
de viscosidade podem ser formulados da seguinte maneira

N = o exp(a2)),
Ny = no exp[()A] — 1.

(2.62)

2no > 0 é a viscosidade absoluta para um material totalmente desestruturado, e o > as > 0
contabilizam a influéncia da evolugao estrutural na resposta viscosa do material. Nota-se que um
material puramente viscoso sempre tera sua viscosidade absoluta positiva, visto que

n = 21, + 20, = 2 (no exp[(@)A] — nu + 1) = 2m0 exp[(a)A] > 0, (2.63)

em conformidade com a inequagéo (2.28).

Os formatos de G()) definidos em (2.60) e na subsecéo 2.5.2 satisfazem os limites definidos
acima. Entretanto, pode-se verificar que as funcdes definidas ndo sdo as Unicas a satisfazer os limites.
Busca-se, portanto, determinar o formato desta funcao, a partir de métodos utilizados para a solucéao
de problemas inversos. O mesmo poderia ser dito em relacdo aos coeficientes de viscosidade.
Entretanto, considera-se, em primeira analise, apenas o médulo de cisalhamento. A seguir, as
equagdes do modelo sdo sumariamente explicitadas:

2 21, G 21, G 4n,,
771/7.__'_(1_ "7VG>T: T]I/G> u+ uyum

dnum, ..
e 2 2n, + 2 (1 — NeR e ;

G )

i+

(2.64)
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dA (K;Z)\% + 7)Y
— =kt (1= N7 - ; 2.65
T A c ) (2.65)
G = Gpexp(mA™1); (2.66)
Nu = Mo exp(aa); (2.67)
v =To exp[(a))\] = Nu- (268)

O modelo possui nove parametros ndo negativos K7, k3*, ¢, Go, m, 1o, a, as € 5. Com o intuito
P 0

de simplificar dedugdes posteriores, a equacgao de taxa pode ser reescrita como

dx 1
ARl Y- £\ 6 .
s {/@(1 A7 = (KGN + T))\’y] , (2.69)

onde x = kj*s.

2.7 Resumo do capitulo

Descreveu-se, neste capitulo, as principais propriedades associadas a tixotropia:

- Discutiu-se sobre a ambiguidade em conceituar tixotropia e algumas definigdes utilizadas na
literatura;

- Descreveu-se, qualitativamente, os fendmenos responsaveis por comportamentos especificos de
materiais tixotrépicos;

- Definiu-se viscoelasticidade, diferenciando o fenémeno linear do nao linear. Um tratamento quanto
a modelagem foi feito, considerando a adapta¢do dos modelos para a tixotropia;

- As relagdes entre viscoelasticidade e tixotropia foram avaliadas;

- Uma revisdo em relagcdo a modelagem foi feita;

- Modelos propostos recentemente foram revisados e aspectos quanto a modelagem do médulo de
cisalhamento foram levantados;

- O modelo a ser usado no trabalho foi apresentado e foi discutida a necessidade de uma analise

mais precisa do médulo de cisalhamento e coeficientes de viscosidades.
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3 Problemas inversos

A teoria associada a problemas inversos possui diversas abordagens (LEBEDEV; VOROVICH,;
GLADWELL, 2003; KIRSCH, 2011; ISAKOV, 1998; ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996) e é aplicada
em diversos setores associados a engenharia e fisica (DEUS et al., 2012; SILVA et al., 2015; BAZAN:;
BEDIN; BOZZOLI, 2016). No presente capitulo, alguns dos principais resultados associados a
problemas inversos sdo explicitados. A linha de raciocinio e a forma da exposi¢cao dos Teoremas
adotada é semelhante aquela apresentada no capitulo 8 do livro de Lebedev et al. (2003) e serdo
utilizados, para fomentar a discussao, alguns resultados expostos no apéndice A.

Um problema é definido como bem-posto, segundo Hadamard (1923), caso possua as seguintes
caracteristicas (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003):

Existéncia- o problema sempre tem solugao;

Unicidade- o problema nao pode ter mais que uma solucao;

Estabilidade- uma pequena pertubacao na entrada fara com que a saida tenha apenas uma
pequena mudanca.

Problemas que nao possuem uma ou mais destas caracteristicas sdo denominados mal-postos.

Tem sido constatado que, desde as ultimas décadas, cada vez maior nimero de aplicagoes
importantes possuem relacdo com problemas mal-postos (KIRSCH, 2011; HANSEN, 1998; BAZAN;
BEDIN; BOZZOLI, 2016; DEUS et al., 2012; SILVA et al., 2015); muitos (ndo todos) séo considerados
inversos.

Problemas inversos e/ou mal-postos, de forma geral, podem ser reduzidos a equagao

Ax =y (3.1)

onde z,y pertencem aos espacos lineares normados’ X e Y e A é um operador linear continuo de
X emY,i.e.odominiode A estaem X e Y é o contra-dominio e A. O dominio do operador A é
denotado por D(A) e suaimagem R(A).

O Teorema A.5 permite que se estenda um operador linear A quando seu dominio é aberto.
Portanto, se R(A) C Y e Y é um espago de Banach, entdo ndo ha perda de generalidade em
assumir que D(A) é fechado: se néo for, o operador, sendo continuo (e, do Teorema A.1, limitado)
pode ser estendido para o fecho do dominio, denotado por D(A). Ainda, se X for um espago de

Banach entdao D(A) é também?. Logo, caso X seja um espago de Banach, entdo X pode ser

redefinido como D(A), i.e. o operador A passa a ser definido em D(A).

O Teorema A.8 explicita condigdes para que A~! seja continua: é necessério que R(A) =Y,
i.e. que R(A) seja fechado e que X = D(A) e Y sejam espagos de Banach. Se Y é um espacgo
de Banach, entao, como mencionado anteriormente, ndo ha perda de generalidade de assumir que
D(A) = X e portanto a solugéo do problema (3.1) sera simplesmente A~1y. Entretanto, a condigéo
de que R(A) seja fechado em um espaco de Banach Y pode apresentar dificuldades, que se tornam
aparentes quando considera-se operadores compactos.

Para uma definicao destes espacos, ver Kreyszig (1989)
Um subespaco fechado de um espago métrico completo é também completo. Como o espago de Banach é
um espago normado completo, a afirmagao no texto é valida (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003).

2
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Operadores compactos possuem aplicagdes importantes em diferentes ramos nas ciéncias e
engenharia (HANSEN, 1998; BAUMEISTER, 1987). Um exemplo classico € um caso especial da
equacgao integral de Fredholm de primeira espécie,

1
Ap(f(s)) = /0 K(s,9)f(y) = 9().0 < s < 1, (3.2)

onde f,g € L?(0,1) e K(s,y) € L?((0,1) x (0,1)), sendo L?(Q2) espaco de Lebesgue associado
ao dominio (). Pode-se demonstrar que Ar é um operador compacto (LEBEDEV; VOROVICH;
GLADWELL, 20083).

Suponha X, Y espagos de Banach, tal que X tenha dimensao infinita e R(A) é fechado, de tal
forma que pode-se considerar que R(A) = Y. Se A é compacto linear, entdo, do Teorema A.10,
A é continuo. Se, ainda, A € um para um, entao, do Teorema A.8 sua inversa sera continua e, do
Teorema A.1, é limitada. No entanto, do corolario A.1, ndo é o caso que A tenha uma inversa limitada.
Portanto,tém-se o

Corolario 3.1. Se X,Y sdo espacos de Banach e X possui dimenso infinita, entao nao existe
operador linear compacto um paraumde X emY .

Demonstraggo. Corolario 8.2.2 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

Conclui-se, portanto, que a equacgéao (3.1) pode eventualmente apresentar trés dificuldades para
encontrar a solugéo:

(i) R(A) néo é fechado e consequentemente R(A) # Y, i.e. existe pelo menos um elemento
y € Y tal que y ndo pertence a R(A);

(i) A pode nao ser um para um e portanto tenha elementos n&o nulos em seu nicleo®;

(iii) A inversa do operador, por mais que exista, pode nao ser continua.
Observa-se que se uma, ou mais, das trés dificuldades anteriores ocorrerem, entdo o problema é
considerado mal posto, a partir da observéncia das propriedades de Hadamard. Na subsegao a
seguir, maneiras para contornar estas dificuldades sao discutidas.

3.1 Teorema de Tikhonov e consequéncias

O seguinte Teorema, atribuido a Andrei Nikolaevich Tikhonov, tém consequéncias fundamentais
para a teoria de problemas inversos mal postos.

Teorema 3.1. (Tikhonov) Sejam X, Y espacos lineares normados e A um operador continuo um
paraumde X emY . Seja S um subespago compacto de X e seja A|S a restricdo de A em S, entao
(A|S)~" é continuo.

Demonstracdo. Teorema 8.2.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

Nota-se que o Teorema nédo faz mengéo a R(A) ser fechado ou ndo: apenas considera a restricdo
do dominio a um subespago compacto. No entanto, como o dominio do operador é restringido, a

3 Ver definigéo A.8.



Capitulo 3. Problemas inversos 41

imagem R(A) possivelmente também serd. Uma maneira de "expandir'a imagem do operador é a
partir do procedimento descrito a seguir.
Considera-se, novamente, o problema (3.1), com y € Hs, x € Hy, sendo H;, H, espagos de

Hilbert e A um operador continuo linear de H; em Hs. Como R(A) C Hy é um subespago fechado,

entdo, do Teorema A.2, H, pode ser decomposto em R(A) e seu complemento ortogonal denotado

por R(A)*+ = R(A)1% naforma
Yy =my,+mn,m, € R(A),n € R(A)*. (3.3)

Denotando R(A) + R(A)* como o espago formado pelos elementos que séo resultados da soma
dos elementos de R(A) e R(A)*, tém-se que R(A) + R(A)* é denso em H,. Considera-se

y € R(A) + R(A)*. A projecdo Py de y em R(A) é definida como
Py= min _[ju—yl. (3.4)

u€ER(A)
Sendo R(A) fechado, também é espago de Hilbeth e portanto, linear. Consequentemente, sera
convexo®. S6 existe um elemento u € R(A) que satisfaz a equagao (3.4), como deduzido no Teorema
A.3. Pode-se provar que para o caso em que y € R(A) + R(A)*, Py € R(A). Portanto existe um
x € Hy tal que

Py = Ax, (3.5)

e, da definicao de projecdo, Ax serd o elemento em R(A) mais préximo de y
Py = min ||Av —y||. 3.6
y = min ||Av —y| (3.6)

Note que, por mais que Az, que minimiza a equacgao (3.4), seja unica (do Teorema A.3), z nao
necessariamente deve ser Unico, pois A pode nao ser um para um. Das equagdes (3.3) e (3.5),

y=Py+n=Azr+n,nec R(A, (3.7)

y— Az =ne R(A), (3.8)

Qualquer = que satisfagca a equagao (3.8) € denominado solugdo de minimos quadrados, pois
minimiza ||Av — y||, v € H;.

Foram abordados, na se¢édo A.3, resultados associados as relagdes entre operadores e seus
adjuntos(Definigdo A.7). Do Teorema A.9, tém-se que R(A)+ = N(A*). Portanto, da equagéo (3.8),
tém-se que y — Ax € N(A*), e, da definigdo A.8

A* Az = A%y (3.9)

Do lema A.1, verifica-se que havera apenas uma solucdo de minimo quadrado x se e somente
se A*Av = 0, v € Hy, ndo tiver solugdo ndo-trivial. Se Av = 0, entdo A*Av = 0 enquanto se

* Do Teorema, R(A)* sera fechado.
5 R(A) élinear e, portanto, para quaisquer z1, 22 € R(A), 0 elemento tz; + (1 — )z, 0 < t < 1, também
esta contido em R(A). Esta é justamente uma definigdo possivel de conjunto convexo.
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A*Av = 0,0 = (A*Av,v) = (Av, Av) = || Av
de minimo quadrado se Av = 0 implicar v = 0, i.e. se A for um para um.

|2, tal que Av = 0. Logo, havera apenas uma solugéo

Supbe-se que A nido seja um para um. Entdo os elementos de H; que satisfazem (3.5) formam
um subespago M fechado e convexo. Portanto, pode-se aplicar o Teorema A.3 para que se encontre
apenas uma solugdo de (3.5) que minimize ||v||, v € M, i.e., existe apenas um v pertencente a M
que possui norma minima®. Uma outra maneira de contornar o problema de unicidade da solugéo é
restringir o operador como pode ser visto no

Teorema 3.2. Seja A um operador linear continuo de H, em Hy e A = A|N(A)* a restricdo do
operador A em N (A)*. Para qualquery € R(A) + R(A)*, a dnica solugdo de minimos quadrados
para o problema (3.1) é A~! Py, onde Py é definido em (3.6).

Demonstracdo. Capitulo 8 do livro de Lebedev et al. (2003). O

O mapeamento A de D(A") = R(A) + R(A)* em D(A), que associa y a uma Unica solugéo
de norma minima A'y, é a chamada inversa generalizada de Moore-Penrose. No caso do Teorema
anterior, ATy = A= Py.

Utilizar a inversa generalizada € uma forma de resolver o problema (3.1), tal que A pode nao
ser um para um e sua imagem ndo necessariamente fechada em Hj. Entretanto, ha restricbes
associadas & continuidade de A, como pode ser visto a partir do

Teorema 3.3. Sejam H1, H, espacos de Hilbert e A um operador linear continuo de Hy em Hs. A
inversa generalizada A" de D(A') em H, é um operador fechado. E continuo se e somente R(A) é
fechado.

Demonstracdo. Teorema 8.2.2 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

O resultado acima torna o problema ainda mais critico caso A seja compacto, tendo em vista que
a imagem deverd ter dimensao finita, como provado no Teorema A.12. Portanto outras ferramentas
devem ser utilizadas para que se garanta uma solucao Unica e estavel para o problema. A seguir,
descreve-se uma ferramenta utilizada e mencionada em referéncias associadas a problemas inversos:
a decomposicao em valores singulares (SVD) (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003; KIRSCH,
2011; HANSEN, 1998)

3.2 Decomposicao em valores singulares (SVD)

Considera-se o problema (3.1), com A um operador compacto linear de H; em Hs. A partir do
Coroléario A.2, AA* e A* A serdo operadores compactos lineares autoadjuntos. Do Teorema A.13,
suas imagens possuem um sistema completo. Um sistema completo para R(A*A), também sera

completo para R(A*A) e o mesmo para R(AA*) e R(AA*), respectivamente. Sendo R(A*A) e

R(AA*) subespagos fechados dos espaco de Hilbert Hy e Hy, respectivamente, também serdo

& E necessario enfatizar que pode-se usar o Teorema A.3 para encontrar o (inico elemento mais préximo de

um valor diferente de 0, como por exemplo, um outro elemento xy € H;.
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espacgos de Hilbert. Portanto, o Teorema A.4 é valido para estes subespagos: 0 conjunto de auto-

vetores que formam um sistema ortonormal completo de R(A*A) (R(AA*)) serd também base do
respectivo espago. A existéncia de tal sistema completo é provada a partir do Teorema A.13.

Sejam os vetores ortonormais que compde o sistema vy, v, ... = {vy }, com autovalores corres-
pondentes A1, \a, ... = {\;} . Sendo os operadores AA* e A* A ndo negativos’, seus autovalores
também serdo nao negativos e estes podem ser reorganizados de tal maneiraque A\; > Ao > ...
Toma-se um determinado autovalor \; de A* A e seu respectivo autovetor v;, tal que A*Av; = \jv;.
A;j também serd autovalor de AA*, visto que A(A*Av;) = AA*(Avj) = A\jAA*v;; Av; é autovetor de
AA*, correspondente a )\, e a reciproca é vélida. Do Teorema A.9, tém-se que R(A*A) = N(A*A)*.
Como Az =0 <> A*Ax =0, i.e. N(A*A) = N(A), entdo R(A*A) = N(A)*. Logo {v;} forma um
sistema completo para N (A)! e portanto uma base para este subespago.

Definindo ; = /Xj € uj = p; ' Av;, tem-se

Afu; = u;lA*Avj = Mjfl)\jvj = [V} (3.10)
e
Avj = K;Uj (31 1)
tal que
AA*’LL]' = ;ujAUj = ,ujzuj = )\juj (312)

Portanto, {u;} forma uma base de autovetores de AA* e do Teorema A.9 pode-se concluir que este
sistema serd completo em R(AA*) = N(AA*)* = N(A*)*+. O sistema {v;,u;; 1} € denominado
sistema singular do operador A e 11; s&0 os valores singulares de A.

Como N(A) é um subespago fechado de H;, entédo, do Teorema A.2, um elemento qualquer
x € H; pode ser representado como = = m, + n, onde m, € N(A) en € N(A). Sendo m, = Pz
a projecéo de z em N(A) e {v;} base de N(A), entdo x pode ser expressado como

[e.o]
r = Px+ Z Qv (3.13)
j=1
onde a; = (z,v;). Logo,
o o
Az = ZajAvj = Z@jﬂjuy’- (3.14)
j=1 j=1

Esta é a chamada decomposicao em valores singulares de A.
Se y € R(A) entao o problema (3.1) tera solugéo e

Z g =Y. (3.15)
j=1
Sendo {u;} uma base completa de R(A) = N(A*)* entéo

(y, uj) = ajpy = pj(z,v;), (3.16)

,uj_l(y, uj) = ;. (3.17)
7 (A*Az,x)g, > 0e (AA*y,y)m, > 0, para quaisquer x € Hy e y € Ho.
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y deve ser restringido tal que

[e.9]

ZA (wouy)l” =D oyl = [|l=]|* = [ P]|* < [l2]|* < 0, (3.18)
j=1

i.e. |(y,u;)| deve decair mais rapido que p;. Por outro lado, se y € R(A) e
Z)\ (y,uj)] 2 < 00, (3.19)
entdo, considerando um vetor qualquer v € N(A), = definido como

.-y

Jj=1

v] + v (3.20)

serd solugao de (3.1).

Conclui-se que o problema (3.1) tera solugéo se e somente se y € M e se arestricao (3.19)
for satisfeita. Esta condigdo é denominada critério de existéncia de Picard (HANSEN, 1998; KIRSCH,
2011).

Se A* A tiver nimero finito de autovalores, entdo R(A) = N(A*)*, que tem como base {u;},

(Y5 ug)

deve decair para zero mais rapidamente.
Toma-se o caso mais geral, em que y € R(A) + R(A)+. Como visto no Teorema 3.2, Aty serd o
tnico elemento de N (A)* que satisfaz (3.6). Tal solugéo é obtida tomando v = 0 em (3.20), tal que

i y’uﬂ (3.21)

ou seja, ao aplicar a inversa generalizada, projeta-se y em M € encontra-se o unico elemento
que satisfaz (3.6). No entanto, tal inversa ndo sera continua: tomando, por exemplo, y = uy, pode-se
verificar que, embora ||u|| = 1, ATux — co com k — oo. Uma maneira de contornar este problema
seria truncar a série tal que

n
v — M% (3.22)
=1 M

e ||z, — Afy|| = 0 com n — oco. Aparentemente, o problema entdo seria resolvido tomando
n suficientemente pequeno. No entanto, a configuragcdo do problema muda ao considerar erros
experimentais, 0 que ocorre frequentemente em aplicagdes de problemas inversos (KIRSCH, 2011;

ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).
Suponha que os dados obtidos sdo ° e que os resultados em que erros experimentais nao ocor-
reriam seria y, tal que ||y — »°|| < 6. A metodologia descrita acima seria utilizada para obter =’ que
se aproximasse de A'y, quando a aproximagcao da solugdo, desconsiderando erros experimentais,

seria x,,. Tém-se que
n

5 ~ -y y w)|” _ 1 2_ &
ln — a5 = > Z 72\ V)| <y 323)
j=1 M j=1

=
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e portanto
25, = ATyl < |z — ATy|| + llzn — || < 2 — ATy|| + 0, " (3.24)

Logo, para um n fixo, 0 erro entre a aproximagao e a solugéo ||z — A'y| decai com 4, i.e. menores
erros na obtengao dos dados implica em menor erro na aproximagao. No entanto, para um ¢ fixo,
tém-se que o erro tende a infinito com n — oco. Logo, é necessario escolher n que minimize
simultaneamente ||z, — Afy|| e 6!, i.e. um n tal que 5 — Aty quando § — 0. O esquema para a
escolha de n é chamado estratégia (ou esquema) de regularizagao.

Na subsec¢ao a seguir, expde-se alguns aspectos gerais associados a estratégias de regulariza-
¢ado. Em seguida, resultados referentes ao método de regulariza¢do de Tikhonov, a ser utilizado no
trabalho séo mencionados.

3.3 Estratégias de Regularizacéo: aspectos gerais

Considera-se o problema (3.1), com o operador A compacto linear, z € Hy; e y € R(A) C Ho8.
Métodos de regularizagao, de um ponto de vista geral, sao utilizados para gerar sequéncias de
operadores, que aproximam elementos de H; da solugéo de problemas como (3.1). Estes métodos,
levam em conta a possibilidade do problema ser mal-posto, sendo portanto necessarios artificios
como o parametro de regularizacao para contornar dificuldades associadas. Formalmente, define-se
estratégia de regularizacao.

Definicao 3.1. Seja uma familia de operadores limitados lineares R, que mapeiam um espago
de Hilbert Ho em um espaco de Hilbert Hi e A um operador linear compacto de H, em H,.
Considera-se que cada operador R, corresponde a um escalar \r > 0. Se para esta familia,

O método de Tikhonov satisfaz a condigao (3.25) mas pode divergir da solugao quando conside-
rados erros na obtengéo de dados experimentais, como sera visto na se¢do seguinte. Estratégias
que contornam problemas como estes sao ditas admissiveis. Formalmente,

Definicado 3.2. Sejam os operadores R),, e A definidos como anteriormente. Uma estratégia de
regularizagdo \r = \r(0) € dita admissivel se, para todo = € Hy, Ag(0) — 0 e

sup{HRAR((;)gfs — xH cy® € Ho, )Aa: — y‘SH} — 0,6 — 0. (3.26)
5
VAR
entanto, o método de Tikhonov nao sera a Unica estratégia admissivel, o que pode ser verificado a

E possivel verificar que o método de Tikhonov serd uma estratégia admissivel, se — 0. No

partir do

8 O caso mais geral em que y ¢ R(A) é tratado analogamente, ao restringir o espago de solugdes, como

deduzido no Teorema de Tikhonov e como feito nas subsec¢des anteriores.
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Teorema 3.4. Considera-se os operadores A e Ry, definidos anteriormente, e o sistema singular
de A {vj,uj; u;}. Seja a fungdo q : (0,00) x (0, ||Al]] = R com as seguintes caracteristicas:

(1) |lg(Ar, )| <1 paratodoAp >0e0 < u < |Al.

(2) Para todo \r > 0, existe c(\r) tal que

lg(AR, )] < c(Ar)p, 0 < p < || Al (3.27)

(3)° Alimoq()\R, p) =1,0 < pu < ||All. Entao a familia de operadores {R),, }, com R,, definido
R—
como

— ¢(AR, 1

R,y = Z u(y, vj)uj,y € Ho (3.28)
= Hj

sera uma estratégia de regularizagdo com ||Ry,|| < c¢(Ar) e sera admissivel se Ag(d) — 0 e

de(Ar(d)) — 0.
Demonstracdo. Teorema 2.6 (KIRSCH, 2011). O

Definicao 3.3. As fungées q(\g, 1) com as propriedades definidas nas premissas do Teorema 3.4
sdo denominadas fatores de filtro.

Sao exemplos de fatores de filtro:
(a)(Tikhonov) ¢(Ag. 1) = 112/ (Ar + %), com c(Ag) = 1/(2V/Ag)'°.
(©)a(Ar. 1) = 1 — (1 - au?) 7, 0 < a < 1/ A2, com c(Ar) = v/a/Ar.
(©)c(Ar) =1/(VAR) €

1L, p?>Ag

(AR, 1) = . (3.29)
07 /’LZ < )\R

Restringe-se, na se¢ao seguinte, a abordagem para o método de regularizagéo de Tikhonov.

3.4 Regularizagao de Tikhonov

E possivel observar, a partir da definicio anterior, algumas condicdes em que estratégias de re-
gularizacdo sejam consideradas admissiveis. Dentre estas estratégias, a estratégia de regularizagédo
de Tikhonov é considerada bem estabelecida (KIRSCH, 2011; LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL,
2003; ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996). Nesta secdo, sao evidenciadas algumas propriedades
associadas a esta estratégia. Considera-se, como anteriormente, um operador compacto linear
A, de Hy em H,. Deduziu-se, na sec¢ao 3.2, que, para o problema (3.1) ter solugao, o critério de
Picard deve ser satisfeito e, como enunciado no Teorema 3.3, A" sera continua somente se R(A)
for fechado. O fato de Af ndo ser continua se deve ao fato de p; — 0, 0 que pode ser atribuido
a A*A néo ser continua. Para contornar o problema de nao continuidade, a estratégia adotada é
construir uma familia de operadores que convirjam para o resultado obtido pela aplicagdo da inversa
generalizada A: chamados métodos (estratégias) de regularizacdo. Nesta subsegdo expde-se o
caso especifico do método de regularizagéo de Tikhonov.

9 Esta condigdo pode ser substituida por consideracdes mais fortes, como pode ser visto nos Teoremas 2.7
e 2.8 do livro de Kirsch (2011).
9 Nota-se que substituindo esta forma de ¢(\g, 1) na equagao (3.28), resulta em (3.48).
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Foi deduzido anteriormente que uma Unica solugdo Aty poderia ser encontrada para o problema
(3.1), tal que satisfizesse (3.9) e, para que fosse Unica, tivesse norma minima (pertencer a N(A)%).
Uma maneira de encontrar tal solugéo do problema é obter x € H; que minimize o funcional

F(u) = [|Au — y||3, + Agllul%,, (3.30)

onde \r é denominado parametro de regularizacédo. Este penaliza a redugéo do funcional, atribuindo
peso para a minimizagdo da norma da solugéo. Para minimizar F'(u), define-se um espago de Hilbert
H contendo pares ordenados z € H = {x,y},comx € Hy ey € Hy,i.e. H = H; x Hs. Pode-se
provar que H é de fato um espaco de Hilbert, ao definir o produto interno para quaisquer z1, zo € H
como

(z1,22) 0 = (Y1, ¥2) Hy + AR(T1,22) A, (3.31)

sendo sua norma, portanto,
121H = lyll%, + Arllll, - (3.32)

O procedimento para encontrar o0 minimo do funcional (3.30), é anélogo ao que foi feito na
subsecéo 3.1, considerando H como o analogo a Hs. Primeiramente, nota-se que o operador
linear A de x € H; em Ax € H,, induz a definicdo do operador linear Ay, que leva x € H; em
{z, Az} € H. Como

H{z, Az} If = Azl ma + Arllzllm, < {IAI7 + Ar} 2]l (3.39)

entdo, do Teorema A.1, Ay é continuo. Pode-se demonstrar que R(Ap ), com elementos {z, Az},
xr € Hy, Ar € H,, é fechado. Do Teorema A.3, existe um = € H; que minimize a norma
I{x, Az} — {0,y}||, i.e. existe um = € H; tal que

14z =yl + Agllz]| = inf {|lAu—y[+ Arfull} (3.34)
Sendo R(Ay) fechado, do Teorema A.2, H pode ser decomposto em R(Ax) e R(Ay)*. Logo
{0,y} = mo+n,m, € R(Ay),n € R(Ap)", (3.35)
e, sendo m, € R(Ap), existe x € H; tal que {x, Az} = m,, tal que
{0,9} — {z, Az} =n € R(Ap)*. (3.36)

Para proceder de maneira analoga a abordagem na subsecéo 3.1, é necessario definir o operador
adjunto de Ay . A partir da definigdo de operador adjunto (Definigdo A.7) e notando que

({z, Az} Az, 1)) g = (A, y1)m, + Ar(z,21) 1, (3.37)

€ um funcional linear continuo em H1, € possivel demonstrar que o operador adjunto de Ag, A%,
deve satisfazer as equacoes

({x,Am} ) {xhyl})H = (wvA?-I {$17y1})H1 (338)

A {z1, 1} = A"y + Agaa. (3.39)
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Do Teorema A.9, tém-se que R(Ay)t = N(A%). Logo, da equagéo (3.36)

Ay{z, Az —y} =0 (3.40)
e, da equacéo (3.39),
A* (Az —y) + Apz =0, (3.41)
(A*A+ Agl)x = Ay, (3.42)
que possui a Unica solugao
x =1y, = (A*A+ Agl)~! A"y (3.43)

Objetiva-se construir ), tal que, com a — 0, z,,, — Afy. Nota-se, a partir de
Arzy, = Ay — A% Az, (3.44)

que ), € R(A*). Do Teorema A.9, R(A*) = N(A)L e, como visto na subsegéo anterior, o conjunto
de vetores {v;} formam uma base para N (A)L. Portanto, uma representagéo possivel para r €

o0
j=1

com ¢; = (z,v;). Como z), deve satisfazer (3.43), entdo

> (A + Ar) cju; = Ay (3.46)
j=1
tal que
(Aj + Ar) ¢ = (A%, v5) = (y, Avj) = p1;(y, uy) (3.47)

de forma que z ), pode ser escrita como

— (Y, uj)
= L7 2 ., 3.48
o ; O +Ar) 1949

Utilizando a forma acima para x) ,, € possivel obter os seguintes resultados’

0) o2 < 23232 (9, u3) P < ¢llyl%, com ¢ = max {1, L.}

(i) se y € H, satisfizer a condigao de Picard, entéo Alérgo |ATy — 2y, ||2 = 0;

(iii) Considerando erros na medicéo experimental de y, tal que ||y’ — y|| < § (mesma notagéo
que anteriormente),

5 _ 5
_20 < ly° =yl < . 3.49
H‘T)\R x/\RH = \/E = \/E ( )

E possivel concluir de (i) que o operador Ry, talque R),y = x),, € um operador continuo de
Hs em Hj. De (i), no limite em que Ar — 0, ), converge para Aty, caso este exista. Entretanto,

verifica-se em (iii) que, conforme Ar — 0, 0 erro na solugao tende a infinito, com ¢ fixo: propriedade

caracteristica de problemas mal-postos. Pode-se contornar o problema fazendo com que —2— — 0,

VAR
quando Ar — 0. O procedimento em que se obtém =z, ., a partir de um dado y, € comumente

denominado método de Tikhonov.

"' Para mais detalhes, ver se¢éo 8.4 do livro de Lebedev et al. (2003) ou sec¢éo 2.2 do livro de Kirsch (2011)
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3.5 Curval

O critério para a determinacao de Ag, a ser utilizado no trabalho, sera o critério curva L (L-
curve criterion), proposto por Hansen (1992). Com o intuito de deduzir a forma em que o critério é
estabelecido, define-se as seguintes fungdes

A(AR) =log ||z, |l (3.50)

Y(Ar) = log [|Azx, — yl|- (3.51)

onde z,,, é definido na equagéo (3.48). A curva definida por (A(Ar), ¥(Ar)) é denominada curva
L, devido ao formato em "L", usual em problemas mal condicionados (BAZAN; BEDIN; BOZZOLI,
2016). Um exemplo é explicitado na figura 3.1.

10 [ T T T
a A= 1e-005
102 r 1
:Q: [
~<
S
= A= 0.0001
10"k 1
(L A= 0.1

0 1 1 1
10 10°
|Azx, — yl|

10

Figura 3.1 — Curva L. Fonte: Adaptado de (HANSEN, 1999)

Pode-se interpretar o formato da figura na seguinte forma (HANSEN, 1999; HANSEN, 1998): na
parte aproximadamente vertical da curva, ao lado esquerdo da figura, os erros devido a regulari-
zacao sao predominantes e, na parte aproximadamente horizontal, predomina-se erros devido a
perturbacdes nos dados. A partir desta interpretacao, formulou-se (HANSEN, 1992) o critério para a
escolha do parametro Ag.
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O critério consiste em encontrar o parametro que corresponde a "quina"da curva. Em outras
palavras, no ponto onde a curvatura ) ,, dada por

\IJIAN _ A/\I]//
K)\R = 3 (352)

() + (@)

seja maxima. Desta forma, o parametro de regularizagao utilizando o critério da curva "L", )\ﬁ é
A = arg ma 3.53
R = arg max {rrr} (3.53)

O processamento para obter )\ﬁ corresponde a encontrar maximos de uma fungao de apenas uma
variavel.

Foram feitos estudos quanto a aplicabilidade do critério de curva "L"e demonstrou-se que em
alguns casos, a solugcao poderia nao ser convergente (HANKE, 1996; ENGL; GREVER, 1994).
Entretanto, o método apresenta robustez e facilidade de tratamento de perturbagdes devido a
ruidos em dados experimentais (HANSEN, 1999) e portanto, apresentou bons resultados em
aplicacoes(DEUS et al., 2012; HANSEN, 1998).

3.6 Resumo do capitulo

Foram abordados neste capitulo:

inversos mal postos;

- O teorema de Tikhonov foi tratado e algumas de suas consequéncias foram contextualizadas;
- Decomposigéo em valores singulares e as dificuldades associadas a problemas mal postos;

- Aspectos gerais de estratégias de regularizacao;

mencionados;
- O critério de curva L foi definido.

- Os principais resultados sob 0 escopo da andlise funcional, necessarios para a solugéo de problemas

- O método de regularizagao de Tikhonov foi explicitado e resultados associados a sua convergéncia
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4 Abordagem numérica

Objetiva-se, neste capitulo, definir a estratégia utilizada no trabalho, para a solu¢ao dos pro-
blemas inversos definidos na introducao. Portanto, apos explicitar novamente as equacgdes do
modelo, aspectos experimentais e numérico-computacionais associados aos testes reoldgicos séo
mencionados. Em seguida, discute-se sobre o tratamento dos dados obtidos nos testes.

Os problemas mencionados na introducéo sao redefinidos na secao 4.4: sao definidos de forma
geral para testes com imposicao de taxa de deformacao e, como sera comentado, podem ser
adaptados para testes com cargas de tensdo. Em seguida, a forma na qual os problemas serao
resolvidos sao especificadas: os algoritmos sao formalizados para a solugdo de problemas irrestritos
(segbes 4.5 e 4.6) e para os problemas considerando restrigbes impostas sobre os parametros do
modelo (secéo 4.7). Finalmente, na se¢édo 4.8, a ordem na qual os algoritmos foram utilizados e
alguns aspectos computacionais e praticos sao especificados. A seguir, as equagdes do modelo sao
reescritas, para facilitar a leitura e fomentar a discussao ao longo do capitulo.

4.1 Equagoes do modelo

2%% + (1 - 2232@) = |2, +2 (1 - 22”?) e+ 477577“ A+ 4"6”;7%; (4.1)
% _ i (L= 07 — (A% + )M 4.2)

Nu = 10 exp(az); (4.3)

Ny = no exp[(a)A] — 1y, (4.4)

G = Ggexp(mA™1h); (4.5)

4.2 Testes reoldgicos

Os testes reoldgicos sao considerados em dois possiveis regimes: primeiramente discute-se
aspectos associados ao regime permanente e em seguida, ao regime transiente.

4.2.1 Regime permanente

O regime permanente ocorre quando as variaveis associadas a resposta reol6gica e/ou estrutural

do modelo ndo evoluem mais no tempo, i.e. ¥ = 7 = A = 0 (MENDES; THOMPSON, 2013; DEUS;
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DUPIM, 2013). Consequentemente G = 1, = 1, = 0. A equagéo constitutiva (4.1) é reduzida a

Teq = 2 (Tveq + Teq) Yeq = 210 €XP [(@) Aeq Feqs (4.6)

onde propriedades (-) no equilibrio sao representadas por (-).,. A equagao de taxa é reescrita como

1 .
" K(1 = Neq)® — Tegheqeq| = 0. (4.7)

Considerando que ndo é o caso em que ¢ — oo e ¢ # 0,
(1= Neg)® = Tegheqeq = 0. (4.8)

Impondo e, € 0s parametros W, = (M0, K, B, aQ]T, pode-se obter 7., e A4, a partir das equagoes
(4.6) e (4.8) . A curva formada por 7., e 7., Obtidos define a curva de escoamento (flow curve).

.y N;
Sé&o obtidos, experimentalmente, um conjunto de taxas de deformagao {%q} ' 11, com N finito,
J:

y N:
e seus respectivos {qu} , " . H&4 maneiras distintas de obter tais pontos (TARCHA et al., 2015;
MAGNIN; PIAU, 1990).

4.2.2 Regime transiente

Os testes convencionalmente utilizados na simulagdo de materiais tixotropicos em regime
transiente sdo: patamar de taxa de deformacédo ou tensao e oscilatério de tensédo ou taxa de
deformagéo (EWOLDT; HOSOI; MCKINLEY, 2008; ROGERS; KOHLBRECHER; LETTINGA, 2012;
EWOLDT, 2009; KLEIN et al., 2008; MENDES, 2011; MENDES; THOMPSON, 2013). De um ponto
de vista matematico, estes testes sao definidos impondo tenséo, taxa de deformagéo ou deformagao
por meio de uma fungéo real Fj,,,(t), cujo dominio ¢ € I C IR define um intervalo de tempo
qualquer: 7(t) = Fimp(t), ¥(t) = Fimp(t) ou y(t) = Fimp(t), respectivamente.

Toma-se, por exemplo, o caso de aplicagdo de um patamar de taxa de deformagéo +,, no
instante ¢; € I. Neste caso, Fjy,,(t) = H(t — t1)%ap, Onde H é a fungdo degrau unitario. Patamares
de tensao, testes oscilatérios ou patamares em sequéncia podem ser estabelecidos redefinindo
Fimp(t) de maneira anéloga.

Testes experimentais sdo definidos, de maneira genérica, a partir da imposicéo de carga de
cisalhamento {FﬁZ(ti)}il e obtengdo da resposta { R°*P(t;)}',, tal que o conjunto {t;}2,,
representa instantes de tempo do redmetro (SANTOS, 2010; TARCHA et al., 2015). Comumente,
caso Fﬁig defina um teste impondo taxa de deformacdo, R*P representara a tensdo obtida na
aplicagcao do teste e vice-versa (DULLAERT; MEWIS, 2006; MEWIS, 1979; SILVA; DEUS; NEGRAO,
2014). Idealmente, espera-se que F; 7 (t;) ~ Fjyy(t;), para um determinado teste definido por

imp

Fimp(t): tendo como exemplo o patamar de taxa, espera-se que ﬂif’;(ti) consiga representar com
certa precisdao um patamar de taxa. Entretanto, discrepancias significativas podem ser observadas
(TARCHA et al., 2015). Portanto, um tratamento dos dados pode ser necessario para a simulagao ou

ajuste de parametros do modelo.

' Notagao utilizada no restante do trabalho, para definir conjunto das variaveis entre colchete, com nimeros

naturais como indices, de 1 a IV;, no caso.
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Os testes utilizados no trabalho foram: teste de taxa de deformacgéo constante e teste de tensao
constante. Os dados obtidos a partir do teste de taxa constante foram utilizados para obter a uma
nova proposta para a fungdo associada ao médulo de cisalhamento e os dados referente ao teste de
tensdo constante sdo comparados com a resposta do modelo utilizando esta nova proposta G(\).
Os resultados, a serem apresentados foram obtidos considerando F; " (t;) & Fjyp(ti)-

imp

4.3 Tratamento de dados

E comum a necessidade de interpolagéo numérica de dados obtidos experimentalmente para
a posterior simulagdo ou ajuste de modelos. Essencialmente, apds a interpolagao de quaisquer
, N
dados {(-)Z}fv:tl, obtidos nos instantes {ti}zN:tp obtém-se um novo conjunto de valores {(')Z‘}j;
Ny
nos instantes {tj} " tal que (\)¥ = (-)! paratf = t; e N; < N;-. No restante do trabalho, ndo
J=1 . L ~
havera distincdo entre a notacdo dada aos conjuntos obtidos apds a interpolacao e os dados sem
. - i1 Ve . .
interpolacao, i.e. assume-se que {(-) }¢=1 representa o conjunto de valores da propriedade (-) nos

instantes {¢;}\*,, interpolados ou n&o.

4.4 Problemas formalmente estabelecidos

Os problemas descritos na introducéo sao redefinidos, de maneira mais detalhada. No presente
caso, considera-se testes reoldgicos impondo taxas de deformacao. Entretanto, a abordagem pode
ser generalizada para testes com aplicacdo de tensdo ou deformacao de forma analoga, como
comentado no final desta segao.

Considera-se um intervalo de tempo I C IR, os pardmetros W . = |, «, H,ﬁ,ag,K;Z,C
contidos nas equagoes (4.1) a (4.4) e W 4, os parametros associados ao modulo de cisalhamento
(no caso da equagéo (4.5), W = [Go,m]T). Seja o conjunto funcional T cujos elementos s&o
fungdes reais, com dominio em I, que descrevem a tensao, taxa de deformacao e o parametro

estrutural ao longo do tempo. Seja M o conjunto funcional cujos elementos sdo funcionais com
dominio em (0, 1) x IRN¢ C IR x IRNG, onde Ng é o nimero de elementos de W . Supée-se que
T e M séao espagos de Hilbert, equipados com produto interno (-, ), (-, -)p; € Normas induzidas
|- |lT, || - |m, respectivamente. O problema direto descrito na introdugéo é reescrito como

Problema Direto 2. Considerando conhecida a fungdo G(\) € G, os pardmetros W ,, W e a
fungdo #(t) € T, determinar 7(t) € T, que satisfaga as equagdes (4.1)-(4.5).

O objetivo principal neste trabalho é resolver o seguinte

Problema Inverso 3. Considerando conhecida as fungées 7(t),4(t) € T e os pardmetros do
modelo W ., determinar a fungdo G(\) € G que satisfaga as equagoes (4.1)-(4.4).

A fungdo 7(t), de maneira geral, ndo é obtida analiticamente. Como mencionado anterior-
mente, resultados experimentais {T”p(ti)}ﬁ\ﬁl sdo obtidos para um namero finito /N, de pontos
{t; fitl ao longo do intervalo I. Uma nova abordagem é entéo proposta, considerando as funcoes



Capitulo 4. Abordagem numérica 54

7(t), \(t),¥(t) € T tratadas nos instantes {ti}f\ﬁl. Define-se os vetores 7 € IR™, \**P ¢ [RM
e 4P € IR™, tais que 7(t;), A(t;) e %(t;) representam o valor da i-ésima componente dos veto-
res. Similarmente define-se o vetor G € IR™ com a i-ésima componente representando G (\(;)).
Reformula-se, o problema 3.

Problema Inverso 4. Considerando conhecidos os vetores TP, % € IR™, determinar G € IR™
que minimize o funcional
F(G) =" - ()| (4.9)

onde T € a solugdo das equacédes (4.1)-(4.4) e da definicdo de GG, nos instantes {tz—}f.v:tl.

Uma possivel estratégia seria resolver as equagdes (4.1) a (4.4) considerando 7(t;) = 7*P(t;),
i.e. resolver as equacgdes

2(771/.)1' 7'.?@1’ (1= Q(HV)QZ-G«L TZ?QUP — 92 (,,71/)2 +92(1— 2(WV)2¢Gi (77/1) + Ay (M) ’Yz+
G ¢ a o (4.10)
+ 4(%%5%)1%7
d\ 1

) = Z —\.)\8 _ * 362 exrpyy 1.
<dt)i =[R20 = (KA + 7N (4.11)
(W)i =To eXp(OQ)\i)v (4-12)
(mv); = mo exp[(a + a2) A — (ny); - (4.13)

onde abrevia-se (+)(¢;) = (+),. Os termos 7, ** e ¥; sdo obtidos a partir da discretizagdo numérica de
77 e #4;, respectivamente, o que pode ser feito utilizando os dados tratados, descritos na se¢éo
anterior.

Pode-se redefinir novamente o problema

Problema Inverso 5. Considerando conhecidos os vetores 7P, € IRMt e os pardmetros W .,
determinar G € IR™, tal que suas componentes satisfacam as equacées (4.10) a (4.13).

A partir da solugédo do problema 5, estipula-se um formato para G(W ., A), ndo necessariamente
igual aquele proposto na equagéao (4.5),baseando-se em graficos de G x A.

Definida a nova forma da fun¢éo associada ao médulo de cisalhamento G (W 4, A), € necessario
o0 ajuste dos parametros W, associados. Define-se o

Problema Inverso 6. Considerando conhecidos os vetores 7°*P, 4 € IR™, os pardmetros W , e a
definicdo de G, determinar W ~, que minimize o funcional (4.9), onde T € a solucdo das equacbes
(4.1)-(4.4), nos instantes {t;},.

Apds determinados os parametros W, o problema inverso 6 é generalizado, com o intuito
T

|" do
modelo, utilizando como estimativa inicial, os parametros obtidos a partir da solucao dos problemas

de refinar os resultados obtidos: busca-se determinar todos os parametros, W = [ECTEE

mencionados anteriormente. Considera-se o
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Problema Inverso 7. Considerando conhecidos os vetores 77,5 & IRN e a definicdo de Gy,
determinar W, que minimize o funcional (4.9), onde T é a solugcao das equacées (4.1)-(4.4), nos
instantes {t;}1\*,.

E necessario enfatizar que os problemas anteriores, embora definidos considerando testes de
carregamento de taxa de deformacgao, podem ser (e, como sera visto no capitulo seguinte, foram)
adaptados para testes com imposicao de cargas de tensdo. A adaptacéo dos algoritmos, a serem
definidos, e dos problemas tratados anteriormente € feita modificando as variaveis da seguinte forma:

S
T€TP ;yexp
%

(4.14)

T gl
At = 7).
A solugéo dos problemas definidos anteriormente é obtida utilizando o método de Newton, a ser

descrito na sequéncia.

4.5 Meétodo de Newton

A metodologia para a solugéo dos problemas definidos na secéo anterior é descrita com mais
detalhes nesta se¢éo. De maneira geral, busca-se obter vetores como W~ ou W, tais que minimizem
o funcional F' definido na equagéao (4.9). A partir desta sec¢ao até o final do capitulo é considerado
em todas as equacgdes o vetor considerando todos os parametros do modelo W, embora as mesmas

dedugdes sio validas quando W é restringido para W ;.

O método de Newton (NOCEDAL; WRIGHT, 2006; KREYSZIG, 1988; RIBEIRO; KARAS, 2013)
consiste na construgdo de uma sequéncia de pontos no dominio de F'. Neste trabalho, denomina-se
as variaveis (-) na n-ésima iteragéo desta sequéncia como (-)". Primeiramente, expande-se em série
de Taylor, até termos de primeira ordem, a fungéo (r;(W") — ") = R;(W™) = R!" em torno de
wm:

OR}
R~ R? + J AW, (4.15)
; Wi |y —ywn !
tal que
R~ R+ J(W™)AW™, (4.16)
onde AW = W]’?H -Wiedy; = %}2 S Portanto, na n-ésima iteragdo do método de
J

Newton, busca-se minimizar o funcional
I (W) — 2|2 = ||BY |2 ~ || B + Jw™ AW (4.17)
ou, sob outra perspectiva, obter AW™ que satisfaca
JUTAW" = —R", (4.18)

Devido a possibilidade da matriz J ser mal condicionada, € possivel que o problema de obter
a solugao via minimos quadrados pode ser suscetivel a problemas de convergéncia. Caso tais
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operadores sejam mal condicionados, langa-se mao do método de Tikhonov descrito no capitulo
anterior.
A solugdo da equagéo (4.17), consiste em encontrar AW™ tal que

AW™ = arg min ||A"z — b*|>. 4.19
AW = s i 47217 419
onde

A" =J" (4.20)
e

V' = —R". (4.21)

Caso o problema seja mal posto, a regularizagdo de Tikhonov consiste em minimizar

A"z — 6" |5+ Ar Iz} . (4.22)
i.e.
AW"™ = arg min {HA"Q@ — b"”2 +)\RH:L‘||2}. (4.23)
o zelRN U'— — 2 =112

Portanto, em cada iteragdo do método de Newton, resolve-se (4.18) e caso J" seja mal condicionada,
utiliza-se o0 método de Tikhonov e soluciona-se o problema (4.23).

4.6 Minimizagao Multi-Objetiva

As solucdes dos problemas definidos anteriormente, sdo obtidas a partir de minimizagdes do tipo
(4.23) ou (4.19), para um determinado teste experimental num intervalo I, com 5(¢) definido neste
intervalo. No entanto, € comum executar mais de um teste com o mesmo material. Uma alternativa
para a solucao do problema, considerando varios testes, seria resolver para cada teste os problemas
inversos 5 e 6. Entretanto, podem ser encontradas discrepéancias significativas entre a solugao para
cada teste. Uma forma de contornar este problema seria utilizar minimizacao multi-objetiva (GONG;
JIANG; LI, 2016).

Considerando N, testes tal que para cada teste, sistemas no formato da equacgao (4.19) sao
encontrados (i.e., 0 método de Newton é aplicado para cada teste), obtém-se a expressao (4.19) na
n-ésima iteragdo. Para cada teste atribui-se um indice j, tal que

A = J" (4.24)
== =J

b = —R". (4.25)

correspondem a n-ésima iteracao do método de Newton, para o j-ésimo teste.
O passo AW™ que minimizara simultaneamente os funcionais

2
Fil) = |ara -], 2 € RV, (4.26)

ird minimizar

Ne
Flz) =Y 0;F(x), z € RN (4.27)
j=1
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onde ¥; representa o peso associado ao teste j, podendo selecionar o teste que influenciara mais a
minimizagédo. Pode-se estabelecer que o passo que ird minimizar simultaneamente os funcionais
associados aos N, testes, na n-ésima iteragcdo do método de Newton, necessariamente ira satisfazer

AW™ = arg min F(z), (4.28)
zeIRN

tal que o funcional F pode ser reescrito como

2

: (4.29)

Fla)= 4% -

onde
VLA

@éﬁ (4.30)

| vInAy, |

V1T

Db
b* = \/?*2 . (4.31)
L VIR, |

Caso o problema (4.28) com F definido por (4.29) seja mal posto, pode-se utilizar o método de

Tikhonov. Neste caso, o problema (4.28) é reescrito como
AW"™ = arg min_{F(z) + Agz[3} (4.32)
zeIRN

com F definido em (4.29).

O procedimento até a obtengao do funcional (4.29), para a solugdo dos problemas inversos
definidos no comego do capitulo, permitem a formulagdo dos algoritmos a serem utilizados. Primeira-
mente, considera-se o problema 5:

ALGORITMO 1: SOLUCAO DO PROBLEMA 5
1. Definir €1, Ne.

2. Interpolar dados e diferenciar numericamente. Definir V.
Caso j < N.:

3. Resolver, por meio de diferengas finitas, o problema inverso 5, com 1 < ¢ < V;. Plotar graficos
G x A e comparar com fungdes conhecidas.

Ao final da iteracdo em 7,

4. Propor o formato G(W 4, A).

No algoritmo, considera-se o parametro €1, que define o menor nimero de condigédo no qual o
método de Tikhonov/curva L sera utilizado, i.e. em iteragdes cujo nimero de condigdo € maior que
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€1, 0 método de regularizagao descrito é utilizado. Este critério é discutido de maneira detalhada na
ultima se¢éo do presente capitulo.

O algoritmo para a solugao do problema inverso 6 é considerado. Como enfatizado na secao
anterior, pode-se verificar que o algoritmo pode ser adaptado para o problema inverso 2 ou para a
determinagao de parametros em regime permanente.

ALGORITMO 2: SOLUCAO DOS PROBLEMAS 6 E 7
1. Definir €1, Ne, W, Npw, €y € W™ = W,

2. Interpolar dados e diferenciar numericamente. Definir V,.
Para cada passo de Newton n < N,,,,, com 0 passo associado ao experimento j < N:

3. Obter é;? e b7 definidos nas equagdes (4.24) e (4.25); adicionar a matriz A* e ao vetor b”,
definidos respectivamente nas equacgoes (4.30) e (4.31).

Ao final da dltima iteragao em j (j = N.),

4. Obter AW™, i.e. resolver a equagao (4.29), caso Ne,(A*) < €1; caso Neo(A™) > e, utilizar o

método de regularizacdo de Tikhonov-curva L para resolver (4.32). W™l = AW + W".

5. Finalizar programa caso critério de convergéncia (tolerancia associada a ¢,,,) for satisfeito ou

n > Npw.

Define-se, na sec¢ao seguinte, duas formulagdes possiveis para que as restricoes do modelo
(parametros nao negativos) sejam consideradas explicitamente.

4.7 Problemas com restricao

A forma de obtengao da solugao dos problemas definidos anteriormente, foram formuladas de
maneira irrestrita, i.e. ndo foram impostas ou consideradas explicitamente nenhuma das restricées
do modelo de que os parametros devem ser ndo negativos. Tais abordagens sdo viaveis tendo
em vista que (como discutido no apéndice E) ha a possibilidade de métodos cujas restricoes do
problema néo sao explicitamente consideradas, fornecam solugdes que as satisfagam. Entretanto,
como exposto no capitulo 5, em alguns casos nao é possivel obter uma solugéo consistente (em que
as restricdes sao satisfeitas) utilizando as metodologias definidas anteriormente (RIBEIRO; KARAS,
2013; NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Trata-se nesta secao de abordagens em que tais limitacées sédo
contornadas.

Duas abordagens serdo consideradas: utilizando variaveis de folga e conjunto ativo. A abordagem
com variaveis de folga permite que pontos na sequéncia gerada pelo método possam nao satisfazer
as restricdes do problema, embora a solugéo deva satisfazer. Como sera explicitado nos resultados
deste trabalho (capitulo 5), em alguns casos, problemas numéricos podem ocorrer pois as variaveis
em passos do método ndo satisfazem as restricdbes. Uma maneira de contornar estes problemas
é utilizando a abordagem via conjuntos ativos, onde todos os pontos gerados no método devem
satisfazer as restrigoes.
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4.7.1 Variaveis de folga

Os parametros associados ao modelo, devem ser ndo negativos, como mencionado no capitulo
anterior. Estas restricbes sobre os pardmetros podem ser consideradas explicitamente para a
obtencdo da solugdo dos problemas considerados anteriormente, i.e., deseja-se obter W que
minimize o funcional

F(W) = |lz(W) — z°7|* (4.33)

sujeito as restricdes
-W; <0 (4.34)

paratodoi € (1,2,...N¢g): busca-se W que satisfaca

= i w 4.35
W, =arg min F(W) (4.35)
Este problema pode ser visto como
W,=arg min FW) (4.36)
—Wi+22=0

onde z é um vetor contendo as chamadas variaveis de folga. Este problema, com restricdes apenas
de igualdade, € um caso especial do problema tratado no teorema E.1 do apéndice E. Portanto,
como resultado do teorema, o problema pode ser tratado considerando agora que as variaveis do
problema néo sdo apenas W, mas também z e &, onde @ sdo os multiplicadores de Lagrange.
Portanto busca-se W*, z* e &* que satisfacam

(W*, 2%, &*]" = argmin L(W, 2, ®) (4.37)
onde
N
LW,z &) =FW)+ Z @; (=W + 212) . (4.38)

i=1
Uma forma de expressar as condicdes KKT, explicitadas no apéndice E, é a partir das seguintes
condigdes de estacionariedade do funcional L(W, z, ):

0

L D) = 4.39
iL(W 2,®) =0 (4.40)
Oz, 5 '
© 0
L P) = 0. 4.41
Explicitamente, tém-se que
iL(W z @):ﬁF(W)—qs: (JTR), —2; =0 (4.42)
OWj == 8Wj T J = =7J J ’ '
0
LW, 2, @) = =20z, =0 (4.43)

0z,
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— L(W,z,®) = W, + 2 = 0. (4.44)

Nota-se que se trata de um sistema néo linear nas variaveis [W, z, Q]T. Para a solugdo deste
problema, utiliza-se 0 método de Newton.
Considera-se as derivadas parciais da equagéo (4.42):

0 T 0 o (W a7i( W) |

W <(i E)j _QS]) C OWn (i:l l) Z W, < Rl) “.49)

N N

0*ri (W o;(W) OR; 9% (W) Ors(W) Oms (W)
; <8W 8W Bit 6Wj 8Wm> N ; <8Wm6WjRZ + awj OW,, > (4.46)
0
oW, (QTE)J‘ - qu) = Kjm+ (L"), (4.47)
onde
0?7 (W)

Kim=2_ 5w, oW oW, ow; (4.48)

=1
Considerando a expansao dos termos das equacoes (4.42)-(4.44) até primeira ordem, obtém-se os
gradientes associados a (n + 1)-ésima iteracdo de Newton:

(LR @t~ (TR) -0+ N e (LTR), - 9y) AW+
. W= (4.49)
+ 1 o <(J R), - >Q:Qn A
— (2Bpz)" T = —2ADT 2R — 2BF ALY — 20720 (4.50)
e
(W4 22)" "~ =W — AW A (22)" + 220 A (4.51)
Reescrevendo as equagdes matricialmente:
oL ! T p\™ n n T \" n n
) TR -+ (K7 (L7D)") AW - A2 (4.52)
8[/ n+1
(8> ~ —diag(2")AT" — diag(@) A" — 23 (459
z
onde [Zg], = P}z}, e
oL\
<8¢> ~ —AW" 4 2diag(2")Az" — W" + Z5". (4.54)
onde [Z5"], = (27)". Define-se
K+ (2"0)" 0 -1
Ap = 0 —diag(®") —diag(z") | (4.55)



Capitulo 4. Abordagem numérica 61
& — (L") B
b = n (4.56)
WTL _én
e
AW"™
AWp = AzZ" (4.57)
A"
de tal forma que minimizar [$%, 9 LT implica em obter AW, que satisfaca:
2
AW, = arg  min HA AWngRH . (4.58)
AW peIR3N 11— 2
Com a regularizacao de Tikhonov,
2
sy =ag min {4,800 - b+ N 1AWRIS (4.59)
AW peIR3N - 2

O problema considerando a estrutura multi-objetiva e o método de Tikhonov, é formulado a partir

de manipulagdes analogas as da sec¢ao anterior e consiste em obter AW}, tal que

AW’ = arg min

onde

zeIR3N

Ap =

* * 2 2
|4z — i+ Arlali3

L VON. (bR)N,

(4.60)

(4.61)

(4.62)

A implementacao da metodologia descrita nesta secdo é feita modificando o algoritmo 2, de

modo que em cada iteragéo o problema (4.60) é resolvido:
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ALGORITMO 3: SOLUCAO DOS PROBLEMAS 6 E 7 VIA VARIAVEIS DE FOLGA
1. Definir €1, Ne, W, Npw, €nw € W™ = W,

2. Interpolar dados e diferenciar numericamente. Definir V.

Para cada passo de Newton n < N,,,,, com 0 passo associado ao experimento j < N:

3. Obter (AR)TIZ e (QR);‘ definidos nas equacgdes (4.55) e (4.56); adicionar & matriz A* e ao vetor
£Rr); £

b*, definidos respectivamente nas equacgdes (4.61) e (4.62).

Ao final da Ultima iteragdo em j (j = N.),
4. Obter AW™, i.e. resolver a equacdo (4.60). Calcular W™ = AW™ + W™,

5. Finalizar programa caso critério de convergéncia (tolerancia associada a «,,,) for satisfeito ou

n > Npw.

Em alguma iteracdo do método, uma ou mais variaveis representadas a partir do vetor AW,
podem nao satisfazer as restricbes do problema original (4.33), embora, caso 0 método convirja,
espera-se que a solugao satisfacga tais restricées. Entretanto, alguns problemas numéricos associ-
ados com a violagao das restricdes do problema podem ocorrer, como mencionado no capitulo 5.
Portanto, uma segunda forma para o tratamento de problemas com restricao € formulada, na qual
nédo ha violagao das restricdes do problema em nenhum passo do método.

4.7.2 Conjunto ativo

A metodologia e os resultados a serem apresentados nesta subsecédo foram adaptados do
capitulo 16 do livro de Nocedal e Wright (2006). Com o intuito de adequar os problemas tratados
neste trabalho com a metodologia do livro, considera-se, o problema da n-ésima iteragdo de Newton,
descrito pelo funcional apresentado na equagéo (4.17), i.e.

Fa(AW™) = ||R" + J(W™) AW™|2 (4.63)

A solugao do problema AW’} deve satisfazer as restricdes associadas aos parametros, tal que todos
sa0 nao negativos em todas as iteragoes, i.e., tomando que Wi0 > Oparatodoi=1,2,3...N, tém-se
que

AW" = arg Wﬁ-&lvrll/fzo Fa(AW™) (4.64)

O método de conjuntos ativos consiste em solucionar problemas como (4.64), construindo uma
subsequéncia contida em IRY que converge para uma solucdo que satisfaz as condigdes KKT,
descritas no apéndice E. Tendo em vista que o problema definido a partir da equagao (4.63) é
convexo, o método foi escolhido devido ao baixo nimero de iteragdes apresentado posteriormente
nos resultados, o que nao justifica os passos mais caros do método de pontos interiores (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006). Considera-se 0 k-ésimo termo dessa subsequéncia. Define-se um conjunto con-
tendo todos os indices associados as restrigdes ativas (definicdo E.1). Este é denominado conjunto
ativo e sera representado por W;. Considera-se que o k + 1-ésimo termo desta subsequéncia,
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AWk +L & definido como AW™* + ay.a, tal que oy, € [0, 1] e o* satisfaz o problema considerando
apenas as restri¢cdes ativas, i.e. tal que solucione o problema

min, ¢ jpv FA(AW™F 4 a)
t.q. a; = 0, it € Wy.

(4.65)

Considerando o método de regularizagao de Tikhonov, juntamente com o critério de escolha de
parametro de regularizagao curva L, o problema (4.65) é reescrito como

mingepy  [FAAW™ + ) + Ak a)3]
t.g. a; = 07 1€ Wk.

(4.66)

Considerando, por outro lado, a estrutura multi-objetiva, definida na se¢ao 4.6, juntamente com o
método de Tikhonov/curva L, tém-se que o0 passo a deve solucionar o problema

mingepy  [FAW™ +a) + A alf3]
t.q. a; =0, 1€ Wg.

(4.67)

onde F é definido na equacgéo (4.29). Nota-se que para todos os tipos de problemas definidos
anteriormente, a Unica diferenca sera qual dos funcionais sera minimizado: F4, Fa + A¥||a|3 ou
F + AE||a||3: o restante da abordagem é semelhante para os problemas (4.65), (4.66) ou (4.67).

E possivel notar que, caso AW™* satisfaca as restriges ativas, i.e., AW[”k + W > 0 entao
AWM = AWM 4 aa; + W = AW £ W > 0. Como AW." pode ser definido de maneira
a satisfazer as restricées entdo todos os termos da sequéncia construidos da maneira descrita acima
irdo satisfazer as restricoes ativas.

O termo ay, é utilizado para limitar o passo ¢, tal que nenhuma das restricdes néo ativas sejam
violadas. Neste sentido, pode-se provar que oy, definido como?

—Wr — AW™E
o =min (1, min " (4.68)
i¢Wy,,al <0 a;
possibilita a ndo violacdo de nenhuma restricdo no passo k + 1: caso
—Wr— AW™E
min <1, (4.69)
i€ Wy,ak <0 a;

entdo alguma das restrigdes inativas foi violada e portanto o passo a* deve ser reduzido, de maneira
a satisfazer esta restricdo. A restricdo que limita mais o passo® ir4 se tornar ativa e, portanto, o
conjunto ativo é redefinido; caso

n n,k
i Wi =AW,
min

1¢Wy,ak <0 af

> 1, (4.70)

entdo a solucao do problema nao viola nenhuma das restricdes inativas e portanto o conjunto ativo
permanece 0 mesmo.

2 Para mais detalhes, ver Nocedal e Wright (2006).
3 Quanto menor for o lado esquerdo da inequagéo (4.69), mais restrito o passo, como pode ser visto na
equacao (4.68).
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O método ir4 convergir quando ||a*|| < €., onde ¢, é uma tolerancia definida na inicializagéo do
problema. Considera-se, hipoteticamente, que o0 método convirja na iteragao k,. Entao, para que
AW™Fe seja solugdo do problema, as condigdes KKT devem ser satisfeitas. Da equacao (E.4), é
necessario que os multiplicadores de Lagrange /\{‘, para todo 7 € W, satisfagcam a equagéo

N = [iTiAiw”vka} R, (4.71)

7

tal que A2 > 0, € Wj,. Caso A\ < 0 entdo o conjunto ativo é redefinido, retirando alguma das
restricdes ativas.
O algoritmo a seguir resume o método de conjuntos ativos*:

ALGORITMO 4: METODO DE CONJUNTOS ATIVOS
1. Definir e4, AW™ (que satisfaca as restricdes), um nimero maximo de iteragdes Nynaz, k = 0
e W) (neste trabalho, definiu-se Wy = e AW™Y = ().

Enquanto k£ < N, faca

2. Resolver a equacéo (4.65) (ou as equacdes (4.66) ou (4.67)) para encontrar a”.
Se ||a* s < €4 faca
a) Obter os multiplicadores de Lagrange )\;“, a partir da equacgéo (4.71), utilizando W,.

Se \! > 0 paratodo i € W, entdo
i. Pare o programa com solucdo AW" = AW™F

Senao
i. J < argminjeyy, )\f‘
i. AW™FL = AW e Wi = Wi\ {5}

Senao (||a”||2 > €4)

a) Calcular oy a partir da equagéo 4.68.
b) AW™FH = AW™F 1 ayak.

Seq;, <1

—Wr—AWF
(1 7

3
a;

i. Wk+1 = {Wk, l} onde [ = arg minz’¢Wk,a’?‘§0
Senao (o, = 1)

i. Wii1 = Wk.

3. k=k+1.

Utilizando o algoritmo 4, a obtencéo da solucédo do problema 6 é redefinida, de modo a modificar
o algoritmo 2 da seguinte maneira:

4 Algoritmo adaptado do algoritmo 16.3 do livro de Nocedal e Wright (2006)
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ALGORITMO 5: SOLUCAO DOS PROBLEMA 6 E 7 VIA CONJUNTOS ATIVOS
1. Definir €1, Ne, W, Npw, €nw € W™ = W,

2. Interpolar dados e definir NVy.

Para cada passo de Newton n < N,,,,, com 0 passo associado ao experimento j < N:

3. Obter é? e b} definidos nas equagdes (4.24) e (4.25); adicionar a matriz A* e ao vetor b",
definidos respectivamente nas equacoes (4.30) e (4.31).

Ao final da Ultima iteragdo em j (j = Ne),
4. Obter AW™, utilizando o algoritmo 4, i.e. AW"™ = AW'.

5. Finalizar programa caso critério de convergéncia (tolerancia associada a ¢,,,) for satisfeito ou
n > Npw.

Os algoritmos 1-5 sdo formulados considerando alguns resultados experimentais e algumas
medidas feitas computacionalmente (tolerancias, nimero de condigéo, entre outros). Alguns detalhes
associados a forma na qual os problemas descritos anteriormente serdo resolvidos séo explicitados
na sequéncia.

4.8 Estratégia geral e algumas consideragoes

Os resultados, a serem apresentados no proximo capitulo, foram obtidos considerando dois
testes reoldgicos com materiais diferentes:

- Teste com imposicao de taxa de deformacao constante aplicado sobre uma amostra de 6leo
cru a 4° C; os dados deste teste foram extraidos, utilizando a ferramenta (disponibilizada na internet)
WebPIlotDigitizer (ROHATGI, 2015) do trabalho de Tarcha et al. (2015) e

- Teste com tenséo constante aplicada sobre uma amostra de fluido de perfuracao, a base de 6leo
a 252 C, com especificagdo BR-MUL 117; os dados, a serem apresentados, foram disponibilizados
pelo Centro de Pesquisas em Reologia e Fluidos Nao Newtonianos (CERNN) da Universidade
Tecnoldgica Federal do Parana (UTFPR).

A estratégia para o cumprimento dos objetivos mencionados no capitulo de introdugcéo do
trabalho é descrita em alguns passos:

1. Considerando os dados de éleo cru, utiliza-se o algoritmo 1 para obter as curvas G X A e
propor uma nova forma Gy para o médulo de cisalhamento;

2. A partir dos algoritmos 2, 3 ou® 5, obter os parametros que melhor ajustam o modelo aos
dados do teste com éleo cru;

3. Utilizando a nova proposta para o0 médulo de cisalhamento G e os algoritmos 2, 3 ou 5, obter
os parametros do modelo que melhor ajustam o modelo aos dados do teste com fluido de
perfuracao.

5 Como sera visto nos resultados, para cada problema considerado, um algoritmo apresentou melhores
resultados que outros.
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E importante mencionar que, como parte da estratégia, buscou-se primeiramente utilizar os
algoritmos considerando o problema de forma irrestrita, i.e., os algoritmos 1-2 e, caso alguma das
restricdes tenham sido violadas (caso algum dos parametros para os quais a sequéncia convergiu é
negativo), entdo langou-se méo dos algoritmos 3-5.

As solugdes dos problemas, quando mal-postos, foram obtidas por meio do método de Tikhonov,
utilizando o critério para a determinagéo do parametro de regularizagao curva L. Neste sentido, os
algoritmos 1-5 foram implementados utilizando o software MATLAB, utilizando algumas sub-rotinas
do pacote REGULARIZATION TOOLS (HANSEN, 1994). O critério préatico utilizado a priori para medir
o mal condicionamento dos operadores foi definido por meio do niumero de condigao: considerando
o operador A, o nimero de condigdo N,,(A) é definido (HANSEN, 1998) como

Neo(A) = [|All2| AT||2. (4.72)

Uma maneira computacional pratica (e viavel) de obter seu valor é, a partir da decomposi¢cao SVD
do operador A (ver secdo 3.2 para mais detalhes), obter a razdo entre 0 maior \,,q, € menor A\,
autovalores correspondentes, i.e.

Neo(A) = Amas (4.73)

)\min

Caso N.,(A) > €1, entdo o método de Tikhonov-curva L foi utilizado. Como serd visto nos resultados,

€1 variou com cada teste, para que a solugéo obtida fosse consistente.

E necessario enfatizar que a abordagem definida neste capitulo pode ser adaptada para outras
propriedades do modelo, i.e., pode-se adaptar a metodologia descrita para obter o formato da fungao
associada ao(s) coeficiente(s) de viscosidade. Uma outra possivel adaptagao da abordagem apresen-
tada seria utiliza-la considerando outro modelo constitutivo e/ou mais de um tipo de microestrutura,
i.e. mais de um parametro estrutural. No capitulo seguinte os resultados do trabalho sao expostos.
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5 Resultados e discussoes

Os dados utilizados para a obtencao dos resultados apresentados neste capitulo foram obtidos
a partir de dois testes, mencionados no capitulo anterior: teste de taxa de deformagao constante,
aplicado a uma amostra de 6leo cru e teste de tensdo constante, aplicado sobre uma amostra de
fluido de perfuracao a base de éleo. Na secao 5.1 sdo considerados os problemas associados aos
dados de 6leo cru. A partir destes dados, busca-se obter as curvas G x A e propor uma nova forma
para a funcdo associada ao médulo de cisalhamento G. Ao final da secéao, alguns ajustes de curva
sao feitos de forma a determinar os parametros que ajustam o modelo aos dados experimentais.

A robustez do modelo, considerando a proposta para o médulo de cisalhamento G(\) (obtida
na secao 5.1) é averiguada, utilizando os dados da amostra de fluido de perfuracao na secao 5.2.
E feito, novamente, um ajuste de curvas, com o intuito de obter os parametros que aproximam a
resposta do modelo aos dados experimentais.

5.1 Oleo cru

Uma estimativa inicial para os parametros do modelo é feita considerando a definicdo da funcéo
associada ao modulo de cisalhamento utilizada nos trabalhos de Azikri de Deus et al. (2016) e
de Silva et al. (2014): G = Ggexp (%) Os parametros utilizados como estimativa inicial para
a simulacao do teste com 6leo cru, foram obtidos a partir de consideragoes fisicas expostas no
trabalho de Silva (2015): 179 = 0,09 Pa.s, a = 15, as = 9,59, k = 0,11 J/m3 , = 1, m = 1075,
Gy = 6,5 Paes =5 x 10° J s/m>. A comparacéo entre a simulagdo do modelo e os dados
experimentais obtidos no trabalho de Tarcha et al. (2015) no regime permanente e transiente sdo
feitas, respectivamente, nas figuras 5.1 € 5.2.
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Figura 5.1 — Curva de escoamento: comparagao entre os dados experimentais e a resposta do modelo
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Figura 5.2 — Testes de taxa constante: comparagao entre os dados experimentais e a resposta do modelo.

Os dados expostos na figura 5.1 foram obtidos a partir de aplicagoes de taxa de deformacgao
constante, com duragédo de trinta minutos. Na figura 5.2, sdo aplicados patamares de taxa de
deformagédo constante, com indicagéo da taxa ao lado da curva correspondente.

Nota-se que o comportamento das curvas obtidas a partir da simulagdo do modelo se aproximam
dos dados experimentais, especialmente para pequenas taxas de deformagcéo. E possivel visualizar
que para taxas de deformacgao maiores, as curvas experimentais se diferenciam significativamente
daquelas obtidas a partir da simulagdo do modelo no inicio do teste. A seguir considera-se os
resultados obtidos a partir da implementagao do algoritmo 1, explicitado no capitulo anterior.

5.1.1 Uma nova abordagem para o modulo de cisalhamento

O objetivo, nesta etapa da abordagem, é obter uma expressao para o0 médulo de cisalhamento
G () que minimize a diferenga entre os resultados obtidos a partir da simulagdo do modelo e os dados
experimentais. Considerando como estimativa, a priori, os par@metros explicitados anteriormente,
toma-se o problema 5: conhecidos os dados experimentais e os parametros nao associados com a
fungdo G()), i.e.,

70 0,09
« 15
K 0,11
wc = = ) (5 1)
1
Qo 9,59
S 5 x 10°

obtém-se as curvas G x A utilizando o algoritmo 1. Nas figuras 5.3 e 5.4, sdo apresentados 0s
resultados obtidos para testes de taxa de deformagéo de 105! e 100 s, respectivamente. E
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importante mencionar que, devido a alta sensibilidade do problema a perturbacdes dos dados
obtidos, nao foi possivel obter resultados consistentes para taxas pequenas de deformagao.

-0.88

-0.86

10 10

Figura 5.3 — Fungéo associada ao médulo de cisalhamento utilizando uma abordagem via problemas inversos,
4 =10s""1
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Figura 5.4 — Fungéo associada ao médulo de cisalhamento utilizando uma abordagem via problemas inversos,
4 =100s"1.

Verifica-se que as curvas obtidas nao correspondem com a proposta inicial para a fungédo do mé-
dulo de cisalhamento, G = Gy exp ': para A ~ 0,026, G cresce abruptamente, caracterizando uma
mudanga do comportamento viscoelastico para um comportamento viscoso; entretanto, para valores
maiores de A, G decai conforme X reduz. A partir destas caracteristicas, propde-se, preliminarmente,
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uma nova forma para o médulo de cisalhamento:

*

Gy = \GEexp ”; .

(5.2)

Prova-se, no apéndice C que esta proposta satisfaz os limites mencionados no capitulo 2. Considera-
se, na sequéncia, a obtencao dos parametros do modelo para esta nova abordagem.

5.1.2 Obtengéo de G; e m*

Os parametros nao associados a Gy (\) sdo fixados novamente, com o intuito de obter valores
de G{; e m* que mais aproximam a simula¢do do modelo dos dados experimentais. Definindo W
como na equacao (5.1), toma-se o problema 6, juntamente com o algoritmo 2 para sua solucao:
obter os parametros

m*

Go

w — EG ’ (53)

que minimizem a diferenga |77 — (W )|

. Os resultados obtidos e alguns parametros compu-
tacionais sdo apresentados na tabela 5.1: "lt."e "t"se referem ao nimero de iteragdes e o tempo
de processamento necessarios para a convergéncia, respectivamente e N,, € o nUmero condicao
associado a ultima iteracdo. Foi considerado cada teste individualmente (testes com taxa de defor-
macéo 107>, 1074,... 100 s~1), com N, = 1, e ao final (na Gltima linha), considerou-se a estrutura
multi-objetiva, de modo a considerar todos os testes simultaneamente, i.e. N. = 5. A mesma forma

de exposicao dos resultados foi utilizada nas tabelas 5.2 e 5.3. bgroup

Tabela 5.1 — Parametros computacionais associados ao algoritmo 2 para 6leo cru, com W e G definidos
nas equagoes (5.3) e (5.2).

4[5 I Neo AL t[s) I’ m* G;
10°  7,77-10°% 1,94-10* 77,34 14,93 0,0839 6,5125
1074 9,09-10°% 2,53-10* 469,25 10,28 0,1106  6,5175
107%  8,64-10°6 5,10-10* 1090,24 4,75 0,1240 6,5183
10 3,00-107° 2,72-10° 1862,08 21,18 —1,0986  6,5345
100 9,89-107° 7,25-10% 28127,77 132,37 12 —0,0746 6,5018
Multiobj. 2,27-106 18,02  3407,20 288,37 22 —0,1072 82620

O W W W

A tolerancia admitida para todos os testes foi ”fWWH” < 10~*. Para a solugéo das equacdes

diferenciais associadas, considerou-se discretizagbes temporais de A; = 1073 s para todos 0s

testes, exceto para o teste de taxa ¥ = 100 s~!, onde, devido a alta sensibilidade da solugdo em
relacdo a discretizacdo, utilizou-se A, = 1076 s.

O critério para a utilizacdo do método de Tikhonov/curva L foi definido conforme o estabelecido
no final do capitulo anterior: caso N, > €1, entdo 0 método seria utilizado. A priori, considerou-se
e; = 108. Embora, nas primeiras itera¢des, onde N, < 108, resultados consistentes para o passo
AW, tenham sido obtidos sem a utilizagdo de regularizagéo, nas iteragdes posteriores, nimeros
de condicdo elevados ( N, > 10%) foram observados e o método de Tikhonov/ curva L n&o pbde
contornar o mal condicionamento dos operadores tratados nestas iteragdes. Portanto, nao foi possivel
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convergir para uma solugao do problema, utilizando este critério. Neste sentido, foi feita uma analise
de ¢ tal que possibilitasse a convergéncia do problema, utilizando a regularizagdo para nimeros
de condicéo cada vez menores que 10%. Apds feita esta andlise, foi verificado a necessidade de
considerar a regularizagao em todas as iteragées em que N, > 10 e, portanto, 0 método de
Tikhonov/curva L foi utilizado nestas iteragdes para a obtengéo de solugdes consistentes.

Enfatiza-se que a minimizagéo objetiva foi feita considerando todos os testes com 0 mesmo peso,
i.e., foram considerados ¥; = 1, paratodo j = 1,2, 3...N,. Tal considerac¢édo é adotada em todo o
trabalho, tendo em vista que ndo assume-se que um teste deva ter mais influéncia na obtencao de
parametros que os demais.

Nota-se que, devido ao fato do algoritmo 2 ser feito para problemas irrestritos, os valores para
0s quais o método convergiu foram negativos e portanto inconsistentes. Logo, as restricdes de néo
negatividade devem ser consideradas, o que é feito a seguir.

5.1.3 Abordagem via variaveis de folga

O algoritmo 3 foi a forma utilizada para obter a solugdo do problema anterior, considerando
explicitamente as restricoes sobre os parametros do modelo. O problema 6 é considerado novamente:
obter W, que ajustam melhor o modelo aos dados experimentais. Os resultados e parametros
computacionais respectivos, utilizando a abordagem via variaveis de folga, sdo apresentados na
tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Parametros computacionais associados ao algoritmo 3, considerando dados de éleo cru com
G = A\Gjexp .

s IS Neo A t[s] I m* G;
1075 9,92-107° 4,98-102 0,56 2,31 2 1,03-10°% 6,5004
1074 3,87-107% 1,67-10° 0,54 4,89 6 9,13-107* 6,5386
1078 6,89-107° 9,29-10* 96,40 7,17 19 1,02-10"' 6,5386
10 9,21-107° 4,14-10% 0,24 19,19 1 1076 6,5000
100 3,29-107° 8,26-107 1,81 2525 2 880-107* 6,4993
Multiobj. 9,01-1075 9,26-107 4691,61 25,25 1 106 6,5000

A tolerancia admitida para todos os testes foi a mesma que anteriormente, i.e. ”fWWH” <1074,
exceto para o teste de taxa ¥ = 10~% s~! onde nao foi possivel obter uma converggncia para o
método utilizando tolerancias inferiores a 5 x 104 s~!: os parametros oscilaram em torno dos
parametros apresentados na tabela, mas ndo convergiram utilizando tolerancias inferiores. E valido
enfatizar que a discretizacdo temporal para a solucao das equacgdes diferenciais envolvidas, variou,
de modo a tornar a solugdo numericamente estavel e o tempo computacional curto: para testes com
taxa de deformacdo de 1072, 10~* e 1073, foram consideradas A; = 102 e para os outros testes,
considerou-se A; = 1074,

O critério para a utilizacdo do método de Tikhonov/curva L foi definido a priori, similarmente
ao caso anterior: ¢; = 10%. Entretanto, problemas semelhantes ao discutido anteriormente foram
encontrados: caso o método nao fosse considerado nas primeiras iteragoes, onde os nimeros de

condigdo eram baixos, entdo em iteragdes posteriores, nao foi possivel obter solugdes consistentes
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para operadores com numeros de condi¢ao altos. Foi feita uma andlise novamente considerando a
regularizacdo para numeros de condicdo cada vez menores que 10%: foi verificada a necessidade de
considerar a regularizacdo em todas as iteragcoes nas quais N., > 100.

O paréametro G{, nao variou significativamente em relag@o ao estipulado a priori, i.e. 6,5 Pa.
Entretanto, m* variou significativamente de um teste em relagdo aos outros: em testes de taxa
de deformacéo de 10~ e 10 s—!, os parametros foram préximos aqueles estipulados inicialmente
enquanto em outros testes, parametros de ordens diferentes foram obtidas. Utilizando a estrutura
multiobjetiva, na primeira itera¢do o critério de convergéncia ja havia sido satisfeito e portanto os
mesmos parametros iniciais foram obtidos. Nas figuras 5.5 a 5.9 sdo explicitadas as comparacdes
entre os modelos utilizando os parametros obtidos na tabela.
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Figura 5.5 — Comparacéo entre os dados experimentais e a resposta do modelo: m* = 1,03 -107% e
G§ = 6,5004.

As simulacdo do modelo explicitadas nas figuras 5.5, 5.6, 5.8 e 5.9 apresentaram melhor
correspondéncia com os dados experimentais em relacao a figura 5.7, como pode ser visto a partir
de uma inspecao das figuras 5.5-5.9. Dentre estas, a simulagao utilizando os paradmetros obtidos
a partir da estrutura multiobjetiva (m* = 1,00 - 107 e G{ = 6,5000, figura 5.9) possibilitou uma
maior correspondéncia com os dados experimentais, quando comparado ao modelo com a proposta
G = Goexp 5.

As curvas L obtidas na ultima iteragéo para cada teste (N, = 1) sdo expostas nas figuras
5.10a-5.10e, e na figura 5.11f, a curva L obtida utilizando a estrutura multiobjetiva é apresentada
(N = 5).

Nota-se, a partir dos nimeros de condi¢do da tabela 5.2 e das figuras 5.10a-5.10f, que para
os testes com nimeros de condicdes mais elevados (de ordem maior ou igual a 10%) o formato em
"L"das curvas se tornam mais acentuado. Tal comparacao fica evidente ao averiguar a diferenga
entre a curva da figura 5.10a (menor nimero de condi¢éo, de ordem de grandeza 10?) e da figura
5.10d (maior nimero de condicéo, de ordem de grandeza 10%). Na subsecao a seguir, os parametros
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Figura 5.6 — Comparagdo entre os dados experimentais e a resposta do modelo: m* = 9,13 -10~% e
G = 6,5386.
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Figura 5.7 — Comparacdo entre os dados experimentais e a resposta do modelo: m* = 1,02 -10"! e
G§ = 6,5386.

W . ndo sdo mais considerados fixos e portanto séo considerados juntamente com Gj; e m* para a
minimiza¢do da diferenca entre a resposta do modelo e os dados experimentais.

5.1.4 Considerando todos parametros do modelo

O algoritmo 2 foi utilizado nesta etapa do trabalho, considerando todos os parametros do modelo,
i.e., com
W=[n o k 8 az ¢ m* Gj|". (5.4)
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Figura 5.8 — Comparagdo entre os dados experimentais e a resposta do modelo: m* = 8,80 - 107 e
G4 = 6,4993.
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Figura 5.9 — Comparacéo entre os dados experimentais e a resposta do modelo: m* = 1,00 - 107% e
G§ = 6,5000.

Como mencionado, o algoritmo pode ser utilizado de forma similar a anterior para este problema.
E necessario enfatizar que o método utilizado, ndo considera explicitamente as restricées de ndo
negatividade do problema, como no caso dos algoritmos 3 e 5. Em todos os testes, o critério de
convergéncia, ”%” < 1074, foi satisfeito na primeira iteracdo e portanto os parametros obtidos,
utilizando o novo formato G, foram: 59 = 0,09 Pa.s, a = 15, ag = 9,59, k = 0,11 J/m3 , B =1,
m* =1075 G} = 6,5 Paes =5 x 105 J s/m>. Os parametros computacionais sio representados
na tabela 5.3, no mesmo formato que anteriormente para este problema. Para todos os resultados

obtidos, foi considerada a discretizagao temporal A; = 10~2 s na solugéo das equagdes diferenciais
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Figura 5.10 — Curvas L obtidas a partir do algoritmo 3, via variavel de folga para testes de taxa de deformacao
constante: G = G\ exp (mT)

obtidas.

Foi feita uma analise, novamente, considerando a regularizagdo para numeros de condigio cada
vez menores que 10%, tendo em vista que utilizando este critério, ndo foi possivel obter solucdes
consistentes devido aos problemas mencionados para os dois casos descritos anteriormente. A partir
desta andlise, verificou-se que era necessario considerar ¢; = 109, i.e. que o método de Tikhonov/
curva L fosse utilizado nas iteracdes de Newton em que N, > 10°.

As curvas L obtidas, considerando individualmente cada teste (V. = 1), sdo vistas nas figuras
5.11a a 5.11e. A curva associada a minimizagao multiobjetiva € apresentada na figura 5.11f.

O formato da curvas 5.11a a 5.11f difere dos resultados expostos nas figuras 5.10a a 5.10f, pois
aparentam ter mais de uma quina. Em outras palavras, existem mais de uma regido com elevada
curvatura em cada curva, fazendo com que, possivelmente, o critério de curva L retorne parametros
de regularizagao ndo proximos ao parametro 6timo, i.e., que minimiza as duas parcelas de erros
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Tabela 5.3 — Pardmetros computacionais associados ao algoritmo 2 com dados de éleo cru, considerando W
definido na equagéo (5.4) e G = AG{ exp “5-.

s AN, X s
107° 2,49-107¢ 3,93-10% 0,3125 17,4255
1074 6,53-107% 3,92.10% 1,7999 12,1981
1073 1,69-1077 2,11-10*  686,9803 95,4354

10 7,83-107% 3,75.107 21,8151 3, 1493
100 3,69-107¢ 5,11-107 58, 8218 2, 5480

Multiobjetiva 9,39-107% 2,02-107 25069, 7863 45,2883

associadas ao método de Tikhonov: || AW || e || AAW — b||. Entretanto os resultados apresentados
sdo consistentes pois apresentam baixo erro relativo (| AV||) e os resultados da simulagéo, vistos
na figura 5.9, sdo consistentes quando comparados com os dados experimentais.

Importante mencionar que o resultado, utilizando a estrutura multiobjetiva, obtido na segéo
anterior e os resultados obtidos nesta seg¢do coincidem: os mesmos parametros foram obtidos.
Portanto, a comparacao dos dados experimentais com o modelo, simulado a partir dos parametros
obtidos nesta secao, seria a mesma que aquela apresentada na figura 5.9. Tendo em vista que
ambos os resultados associados a nova proposta G para o médulo de cisalhamento coincidem,
compara-se a simulagdo do modelo utilizando esta fungdo com a simulagao a partir da fungao
definida a priori G(\): expde-se nas figuras 5.12a a 5.12e, para cada teste de taxa de deformagéo
constante, a solugao das equagdes do modelo utilizando G e G e os dados experimentais.

E perceptivel que o novo modelo para o médulo de cisalhamento apresenta resultados mais
préximos com os dados experimentais: para pequenas taxas de deformagao, a resposta do modelo
utilizando ambas as propostas para o médulo de cisalhamento sdo aproximadamente as mesmas, o
que corresponde a uma significativa correspondéncia com os dados experimentais; entretanto, para
taxas maiores, a proximidade da resposta do modelo, utilizando a fungdo GGy € mais préxima que
utilizando a fungéo G. Nas figuras 5.13a-5.13d sdo comparadas as fungdes G(A(t)) e Gn(A(t)) em
relagcdo ao tempo e ao parametro estrutural para os testes de taxa de 10 e 100 s~ .

A resposta de ambas as funcdes sao explicitamente diferentes durante todos os instantes de
tempo: a fungcéo G é praticamente constante com valores proximos de Gy =~ 6, 5; ja a fungdo Gy
possui valores ja pequenos no comego do teste, devido a quebra quase instantanea da microestrutura
no inicio do teste' e ao final do teste com 4 = 100 s~!, um decaimento significativo é visto.

Os resultados expostos nas figuras 5.12a a 5.13c, corroboram, juntamente com os resultados
apresentados nas figuras 5.3 e 5.4, para o argumento de que o modelo de Azikri de Deus et al. (2016)
seja utilizado modificando a fungdo G(\) = Goexp § para Gy (A) = AGoexp §. Para averiguar
se 0 modelo juntamente com a nova fungéo representam outros comportamentos associados a
materiais tixotrépicos, analisa-se os resultados utilizando dados de outro material submetido a um
diferente teste reoldgico.

' Para mais detalhes, pode-se observar as discussdes sobre o inicio dos testes de patamares de carga de

cisalhamento vistas no trabalho de Silva et al. 2014
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Figura 5.11 — Curvas L obtidas a partir do algoritmo 2, considerando todos os parametros do modelo para
testes de taxa de deformagao constante: G = G§ A exp (mT)

5.2 Fluido de perfuracao

A robustez do modelo é verificada, utilizando, como mencionado no comeco do capitulo, dados
associados a testes de tensao constante aplicados sobre uma amostra de fluido de perfuragdo. Com
0 intuito de atribuir um maior grau de liberdade para a funcéo associada ao médulo de cisalhamento,
assume-se a forma

G(\) = NG exp % (5.5)

onde Gy, ¢ e m séo parametros positivos. A forma do mddulo de cisalhamento adotado anteriormente,
€ um caso especial da forma proposta na equagéo acima, onde ¢ = 1. Para se aproximar da analise
anterior, considera-se como estimativa inicial ¢ = 1.

Utilizando consideragdes fisicas analogas aquelas utilizadas para o teste de taxa constante
com éleo cru (apresentado anteriormente), obtém-se como estimativa inicial para os parametros do
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Figura 5.12 — Comparagao entre resultados experimentais e simulagdo do modelo, considerando Gy : y =
1075571,

material: 79 = 4,0000 x 1072 Pa.s, o = 10,7000, as = 8,9300, x = 27,0000 J/m?3 , 8 = 5,0000,
m = 1,0000 x 1072, Gy = 200,0000 Pa e ¢ = 100,0000 J s/m3, K7, = 100,0000 Kg m 'K le
¢ = 1,0000. Os resultados da simulagdo do modelo utilizando estes par@metros juntamente com a
definicdo (5.5) s&o apresentados nas figuras 5.14 e 5.15, para o regime permanente e transiente,
respectivamente. Os dados apresentados na figura 5.14 sao aqueles obtidos no Ultimo instante de
tempo nos testes apresentados nas figuras 5.15a a 5.15d.

O modelo pode representar de maneira consistente o comportamento do material, embora
possua resposta mais abrupta perto da regido com maior taxa de deformacgao ao final do teste.
Portanto toma-se os parametros considerados para as simulagdes apresentadas nas figuras 5.14
e 5.15 como uma estimativa inicial consistente. O passo seguinte € minimizar a diferenca entre a
resposta do modelo e os dados experimentais, i.e. minimizar ||7"? — (W )||*. Portanto, considera-
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Figura 5.13 — Comparagao das fung¢des relacionadas ao médulo de cisalhamento.
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Figura 5.14 — Comparagao entre a resposta do modelo e dados de teste de tensao constante aplicado sobre
fluido de perfuragado: regime permanente.

se 0 problema 7 novamente: obter os parametros do modelo

W=np arf ascm Gy K C]T

(5.6)

que minimizem a diferenga entre a resposta do modelo e os dados experimentais. A priori, considerou-
se 0s algoritmos 2 e 3 para a solugao deste problema. Entretanto, quando um ou mais parametros
assumiram valores negativos, solugdes inconsistentes foram obtidas. Neste sentido, adotou-se o
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Figura 5.15 — Comparacgao entre a resposta do modelo e dados de teste de tensao constante aplicado sobre
fluido de perfuragédo: regime transiente.

método de conjunto ativos, tendo em vista que com este método, busca-se que, em cada iteragao,
as restricdes do problema nao sejam violadas. Considerou-se o algoritmo 5 utilizando a estrutura
multiobjetiva, para obter os parametros do modelo: sdo mostrados na tabela 5.4 os resultados

associados as iteragdes do algoritmo. A tolerancia admitida foi de H%” <1075,

Tabela 5.4 — Parametros computacionais associados as ultimas iteragdes do algoritmo 5, considerando W
definido na equagéo (5.6) e dados de fluido de perfuragdo: G = \* G} exp X

lteragio IS Neo AL
6,81 x 107° Inf. 278293, 4
1 4,46 x 10 Inf. 206898, 4
2 2,88 x 107% 4,27 x 10%®  198248,5
3 8,17 x 1076 Inf. 173790, 3

E importante mencionar que embora das 4 iteragdes feitas, 3 apresentaram niimero de condicdo
infinito, o método de Tikhonov/curva L utilizado em todas as iteragdes possibilitou a obtencao de
solugdes matematicamente consistentes. Os parametros obtidos na ultima iteragao foram 7y =
5,4739 x 1072 Pa.s, a = 10,6808, ap = 8,9345, k = 27,0000 J/m3 , B = 5,0053, m = 9,9771 x
1073, Gy = 200,0000 Pa e ¢ = 100,0000 J s/m3, K;; = 100,0000 Kg m 'K~ e ¢ = 1,0000.
E importante notar que, embora a introdugdo de um novo parametro ¢ na equagao (5.5) tenha
sido feita provendo maior grau de liberdade para o problema, os resultados evidenciam que tal
parametro ndo se modificara substancialmente. A comparagao entre a simulagao utilizando estes
parametros e os dados experimentais é explicitada na figura 5.17. A solugdo apresentada possui
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Figura 5.16 — Comparagao entre a resposta do modelo e dados de teste de tensao constante aplicado sobre
fluido de perfuragdo: regime permanente..
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Figura 5.17 — Comparagao entre a resposta do modelo e dados de teste de tensao constante aplicado sobre
fluido de perfuragéo: regime transiente.

uma correspondéncia um pouco maior em relacdo aos dados experimentais quando comparada
aquela relacionando os parametros referente a estimativa inicial. A seguir, algumas comentéarios sao
feitos em relagéo aos resultados obtidos neste capitulo.
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5.3 Conclusoes dos resultados obtidos

E possivel afirmar, a partir dos resultados expostos, que o objetivo do trabalho foi alcangado:
uma nova proposta para o médulo de cisalhamento foi obtida, utilizando dados de testes reoldgicos.
Pode-se concluir que:

1. A nova forma para a fungéo associada para o0 médulo de cisalhamento G(\) = A\*Gp exp %
foi obtida através da solugao de um problema inverso, utilizando dados experimentais de 6leo
cru;

2. Sobre a minimizacao multiobjetiva juntamente com o método de Tikhonov/ curva L, para a
determinacao dos parametros do modelo:

a) Apresentou resultados consistentes para a obtencéo de todos os parametros do modelo
para o teste com éleo cru; a mesma abordagem, considerando restricdes por meio das
variaveis de folga, resultou em parametros consistentes, quando considerados fixados
os parametros W ;

b) O método possibilitou a obtencao de uma solugéo para os problemas com operadores
mal condicionados, embora valores elevados do nimero de condigdo tenham sido
observados;

c) A solucéo possibilitou a obtengéo de solugdes consistentes, que pudessem melhorar as
curvas obtidas na estimativa inicial;

3. O modelo considerando o novo médulo de cisalhamento resultou em solugdes consistentes
para o fluido de perfuragédo sob teste de tensdo constante e para teste de taxa de deformacéo
constante aplicados sobre éleo cru.



83

6 Consideragoes finais

O principal objetivo do presente trabalho foi obter uma forma para a fun¢@o associada ao médulo

de cisalhamento de um modelo associados a materiais tixotrépicos, a partir de dados experimentais

de testes reoldgicos. Alguns aspectos em relacao ao trabalho podem ser mencionados:

Vi

Vii

viii

Xi

Xii

Uma revisdo dos aspectos associados a modelagem e ao fendmeno de tixotropia foi feita;

A abordagem utilizada foi definida via problema inverso, utilizando o modelo proposto por
Azikri de Deus et al. (2016);

Discutiu-se a insergao do médulo de cisalhamento em modelos tixotrépicos adaptados de
classicos viscoelasticos de forma que foram mencionados alguns modelos desta classe e
descreveu-se a abordagem apresentada por Azikri de Deus et al. (2016);

A teoria de problemas inversos foi sucintamente descrita e revisou-se a utilizagdo das técnicas
associadas empregadas em aplicagdées na engenharia;

O método de Tikhonov e o critério curva L, foram explicitados e exemplos da aplicagdo em
problemas de engenharia foram mencionados onde definiu-se que os problemas mal postos
do trabalho serao tratados utilizando estas técnicas;

Discutiu-se sobre a decomposi¢cdo em valores singulares e sua relagdo com o método de
Tikhonov;

A implementagao computacional foi definida, onde considerou-se a regularizagao Tikhonov
juntamente com o critério de escolha de parametros curva L na solugdo de problemas com
matrizes mal condicionadas;

Os problemas posteriormente resolvidos no trabalho foram formalmente definidos e os algorit-
mos para a obtencéo da solucgéao, definidos.

A partir de dados experimentais e da abordagem numérica formalizada no capitulo 4, obteve-se
uma nova forma para a fungéo associada para o médulo de cisalhamento; tal forma possibilitou
uma melhor representacdo dos dados experimentais quando comparada com os resultados
obtidos utilizando a fungéo G definida a priori;

A minimizagdo multiobjetiva juntamente com o método de Tikhonov/ curva L apresentou
resultados consistentes para a obtencao dos parametros do modelo;

A consideragao de restrigcdes por meio de variaveis de folga e do método de conjuntos ativos,
possibilitou a obtencao de parametros que aproximassem a resposta do modelo aos dados
experimentais;

O modelo considerando o novo médulo de cisalhamento resultou em solugdes consistentes
para o fluido de perfuracéao a base de éleo sob teste de tensdo constante;
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Pode-se concluir, de maneira geral, que o objetivo do trabalho foi atingido tendo em vista que foi
obtida uma fungao para o médulo de cisalhamento que possibilita a representagdo do comportamento
dos dados experimentais, de forma a minimizar as diferencgas entre a resposta do modelo e os dados
obtidos.

A abordagem utilizada pode ser adaptada de formas diferentes. Sugere-se que, para trabalhos
futuros, a metodologia apresentada neste trabalho possa ser adaptada de modo a:

i Obter as fungbes associadas aos coeficientes de viscosidade;
i Obter as fungbes associadas a propriedades de outros modelos constitutivos;
iii Considerar outros métodos para a solugéo dos problemas mal postos associados;

iv Considerar modelos com mais de um parametro estrutural na abordagem.
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APENDICE A — Analise funcional:
resultados basicos

Sao utilizados ao longo do capitulo 3 resultados associados a analise funcional. A seguir,
enuncia-se alguns resultados e definicbes importantes, necessarias para discussoées relacionadas a
problemas inversos.

Os teoremas, lemas e corolarios mencionados foram retirados do livro de Lebedev et al. (2003),
onde tais resultados sédo provados. Ao longo deste apéndice, os resultados correspondente ao livro
sd0 mencionados entre parénteses, para que o leitor possa verificar suas provas. E necessério enfa-
tizar que outras referéncias apresentam resultados semelhantes, podendo eventualmente abordar
as provas de maneira distinta (KREYSZIG, 1989; TINSLEY; F, 1996).

A.1 Introducao a operadores

Primeiramente, considera-se algumas definicdes basicas associadas a operadores.

Definicao A.1. (operador continuo) Sejam X,Y espacos métricos e A um operadorde X emY . O
operador A é dito continuo em xy € X se, dado € > 0, existe um § > 0, dependente de ¢, tal que se
d(x,z0)x < 9, entdo d(A(z), A(xo))y < €'. Se A é continuo em todos os pontos de um conjunto
aberto M C X, entéo é dito continuo em M.

Definicao A.2. (operador linear) Sejam X,Y espagos normados lineares e A é um operador de X
emY . A é dito linear se seu dominio é um subespago linear de X e, para todo x1,xz2 € D(A) e todo
a, b €K,

Alazy + pra) = aA(z1) + BA(x2). (A1)

A imagem A(z), para um operador linear, é usualmente escrita como Ax.

O resultado seguinte explicita que um operador continuo pode ser limitado e, a partir deste
resultado define-se norma do operador.

Teorema A.1. Seja A um operador linear de um espago normado X em um espago normado linear
Y. O operador A é continuo em D(A) se e somente se existe uma constante c, tal que, para todo
x € D(A), tém-se

1Az]| < c|a]. (A2)

A norma de A, denotada por ||A||, é definida

Ax
4= sop {1220 (A3)
sen(a) L llzllx

! A métrica entre dois elementos z1, 2o de um determinado métrico Z é denotada por d(z1, z2)z. Analoga-
mente, a norma do elemento w; de um espago normado linear W é ||w;||w e o produto interno definido
no espaco de Hilbert H (-, ) p.
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Demonstracdo. Teorema 2.9.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

A.2 Aproximacao em espacos lineares

A projecao dos elementos de um espacgo de Hilbert em outro e a decomposi¢éo dos elementos
em componentes ortogonais entre si sdo aspectos importantes, no contexto de problemas inversos.
E possivel provar o seguinte

Teorema A.2. Seja H um espaco de Hilbert e M C H um subespago fechado. Entao existe um
subespaco fechado N C H, ortogonal a MP, tal que H tem uma decomposicdo ortogonal em M e
N, i.e. um elemento qualquery € H pode ser unicamente representado como

y=m-+n,me M,n e N. (A.4)

Demonstracdo. Teorema 4.3.2 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

O seguinte teorema é fundamental pois estabelece, sob determinadas condig¢des, a unicidade de
equacdes frequentemente encontradas em problemas de minimizagéo.

Teorema A.3. Seja H um espaco de Hilbert tal que x € H e M C H seja um espago convexo
fechado. Existe um dnico elemento y € M que minimiza o funcional F(y) = ||y — x|| em M.

Demonstracdo. Teorema 4.3.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O
Algumas definigbes fundamentais associadas a espago de Hilbert sdo mencionadas.

Definicao A.3. (Base) Seja X um espaco linear normado. Um sistema de elementos g1, g2, ... € X
é dito ser base para X se qualquer elemento x € X tem uma representacdo unica

T = Zak9k~ (A.5)
k

com cy, escalares, i.e. se x, =Y . argy entao ILm |z — x| = 0.
n—oo

Definicdo A.4. (Sistema completo) Considerando X definido anteriormente, se g1, g2,... € X é
um sistema contavel e, para todo x € X e qualquer ¢ > 0, existir uma combinagéo linear de g;, tal
que

<€ (A.6)

oo
r = Brok
k

entdo g1, g2, ... formam um sistema dito completo.

2 Paraquaisquerm € M en € N, (m,n)yg = 0.
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Definicao A.5. (Sistema ortonormal) Seja H um espaco de Hilbert. Um sistema de elementos
{g9x} C H é dito ser ortonormal se, para todos os inteiros m,n

0, m#n
(Qm, gn) = 5mn = 1 . (A7)
, m=n

O seguinte resultado relaciona bases e sistemas completos ortonormais.

Teorema A.4. Seja H um espaco de Hilbert. Se H tem um sistema completo ortonormal {gi.} C H,
entao é base para H. Qualquer elemento f € H tem uma representacdo tnica

F=Y" argr, (A.8)
k=1

chamada de série de Fourier para f. Os numeros oy, = (f, gi) sdo ditos coeficientes de Fourier de

f.

Demonstracdo. Teorema 4.5.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

A.3 Operadores lineares

Denomina-se B(X,Y) como o espago linear normado, cujos elementos séo operadores lineares
continuos tal que D(A) = X e R(A) C Y. A norma neste espago ¢ definida por A.3 (ver Lema 5.1.1
de Lebedev et al. (2003) e comentarios anteriores ao Lema). O seguinte teorema descreve como um
operador pertencente a este espacgo pode ser estendido

Teorema A.5. Seja A um operador linear cujo dominio D(A) é denso em um espago normado
X, cuja imagem esta contida em um espacgo de Banach Y, e que é limitado (continuo) em D(A),
i.e. para todo x € D(A), existe ¢ > 0 que satisfaz a equagdoA.2. Entao havera uma extensao ou
continuacao de A para X, denotado por A., tal que

1. A. € B(X,Y),

2. Aex = Ax, para todo x € D(A),

3. || Acl| = || Al

Demonstracdo. Teorema 5.2.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O
Fundamental para o tratamento de problemas inversos, é a definicdo de operador inverso.

Definicdo A.6. Seja X,Y espacos normados lineares e A um operador de X emY . Se para todo
y € Y existe ndo mais que um x € X tal que Ax = y, entdo A é dito ser um operador um para um.
Neste caso, a correspondéncia de'Y para X define um operador; tal operador é denominado inversa
de A, denotado por A™'.

Segue imediatamente da definicao o
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Lema A.1. O operador A~! existe se e somente se a equacdo Ax = 0 tem a Unica solugdo = = 0.
Se existir, A~ é linear.

Demonstragdo. Assume-se que A~ e 0 # 2 € X existem, tal que Az = 0 e A é um operador linear
qualquer. Considerando um elemento qualquer w € X, entdo w + = € X, pois X é linear. Como
o operador é definido para todo o dominio, existe y € Y tal que Aw = y € Y. Da linearidade do
operador A, segue que A(x + w) = Az + Aw = Aw = y. Tal resultado contradiz o fato de que,
como A~! existe, A deve ser um para um. Portanto, se A~! existir e Az = 0, entdo = = 0.

Por outro lado assume-se que, se Az = 0, entdo x = 0. Supde-se que existe um y € Y, tal que
y=Azey= Av.Logo,y —y =0 = Az — Av. Como A é linear, entdo, Az — Av = A(z —v) =0 e,
portanto, z — v = 0. Logo v = z e, consequentemente, ha apenas um elemento de v € X tal que
y = Av, i.e. A é um para um. Da Definicdo A.6, A~! existe.

Suponha que A~ ! existe e A~ (y +u) # A~y + A~'u, onde y,u € Y. Logo, existem apenas
trés elementos =, v, w € X tais que Ax =y + u, A(w) =y, A(v) = u, onde x # w + v. Entretanto,
Ar = Aw + Av = A(w + v) e portanto, A(x —w — v) = 0. Como deduzido anteriormente, se A1
existe entdo A(x — w — v) = 0 implicaem z — w — v = 0 e, portanto, x = v + w, 0 que é uma
contradi¢do. Logo, se A~ existir, entdo sera linear. O

E possivel deduzir, usando do Lema A.1, o seguinte

Teorema A.6. O operador A~! é continuo (limitado) em R(A) se e somente se existir uma constante
¢ > 0, tal que, se x € D(A), entdo
[Az]| > cf|=]]. (A.9)

Demonstragdo. Teorema 5.3.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

Os teoremas a seguir sao fundamentais para verificar casos em que operadores compactos sao
mal postos impondo condi¢des sobre a inversa

Teorema A.7. (Teorema de mapeamento aberto de Banach) Sejam X eY espacos de Banach
e seja A um operador linear continuo A de X emY, tal que Y = R(A). Entdo A mapeia conjuntos
abertos de X em conjuntos abertos de 'Y .

Demonstracdo. Teorema 5.3.3 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003) apud (FRIEDMAN,
1970). O

Teorema A.8. Sejam X e Y espacos de Banach e seja A um operador linear continuo um para
um, de X emY, tal que R(A) = Y. Entdo A~! é um operador linear continuo de Y em X, onde
D(A)=X.

Demonstragdo. Teorema 5.3.4 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

Enuncia-se a definicdo de operador adjunto e autoadjunto e o nucleo de operadores.
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Definicao A.7. (Adjunto e Autoadjunto) Seja A um operador continuo de H; em H,. Seja F(r) =
(Az,y)y,, para umy € Hy fixo. F(x) € um funcional linear limitado em H,. Pelo teorema da
representacdo de Riesz(Teorema 4.3.2 de Lebedev et al. (2003)), existe um elemento f € H;
definido unicamente por F' que satisfaz

F(z) = (Az,y)m, = (2, f)m, - (A.10)

(Adjunto e Autoadjunto)A correspondéncia y — f define um operador A* de Hy, em H; tal que
f = A*y.A* é denominado o adjunto de A. Nota-se que (Ax,y)u, = (v, A*y)y,. Se Hi = Hy = H
e A = A* entdo A é dito autoadjunto.

Definicao A.8. Seja H1,H, espagos de Hilbert e A € B(H;, Hs). O nicleo de A, denotado por
N(A) é o conjunto de = € H, tal que Ax = 0 e N(A)* denota seu complemento ortogonal.

Um resultado conectando o range/nicleo de um operador, com o nucleo/range de seu adjunto é
o

Teorema A.9. Sejam H,, H, espacos de Hilbert e A ¢ B(Hi, H»). Entdo segue que R(A)* =
N(A%), R(A*): = N(A), R(A) = N(A*)L e R(A)* = N(A)L.

Demonstragdo. Teorema 5.5.1% (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

A.4 Operadores compactos

Operadores compactos sao importantes para demonstrar possiveis problemas mal-postos. A
seguir, define-se um operador compacto.

Definicao A.9. Sejam X,Y espacos lineares normados. Um operador A de X emY é dito compacto
(ou completamente continuo) se mapeia conjuntos limitados de X em conjuntos compactos* deY'.

Menciona-se alguns resultados basicos associados a estes operadores.
Teorema A.10. Um operador compacto linear é continuo.
Demonstragdo. Teoremas 6.5.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

Teorema A.11. Sejam X,Y espacos normados lineares e A um operador compacto linear de X em
Y e que R(A) =Y. Se A tem uma inversa limitada A~* emY , talque D(A™') =Y e R(A™}!) = X,
entdo X é um espaco de dimensé&o finita.

Demonstracdo. Teoremas 6.5.4 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

Um resultado imediato do Teorema A.11, é o

3 Aprovaque R(A)*t = N(A*) e R(A*)* = N(A) nao é vista no teorema, mas é consequéncia direta do
resultado e da definicdo de espagos ortogonais.

Um conunto S tal que toda cobertura de .S por uma cole¢édo de conjuntos abertos {O;} tem uma sub
cobertura finita; ver Lebedev (2003) para mais detalhes.
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Corolario A.1. Se X,Y sio espacos de Banach e X possui dimens&o infinita, entdo um operador
compacto linear A de X emY, tal que R(A) seja fechado, ndo tem uma inversa limitada.

Demonstragdo. Corolario 8.2.1 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O

O seguinte resultado impde, sob certas condigbes, restricdes na imagem de operadores em
espacos de Hilbert.

Teorema A.12. Seja A um operador compacto do espaco de Hilbert Hy no espaco de Hilbert H.
Se R(A) é fechado entdo possui dimens&o finita.

Demonstracdo. Teoremas 6.6.3 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O
O seguinte resultado é importante no contexto da decomposicao em valores singulares.

Corolario A.2. Seja A um operador linear continuo de um espacgo de Hilbert Hy em um espago de
Hilbert H». Se A é compacto, entdo AA* e A* A sdo operadores lineares compactos autoadjuntos.

Demonstracdo. Secgéo 6.6 do livro de Lebedev et al. (2003). O

A.5 Autovalores e operadores autoadjuntos

Menciona-se um resultado associando teoremas da secado A.3 e da secao anterior, fundamental
para a decomposi¢cdo em valores singulares.

Teorema A.13. Um operador B compacto autoadjunto ndo nulo em um espaco de Hilbert H tem
uma sequéncia finita ou infinita de autovetores ortonormais(correspondentes a autovalores ndo
nulos) completos em R(B), i.e. para todo f = Bh a igualdade de Parseval

FHEDNEDE (A.11)
k

é satisfeita.

Demonstracdo. Teorema 7.5.2 (LEBEDEV; VOROVICH; GLADWELL, 2003). O
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APENDICE B — Solugdo numérica do
problema 5

Resolver o problema 5 é resolver o seguinte sistema para G;:

ke (12 ) = 2w+ 2 (1208 o R
n 4(m)éi(mz)i %) '

(‘2) - 1 [m — )P = (KA85; + T“p)mz] : (B.2)

(1); = Mo exp(az;), (B.3)

(mv); = no exp[(@)Ai] — (1), - (B.4)

onde abrevia-se (-)(t;) = (-),. Os termos 7, e %; s&o obtidos a partir da discretizagdo numérica de
7" e #4;, 0 que sera discutido em outro relatério.
Neste relatério descreve-se dois métodos possiveis de resolver o sistema de equagbes acima:
Euler backward e forward.

Reescreve-se a equacao constitutiva:

A exp Gz Gz E‘Z

il — B~ =C;— D; i B.
a t &2 C e e (B.5)
onde
A; =2 (ny)i%iexp (B.6)
By =2(n,), 77" (B.7)
Ci =2 ((m); + (u);) ¥ (B.8)
D;=4 (nu)i (nu)i Vi (B.9)
By =4(ny); () % + 4 () ; (), ¥ (B.10)
Divide-se todos os termos por 2 (1, ),, tal que
A, er ' Gi K,
= B—=-D,— 4+ — B.11
G tOim i T PTG, (B.11)

onde

’

A = 7P (B.12)

7 (2
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B, = 1 (B.13)
e ()
C; = —b— — (14 —H1)4 (B.14)
2 (771/)@ (771/)1'
D; =2(n,), i (B.15)
By =2 (), 4 + 2 (), 5. (B.16)
Manipulando B.11:
A;Gz + C;Glz — fngvZ = —D;Gz + E;Gz (B.17)
(B; — D))Gi = (4; — E})G; + C;G} (B.18)
) S AYeR Rez
G, = Ef)GlfCZGZ (B.19)
Bi — Di
B.1 Backward
Neste caso: oG
Gy = —+— "=t (B.20)
t;y —ti—1
e portanto
) "_ENG. "2 .
¢~ W -B)Gi+CG _ Gi—Gia B21)
Bi — Di t; —ti—1
" ENG. "2 ey
(4= B)Gi + GG} _ Gi—Gi 6.2
Bi — Dz t; —ti_1
A, — E, C; G Gi_
LG+ G = - ! (B.23)
BZ» — Di Bi — Di t; —ti—1 t; —ti1
Cl Az - Ez 1 Gi,1
7 t /C"Y2 7 7 Gz — = 0 824
Bi_Di Z—i_(BZ»—DZ- ti—ti_1> +ti—ti_1 ( )

Portanto (z; é encontrado resolvendo a equacao de segundo grau acima. Trés pontos sdo fundamen-
tais:

- Como hé duas solugdes, escolhe-se a mais préxima de G;_1;

- Nota-se que no primeiro instante 7** — 2 (1), %1 = 0. Este problema é evitado, tendo em vista
que o primeiro instante ;" e 2 (nu), 1 n&o entram no equacionamento acima.

- A equagdo pode ser considerada vélida para i = 1. Nesse caso, como 717 — 2 (1,), 1 ~
0,entdo B, ~ D/ e

(A} - E})Gy = —C,G} (B.25)

S

—L G2 B.26
e (B.26)

Gy =
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B.2 Forward

Neste caso: o o
Gy = AL T (B.27)
liv1 — t;
e portanto
Gi _ (Az — EZ/)Gl —l/— CZGZQ _ Git1 — G (B.28)
B, - D, tiv1 —t;
A —E ' , .
ey G GG 829
B, - D, B, - D, tiv1 — b Tiy1 — ¥
‘ A —E 1 !
Gin_ _ (AL Gi+ =G (8.30)
ti+1 t; Bi — Di ti+1 —; Bi — Di
A~ E C
Giv1 =G+ (tip1 — ti) (BE—DE) Gi+ (tip1 — ti)ﬁG? (B.31)
Métodos de regularizagdo podem ser utilizados para resolver o problema de 717 — 2 (Nu); 71 =~ 08,

/

’
consequentemente, B, ~ D;.
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APENDICE C - Limites de uma proposta

para G(\)

As condigdes que G deve satisfazer sao:

lim G(\) = o0
A—0
e
.G
i a4 =0

Com G = GoXexp(}), tém-se que, expandindo a exponencial em série

: : — 1 /m\k
fmew = fmend i (5) =
e PR
G N
/l\li%@ A) = r—0 G2
] ; ] (GO exp(%) Go/\Q)\exp(%)) A
lim Gz () = limy G2 ’
. G . (1 — %) Go exp(%))\
=1

,l\li% G? A AD0 G? ’
] (1 — m) Go exp(m))'\

lim —(\) =1 2 A
iy e () = Jim e exp(2%)

e (1-2)A
lim = (A) = lim = A"
A0 GQ( ) A0 GoA? exp()
G 1 (1-72)
im —(\) = lim = |k(1 = AP — 79| =——— 2L
;\g% G? ®) S0 ¢ [K( V- ] GoA2exp()’
— )P — 15 1 k(1 —=X)P
lim —5(A) = lim 11 =N —7m9A+m7y 1 &( ‘ ) 77:} 7
=0 G A—0 G GoA? exp(q) ¢ GoA3exp()

11 =N =mA+mréy 1 s(1=N)°m
GoA? exp() ¢ GoA3exp(§)’

lim — (\) = 1
,\IL%GQ()\) Ali%g

1e(1=NP —=mA+mry 1 k(1= A)m
S GoA? exp(5) s GoAPexp('y)

Jim =5 (A) = lim,

=0.

(C.10)

(C.11)

(C.12)
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APENDICE D - Deducio das condicdes
de contorno iniciais

Sao deduzidas as condigbes de contorno para o instante de tempo ¢t — 0,.. Primeiramente,
considera-se o teste de taxa de deformacao constante. Em seguida, o caso para o teste de tensao
constante é analisado.

D.1 Teste de taxa de deformagao constante

Considera-se a equacéo constitutiva 2.27. Multiplicando ambos os lados por %

e o, G G 2, G i | . G Ay,

1-— = lop,+2[1- =22 — D.1
T+2ny< G2>T o | ( G2>77“+ ¢ |7y, e O
, G G G G .G Ay | . G oAnm

- - 2 v 2 - B D.2
T+ <277u 2n, G2 ) T 2y My + 21, G2 + a v+ 2y G Y (D.2)

. G G G . . 4771/nuG . 47]1/77./1 . ] G 4771/77/1« .o
— — )= 2 My — — D.3
T+ (277” G) e R e R ] I T AL (D.3)

G G . Ay G A Anuny
— ——Z|r= 2, + 20,y — . D.4
r+<2ny G) S, |2 Y T T e e (D.4)
Nota-se que
20,5 | 2n,Y =
2%(22‘ 7) :27711( é - é‘ + 21,4G 1>, (D.5)
e .
G1=(-1)G%G = —%. (D.6)
Inserindo (D.6) em (D.5)
2 20,5
277;/(2%7):217,/< 2'74-7775 +2 /ﬁ( G2>>’ (D.7)
% 2.9 204 2mAG
2771,(2%”/) :zny< G“ + G“ — éz , (D.8)
Tor AN Anyi 4 4,0, G
20,7\ _ Al . My .. AhTuG .
2%( & )— o It 7 cz (D.9)

Ao observar que o lado direito da equagao D.9 é igual aos trés ultimos termos entre chaves da
equacao D.4, pode-se reescrever a equagao constitutiva

s (6 G), ¢
2n, G _2771,

. . 2,5
2007 + 2n,Y + 2%( "é”)

] . (D.10)
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Assumindo que e 4 sé@o fungdes do tempo ¢, renomeia-se os termos da equagéo (D.10),

G G
o(t) = <2m - G) (D.11)
e .
G N
Y(t) = 2 Ny + 20,y + 2%(@)] : (D.12)

A equagéo constitutiva € reescrita como

T+ o(t)T = (). (D.13)

D.1.1 Solucéo geral

A solugdo da equacéo D.13, uma equagao nao linear homogénea (ZILL; WRIGHT, 2012; KREYS-

ZIG, 1988) é
= f exp (f ¢(t) dt + Cccl) ¢(t) dt + CccQ

exp (f o(t) dt + C’CCl) ’ (D-14)
_ [exp ([ ¢(t)dt + Ceer) ¥(t) dt N Creo (D.15)

exp (f o(t) dt + Cccl) exp (f o(t) dt + Cccl) ’ )
__ Jean(Cecr)exp ( 9(1) dt) (t) dt Cec2 D.16)

exp(Cee1)exp (f o(t) dt) exp(Ceer)exp (f ¢(t) dt) , '
_ Jexp ([ o(t)dt) ¢(t)dt C D17
= exp (f o(t) dt) + exp (f o(t) dt) ’ (D-17)

onde C..; and C..o sdo constantes e
- Ccc2

Cee = cp (Co) (Cor)’ (D.18)

D.1.2 Fator de integracao

A partir da equacéo (D.17), nota-se que um importante passo na obtencdo de uma forma explicita
da tensao, na condigao de contorno, é determinar a expressao do fator de integracgao, i.e., obter

e f ). o
o [ t0) = ([ 000 ). 020
olfarn)=en(f(E-E)a).
olfars)-eo([Ea)en(-[G8) e

Da equacgédo D.12,
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e, utilizando a definigdo do médulo de cisalhamento,
G = Goexp (m)\_l) , (D.23)
entao, ‘
G = Goexp (mA~1) (D.24)
i S S 0 exp (m)\_l) omA~Y) .
— -1\ —
G = Goexp (mA~1) = Gy T B\ A, (D.25)
G = Goexp (m)\_l) m(—1)A72), (D.26)
G = Goexp (m)\_l) (—m)A "2\ = G;—T)\, (D.27)
e portanto, ‘
G m .
- D.2
Nota-se, também, que
G m ; m _9
[ Za=— | —= = | —Zd\= D.29
/Gdt /\2)\dt 2 dA m/)\ dA, ( )
G mA(t) "1 m
[ Zat= = _ D.30
/ ci="2_ NG (D-30)
e .
exp <— / g dt) = exp <_(t)> , (D.31)
que, a partir da definicdo D.23, resulta em
' 1 1
exp (— / g dt) = exp <—)\TZ)) = = = %. (D.32)
exp <%) Go
Definindo G
X = exp (/ dt> (D.33)
2n,
e inserindo D.32 em (D.22), obtém-se
exp </ o(t) dt) = exp (/ 2C77;u dt> % = XTGO (D.34)
A partir da definigdo D.33
— e a .
L G - il — D.
X = exp (f T dt) exp </ o dt) K/ o dt) lnexp(l)} (D.35)
. G N\N7r o N\ G G
X = exp (/%dt> (fﬁdt> = exp (/ o, dt)% (D.36)
X = Gx (D.37)

= o,
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D.1.3 Obtendo a tensao inicial
Substituindo a equacéo D.34 na equagéo D.17,
_ [exp ([ o(t)dt) o(t)dt N Cle (D.38)
exp ([ ¢(t) dt) exp ([ ¢(t)dt)’
[XGoytydt C
= N + 1G5 (D.39)
G G
_Go %(t)d%rﬁg (D.40)
e X Go x ' '
0 G 0 X
Definindo, o
Cl.=—= D.41
cc GO ? ( )
da equacao D.1.3, obtém-se
/W( Varvcr @ (D.42)
X G X’
o [/ xy(t) dt+C! ] (D.43)
x G
X XY (1) /
= D.44
il / e dt + C¢, ( )
Inserindo a definicao D.12,
XT:/X S (2 + 200 + 20 ) dt + C" (D.45)
G G 27]y v 0 v .
X /
Ay = 2, 2 2n, dt D.46
el / 27,,,(77’” mﬁ+n ) +C (D.46)
X X . X . X 2 ’
ST = =9, - =2, | =& dt D.47
Xr /<2ny2nv+2 M+ 5, n(G )) e (D.47)
éT-/(X’y—i- Tyt + x (24 > dt + ' (D.48)
U
X__ [ M 20, /
Xr /Xfydt—l—/nyxfydt—i—/x( 1 7) dt + C (D.49)
Entretanto, utilizando a integragéo por partes
2
/ x(Q"“ )dt 77’” / WY gy (D.50)
em que, utilizando o resultado da equagao D.37, é obtido
' 21,3 Gx 21,3
2y _ MY X &My dt D.51
/X(G’Y)dt X—¢q /277VG (D:51)
. o
ETP PN T D52
/x(Gv)dt X—a /nymdt (D.52)
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e, utilizando este resultado na equagao (D.49), tém-se que

21,9 .
XT_/X,-YdH/WXwHX’“—/Wmmcf (D.53)
G 1% G nV

X . 277;/? /
A D.54
o’ /det—i—x G +C ( )

e finalmente, a expressao para a tensdo 7 € obtida,

[ xAdt + 223 4 ¢
’7—:

< (D.55)
G
o s
— /X"y at + G2t G (D.56)
X x© G X
;-G /Xay dt + 25 + SO (D.57)
X X
G . p .
T = Y xydt+C| + 2n,7. (D.58)

Quando nao ha aplicagéo de taxa de deformacao, i.e., no instante t = 0, ¥ = 0 e é suficiente admitir

e
X0 = exp </ dt> =1, (D.59)
0 2My

onde xo € o fator y para ¢ = 0. Conclui-se que C”. = 0. A expressao para tenséo é portanto,

que 7 = 0. Portanto,

G
T = X/X"Ydt+277ﬂ- (D.60)
Utilizando o limite ¢ — 07, obtém-se, para % limitado,
e e
li = li dt )| = ——dt) =1 D.61
0 =g e ([ )] oo () 5 ) = oo

t£%1+ ( / X dt) = Yap t£g1+ ( / XH(t) dt) . (D.62)

Esta integral pode ser resolvida, visto que conforme ¢ — 0, x = 1 e portanto

Yap 1 H(t)dt | = Ay li H(t)dt) =0 D.63
wtgég(/x (t) > wggg(/ (t) ) (D.63)
resultando em

t£%1+ (T) = 277;107apa (D64)

onde 7,0 = 1, (t = 0) = 1o exp aaAg. Como visto no trabalho de Silva (2015), a depender do impacto,
é possivel que a microestrutura se modifique virtualmente de maneira instantanea.



APENDICE D. Dedugdo das condigdes de contorno iniciais 105

D.2 Teste de tensao constante

Considera-se agora o teste de tensao constante. Novamente, a equacgao constitutiva é reescrita

2ny . 2771/G 27]1/G dnunu | . Amunu .
GT+<1— G2>T: 2ny+2<1—G2 wt—g |Tt—a 7 (D.65)
e o
2, ) 4=+ 205 + 2%( ; ’y) (D.66)
G G
2% + 7 = (20, + 200) 5 + 20 (24). (D.67)
= 20 + 20) 20y p
2,5 +T= ( S 1) ?“7 + 21, (%’y) (D.68)
G
= 17 G(2n +2n,) 20y .
T4 T \miv IR D.
ct 21, Anuny G T ( ) (D.-69)
Definindo 5
My .
e — D.70
=0 (D.70)
obtém-se e o)
- T My + 21, .
A+ o+ o (D.71)
<2, A1y
Outras duas definicoes sao feitas
- T ’
Z = : D.72
&+ g = V() (D.72)
° G (20, + 20,)
v+
;7 ) — 4 (). (D.73)
Ui
e, analogamente ao que foi obtido para o teste de taxa de deformagéo,
P'(t) =¢'(t)o+ 0 (D.74)

e, portanto,

fexp (f QSI dt) ¢/ ) + Cccl
exp (f @' (t) ) exp (f @'(t) dt) ’

"=exp < / &' (t) dt> (D.76)

e, utilizando as mesmas consideracdes anteriormente consideradas, a constante C..; = 0. Portanto,

(D.75)

Define-se, novamente, que

_f%W@Wt_f%<g+ﬁﬁdt_fY§ﬁ jX’Tﬁ

D.77
X X X X (b-77)
Integrando por partes,

'z [XEdt  [Xgdt

_Xg f X f (D.78)
X

T X' dt I X 5 dt

0= - J S + ;’j . (D.79)
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A partir da definigao D.76, pode-se determinar, de maneira similar aquela utilizada para y, a derivada

temporal de ’
Y (;(Qnu'+'2nu) /

X = X (D.80)
Uz
e portanto,
G(2n,+2n,) T -
o (74%%”“ x’) Gdt X' dt
0= — — + . (D.81)
G X/ X/
f 1 (2nt2n,) TX/ dt
0= % + (2771/ 4777771/ ) (D82)
X
7Y’
T andt
0=F - ;ﬁ; (D.83)
gt [7([Xdt) at
0= % Sy T ( i ) . (D.84)
X X
A definicdo da fungao degrau unitario (H (t)) é
dH (t)
—— =(t D.
o = o(0), (D.85)

onde 4(t) é o delta de Dirac. A definigdo de 6(t) pode ser enunciada como: para qualquer fungéo
f(t) e um pequeno valor € > 0,

a-te
/ FOO( — a)dt = f(a). (D.86)
Como consequéncia,
f()d(t) dt = £(0). (D.87)
Quando impo6e-se um teste de tensdo em ¢ — 04, a expressao para tenséo 7 €

T = H(t)Tap, (D.88)

e portanto, utilizando as equacées D.85,D.87 e D.88 em D.84, obtém-se

/ X/
H(t)r, [at  [o(t)Tap (j Walzt) dt
0= Tp — H(t)Tap ;7(*; + N & (D.89)
’ X’
H(t)r, J 5= dt J o) (f 21 dt) dt
°e=—c F— H(t)7ap ;‘,‘ + Tap Y - (B.90)
H(t)r, fxldt f2x;dt,
0= (cg P _ H(t)Tapiz;?; + Tap( "“X, >t°. (D.91)

Tomando o limite t — 0", H(t) =1e

/ /
/X dt — </ X dt) : (D.92)
21y 21y t=0
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Portanto, a condicéo inicial é
Tap

Ot—0+ = s
G’t—>0+

<2nﬂfy> — _Tap
G t—0+ Gt_>0+ ’

__Tap
)
(277M)t—>0+
que pode ser reescrita, de maneira similar ao caso do teste de taxa de deformacéao

Yt—0t+ =

hmt%ﬂ‘*‘ (7—) = 27’#0;)/(1[)

(D.93)

(D.94)

(D.95)

constante:
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APENDICE E — Condicdes de
Karush-Kuhn-Tucker

As discussOes a serem feitas neste apéndice, tem como fundamento os resultados encontrados
em livros associados a problemas de otimizacdo em espacos euclidianos (RIBEIRO; KARAS,
2013; NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Portanto, mais detalhes ou resultados mais gerais podem
ser encontrados nesta referéncias. No presente apéndice sera discutido apenas uma classe de
problemas especial na qual os problemas do trabalho se encaixam.

Considere o problema:

minimizar ~ f(W)
sujeitoa AW =
MW >

g (E1)

=

onde A € IR**", M € IRP*", g € IR er € IRP. E possivel deduzir o seguinte

Teorema E.1. Se W™ é solugao do problema (E.1), entdo existem vetores \* € IR® e u* € IRP tais

que
VW) = ATX = M7t =0, (E-2)
>0, i=1,2,3..p (E.3)
pi | > MyWi—r; | =0, i=1,2,3..p (E.4)
j
Demonstracdo. Teoremas 7.25 e 7.34 (RIBEIRO; KARAS, 2013). O

O teorema E.1 é um caso especial do teorema KKT (Karush-Kuhn-Tucker) (uma forma mais
geral pode ser verificada no teorema 7.25 do livro de Ribeiro e Karas, 2013) e as equacgdes (E.2) a
(E.4) sao frequentemente denominadas condigdes KKT.

Uma definicéo, necesséria para a definicdo do método de conjuntos ativos, tratado no capitulo 4
¢é formalizada:

Definicao E.1. Considera-se o problema (E.1). Uma restricdo i, € {1,2,3...p} é denominada ativa
em W, caso a seguinte equagdo seja satisfeita

ST M WPy, =0, (E.5)
J

Neste caso, € possivel que p;, # 0.
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