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Daria tudo que sei pela metade do que ignoro.
René Descartes (1596 - 1650): fil6sofo, fisico

€ matematico francés.



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo abordar conceitos matemadticos fundamentais para a teoria
de Andlise Intervalar. O objeto principal de estudo da teoria, ao invés de nimeros reais, € a
utilizacdo de intervalos fechados. Andlise Intervalar € um campo de estudo recente, mas se
demonstrou de grande importancia no campo de métodos numéricos pois possibilita resultados
mais precisos. Sendo assim, a monografia aborda inicialmente contetidos preliminares da teoria,
como as operacoes intervalares de conjuntos e operacdes aritméticas intervalares. Em seguida,
apresenta algumas relagdes e resultados sobre o conteuido e fungdes intervalares assim como o
Teorema Fundamental da Anélise Intervalar. Logo apds, é abordado sobre o conceito matematico
de matrizes intervalares e sistema lineares de equacdes intervalares que tem como foco o
estudo da solucdo de tais sistemas e as diferencas da matematica intervalar e a matematica
usual. Finalizando a monografia com uma possivel aplicacdo da teoria utilizando a interpolacdo
polinomial intervalar para determinar coeficientes de uma funcio polinomial intervalar com

varidveis reais utilizando a linguagem de programacao Python para implementacio dos cédigos.

Palavras-chave: andlise intervalar; aritmética intervalar; interpolacdo polinomial intervalar.



ABSTRACT

This work aims to approach fundamental mathematical concepts for the theory of Interval
Analysis. The main object of study of the theory, instead of real numbers, is the use of closed
intervals. Interval Analysis is a recent field of study, but it has been shown to be of great
importance in the field of numerical methods as it allows more accurate results. Thus, the
monograph initially addresses preliminary contents of the theory, such as interval operations of
sets and interval arithmetic operations. Then, it presents some relationships and results about
the content and interval functions as well as the Fundamental Theorem of Interval Analysis.
Afterwards, the mathematical concept of interval matrices and linear systems of interval equations
is discussed, focusing on the study of the solution of such systems and the differences between
interval mathematics and usual mathematics. Ending the monograph with a possible application
of the theory using interval polynomial interpolation to determine coefficients of an interval
polynomial function with real variables using the Python programming language for code

implementation.

Keywords: interval analysis; interval arithmetic; interval polynomial interpolation.



LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto de todos os intervalos fechados de R.

Intervalo fechado (elemento de 7).

Variavel intervalar, com extremo inferior g e extremo superior a.
Matriz cujas entradas sdo elementos de Z.

Operacdo intervalar de adicdo. Quando nao ha confusdo de interpretacao,

poder4d ser denotada por "+".

Operacdo intervalar de subtracdo. Quando nao ha confusao de interpretacao,

podera ser denotada por "—".

Operacdo intervalar de multiplicacdo. Quando ndo ha confusdo de interpre-

nn

tacdo, poderd ser denotada por "-".

Operacao intervalar de divisao. Quando nao ha confusao de interpretacao,

podera ser denotada por "-+-".

Denota uma operacao intervalar bésica, podendo ser adicdo, subtragdo,

multiplicacdo ou divisao.

Denota um polindmio com coeficientes intervalares e varidvel real (%).
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1 INTRODUCAO

A teoria de Analise Intervalar, também conhecida como Aritmética Intervalar, € um
campo de estudo recente, com trabalhos especificos da drea na década de 50. O principal
objeto de estudo da teoria sao os intervalos fechados. Em linhas gerais, ird lidar com operagdes
e fungdes sobre intervalos fechados de nimeros reais. Mesmo com o desenvolvimento da
tecnologia, utilizando recursos computacionais para resolver muitos problemas, muita das vezes
ndo € possivel determinar uma solucdo exata ou realizar uma modelagem matemaética adequada,
pois existem fatores que influenciam diretamente na resolu¢do, como por exemplo, a imprecisao
dos instrumentos de coleta de dados, arredondamentos e truncamentos, entre outros. E necessdrio
entender que a modelagem matemdtica nao € falha e sim os dados considerados inicialmente
s@o imprecisos gerando uma ma compreensao da situagao problema. Sendo assim a teoria tem
como objetivo de melhorar a aproximacao e interpretacao de resultados obtidos. Com auxilio
da teoria € possivel garantir que a resposta ou solugdo, pertence a um determinado intervalo,

obtendo assim uma solucdo mais confidvel.

Referente a origem da teoria temos alguns relatos da utilizag@o de intervalos no algoritmo
de Arquimedes para estimar o valor da constante 7. Segundo Mesquita (2002), conceitos
matematicos utilizando uma andlise intervalar ja eram aplicados por Arquimedes em seus
estudos sobre aproximacdes utilizando poligonos inscritos e circunscritos com o nimero de
lados aumentando. Segundo Vaccaro (2001) € possivel afirmar que indicios de uma aritmética
utilizando intervalos comeca a tomar forma em 1942 pelo trabalho de Burkill (1942). Sendo que
alguns estudos mais consolidados da teoria foram publicados no ano de 1956 pelo matematico M.
Warmus, com sua obra intitulada Calculus of Approximations. Ja na década de 1950 é possivel
afirmar que a teoria se tornou um area de estudo para Computacao Cientifica, sendo abordado
no trabalho de Sunaga (1958) onde apresenta regras que definem as operagdes ariméticas com

intervalos.

Mas foi em 1959, que R.E. Moore desenvolveu e publicou Automatic error analysis
in digital computation (MOORE, 1959) com o énfase somente na teoria. Publicando também
em 1966 Interval analysis (MOORE, 1966) assim se tornando uma grande referéncia da area
e possibilitando uma maior visibilidade a teoria de Anélise Intervalar e sua aplicabilidade
computacional no controle e propagacdo de erros. Sendo assim, esta monografia tem como
objetivo explorar e constituir a esséncia da teoria de Andlise Intervalar com estudo tedrico sobre
0s conceitos matematicos que a norteiam e uma aplicagdo na drea da matematica utilizando
recursos computacionais para uma melhor compreensdo da situagdo abordada. Deste modo,
elaboramos um trabalho de divulgacao cientifica visando auxiliar e propiciar a estudantes uma
base da teoria de Andlise Intervalar e buscando incentivar o ensino e aprendizagem da matematica

em diferentes niveis de ensino.



A monografia estd dividida em seis capitulos. O Capitulo 2 aborda alguns conceitos
iniciais da teoria de Andlise Intervalar como a defini¢do de intervalo fechado, sendo o objeto
de estudo principal da teoria, bem como nomenclaturas fundamentais assim como operagdes
intervalares entre conjuntos. No Capitulo 3 € apresentado alguns resultados sobre o conceito de
funcao intervalar, sendo iniciado com a prépria defini¢do de uma funcao intervalar e finalizando
o capitulo com o Teorema Fundamental da Anélise Intervalar. O Capitulo 4 trata o conceito de
matrizes intervalares, primeiramente realizando operagdes bdsicas com matrizes intervalares e
em seguida abordando as propriedades da dlgebra matricial intervalar. J4 o Capitulo 5 consiste
em estudar sistemas de equagdes lineares intervalares, desde o conceito primordial de equacao
linear intervalar até estendendo o conceito a varias equagdes que se relacionam constituindo o
sistema de equacdes. O Capitulo 6 serd destinado para uma aplicac@o da teoria, a interpolagao
polinomial intervalar que consiste na determinacdo dos coeficientes intervalares de uma fungdo
polinomial intervalar com o auxilio da linguagem Python. A linguagem foi escolhida pois tem a
possibilidade de utilizar uma biblioteca intervalar e de sua importancia na drea computacional

atual.
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2 PRELIMINARES DA TEORIA DE ANALISE INTERVALAR

Neste capitulo iremos abordar alguns conceitos (defini¢cdes e resultados) bdsicos da
Teoria de Andlise Intervalar, que serdo utilizados ao longo deste trabalho. Tais conceitos serdo
apresentados aqui de maneira sucinta, omitindo-se as demonstragdes. Para uma leitura mais

completa e detalhada indicamos a monografia intitulada “Analise Intervala”, de Cassimiro (2020).

De forma sucinta, o cerne da teoria de Andlise Intervalar € estudar operagdes e fungdes
considerando como varidvel os intervalos fechados de R, em vez de nimeros reais. Ou seja,

lidaremos com conjuntos na forma
[a,b] = {z € R;a <z < b},
onde a,b € R e, ademais a = —oo e b = +00 também podem ser considerados.
Afim de facilitar a notacao, representaremos os intervalos fechados da seguinte forma:
[z] = [z,7] = {a € R;z < a < T},
onde x denota o extremo inferior do intervalo e Z o extremo superior do intervalo. Denotaremos
ainda por Z o conjunto de todos os intervalos fechados de R.

Apesar dos elementos explorados pela Andlise Intervalar serem os intervalos fechados,
€ possivel incorporar os nimeros reais através de intervalos degenerados. De fato, note que
podemos fazer uma equivaléncia entre um nimero real = e o intervalo fechado degenerado

[z] = [z,Z] onde z = x = 7.

Considerando que os elementos de Z sdo subconjuntos de R, a priori podemos utilizar as
operagdes ja definidas na Teoria de Conjuntos. Para uma melhor compreensao de como essas

teorias estdo relacionadas vamos considerar o exemplo a seguir.
Exemplo 2.1. Considere os conjuntos [x] = [0,1] e [y] = [1,2] € Z. Assim temos que
[Z]Uy] ={zz€z]ouz ey} ={20<2<1ou 1<2z<2}=]0,2].
Podemos ver nesse exemplo que alguns conceitos da Teoria de Conjuntos serdo forte-
mente utilizando na Teoria de Analise Intervalar. Todavia, nem tudo da Teoria de Conjuntos

adequard para a Teoria de Anélise Intervalar. A fim de ilustrar isto, consideremos a uniao de

conjuntos do exemplo abaixo.
Exemplo 2.2. Considere os conjuntos [x] = [1,2] e [y] = [4,5] € Z. Temos que
Z]|Uyl={zz€z]ouze(yl}={1<2<2 ou 4 <z <5}

Note que [x| U [y| € I, pois ndo é um intervalo. Mesmo [z] e [y] pertencam a I, a unido entre

eles poderd ndo pertencer.
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Este exemplo nos mostra que é importante averiguar quais conceitos da Teoria de
Conjuntos se adéquam a Teoria de Analise Intervalar diretamente, em quais serao necessario

realizar ajustes.

A seguir, apresentaremos a aritmética bésica da Teoria de Anélise Intervalar, bem como

alguns resultados que serdo de grande valia ao longo deste trabalho.

2.1 Uniao convexa, intersecao e igualdade

Conforme vimos no Exemplo 2.2, a unido usual de conjuntos nao é uma operacao fechada
em Z. Mas é possivel definir uma operacao entre conjuntos, chamada de Unido Convexa, que

contorna este problema.

Definicdo 2.1. Sejam [x] = [2,7| e [y] = [y,7] € I. Definimos a unido convexa entre os

intervalos [x] e [y], denotado por [x|U[y], como:
[2]Uly] = [min{z, y}, max{z,y}].

Note que a unido convexa sempre resultard em um intervalo fechado, isto é, um elemento
de Z. Isto ocorre mesmo no caso de intervalos disjuntos, como era o caso do Exemplo 2.2. De
fato,

[1,2]U[4, 5] = [min{1,4}, max{2,5}] = [1,5].

Além disso, no caso de dois intervalos [z] e [y] ndo disjuntos, teremos que [z]U[y] = [z] U [y].

Para a intersecdo de conjuntos, ndo serd necessdrio fazer adaptacdes uma vez que
intersecdo de conjuntos fechados resulta em um intervalo fechado. E possivel obter o resultado
da intersecdo de dois elementos de Z olhando apenas para seus extremos, conforme apresenta o

resultado abaixo.

Proposicao 2.1. Sejam x| = [z,7T] e [y] = [y, y] € Z intervalos ndo-disjuntos. Entdo

[z] N ly] = [max{z, y}, min{z, y}].

Outro conceito muito importante para lidar com operagdes intervalares € a igualdade
entre elementos de Z. Para tal, poderemos utilizar a mesma definicao de igualdade de conjuntos,
isto é, se eles t&ém exatamente os mesmos elementos. Todavia, no caso dos intervalos, poderemos

verificar a igualdade apenas comparando os extremos, conforme o resultado a seguir.

Proposicio 2.2. Sejam [z] = [z,7] e [y] = [y, Y] € I. Temos que [x] = [y| se, e somente se,

r=yexr=y.

A inclusdo de elementos de 7 também pode ser analisada usando apenas os extremos

dos intervalos, como segue na Proposi¢do 2.3.
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Proposicdo 2.3. Sejam [z] e [y] € I. Entdo [x] C [y] se, e somente se, y < xeT < 7.

Afim de ilustrar as proposicoes anteriores, consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.3. Dados os intervalos [z] = [—1,5], [y] = [0,9] e [2] = [0, 3], usando as Proposi-
coes 2.1, 2.2 e 2.3 temos que:

o [z] N [y] = [max{—1,0}, min{5,9}] = [0, 5],

* [yl # 2] poisy=9#3=7%

* 2] Clylpois0=y<z=0e3=2<y=09.

2.2 Operacoes aritméticas intervalares

Em teoria de conjuntos, podemos definir a adi¢ao entre dois conjuntos A e B como o
conjunto que contém todas as somas possiveis de um elemento de A com um elemento de B.
Isto é:

A+B={a+bacAebec B}.

Note que, no caso em que A e B sdo intervalos (A = [z] e B = [y]), temos

relz]=z

IN
IA

r<Teyecly=y<y<y

de onde segue que

IA

z+ty<zr+y<7T+7

Isto €, no caso de conjunto dados por intervalos o resultado ainda serd um intervalo.
sendo assim podemos utilizar esta mesma maneira de definir adi¢do em Anélise Intervalar. O
mesmo ocorrerd para as operacdes de subtragdao, multiplicacdo e divisdo (neste tltimo caso com
a restricdo de que o segundo intervalo ndo pode conter o zero). Ou seja, podemos definir, de

maneira geral, estas operacdes na forma

[zl @[yl ={z@y;z elz]ey € [y},

onde ® pode ser +, —, - ou +, sendo que no dltimo caso devemos ter 0 ¢ [y].

Todavia, como estamos tratando de conjuntos dados por intervalos fechados, a realizacao
destas operacdes poder ser efetuada de maneira mais simples, usando apenas os extremos do
intervalo. Nas proposicdes a seguir, apresentaremos como isso pode ser feito para cada uma das
operagoes listadas.

Proposicio 2.4. Sejam [z] e [y] € Z. Entdo temos que

s [2]+ [y =z +y, T+
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No caso em que 0 ¢ [y|, temos ainda que

* [2] = [yl = [2] - [yl onde [y]~" = [1/7,1/y].

E possivel encontrar as demonstragdes dessas proposi¢des no trabalho de Cassimiro

(2020). Com o intuito de ilustrar a proposicao acima considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4. Considere [z] = [~1,2] e [y] = [2, 3], usando a Proposicdo 2.4 temos que:
o 2]+ [y] = [-1+2,2+3] =[1,5];
* ol =yl =[-1-32-2=[-4,0];
e [2] - [y] = [min{-1-2,-1-3,2-2,2-3}, max{—1-2,—1-3,2-2,2-3}] = [-3,6];
e [2] = [y] = [min{—1/3,-1/2,1,2/3}, max{—1/3,-1/2,1,2/3}] = [~1/2,1].

Vale notar que na teoria de Andlise Intervalar, ndo € possivel definir um inverso aditivo
intervalar pois nem sempre conseguimos que [z] + (—[z]) = [0, 0], ou seja, se realizarmos a
operacdo de adicdo intervalar de um intervalo fechado, diferente do intervalo degenerado, com o
seu “inverso aditivo” iremos obter um intervalo diferente de um intervalo degenerado. E possivel
determinar um intervalo onde o elemento zero estd contido, mas como j4 foi afirmado nao

necessariamente serd o intervalo degenerado [0, 0].

Além disso, em Andlise Intervalar, nem todas as operagdes aritméticas se comportam
como no conjuntos dos reais, um exemplo dessa mudanca € a propriedade da distributividade.
Na teoria ndo é possivel aplicar tal propriedade entre os intervalos, mas existe a lei da subdistri-

butividade, como segue na proposi¢ao abaixo.

Proposicéo 2.5. Sejam [z], [y] e [z] € Z. Entdo podemos afirmar que
(2] - (ly] + [2]) € [a] - [y] + [2] - [2).

Para ilustrar a Proposi¢do 2.5 visando a melhor compreensao da proposi¢ao considere o

seguinte exemplo numérico abaixo.

Exemplo 2.5. Considere [x] = [—1,1],[y] = [0,2] e z = [-2,1]. Aplicando as operagdes

aritméticas intervalares primeiramente no lado esquerdo da inclusdo temos o seguinte resultado.

2] - ([y] + [2]) = [=1, 1] - ([0, 2] + [=2,1]) = [-1,1] - [-2,3] = [-3,3].
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Agora realizando as operagcoes ariméticas no lado direito da inclusdo obtemos o resultado

abaixo.

[z] - [y] + [z] - [2] = [-1,1] - [0,2] + [-1,1] - [-2,1] = [-2,2] + [-2,2] = [—4, 4].
Assim temos a seguinte inclusdo.

[_17 1] ’ ([07 2] + [_27 1]) C [_17 1] ’ [Ov 2] + [_17 1} ’ [_27 1] = [_373} C [_474]7

que exemplifica a Proposicdo 2.5.

2.3 Principio da monotonicidade das operacoes intervalares

A préxima proposi¢do fala sobre a monotonicidade das operagdes intervalares a qual se

mostra de grande importancia para o estudo e desenvolvimento da Anélise Intervalar.
Proposicio 2.6. Sejam [a], [b], [c], [d] € T com [a] C [c] e [b] C [d], entdo

[a] ® [b] € [d] @ [d],
onde ® denota a operagdo +, —, - ou . No caso da operagdo de divisdo 0 ¢ [b] e 0 & [d].

Para uma melhor compreensao vamos considerar o seguinte exemplo que ilustra o
resultado da Proposi¢do 2.6.

Exemplo 2.6. Considerando os intervalos [2,3] C [1,4] e [6,7] C [4,9]. Temos

e [a]+[b] C [c]+ [d] = [2,3] +[6,7] C[1,4] + [4,9] = [8,10] C [5, 13];
* [d =[] C e =[d] = [2,3] = [6,7] € [1,4] = [4,9] = [=5, =3] C [8, —4];
« [a]-[B] Cle]-[d) = [2,3]-16,7) € [1,4] - [4,9] = [12,21] C [4,36];

e [a] =[] C [+ [d = 1[2,3] = [6,7] C[1,4] +~[4,9] = [2/7,1/2] C [1/9,1].



15

3 FUNCOES INTERVALARES

Neste capitulo apresentaremos defini¢des e resultados referente ao conceito de fungdes
intervalares. Fung¢des intervalares sdo funcdes cujo dominio e contradominio sdo intervalos ou

produto cartesiano de intervalos.

Analogamente a notacdo R" para o produto cartesiano do conjunto dos nimeros reais,

denotaremos por Z" o produto cartesiano do conjunto de intervalos, isto é:

I"=TxIxITx...xT.
n vezes

Entdo [z] € Z™ é um vetor de Z" com n coordenadas, ou seja, denotado na forma [z] =
([z1], [z2], [x3]), - - -, [Tn)) onde [z1], [z2], [x3], ..., [zs] € Z. Podemos chamar ainda Z™ de Es-
paco Intervalar n-dimensional. Desta forma, poderemos denotar uma func¢ao intervalar com

dominio em Z" e contradominio em Z" por

oI I

Ao longo deste trabalho lidaremos com fung¢des intervalares em vdrias varidveis. Toda-
via, afim de tornar o texto de mais facil compreensao (inclusive com notagdo mais simples),
apresentaremos os primeiros conceitos e resultados para funcdes intervalares com dominio e
contradominio em Z. Uma vez compreendido estes conceitos, nao € dificil fazer as generalizacdes
necessdrias para o caso de vdrias varidveis. Além disso, enfatizamos que ndo serdo provados os
resultados expostos neste capitulo, os mesmos se encontram com a devida demonstrag¢do, no
trabalho de Cassimiro (2020).

3.1 Funcao intervalar

No inicio do capitulo apresentamos a defini¢do de funcdo intervalar, vamos agora apre-

sentar um exemplo e falar sobre suas caracteristicas.
Exemplo 3.1. Considere a funcdo intervalar f abaixo

f: IT—>1.

[z, 7] = [2°,77].

Podemos calcular a imagem de um intervalo na fun¢do, como por exemplo, f([—2, 3]).

Perceba que se consideramos [v] = [—2,3], temos que x = —2 e T = 3. Sendo assim,

F([=2.3]) = [(=2)%, (3)*] = [4, 9]
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Dada uma fungao real qualquer f : A — B, A € R" e B € R, podemos determinar a

imagem de f restrita a um conjunto C' C A. Isto é
f(C)=A{y € B;y = f(c), paraalgum ¢ € C}.

Podemos usar esta ideia para definir uma funcao intervalar a partir de uma funcao real. Este tipo

de funcdo intervalar serd chamado de Extensdo Unida de f, como detalha a defini¢do a seguir.

Definicao 3.1. Considere f : A — R uma funcdo continua e A € T. Seja A C T o conjunto
de todos os intervalos fechados contidos em A. Definimos que a extensdo unida de [ como
f: AT, de tal forma que

T = U @)}

€[]

Note que a defini¢do acima exige que f seja continua. Isto é importante para garantir

que f([z]) seja um intervalo. De fato, como f é continua, teremos que

f(lz]) = [min{f(2)}, max{f(x)}].

z€[x] z€[x]

Mas note que podem existir mais de uma fung¢do com esta propriedade, como mostra o

Exemplo 3.2.

Exemplo 3.2. Considere as funcées reais [ e g, com x € [0, 1], tal que
f: [0,1] —R. g: [0,1] — R.
e
r— —1% + 2. T x-(—x+2).
Na Andlise cldssica temos que as fungdes [ e g sdo iguais. Com x restrito ao |0, 1] temos que a
fungdo das fungées sdo crescentes até 1 e a partir de 1 decrescem para 0. Portanto, f([0,1]) =
[0,1] e g([0, 1]) = [0, 1]. Podemos agora, considerar as seguintes fungdes intervalares de f e g
(a priori com letras maivisculas para que ndo ocorra conflito de conceitos), com [x] C [0, 1],
F: [0,1] —Z. G: [0,1] —Z.
e
[2] — —[2]* + 2 [a] [z] — [2] - (=[2] + 2)

Na teoria de Andlise Intervalar temos que [x]* # [z] - [x] uma vez que [z] - [x] =
[minS, maxS], em que S = {zx, 2T, Tx}. Um exemplo numérico que evidéncia tal comporta-
mento é o intervalo [—1, 1], pois [—1,1]* = [0, 1] enquanto [—1,1] - [-1,1] = [—1, 1]. Sendo
assim, vamos trabalhar com as funcoes separadamente. Temos entdo,

F(lz]) =—[z,7+[2,2][z7]
= —[2%, 7%+ [2,2] - [z, 7]

X
=[-7*+2 -2, —2*+2-7|.
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Enquanto na func¢do G, temos,
G(la]) = lz,7]- (=[z, 7]+ [2,2])
= [z, 7] - ([-7, —2] + [2,2])
= [:E,f] ) [_T"i_ 2, —z+ [27 2]]
= [min S, max 5],
sendo S = {x(—T + 2),z(—x 4+ 2),T(—T + 2),Z(z + 2)}.

Agora, calculando nas fungédes [z] = [0, 1] entd@o F(]0,1]) = [-1,2] e G([0,1]) = [0, 2],
logo temos que F([z]) # G([z]).

De fato, todas as func¢des com tal propriedade serdo chamadas de extensdo intervalar de

f, como apresentado na definicdo a seguir.

Definico 3.2. A funcdo intervalar F ¢ dita extensdo intervalar da fungdo real f = (x1,...,2,)
para xy,xs, . . ., T, argumentos reais, se [r1] = [x1,x1],..., [T, = [xn, ], € vale que
F(lzy,x], .oy [n, xn]) = [f(21, .o xn), flon, oo z0)] = f(@n, ..o xn).

A aplicacdo da Defini¢do 3.2 ja foi utilizada no Exemplo 3.2, mas para uma melhor

entendimento vejamos mais um exemplo.
Exemplo 3.3. Seja f uma funcdo real tal que

flz): R—R
r—3+x

Podemos definir F com a mesma lei de formagdo que temos em f, assim temos
F([z]) = 3+ [x]
= [373] + [l, T]
= [34+23+7.

Como temos que F([x,x]) = f(x), entdo podemos afirmar que F é uma extensdo intervalar de

f.

A defini¢do a seguir diz respeito a Inclusdo Monotonica sendo uma extensdo do conceito

de inclusdo utilizado na Proposi¢do 2.6.

Defini¢ao 3.3 (Inclusdo Monotonica). Seja F' = F([x1], [z2], [z3] . . ., [xn]) uma fung¢do interva-

lar. F é dita monotonica em relagdo a inclusdo se
lyi] C (@i parai=1,2,....n= F(ly], [ye], [ys] ..., [ya]) C F[z1], [z2], [23] ... [24]).

Vejamos a seguir um exemplo para esclarecer melhor a defini¢do anterior.
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Exemplo 3.4. Considere a fungdo intervalar F([x], [y]) = [z] + [2,2] - [y] de T*> — I. Vamos
calcular o valor da fungao ([0, 1],[1,2]) e ([-1, 1], [0, 3]). Como (]0,1],[1,2]) C ([-1,1],]0, 3])
poderemos afirmar que F é monotonica em relagcdo a inclusdo. Assim temos o seguinte resultado

nos primeiros intervalos
F([0,1],[1,2]) = [0,1] + [2,2] - [1,2] = [0, 1] + [2,4] = [2, 5]
Agora, nos intervalos seguintes temos
F([-1,1],]0,3]) = [-1,1] + [2,2] - [0, 3] = [-1,1] + [0,6] = [—1,7].

De fato temos que [2,5] C [—1,7].

O préximo conceito que vamos abordar € o de fungdes intervalares racionais. Na qual

sera fortemente utilizado no Lema 3.1.

Definicao 3.4. Dizemos que uma fungdo intervalar é racional quando é possivel representar a

lei de formagdo desta funcdo utilizando sequéncia finita de operagoes aritméticas intervalares.

No exemplo a seguir apresentamos uma func¢ao intervalar na qual, por meio de operacdes

aritméticas intervalares, podemos verificar se a fun¢do € racional.

Exemplo 3.5. Seja a fungdo intervalar

F([z1], [w2], [z3]) = [21] - [22] + [3].

Perceba que podemos obter a lei de formacdo da funcdo realizando operacoes ariméticas

intervalares. Como segue,

[d] = [x1] - [x2] (multiplicag¢ao intervalar),
F([x1], [22], [x3]) = [d] + [23] (soma intervalar).

Assim é possivel afirmar que F é uma funcdo intervalar racional.

Com os conceitos de fun¢do intervalar racional e principio da monotonicidade das

operagdes intervalares temos o lema a seguir que relaciona os dois conceitos.

Lema 3.1. Toda fun¢do intervalar racional é uma inclusdo monotédnica.

Com o Lema 3.1 se quisermos provar que uma fun¢ao é um inclusao monotonica basta

provar que a funcdo € racional, facilitando consideravelmente os cédlculos.

Para finalizar esse capitulo vamos enunciar o Teorema Fundamental da Anélise Intervalar,

no qual utiliza fortemente conceitos ja contemplados no presente trabalho.
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3.2 Teorema fundamental da analise intervalar

Teorema 3.1. (Teorema Fundamental da Andlise Intervalar). Se F é monotonica em relagdo a

inclusdo e é uma extensdo intervalar de uma fungdo f entdo
f([xl]v [‘TQ]v T [:Bn]) - F([xl]v [‘TQ]v R [zn])

A demonstragdo deste Teorema, bem como dos demais resultados deste capitulo, encontram-

se em Cassimiro (2020).
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4 MATRIZES INTERVALARES

Neste capitulo iremos abordar o conceito matematico de matrizes intervalares. Nele
abordaremos matriz intervalar, as operagdes com matrizes intervalares e alguns resultados
interessantes relacionado a tal conceito. Sabemos que uma matriz real A,,., é uma tabela de
m - n ndmeros reais dispostas em m linhas e n colunas. Uma matriz intervalar serd andloga, mas

as entradas serdo intervalos em vez de nimeros, como apresenta a defini¢cdo na seguir.

Definicdo 4.1. Uma matriz intervalar [Al,«n, é uma tabela de m - n elementos intervalares

dispostos em m linhas e n colunas.

[an]  [a12] [a1n]
4] = [a21] [0.21] [azn]
[am] [amo] -+ [amn]
com [a;j] € Zcomi = 1,..,me j = 1,..,n. Note que, a fim de deixar a notagcdo mais

clara, denotaremos matrizes reais por letras maitisculas (por exemplo A) e matrizes intervalares
por letras maitvisculas entre colchetes (por exemplo [A]). Uma matriz intervalar [A] serd dita

degenerada quando todas as suas entradas sdo intervalos degenerados.

Exemplo 4.1. As matrizes [A] e [B] a seguir sdo exemplos de matrizes intervalares.

4.1 Operacoes com matrizes intervalares

Nesta se¢do vamos definir as operagdes basicas com matrizes intervalares, como soma,
subtracdo, multiplicacdo por escalar e produto de matrizes intervalares. Assim como ocorre
com as matrizes reais, as operacdes em Matrizes Intervalares acabardo recaindo em operagdes
entre elementos da matriz. Isto €, no caso das matrizes intervalares, recairemos nas operagoes

intervalares abordadas no Capitulo 2

Definicio 4.2. Duas matrizes intervalares [Al,,xn € [Blmxn S@o iguais quando
[aij] = [by],

parai=1,...mej=1,....n.
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Definicao 4.3. . Dadas duas matrizes intervalares de mesma ordem Al xn € [Blmxn, a soma

de [A] e [B] (denotado por [A] 4 |B|) serd a matriz intervalar [C] de ordem m x n tal que
[eis] = lag] + b,
parai=1,...mej=1,... n.

Assim como definimos a soma de Matrizes Intervalares, podemos também definir a

diferenga, como segue na proxima defini¢do.

Definicdo 4.4. Dada duas matrizes intervalares de mesma ordem [A,,xr, € [Blmxn a diferenca

de [A] e [B] (denotado por [A] — |B]) serd a matriz intervalar [C] de ordem m x n tal que
[eij] = lai] = [big],
parai=1,...mej=1,...n.

Visando um melhor entendimento das Definicdes 4.3 e 4.4, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 4.2. Considere duas matrizes intervalares, a primeira matriz

A= [1,2] [-1, 1]] (8] = {[—1,2] [1,3]] |
[3,4] [0, 6] [0,4] [2,6]
Vamos realizar a operagdo [A] + [B] e [A] — [B] com a defini¢do anterior para uma melhor

compreensdo. Entdo temos que

L2 1 [—1,2] [L,3]
[A]HB]__[?,A] [0,6]]+[[0,4] [2,6]]
2+ -2 -1+ (13
[ 341 +0,4]  [0,6] +[2,6]
~[10,4) [0,4]
3.8 12.12])
Al 5] = 1,2] [-11]  [[-1,2] [13]
3,4 0,6 |04 [26]
|2 (-1 . 1-2,1] [-3,-1]
13,4 [0,6] | ' |[~4,0] [~6,~2)
21+ 2,1 [~ 4 =3, -1
13,4 4 [<4,0]  [0,6] 4 [-6,—2]
[
[




22

Normalmente ap6s o estudo de soma e diferenca de matrizes € usual explorar o conceito
de multiplicagdo por escalar e produto entre matrizes. No caso usual, temos que o escalar é
um ndmero que pertence ao conjunto dos nimeros reais, em Andlise Intervalar, temos que esse

escalar sera um intervalo.

Definicdo 4.5. A multiplicagdo de uma matriz intervalar [A] por um intervalo fechado [ é

definido pela matriz

Sendo obtida pela multiplicacdo de cada elemento da matriz [A] pelo intervalo [, ou seja,
[bis] = [a] - [a].
Com o objetivo de ilustrar a Definicao 4.5, vamos explorar o seguinte exemplo.

Exemplo 4.3. Vamos considerar a mesma matriz vista nos exemplos anteriores, ou seja,

1,2] [-1,1]
13,4] [0, 6]

B
221120 [2,2] }Lﬂ
2,2]-(3;4]  [2,2]-[0,6]
2,4 [—2,2]}
6,8] [0,12] ]

No caso de produto de matrizes intervalares, assim como no produto de matrizes com
entradas reais, recai no produto e soma de seus elementos. Em seguida vamos estar trabalhando

com o produto de matrizes intervalares na qual utiliza conceitos do produto de matrizes usuais.

Definiciio 4.6. O produto de duas matrizes [A,,x,) € [Byxy) € definido pela matriz
[Cinxn] = [Amxp] * [Bpxn]-
Sendo obtida da seguinte forma
P
[eig] = > _lai] - [brs]-
k=1

Exemplo 4.4. Considere as seguintes matrizes intervalares

2, 6] FLW]MEZ[uﬂq-
[0,2] [-3,—2]
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Realizando a operacado [A] - [B| temos o seguinte resultado
a8 = |26 210 ] . { 1,2] ]
0,2] [-3,-2]| |[—4,4]

_ : 2,6]-[1,2] + [—1,0] - [—4,4]
[0,2] - [1,2) + [=3, —2] - [-4,4]

212+ 4,4
0,4+ [-12,12]
[ [-2,16]

- [[-12,16]]

Na teoria de Anélise Intervalar podemos afirmar que existe duas formas de interpretar
as operacoes intervalares. A primeira forma de interpretacdo foi abordada no Exemplo 4.4.
Essa interpretacdo consiste em obter o resultado da multiplicagdo via operagdes aritméticas
intervalares. A segunda forma de interpretarmos € a resolu¢ao da multiplicagdo com matrizes

A € [A] e B € [B] via todas as solugdes possiveis. Por exemplo, considere as matrizes a seguir

2 -1 1
A= .
[O -3 —4]

Temos que A € [A] e B € [B] e o resultado da multiplicagio de A por B é da forma

EAERE

portanto A - B € [A] - [B]. Podemos realizar esse processo infinitamente e portanto o conjunto

A-B=

solucdo € a unido de todas as solucdes possiveis. Vamos analisar agora o resultado que obtemos

via operagOes aritméticas intervalares. Considere as seguintes matrizes
16

Y
16

onde A - B pertence a solucdo do produto intervalar de [A] por [B]. Assim temos que A € [A],

2 -1
0 -3

by

by

A= , B = eA-B=

B € [B]e A- B € [A]-[B]. Gostarfamos de saber qual é o valor de b, e by que multiplicado pela

matriz A resulte na matriz A - B, ou seja, temos que resolver um sistema de equagdes lineares.

2by — by = 16 by =2
=
—3by = 16 by = —18

Note que by € [1,2] e by & [—4, 4], ou seja, a solugdo via operagdes aritméticas intervalares nos

Entao temos

levou a uma matriz que néo estd contida na matriz [B], sendo assim necessério estudar as duas

formas de resolucao que serao abordadas no Capitulo 5.

A seguir vamos apresentar uma aplicacio interessante do Teorema Fundamental da
Anélise Intervalar que estd relacionando o conceito de produto de matrizes intervalares. Sendo

assim considere o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.5. Seja a matriz A uma matriz linha com seus elementos niimeros reais, ou seja,

A= [an ay ... aln} . Considere também a matriz intervalar | B] como sendo uma matriz
[b11]

. . [b21 . .

intervalar coluna, ou seja, [B] = | | . Agora podemos realizar a produto intervalar de A
[bnl]

por |B). Entdo temos que,
A- [B] = {an : [blﬂ + aqo - [521] + ...+ a1y [bn1” .

Vale observar que a expressdo acima poderd também ser vista como uma fungdo intervalar. Ou

ainda, como a extensdo intervalar de uma funcdo de R™ — R. De fato, considerando a funcdo:

f: R* =R
(b11,b21, - .., bn1) ¥ a11b11 + agabor + ... + a1,bns.

Uma extensdo intervalar de f pode ser dado por:

F: 1I"—=7
([b11], [b21], - - -, [bn1]) = @11 - [b1a] + - - - + @1 - [bpa]-

Note que F é de fato extensdo intervalar de f uma vez que:

F([blla bll]’ AR [bnla bnl]) = air- [bn, bn] +ang - [521, 1921] + ...+ a, - [bm, bm]
= aybin + aaby + ..+ @b
— f<b117b217~~7bn1)-

Podemos afirmar também que F é uma fungdo intervalar racional, pois podemos deter-
minar sua lei de formagdo utilizando uma finidade de operacoes intervalares. Assim, podemos
afirmar que F' é monoténica em relagdo a inclusdo, a prova de tal afirmacdo se encontra no
trabalho de Cassimiro (2020). Entdo se F' é extensdo intervalar de f, temos que o Teorema

Fundamental da Andlise Intervalar é aplicdvel, ou seja,
Im(f) |(puixipz]xxa) € F([b1a], (b1, - - s [bra]).

No exemplo anterior vimos uma aplicacdo do teorema fundamental da andlise intervalar
para um produto de uma matriz linha por uma matriz coluna. Apéds esse resultado podemos
pensar se ainda € possivel aplicar tal teorema para matrizes de outras dimensdes, sendo assim no

préoximo exemplos vamos abordar matrizes quadradas com dimensdes 2 X 2.

Exemplo 4.6. Seja a matriz A uma matriz quadrada 2 x 2 com seus elementos niimeros reais,
ou seja,

ailr Q12

A=

Q21 Q22
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Considere também a matriz intervalar | B] quadrada 2 x 2, ou seja,

Realizando a multiplica¢do de A por [B] temos que,

A-[B] =
21 - [bn] + agg - [521] s - [512] + ag - [522]

ain - [bin] +aiz - [ba1]  ain - [bi2] + ain - [522]] '

Novamente vamos considerar os a;; € R como sendo niimeros fixos. Diferente do exemplo

anterior, nesse caso vamos separar, em quatro fungoes reais. Entdo temos

fo R — R*Y comn € {1,2,3,4}
f1(b11, b12, ba1, b22) = ay1bi1 + ai2by;
f( )
f3(bn, bi2, ba1, 522) = ag1b11 + abay;
fa(b11, b1z, ba1, b2o)

bn; 512, 521, ba2) = ajibia + Cl12bz2;

= ag1b12 + agba.

Assim como no exemplo anterior podemos determinar a extensdo intervalar de cada uma das
fungoes reais acima, ficando a cargo do leitor verificar a veracidade das extensées. Sendo assim

temos as seguinte extensoes intervalares das fungoes reais.

F,:T* — I* comn € {1,2,3,4}

Fl([bn], [512], [b21], [522]) = a1 [511] +apz - [521];
Fz([bn], [b12], [b21], [522]) = an - [ ] +ag - [522];
F3([b11]; [512], [bm], [522]) = Q21 - [bn] + aga - [521];
F4([511], [512]7 [521], [522]) Qzy - [512] + Qg - [b22]-

Como no exemplo anterior, temos que F,, sdo funcoes intervalares racionais. Temos entdo
que suas extensoes intervalares sdo monotonicas em relacdo a inclusdo. Portanto, é possivel
novamente aplicar o Teorema Fundamental da Andlise Intervalar. Sendo assim, temos que o

seguinte resultado.

~

m fl ‘ ([b11] % [b12] % [b21] X [b22])

~

m f2 | ([b11] % [b12] X [b21] X [b22])

~
N 1NN InN

~— ~— ~— ~—

(
(

(3 |([b11]x [Br2] x [b21] ¢ [b22])
(

~

m f4 ‘ ([b11]x [b12] X [b21] % [b22])

Vimos que aumentando as dimensdes da matrizes ainda € possivel aplicar o teorema
fundamental sem ferir qualquer resultado apresentado anteriormente. Se tentarmos realizar o
mesmo processo do produto de matrizes resultando em uma matriz m X n ainda serd possivel
aplicar o Teorema Fundamental. Para ndo tornar o texto cansativo e poluido esse caso fica a

cargo do leitor.
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Na préxima se¢io abordaremos as propriedades da Algebra Matricial Intervalar. Veremos
que algumas dessas propriedades sdo idénticas as propriedades da Algebra Matricial. Para estudar
tais propriedades, vamos introduzir as nomenclaturas de matriz intervalar identidade e matriz
intervalar nula. Podemos escrever a matriz identidade intervalar como uma extensao dos termos

do delta de Kronecker! sendo definido da seguinte forma
[1,1], sei=j
[135] = o
[0,0], sei # j,
e denotamos [0] como sendo a matriz intervalar nula, ou seja,

(0,0] [0,0] --- [0,0]
0] =1 : Do
[0,0] [0,0] --- [0,0]

4.2 Propriedades da algebra matricial intervalar
Proposicao 4.1. Sejam [A), [B| e [C| matrizes intervalares com as seus tamanhos adequados.

Sdo vdlidas as seguintes propriedades para as operacdes matriciais intervalares:

(a) (comutatividade) [A] + [B] = [B] + [A];

(b) (associatividade) [A] + ([B] + [C]) = ([A] + [B]) + [CT;

(c) (elemento neutro) [A] + [0] = [0] + [A], onde [0] é chamada de matriz nula;

(d) (elemento neutro) [A] - [I] = [I]| - [A] = [A], onde [I] é a matriz identidade;

(e) (subdistributividade) ([A] + [B]) - [C] C [4] - [C] + [B] - [C];

(f) (distributividade) ([A] + [B]) - C = [A] - C + [B] - C, onde C' é uma matriz real;
(g) (distributividade) C - ([A] + [B]) = C - [A] + C - [B], onde C é uma matriz real;
(h) ([A]')" = [A];

(i) ([A] + [B))" = [A]" + [B]";
() ([A] - [B])" = [BI" - [A]".

Demonstracdo. (a) Seja

Pela definicdo de soma de intervalos temos

[ci5] = lags] + [bi] e [dis] = [by] + [ass]-
Mas a soma de elementos de Z é comutativo. Portanto

[cij] = lais] + [bis] = [bij] + [ai;] = [dig],

para todo 7, j € N. Isso garante [C] = [D].

' Leopold Kronecker (1823 - 1891): matematico alemo.
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Por defini¢do de soma de intervalos temos
[ei5] = lais] + [dis] = [ei] = lai] + ([big] + [c5])-
Como a soma de elementos de Z é comutativo. Logo
leis] = lai] + ([bis] + [ei]) = ([aig] + [b3]) + [eig] = [fig] + [ei] = [945],

para todo 7, j € N. Portanto [E] = [G].
(c) Seja

Novamente por definicdo de soma de intervalos temos
[bi;] = lai;] + [04].
Como em Z temos a existéncia do elemento neutro podemos afirmar que
[bis] = lai;] + [04] = lag],

para todo 7, j € N. Portanto [B] = [A].

(d) Como ja foi apresentado a defini¢do de matriz identidade intervalar da seguinte forma

7] = {[1,1], sezi :]
[0,0], sei # j.

Temos que

zn: lai] - 1] = [ai].
(e) Podemos afirmar que
([A] + [B]) - [C] = {(laa] + [bix]) - [crjl; [aie] € [A], [bix] € [B] e [exs] € [C]}-

Como j4 foi visto neste trabalho temos que a lei da subdistributividade € valida, entao aplicando-a

temos que
([A] + [B]) - [C] € {lair] - lexs] + [bie] - [cns]; lain] € [A] [bix] € [B] e [exs] € [CT}

= ([A]+[B]) - [C] < [A]- [C] + [B] - [C].
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(f) Nesse item, gostaria de salientar que a matriz C, ndo € intervalar, ou seja, seus

elementos sdo nimeros reais. Temos que

NE

(Al +[B]) - C = ) _(laix] + [bir]) - ks

=
Il
—

I
M=

[air] - crj + [bir] - cr;

e
Il
—

[air] - crj + D [bie] - cxj
k=1

-C+[B]-C.

I
M=

e
Il

[EL

A

—

(g) A demonstracao € similar a do item anterior ficando a cargo do leitor.

(h) Pela defini¢do de matriz transposta temos que
([ay]")" = (lazi]") = [ag)-
(1) Temos que

(lagg] + [bis])" = lazi] + [bjs] com [ay;] € [A]" e [by] € [B]".

=
k

fap] - ] = Slaw]t - Bal' = S al’ - [awy]” = [BY' - [A]"

1 k=1 k=1

n
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5 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES INTERVALARES

O estudo de sistemas de equacdes lineares € muito importante tanto na drea de Matematica
em si, como em diversas outras dreas aplicadas. Pode ser utilizado em diversos contextos,
tais como para o estudo de trafego de veiculos, circuitos elétricos, sistemas de localizagdo e
deslocamento, balanceamento de equagdes quimicas, determinacdo de coeficientes de fungdes
polinomiais, entre outros. Muitas das aplicacdes envolvendo sistemas de equacdes lineares
envolvem dados reais. Tais dados, por sua vez, podem apresentar incertezas devido a erros
na aquisi¢ao/levantamento dos mesmo, ou até incertezas inerentes ao problema. Desta forma,
estudar sistemas lineares onde as varidveis ou os coeficientes das equacdes sao intervalos pode

ser de grande valia.

Todavia, estudar sistemas de equagdes lineares intervalares € bem mais complicado que
simplesmente trocar nimeros reais por intervalos e as operagdes de nimeros reais por operacoes
intervalares. O principal problema estd associado ao fato de que nem todos os elementos
intervalares admitem inverso multiplicativo, mesmo no caso em que nio contenham o zero. Por
exemplo, a equagdo linear

2x =3

¢ bastante simples de se resolver visto que o niimero 2 possui inverso multiplicativo (271).
Assim, basta multiplicar ambos os lados da equagdo por este elemento que obtemos a solu¢io da
equagio:

r=2"1.3.

Consideremos agora a seguinte equacao

Observe que o intervalo [1, 3], apesar de ndo conter o elemento zero, ndo possui inverso multi-
plicativo'. Logo, ndo é possivel proceder de maneira andloga ao caso anterior, apenas trocando
operagdes de nimeros reais por operagdes intervalares. Este problema fica ainda mais complicado
quando consideramos sistemas de equagdes envolvendo coeficientes e varidveis intervalares com
mais equagdes e incégnitas. E necessario ainda estabelecer com clareza o que é uma Equacdo
Linear Intervalar, bem como o que € uma solucado para tal. Estas ideias serdo abordadas neste

capitulo, fazendo um comparativo com as respectivas definicdes usuais.

Ao longo deste capitulo serd necessario lidar tanto com operacdes entre nimeros reais
quanto com operagdes intervalares. Afim de evitar confusdes, as operagdes reais serdo denotadas
pelos simbolos tradicionais enquanto as operacdes intervalares serdo denotadas com simbolos
circundados (®, ©, © e ©).

Nio existe nenhum intervalo [a, b] tal que [1,3] - [a, b] = [1, 1].
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Vale destacar que para o estudo do problema de interpolacdo polinomial intervalar®, que
serd explorada no Capitulo 6, serd necessdrio lidar apenas com o caso particular de sistemas
lineares intervalares onde apenas as varidveis e termos independentes sdo intervalares. Todavia,
afim de dar uma ideia mais ampla do assunto, neste capitulo serdo apresentados as defini¢des
e alguns resultados para o caso mais geral. Porém, niao serdo abordados com profundidade
os métodos para resolucdo de sistemas lineares intervalares. O leitor que tiver interesse pode

encontrar tais métodos no trabalho de Holbig (1996).

Por fim, vale mencionar que os resultados e demonstracdes apresentados neste capitulo
nao foram extraidos das referéncias bibliograficas, mas sim explorados no desenvolvimento deste
trabalho.

5.1 Equacao linear intervalar

Iniciaremos apresentando a defini¢do de equagdo linear real com uma varidvel real para
facilitar a comparacdo com a definicdo de equacao linear intervalar que serd apresentada em

seguida.

Definicao 5.1. Sejam a e b € R. Uma Equagdo Linear Real (ELR) de uma varidvel x e com

coeficientes a e b é uma equacdo da forma
a-x=>o

Neste caso, © € R é dito solugdo desta ELR se satisfaz a - & = b.

A definicdo a seguir ird estender tal conceito para Andlise Intervalar, na qual os coefici-

entes a e b serdo intervalos fechados.

Definicdo 5.2. Sejam [a] e [b] € Z. Uma Equagdo Linear Intervalar (ELI) de uma varidvel x e

com coeficientes |a] e [b], denotada por

é o conjunto de equagoes lineares reais da forma a - x = b onde a € [a] e b € [b]. Neste caso, a

solugdo desta ELI serd o conjunto

S = {x € R;z é solugdo de a - v = b para algum a € [a] e b € [b]}.

Note que uma equacdo linear intervalar € um conjunto de equagdes lineares reais e
ndo uma equacio onde trocamos as operacdes de nimeros reais por operagdes entre intervalos
(iremos estudar isto com um pouco mais de detalhes mais adiante). Afim de evidenciar esta
diferenca, note que o simbolo usado para a operacdo de multiplicacio ndo € a operacao intervalar,

mas sim a de ndmeros reais.

2 Aqui refere-se ao problema de interpolagdo polinomial considerando dados (;, [y;]) onde t; € Re [y;] € Z.
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Além disso, a solu¢do de uma equacao linear intervalar € definida como o conjunto de
todas as solugdes dos sistemas lineares reais que compdem a equagdo linear intervalar. Nos casos
em que a # 0, estas solugdes terdo a forma a~! - b. Desta forma a solu¢do S de uma equagio

linear intervalar [a] - x = [b], com 0 ¢ [a] podendo ser escrita na forma

S = {a' - baclaebe[b]}
= U {a "0}

a€la],be[b)]
Exemplo 5.1. A equagdo [2,2] - x = [4, 4] € uma equagdo linear intervalar cujos coeficientes
sdo intervalos degenerados. Observe que, pela definicdo de equacdo linear intervalar, a equagdo
acima serd o conjunto de equagoes lineares da forma a-x = bonde a € [2,2] e b € [4,4]. Como
existe apenas uma op¢do para tal, teremos que a equagdo linear intervalar [2,2] - x = [4,4] serd
o conjunto com apenas a equagdo linear real 2 - v = 4. Além disso, a solucdo desta equacdo
linear intervalar serd

S= U falpp={2" 4} ={2}.

a€(2,2],b€[4,4]

Isto é, a solucdo desta equacdo linear intervalar serd o conjunto com apenas um elemento, que

€ justamente a solucdo do sistema linear real 2 - x = 4.

Note que, com a mesma ideia deste dltimo exemplo, qualquer equacio linear real a-z = b
pode ser vista como uma equagdo linear intervalar [a,a] - = = [b, b]. Neste caso, o conjunto
S solucdo da equacdo linear intervalar conterd apenas a solucdo do sistema linear real (se tal

equagao tiver solucao).
Exemplo 5.2. Consideremos a equacdo linear intervalar dada por
[1,3] -z =[5,7].

Neste caso, como existem infinitas possibilidades de a € [1,3] e b € [5,7], esta equagdo linear
intervalar serd composta por infinitas equacoes lineares reais. A solucdo desta equagdo linear
intervalar também serd um conjunto com infinitos elementos e pode ser escrita na forma:

S = U {a "0}

a€[1,3],b€[5,7]

Como a € [1,3], temos que ™' € [%, 1]. Disso e de b € [5, 7], segue que
5
Como mencionamos anteriormente, a definicdo de equacgdo linear intervalar ndo é dada
simplesmente pela troca de operagdes entre nimeros reais por operagdes intervalares. Para

facilitar a distin¢do entre estas duas formas de lidar com equacdes envolvendo intervalos, vamos

introduzir uma nomenclatura para este tipo de equacao.
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Defini¢do 5.3. Sejam [a] e [b] € Z. Uma Equagdo Linear via Operagdes Intervalares (ELVOI)?

de uma varidvel [z] e com coeficientes [a] e [b], é uma equagdo da forma

Neste caso, R € T é dito solugdo desta equagdo se satisfaz [a) © R = [b).

Em algumas situacdes particulares, estes dois conceitos poderdo coincidir. Todavia, ndo
serd valido de forma geral. Para ilustrar isso, vejamos no exemplo abaixo se as solucdes das ELI

dos Exemplos 5.1 e 5.2 sdo solucdes do ponto de vista de ELVOI.

Exemplo 5.3. Consideremos a ELVOI formada com os mesmos coeficientes intervalares do
Exemplo 5.1:
2,2 © [a] = [4,4].

Observe que, neste caso, a solucdo da ELI dada por S = {2} serd também solugdo da respectiva
ELVOF pois
2,20 (2,2 = [4,4]

Consideremos agora a ELVOI formada com os mesmos coeficientes intervalares do Exemplo 5.2:
[1,3] © [2] = [5,7].

Neste caso, temos que a solu¢do da respectiva ELI é S = {g, 7}. Mas

) )
1.3 [7] - [,21} 5.7].
L3217 =[] £67

O exemplo anterior mostrou que a solugdes da ELI [1,3] - = = [5, 7] ndo é solugdo da
ELVOI [1, 3] ® [z] = [5,7]. O exemplo a seguir ird buscar qual o intervalo soluc¢do para esta

dltima.

Exemplo 5.4. Vamos procurar uma solugcdo para a equagdo linear via operagées intervalares

dada por:
[17 3] © [£7T] = [57 7] (5.1)

Como o resultado da multiplicacdo intervalar depende do sinal dos extremos dos intervalos,
vamos separar a resolucdo em casos de acordo com o sinal de x e T. Como x < T, basta

considerar os trés casos a seguir.

3 Esta defini¢iio, bem como respectiva nomenclatura, nio foi baseada em nenhuma outra referéncia. Apesar de

ndo ser um conceito apresentado de forma padrdo nas referéncias estudadas, consideramos relevante estabelecer
no escopo deste trabalho para facilitar a compreensao dos conceitos envolvidos.
Considerando a equivaléncia de intervalos degenerados e nimeros reais
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e Casol:0<

Neste caso teremos que

1,3] ® [z,7] = [1.2,3.7] = [z, 37].

Disso e da Equacdo (5.1) segue que devemos ter x = 5e 3T = 7, ouainda, t =5eT = %
Mas note que isso ndo é possivel visto que devemos ter x < T. Logo, ndo encontramos

solucdo neste caso.

e Caso2:7<0
Neste caso teremos que
[1,3] © [z, 7] = [37, z].

Usando a Eq. (5.1), segue que devemos ter T = 5/3 e x = 7. Mas isto contraria v < T,

além de contrariar também T < 0, que estamos assumindo neste caso.
* Caso 3: x < 0 < T Neste caso teremos que
[1,3] ® [z, 7] = [3z, 37].
Usando a Equagdo (5.1), segue que devemos ter x = 5/3 e T = 7/3. Mas isto contraria

x < 0, que estamos assumindo neste caso.

Portanto esta equacdo linear via operacdes intervalares ndo admite solucdo, isto é o conjunto

solugdo é vazio.

Os Exemplos 5.4 e 5.3 mostram que, mesmo considerando os mesmos coeficientes
intervalares [a] e [b] € Z, pode ocorrer da solugdo da ELI ser possivel de determinar enquanto a
solucdo da ELVOI € o conjunto vazio. Serd que no caso em que tanto a ELI quanto a ELVOI
admitem solucao (diferente do vazio), as solugdes irdo coincidir? A resposta ainda é: nao

necessariamente, como mostra o exemplo a seguir.
Exemplo 5.5. Vamos procurar as solucdo para a ELI e ELVOI considerando os coeficientes
intervalares [a] = [1,2] e [b] = [3, §].

* Solugdo da ELI:

S = U al-b= U al‘b:[2,8}.

a€[1,2],b€[3,8] a~1€[1/2,1],b€[3,8]

* Solugdo da ELVOI:

R = [3,4] uma vez que [1,2] ® [3,4] = [3,8].

Os exemplos anteriores nos mostraram que as solucdes de ELI e ELVOI ndo sdo equiva-
lentes, podendo ocorrer de terem solucdes distintas. Todavia, nos exemplos explorados até aqui,

sempre tivemos que a solu¢do da ELVOI R estava contida na solugao da ELI S. De fato:
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* Coeficientes: [a] = [2,2] e [b] = [4, 4]

R=[22={2} =8

* Coeficientes: [a] = [1,3] e [b] = [5,7]
Solug¢do via ELVOI € o conjunto vazio

€

S =[5/4,7].
* Coeficientes: [a] = [1,2] e [b] = [3, §]

R=1[3,4 C [3/2,8] = S.

Seria entdo possivel estabelecer alguma relacdo entre as solu¢des destas duas formas de lidar

com estas equagdes? A resposta € sim, como podemos ver na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 5.1. Sejam [a], [b] € Z, S a solugdo da ELI [a)] - © = [b] e R a solu¢do do ELVOI
la] ® [z] = [b]. Entdo temos que R C S.

Demonstragdo. Como R é solugdo da ELVOI temos [a] © R = [b]. Seja j um elemento qualquer
de R. Entdo podemos afirmar que para qualquer a € [a], teremos que a - j € [b]. Isto é, existe
b € [b] tal que @ - j = b. Portanto é possivel constatar que j € solu¢do de a - = = b para um certo

a € [a] e b € [b]. Com isto concluimos que j € S, donde segue que R C S. O

Nos Exemplos 5.3 e 5.4 consideramos equacOes com mesmos coeficientes intervalares
([a] = [1,3] e [b)] = [5,7]) e vimos que, no caso da ELI a solucdo é dada pelo conjunto
S = [5/3, 7], enquanto no caso da ELVOI ndo havia solug¢@o. Ainda assim, é possivel aplicar a

proposicéo anterior uma vez que a solugio via ELVOI é o conjunto vazioe S = [5/3, 7).

Outro resultado interessante é que nem sempre a solu¢do de uma ELI € um intervalo

fechado, como podemos ver no exemplo numérico a seguir.
Exemplo 5.6. Consideremos a seguinte ELI:

[—1,1] -z = [1,1].
Sabemos que a solugdo desta ELI é dada por

S = U {a™' b}

a€[—1,1],b=[1,1]

- U ety

a€l-1,1]

ol
a€[—1,0) a€(0,1]
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Mas

U a'= <lim a ' 1| = (—o0, —1]

a—0— :|

U a'= [1, lim> =[1,+00).

+
a€(0,1] a—0

Portanto temos que a solucdo dessa equacdo é dada da seguinte forma.

S = (—o0,—1] U[1, +00).

Note que, apesar de estarmos trabalhando com Equacao Intervalar de uma varidvel
podemos obter resultados na qual a solu¢do da equacdo ndo € necessariamente um intervalo. Isto
ocorre pois o intervalo [a] contém o nimero zero. Conforme vamos apresentar na proposicio a

seguir, caso 0 ¢ [a], teremos que a solugdo de uma ELI é um intervalo fechado.

Proposicio 5.2. Sejam [a], [b] € Z, com 0 ¢ [a]. Entdo a solugdo da ELI [a] - x = [b] é um

intervalo fechado.

Demonstragdo. Como temos que 0 ¢ [a], entdo a > 0 ou @ < 0. Sendo assim podemos

considerar estes dois casos separadamente. Consideraremos abaixo o caso a > 0 (o outro caso

¢ andlogo e deixaremos a cargo do leitor). Como a > 0, temos que se a € [a] = [a, @] entdo
111

S {E,E}.Logo,

S= |J atb= U} c-b={c-bce it ebe b}

a€la),be(b] ce [% a

—

Mas note que esta € a defini¢do de [%, } ® [b], cujo resultado é um intervalo (vide Capitulo 2).

a

]

A Proposigdo 5.2 garante que, se 0 ¢ [a], entdo a solu¢do S de ELI é um elemento de 7.
Mas o que acontece quando 0 € [a]? Seréd que ainda assim € possivel que a solucdo da ELI seja

um intervalo fechado? A proxima proposicao ird responder estas perguntas.
Proposicao 5.3. Sejam [al, [b] € Z, com 0 € [a] e S a solugdo da ELI [a] - x = [b).
1. Se 0 € [b], entdo S = R.
2. Se0 ¢ [b] e0 € (a,a), entdo S ndo serd um intervalo.
3. Se0 ¢ [b] e a] =10,0], entdo S é o conjunto vazio.

4. Se0 ¢ [blea=0oua=0,comla] # 0], entdo S é um intervalo ilimitado.

Demonstragdo. Vamos analisar cada um dos itens separadamente.
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1. No primeiro caso temos que 0 € [a] e 0 € [b]. Desta forma, para qualquer z € R teremos
que a equagdo linear a - = = b é satisfeitaparaa =0 € [a]eb =0 € [b]. Isto é, x € S'e,
portanto,

S =R

2. Consideremos agora o caso em que 0 € (a,a@) mas 0 ¢ [b]. Neste caso para encontrar S
precisaremos olhar para os valores de ' -b, com a € [a] — {0} e b € [b]. Como 0 € (a,a),
temos que

la] = {0} = [a,0) U (0,a].

Desta forma a € [a] — {0} é equivalente a a™! € (—oo, ﬂ U [%, oo). Além disso, de

0 ¢ [b], temos que b > 0 ou b < 0. Sem perda de generalidade, vamos considerar o caso
em que b > 0 (para o outro caso a demonstragdo serd similar). Desta forma

S = {a'-bacla—{0}ebe[t]}
= (—OO,Q/Q] U [b/aa OO) . (5.2)

Note que a dnica forma deste conjunto S ser um intervalo seria se b/a = b/a. Mas isto
ndo acontece pois a < 0 < @, donde segue que 1/a < 0 < 1/a, ou ainda, b/a < 0 < b/a.

Portanto S ndo € um intervalo.

3. No terceiro caso, como [a] = [0, 0], teremos que a.z = 0 para todo a € [a] = [0, 0]. Mas

como 0 ¢ [b], segue que o sistema linear intervalar ndo tera solugdo. Isto é, S = ().

4. No caso em que apenas um dos extremos € o zero, poderemos aplicar ideia similar a da
demonstracao do Item 2. Mas neste caso ficaremos com apenas um dos termos da unido

presente na Equagdo (5.2). Desta forma .S serd um intervalo ilimitado.
O

Pelos resultados apresentados ao longo desta secao, é perceptivel que o coeficiente
intervalar [a] influencia nas diferengas entre as solu¢des da ELI e da ELVOL. Isto pois, com
excecdo dos intervalos degenerados, os intervalos ndo possuem inverso multiplicativo. No caso
em que o coeficiente intervalar [a] for degenerado (e diferente de [0, 0]), entdo teremos que as

solu¢des da ELI e da ELVOI irdo coincidir, como mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 5.4. Sejam [a], [b] € Z, com a =@ = a # 0. Entdo a solu¢do S da ELI [a] - x = [b]
serd também solucdo da ELVOI [a] ® [z] = [b].

Demonstragdo. Como [a] = [a, a] é um intervalo degenerado com a # 0, segue da definigdo de

solucdo de uma ELI que



37

Disso e da definicdo de multiplicacdo entre intervalos, segue que S pode ser escrito na forma

S =[a"t,a"'] ® [b]. Mas entdo, como a multiplicagio intervalar € associativa, segue que
a]©S=la,ad (e o) = (adea) ol =110 b=

Portanto S € solu¢do da ELVOI [a] ® [z] = [b]. O

5.2 Sistema de equacoes lineares intervalares

Na secdo anterior apresentamos duas defini¢cdes para equacdes lineares envolvendo
coeficientes intervalares, bem como exploramos alguns resultados. E perceptivel que, mesmo
abordando os casos mais simples (uma equacdo e uma varidvel), determinar o que é uma solugdo
bem como encontrar a solu¢cdo em si ndo € necessariamente uma tarefa trivial, sendo fundamental
os conceitos estarem bem definidos para que ndo ocorra conflitos de ideias gerando uma ma
interpretacdo. No caso de sistemas de equacdes lineares com vdrias varidveis, estas dificuldades
serdo ainda maiores. Vimos na se¢do anterior que no caso em que o coeficiente intervalar [a] (que
multiplica a varidvel) era um intervalo degenerado, o estudo de solu¢des se tornava mais simples.

Todavia, ndo teremos algo andlogo para o caso de sistemas de equacdes lineares intervalares.

Afim de evidenciar as diferengas decorrente da teoria de andlise intervalar, comecaremos
esta secdo apresentando a definicdo de um Sistema de Equacdes Lineares Reais, para em seguida
apresentar as definicdes considerando coeficientes intervalares. Ao contrario da sec¢do anterior,
iremos explorar estes conceitos apenas via exemplos afim de ilustrar o quao complexa pode se

tornar a teoria.

Defini¢ao 5.4. Sejam A,,.,, e B,,x1 matrizes com entradas reais. Um Sistema Linear Real®

(SLR) de m equacdes e n varidveis é uma equacdo da forma

A-X =B,
onde
ajp a2 -+ Qip Iy by
A— Q21 A21 - d2p X = o) e B — by
Am1 Qm2 *° Qmn Tn bm

Neste caso, anl com entradas reais é dita solucdo deste SLR se satisfaz A - X =B8.

Com a mesma ideia da definicdo de Equacdo Linear Intervalar temos a definicao de

Sistema de Equagdes Lineares Intervalares, como apresentada a seguir.

> Ou Sistema de Equacdes Lineares Reais.
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Definicio 5.5. Sejam [A],,xn € [Blmx1 matrizes com entradas intervalares. Um Sistema Linear

Intervalar® (SLI) de m equacdes e n varidveis é uma equagdo da forma

4] X = (8],
onde

] fan] [ . b

O [ R | R O

) o] el | o]

Neste caso, a solugdo deste SLI serd o conjunto

S = {X,x1 com entradas reais; A - X = B para algum A € [A] e B € [B]}.

Perceba que as definicdes sdo bem similares, a diferenca de uma para a outra se encontra
nos coeficientes das equacdes, onde anteriormente tinhamos nimeros reais agora teremos inter-
valos fechados. Mas como foi estudado no capitulo anterior, mesmo com conceitos bésicos, a

teoria de andlise intervalar tem suas sutilezas e isso se estenderd para conceitos mais elaborados.

Por fim, vejamos a definicao de Sistemas de Equacdes Lineares via Operagdes Intervala-

res.

Definicao 5.6. Sejam [A],xn € [Blmx1 matrizes com entradas intervalares. Um Sistema Linear

via Operagoes Intervalares’ (SLVOI) de m equagdes e n varidveis é uma equacdo da forma

4]0 [X] = [B],
onde

@] o] - o ] b1

P Il e Lol D

(] faa] - [am] 2] b

Neste caso, a matriz intervalar [R] é dita solugdo deste SLVOI se satisfaz [A] © [R] = [B].

Exemplo 5.7. Consideremos SLVOI determinados pelas matrizes intervalares

A= 2.4 [-21] Bl [—2,2]] |
—1,2] [2,4] [—2,2]
Podemos reescrever este SLVOI na forma
2,4 © [z] +[-2,1]]Oy] = [-2,2] (5.3)
1,2l oz +[2,4 060y = [-22] (5.4)

6
7

Ou Sistema de Equagdes Lineares Intervalares.
Ou Sistema de Equacdes Lineares cia Operacgdes Intervalares.
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Para buscar uma solugdo [[x), [y]]" para este SLVOI vamos separar em casos de acordo

com os sinais dos extremos dos intervalos [z] e [y]:

e Caso:xz>0ey > 0.

Aplicando as operagées intervalares em (5.4) temos que

[22,47) & [-2y,7] = [-2,2] = 2z — 2y, 4T + 7] = [-2,2].

Agora realizando as operagoes intervalares em (5.4), temos que
7,27 @ [2y,4y] = [-2,2] = [T + 2y, 27 + 47] = [-2,2].

Aplicando a definig¢do de igualdade de intervalos nas equagoes intervalares acima, recai-

mos no seguinte sistema de equagoes reais.

2@—2g:—2
AT + 7y =2
—T+2y=-2
27 +4y =2

Note que a solugdo deste SLR nos fornecerd

o= [e] e =[]

Mas perceba que temos uma contradi¢do pois assumimos que v > 0 e y > 0 divergindo

do resultado obtido.

* Caso:x < 0ey <0.

Novamente aplicando as operacoes intervalares em (5.4) e (5.4) temos que

[4£7 2T] S [Q7 _2@ = [_27 2] = [4£+ Y, 2z — QQ] = [_27 2]7

22, —z] ® [4y,2y] = [-2,2] = [2z + 4y, —z + 27] = [-2,2].

Obtemos assim o seguinte SLR:

dr +y= -2
2r —2y =2

20 +4y = -2
-+ 2y =2

A partir da solucdo deste SLR obtemos

i-[29 = [24]

Novamente o resultado ndo é vdlido pois assumimos que T < 0 ey < (.
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e Caso:x>0eqy < 0.

Procedendo de maneira similar aos casos anteriores, chegaremos no SLR

2@—&2—2
47 — 2y =2
—T+4y = -2
2T 4+ 2y = 2.

Resolvendo este sistema chegamos no seguinte solugdo.

o] = [~1p 5] ¢l =

Resultando também em uma contradi¢do pois supomos que x > 0 ey < (.

35]
7]

Os outros seis casos (T < 0ey > 0; 2 <0 ey>0z2<0<7Tey<0,z>0e¢

<7z
Yy<0<y3,7<0ey<0<y,2<0<Tey <0 <7y)seguem as mesmas ideias dos casos
jd apresentados. Para ndo tornar o texto cansativo, deixamos os casos remanescentes para o

leitor. Portanto, este SLVOI ndo tém solugdo (ou equivalentemente, a solugdo € tal que [x] = () e

[yl = 0).

Entao perceba que, apesar do sistema em questdo aparentemente parecer simples, deter-
minar sua solugdo via operagdes intervalares ndo € algo trivial. O proximo exemplo ira lidar com

0s mesmos coeficientes intervalares, mas ird buscar a solu¢ao do SLI.

Exemplo 5.8. Consideremos SLI determinados pelas matrizes intervalares

Para determinar a solucdo deste SLI precisamos encontrar o conjunto dado por
S={XeR"3JA € [AledB € [B]tal que A- X = B}.

Ou seja, precisamos calcular a solugdo de todos os SLR com coeficientes em [A] e [ B]. Mas note
que existem infinitas possibilidades. Isto é, para encontrar a solugdo deste SLI precisaremos
calcular as solugées de infinitos SLR (bem mais complicado do que os nove SLR necessdrios

para resolver no caso do SLVOI).

Podemos obter uma aproximagdo do conjunto soluc¢do resolvendo computacionalmente
para discretizacoes dos intervalos envolvidos. Desta forma, obtemos uma aproximacdo da

solugdo deste SLI serd dada pelo conjunto S representado na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Interpretacdo Geométrica do Resultado do SLI do Exemplo 5.8.

(-3.4)

(4,3)

(-4,-3)

-4 (3, -4)

Fonte: Autoria Prépria.

Note que este conjunto ndo pertence a I*, pois temos que I* tem um formato retdngular.

Vale notar que, mesmo para um SLI e SLVOI de ordem pequena (2 x 2) a complexidade
da solucdo ja aumentou bastante. Além disso, vale observar que encontrar todos os elementos do
conjunto S que formam a solu¢do de SLI é bem mais complexo do que para ELI. De fato, no
caso do SLI recairemos, muitas vezes, na resolucio de infinitos SLR. Todavia, a solu¢do de um

SLI sempre pode ser encontrada via resolucdo de finitos SLR.

Por fim, vejamos um exemplo que ilustra como os comportamentos de inclusdao de
solugdes obtidos na sec¢do anterior ndo se estendem para o caso de sistemas lineares envolvendo

coeficientes intervalares.
Exemplo 5.9. Consideremos o SLI e o SLVOI associados as matrizes intervalares

L2 |0]
0 1 2,3]

Note que A pode ser vista como uma matriz intervalar cujas entradas sdo todos intervalos

degenerados. Além disso, note que a matriz A € invertivel e que sua inversa é dada por:

1 =2
0 1
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Note que, neste caso, a solucdo do SLVOI pode ser resolvido usando a matriz inversa:

A®[R|=[B] = [Rl=A"'0[B]

=2 i)
= [R] = o 1 ® [2’3]]
~ [R] = (L@, e (2,2 ©[23)
(0.0} [0, 1)) & ([1,1) © [2,3)
= [R] = [[_26;)2])’]

Por outro lado, temos que a solugcdo S do SLI serd

S = {XeR"%“3IBe€[B]talque A- X = B}
= {A7'-B;B € [B]}.

Al

Mas note que, para todos os by € [0,1] e by € [2, 3], temos que:
1 =2] o] [robi—2-0] [on—2-b
0 1] |b 0-by+1-b by |
by —2-b
S:{[l )
by

Comparando a solugdo R do SLVOI e a solugdo S do SLI, é fdcil observar que as

;b1€ [0,1]6()26 [2,3]}

Portanto

;bl € [071]€b26 [2,3]}

segundas componentes irdo coincidir. Todavia, para a primeira componente é um pouco mais
complicado de analisar. Considere v = [x1,15]" € S. Pela caracterizagdo que obtivemos de S,
temos que x5 € [2,3] e que x1 = by — 2by para algum by € |0, 1] e para algum by, € (2, 3]. Mas
perceba que se by € [2,3] entdo temos que —2by € [—6, —4], e by — 2by € [—6, —3]. Logo temos
que 1 € [—6,—3], isto é, se x = [x1, 35" € S entdo x € [R)], donde obtemos S C [R).

Por fim, observe que [3,3]" € [R]. Todavia [3,3]" & S. De fato, para que xo = by = 3
deveriamos ter 3 = x1 = by — 2by = by — 6, donde by = 9 ¢ [0, 1].

Na sec¢do anterior conseguimos estabelecer uma relagio entre as solugdes de ELI (S) e a
solucdo de ELVOI (R) quando consideramos os mesmos coeficientes intervalares [a] e [b]. De fato,
a Proposicao 5.1 nos garantiu que R C S. Além disso, no caso em que o coeficiente intervalar
[a] é degenerado ndo-nulo, a Proposicdo 5.4 garante que as solugdes irdo coincidir. Todavia, o
exemplo que acabamos de apresentar mostra que este comportamento nao ird ocorrer para SLI e

SLVOI, mesmo quando a matriz de coeficientes [A] possui todas as entradas degeneradas.
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6 INTERPOLACAO POLINOMIAL INTERVALAR

Neste capitulo iremos abordar o conceito matematico de interpolagc@o polinomial. Ini-
cialmente iremos estudar o conceito de interpolagdo polinomial com utilizagdo de dados reais,
tendo como foco realizar uma breve revisdo de tal conceito. Em seguida, sera estudado a in-
terpolacdo polinomial utilizando dados intervalares, tendo como foco as perspectivas SLI e
SLVOIL. Serdo apresentados algoritmos que possibilitam determinar a solu¢do do sistema tanto
no caso de SLI como em SLVOI. Sendo apresentado no apéndice, os algoritmos, desenvolvidos
na linguagem Python. Nesta monografia foi escolhido o processo de interpolacdo polinomial
que recai nos conceitos de matrizes e sistemas de equagdes lineares, mas existem vAarios outros
métodos de interpolagcdo polinomial, por exemplo, interpolagdo de Lagrange, via Matriz de
Vandermonde, interpolacao com diferencgas divididas (Newton), interpolacao com diferengas

ordindrias, interpolacdo de Hermite, como podemos ver no trabalho de Schemmer (2013).

6.1 Interpolacao polinomial com dados reais

Podemos afirmar que a aproximacao de fun¢des utilizando polindmios € um dos conceitos
mais antigos e utilizados no cdlculo numérico pois existe uma certa facilidade em derivar, integrar,
determinar suas raizes e computar tais polindmios. O conceito de interpolacdo € utilizado
geralmente em duas situagdes. A primeira € na qual ndo € conhecida a expressao analitica da
fun¢do, mas sendo conhecido seu valor em alguns pontos. Ja o segundo cendrio é conhecida a
expressao analitica da fungdo, mas esta é extremamente complicada e de dificil manipulagdo,
sendo preferivel sacrificar a precisdo visando facilitar os cdlculos. Nesse trabalho estaremos
interessados na primeira situag@o, na qual utiliza fortemente conceitos de matrizes e sistemas de

equacoes lineares.

A priori a interpolagdo polinomial, com dados reais consiste em determinar uma funcao
que passa pelos pontos conhecidos. Entdo no caso de dados reais temos que o polindmio p(x)
¢ uma funcdo real de uma varidvel real sendo apenas conhecida em n + 1 pontos, ou seja,
(to, o), (t1,vy1), -, (tn, yn) com t;, y; € R. Com o objetivo de determinar o polindmio de grau

menor que ou igual a n,
Pn(t) = ag + art + ast® + - - - + ant",
tal que p; <t1> = ylVZ

Referente a interpolacdo polinomial podemos apresentar o seguinte teorema que diz

respeitos a existéncia e unicidade do polindmio interpolador.
Teorema 6.1. Dados n + 1 pontos

(t07 y0)7 (tlv yl)a ceey (tna yn>7
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com valores de t; distintos, existe um vinico polinémio p(t), de grau menor ou igual do que n,
que passa por n + 1 pontos, ou seja,
p(t@) = wa = 0,1,2,...,?7,.

Demonstracdo. Vamos tentar verificar se existe p, () = ag + a1t + ast? + - - 4 a,t” tal que

p(t;) = y; Vi. Neste caso deveremos ter que

p(to) =ag+ a1ty + aztg 4+ 4 antg
p(tl) =ag+ ait; + agt% + .4 ant?

p(tn) = ag + art, + ast? + -+ + a,t”

Ou seja, tal polindmio existird e serd tinico, se, € somente se, este sistema linear (com incdgnitas

ag, a1, . . ., ay,) tiver uma tnica solu¢do. Podemos reescrever o sistema linear na forma matricial
M -a =Y, onde
2
Lty g - 1§ ao Y1
1t 2 - 17 a
1 1 1 Y2
=1. . . |ha=] | eY =] | (6.1)
2
1 t, t i an, Un

Em 6.1, temos que a matriz

1 t(Q) R
B 1oty 2 o 17
1 t, t2 - "

é chamada de matriz de Vandermonde'!. Como temos que:
det(M) = (tn, —tn_1) ... (tn — t1)(tn — to) ... (t2 — t1)(ta — to)(t1 — to).
Por hipétese os valores de ¢; sdo distintos dois a dois. Entdo segue que
det(M) # 0.

Conclui-se que o M -a =Y € possivel e determinado, garantindo entdo a existéncia e a unicidade

do polinémio interpolador. 0

' Alexandre-Theéphile Vandermonde (1735 - 1796): matemético, miisico e quimico francés. Dependendo da
referéncia bibliografica, a matriz M* serd chamada de Matriz de Vandermonde.
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Para ilustrar melhor a situacdo problema considere o exemplo abaixo.

Exemplo 6.1. Considere os pontos apresentados na Tabela 6.1
t|]o|1]2]3
y|12[32]47]65

Tabela 6.1

Pelo Teorema 6.1 temos que o polinomio interpolador serd no mdximo de terceiro grau,
sendo assim, com os pontos dados, podemos montar o sistema de equacoes lineares, como segue

abaixo.

p(0)=ap+a;-0+az-0*+az-0°=12
p(l)=ap+a;-1+ay-1*>+az-13 =32 62)
p(2)=ap+a;-2+ay 22+ az-2> =47 .
p(3)=ag+a;-3+ay-3%+az-33=65
Podemos também reescrever o sistema (6.2) na forma matricial M - a = vy, ou seja,
1 00 0 ag 12
111 1 32
A" =17 6.3)
1 2 4 8 asg 47
1 3 9 27 as 65

Novamente pelo Teorema 6.1 nos garante que em (6.3) o det(M) # 0, portanto é um sistema

possivel e determinado. Assim temos que a inversa da matriz M é da seguinte forma:

1 0 0 0

11 3 1
y-lo|Te 3 733
T R
11 1

6 2 2 6

Assim multiplicando (6.3) por M~ dos dois lados da igualdade obtemos o resultado do sistema

e os coeficientes do polinomio interpolador, como segue abaixo:

a 1 0 0 o] [12 12
11 3 1 151
ar| _|=% 3 —3 3| |32 _|%
as 1 =2 2 -1 47 -3
1 1 1 1 4
as ~5 2 ~32 6] [0° 3

. . Z .4
6 2 3
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A Figura 6.1 ilustra os pontos e o polindomio obtido.

Figura 6.1 — Polinémio p(t) do Exemplo 6.1.

Fonte: Autoria Prépria.

6.2 Interpolacao polinomial com dados intervalares

Em relagdo a interpolagdo polinomial com dados intervalares a ideia central € similar
utilizada na interpolacdo com dados reais. Isto é, consiste em determinar um polindmio que, de
certa forma, passe pelos pontos (intervalares) dados. Em particular, estamos interessados no caso
em que temos que os dados do eixo das abscissas serdo nimeros reais enquanto no eixo das
ordenadas serd intervalos fechados. Portanto, teremos n + 1 pontos (intervalares) da seguinte

forma
(to, [wol), (t1s [y1])s - - s (s [wml),

comt; € Re [y;] € Z. Desta forma, estamos interessados em encontrar um polindmio com

coeficientes intervalares na forma
[p](t) = [ao] + [a1] -t + -+ - + [an] - 1",

tal que [p|(t;) = [y:] Vi.
Utilizando a mesma ideia da sec@o anterior, podemos calcular os pontos conhecidos

no polindmio com coeficientes intervalares e assim montar um sistema de equacgdes lineares

intervalares. Entdo calculando os pontos no polindmio obtemos o seguinte sistema.

(6.4)

p(tn) = lao] + [ar]tn + [a2]t + - - + [an]t}; = [yn]
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E ainda podemos reescrever (6.4) na forma matricial M - [A] = [Y]. Isto é,

Lty t5 -+ tg| |lao [Yo]
1ty 8 - 1} ' [aq] _ 1]
L t, ti ey [an] [yn]

Note que a matriz M é uma matriz cujos elementos sdo nimeros reais e as matrizes [A] e [Y]
sdo matrizes intervalares. No caso dos dados serem intervalares, como foi discutido no Capitulo

5, temos duas possiveis interpretacdes, SLI e SLVOL.

No caso do SLI, temos que a ideia geral para a solu¢dao do problema seria a unido das

interpolagdes polinomiais, tomando os dados reais, como cada possivel matriz Y € [Y]. Ou seja,

sendo [Y] = [[wo], [v1], - -, [un]]" € Y = [y0,y1, - .., yn]t com y; € [y;]. Sendo assim
[ao]
A= [ - Yoy
YelY]
[an)

Para a resolucdo, utilizando recursos computacionais, a ideia central sera sortear possibilidades
de Y em [Y] e assim calcular a interpolagdo com a matriz sorteada. Observe que, da existéncia e
unicidade de cada uma das solug¢des considerando dados reais (¢;, y;) com y; € [y;], teremos a
existéncia e unicidade dos coeficientes intervalares [a;] do polindmio [p] que satisfaz [p|(¢;) = [y]
Vi. Todavia, ndo temos necessariamente como obter expressdes explicitas para tais coeficientes.
E isto pode ser um fator complicador para a obtencao/descri¢do do polindmio interpolador.
Uma alternativa € o cdlculo numérico. Mas para tal serd necessario uma discretiza¢ao, o que

invariavelmente serd apenas uma aproximacao do conjunto solugao.

Para uma familiarizacdo com a interpolagdo polinomial, na perspectiva de SLI, considere
o exemplo a seguir que ird abordar um resultado importante em relacdo ao conjunto das possiveis

interpolagdes polinomiais.
Exemplo 6.2. Considere os seguintes dados intervalares

t | 1] 3
[y1 | [1.2] | [1.2]

Tabela 6.2 — Dados intervalares.

De certa forma gostariamos de determinar um polinomio com coeficientes intervalares
utilizando os dados apresentados na Tabela 6.2. Mas antes de realizar os cdlculos vamos

observar esses dados geometricamente, como sdo apresentado na Figura 6.2 .
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Figura 6.2 — Interpretacdo Geométrica da Tabela 6.2 .

Fonte: Autoria Prépria.

Pelo Teorema 6.1 podemos afirmar que realizando a interpolacdo polinomial com dados
(ti,¥i),yi € |yi] da Tabela 6.2 iremos obter um polinémio de primeiro grau para cada par
de pares ordenados (1,y,) e (2,ys). Poderia parecer pertinente tentar encontrar polinémios
que limitam a regido da solucdo através dos extremos dos intervalos. Isto é, realizar apenas
a interpolacdo polinomial utilizando os extremos inferiores e depois utilizando os extremos
superiores e entdo obter como solugdo toda a regido delimitada por estes dois polinomios. Note
que, no caso deste exemplo, obteremos entdo duas retas (representadas em pontilhado na Figura
6.3). Mas perceba que essas retas ndo sdo os limitadores pois basta realizar a interpolagdo nos
pontos (1,1) e (3,2) que iremos obter uma reta que ndo esta totalmente contida entre as retas,

como ¢é possivel ver na Figura 6.3.
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Figura 6.3 — Exemplo de polindmio nao limitado pelo polindmios obtidos apenas com os extre-
mos inferiores ou apenas com extremos superiores dos dados intervalares.

Rsuperior

Rinferior

Fonte: Autoria Prépria.

Com o Exemplo 6.2 é possivel perceber que calculando a interpolagdo nos extremos dos
intervalos ndo garante eles serdo limitadores do conjunto solug¢do pois podem existir resultados
que nao estardo contidos dentro dessas limitagcdes. Isso ressalta o que mencionamos anteriormente

sobre a dificuldade de calcular efetivamente e com precisao qual € o conjunto solugdo.

Apresentamos a seguir a descricdo do Algoritmo 1 que foi implementado para a interpo-
lacdo na perspectiva de SLI. Dado um conjunto de dados intervalares, considerando os dados de
entrada como 7" a lista com dados reais e Y como a lista com dados intervalares tal que (;, Y;)
serdo os dados a serem interpolados polinomialmente. Este algoritmo, primeiramente, ird montar
a matriz de Vandermonde e calcular a sua inversa. Em seguida, ird realizar sorteios nos elementos
de [Y] selecionando elementos dentro dos intervalos no conjunto entrada. Por fim, ird calcular o
produto da inversa de M com os elementos selecionados em Y e ird retornar a matriz A cujas
colunas irdo conter os coeficientes do polindmio interpolador (em ordem crescente com relacdao

ao grau do polindmio).
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Algoritmo 1 INTERPOLACAO POLINOMIAL VIA SLI

inicio
Defina: n = tamanho de T
Crie a matriz de Vandermonde e calcule sua inversa:
Crie: M,,,, nula
parai de 0 até n — 1 faca

| Atualize a i-ésima coluna de M para 1"
fim
Calcule: M1
Realize discretizacao das entradas de Y de forma aleatéria:
Crie: Y/nxm nula
para k de 0 até m — 1 faca
paraide 0 até n — 1 faca

Crie: Lista com os extremos inferiores de Y'[4][0] (a)

Crie: Lista com os extremos superiores de Y[¢][0] (b)
Sorteie: Y[i, k] € [a, b]

fim

fim
Para cada discretizacio Y de [Y], calcule os coeficientes interpoladores via /1 - Y:
Crie: A, «,, nula
para k de 0 até m — 1 faca
| Calcule: A[:, k] = M~1- Y[, k]
fim

fim
retorna A

Com o auxilio do Algoritmo 1 foi possivel realizar vérias iteragcdes no conjunto de dados
do Exemplo 6.2 e refor¢ando a afirmacg@o que os extremos dos intervalos ndo sao os limitadores

do conjunto solugdo. Como € possivel ver na Figura 6.4.

Figura 6.4 — Interpolacdo Polinomial na perspectiva de SLI do Exemplo 6.2.

224
204 L] ]
15 A
16
14 4
12 4
104 & ]

0.5 1

05 10 15 20 25 30 35

Fonte: Autoria Prépria.
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Para a representacdo da Figura 6.4, foram realizados 400 sorteios no conjunto de entrada.

Note que o Algoritmo ird realizar a discretizac@o de [Y] realizando sorteios nas entradas
intervalares, e ndo simplesmente uma discretizacdo usando nimeros ordenados e uniformemente
espacados dos intervalos dados (comando linspace). Isto pois, realizando a discretizacao desta
segunda forma podemos estar enviesando o resultado. Por exemplo, se discretizarmos dois
intervalos [a] e [b] usando o comando linspace, o primeiro elemento da discretizagdo de [a] estaria
relacionado com o primeiro elemento da discretizagdao em [b], assim como o segundo elemento
em [a] estaria relacionado com o segundo elemento em [b], repetindo tal comportamento nos
demais elementos da discretizagdo, sendo assim gerando uma tendéncia no conjunto solucao.
Observe que, no caso do Exemplo 6.2, realizando a discretizagdo via linspace obteriamos apenas

o conjunto representado na Figura 6.5.

Figura 6.5 — Representacao grafica do Exemplo 6.2 utilizando a discretizagado via linspace.

20 = .
18
16
14 -
12
10 - - .
05 10 15 20 25 10 15

Fonte: Autoria Propria.

Para representacdo da Figura 6.5 os pontos vermelhos estdao representando os extremos
superiores dos intervalos e os pontos verdes estdo representando os extremos inferiores dos
intervalos. Para uma melhor compreensao da figura, os intervalos foram discretizados via linspace

em 30 partes.

Agora estudando o caso sob a perspetiva de SLVOI, adotando em 6.1 a multiplicacdo via

operagdes intervalares temos, no formato matricial, M © [A] = [Y]. Isto é,

Loty 5 -t [ao] [%o]
Loty 8 - tf [a1] (1]
oL el =1
1t & tn [a] [Yn]

Como neste caso a matriz M € uma matriz real invertivel (assegurado pela demonstracao

do Teorema 6.1), podemos encontrar a solugdo deste problema resolvendo M ~! ® [Y] usando as
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operagdes aritmética intervalares, na qual temos que M é a matriz de Vandermonde e [Y] é a
matriz dos dados resultantes, que terd entradas intervalares. Sendo assim, M ' @ [Y] resultard

nos coeficientes do polindmio [p](¢) tal que [p](¢;) D [y;] parai =0,...,n.

Observe que aqui temos a inclusdo e ndo a igualdade. Isto ocorre pois, conforme men-
cionado no Capitulo 4, quando determinados a soluc@o na perspectiva de SLVOI temos que o
conjunto solucdo engloba solugdes que nao sdo possiveis pois os dados utilizados ndo pertencem

as entradas das matrizes, ou seja, ndo pertencem aos intervalos conhecidos (vide Exemplo 4.4).

Nesta forma de lidar com o problema perdemos a igualdade de [p|(¢;) com y;. Mas por
outro lado, obtemos uma forma no qual conseguimos calcular os coeficientes intervalares do
polindmio [p] de forma explicita, uma vez que sabemos fazer cada uma das operacdes intervalares
necessdrias. Isto nos permite verificar com precisdo quando um certo ponto (¢, y) ndo pertence
a solu¢do do polindmio com coeficientes intervalares. Esta € uma vantagem considerdvel em

rela¢do ao outro método.

Em seguida, apresentamos a descri¢gdo do Algoritmo 2 que foi implementado para a
interpolagdo na perspectiva de SLVOI. Como no Algoritmo 1, dado um conjunto de dados
intervalares, primeiramente serd montado a matriz de Vandermonde e determinaremos a sua
inversa. Em seguida, ird percorrer as linhas e colunas realizando a multiplicacdo de Mif -Yj].
Por fim, ird guardar os resultado obtidos em uma matriz A, na qual as entradas sdo os coeficientes

intervalares do polindmio interpolador.
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Algoritmo 2 INTERPOLACAO POLINOMIAL VIA SLVOI
inicio
Defina: n = tamanho de T
Crie a matriz de Vandermonde e calcule sua inversa:
Crie: M,,,, nula
parai de 0 até n — 1 faca
| Atualize a i-ésima coluna de M para 1"
fim
Calcule: M1
Calcule M ~1 ® Y usando operacdes intervalares:
Crie: Uma lista A vazia
paraide 0 até n — 1 faca
Defina: ¢ = [0, 0]
paraj de 0 até n — 1 faca
| c=c+ M; xY[j]
fim
se A uma matriz vazia entao
| Sobrescreva: A = [¢]

senao
|  Adicione: cem A

fim

fim

fim
retorna A

Note que para este algoritmo nao precisamos realizar discretiza¢do dos dados. De fato,
sO utilizaremos a discretizacdo neste caso para conseguir gerar um grafico que ilustre tal solucio,

mas ndo para encontrar a solucao em si.

Visando uma melhor compreensdo da interpolagc@o polinomial intervalar e evidenciando
as diferencas entre SLI e SLVOI, considere o exemplo a seguir no qual iremos comparar as

representacdes graficas .
Exemplo 6.3. Considere o conjunto de dados intervalares apresentado na Tabela 6.3

t| 4 | 1 | 0] 4 |3
[yl | [1,1.3] | [2,2.5] | [4.6] | [1,1.1] | [1,2]

Tabela 6.3 — Dados intervalares.

Primeiramente, realizando a interpolacdo polinomial intervalar do ponto de vista SLI,
ou seja, a unido de polinémios com coeficientes reais, com o auxilio do Algoritmo 1 temos a

seguinte representagdo grdfica.
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Figura 6.6 — Interpolacdo Polinomial via SLI.

Solucdo via Unido de polindmios com coeficientes reais

Fonte: Autoria Prépria.

Para a representacdo da Figura 6.6, foram realizados 200 sorteios nos elementos de
entrada presentes na Tabela 6.3. Além disso, temos na Figura 6.6 temos que os pontos verdes
estdo representando os extremos inferiores dos intervalos, assim como os vermelhos estdo
representando os extremos superiores. Em azul temos os polinémios interpolados somente com

os extremos inferiores e somente conm oS extremos superiores.

Perceba que para uma melhor visualizacdo do conjunto solugcdo foram plotados os
extremos inferiores e superiores dos intervalos no conjunto de dados fornecidos e ainda, foi
realizado e plotado a interpolagdo polinomial nos extremos dos intervalos. Note que a Figura
6.6 evidéncia novamente que os polinomios interpoladores dos extremos dos intervalos ndo sdo
os limitadores do conjunto solugdo. Demonstra também uma das desvantagens SLI, como esse
processo depende do sorteio de elementos em um conjunto infinito existe limitacoes computaci-
onais que devem ser consideradas pois é impossivel conseguir realizar os cdlculos com todos
os elementos do conjunto. Sendo assim nesse caso, o conjunto solu¢do ndo contempla todas as

solucoes possiveis.

Em seguida, realizando a interpolacdo polinomial intervalar no mesmo conjunto de
dados e adotando a solucdo via operagoes intervalares, com o auxilio do Algoritmo 2, é possivel

apresentar a seguinte representagdo grdfica.
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Figura 6.7 — Interpolag¢do Polinomial via SLVOI.

Solucao via operacbes intervalares

-4 -2 0 . 4

Fonte: Autoria Propria.

Note que, na Figura 6.7 foi plotado os pontos verdes para representar os extremos
inferiores e os pontos vermelhos representado os extremos superiores. Foi plotado também
os polinémios interpolados utilizando somente os extremos inferiores e somente 0s extremos
superiores. Para uma melhor compreensdo da representacdo grdfica obtida na Figura 6.7, foram

plotados 200 polinomios para representar a resolucdo via operacoes intervalares.

Referente aos coeficientes intervalares do polinomio, o programa retornou um polinémio

de quarto grau, como é apresentado abaixo.

[ao]] [3.9999999999999996, 6.0]

]| |[~2.7255952380952393, —0.7774999999999996]
[as]| = |[~1.7331250000000007, —0.5962797619047618]
[as) [0.04624999999999997, 0.17113095238095247)
a4 [0.025595238095238088, 0.08952380952380956]

Na Figura 6.7 evidéncia como o conjunto solugdo via operagoes intervalares, engloba
solugcoes que ndo necessariamente pertencem ao conjunto de dados. Por exemplo, quando
é realizado via SLI estamos discretizando os intervalos e escolhendo elementos dos quais
pertencem ao intervalo e por fim realizando operacoes com niimeros reais. Jd no caso via SLVOI,
ndo é selecionado nenhum elemento nos intervalos, assim estamos operando com conjuntos de

dados que sdo varidveis, sendo esse o motivo de termos solucoes das quais ndo seriam possiveis.

Neste capitulo foi possivel perceber as diferencas entre SLI e SLVOI das quais foram
apresentadas de certo modo as vantagens e desvantagem de cada perspectiva. Analisando
essas duas interpretacdes do problemas, levanta-se uma pergunta, qual é a melhor forma de
resolver e calcular uma interpolacdo com dados intervalares? A resposta para esta pergunta é que

depende da situacdo problema. Se a situacao requer que todas as solucdes estejam contidas no
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conjunto solucio, entdo SLVOI € a melhor op¢do. Caso ndo seja necessdrio que todas as solucdes
pertengam ao conjunto solugdo, a perspetiva SLI se torna vantajoso com um sorteio de elementos

adequado.
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7 CONCLUSAO

No decorrer deste trabalho, foi abordado a teoria de Analise Intervalar. Inicialmente
foi estudado os conceitos principais sobre a teoria, como por exemplo o que € um intervalo
fechado e a notacdo que seria utilizada ao decorrer do trabalho. Foi abordado também conceitos
matemadticos referente a operagdes entre conjuntos, na qual foi visto que a unido usual de conjunto
nao ¢ fechada em Z, sendo necessdrio definir uma nova forma de unido de conjuntos, chamada
Unido Convexa. Além disso, para as defini¢des da operacdes aritmética intervalares foi utilizado
conceitos que ja sao conhecidos na teoria de conjuntos, como por exemplo, a adi¢ao entre dois
conjuntos. Vale notar que na teoria de Andlise Intervalar, ndo é possivel determinar um inverso
aditivo e multiplicativo intervalar pois nem sempre é possivel conseguir que [z] — [z] = [0, 0]
ou [#] ® [z]7' = [1,1]. E ainda temos que na teoria, nem todas as operagdes aritméticas se
comportam como no conjunto dos reais, sendo um exemplo de tal mudanca € propriedade da
distributividade.

No Capitulo 3, foi abordado conceitos como o que ¢ uma Funcao Intervalar, defini¢ao
de extensdo unida de uma func¢do real, definir uma func¢do intervalar a partir de sua imagem
e extensao intervalar de uma funcao real. Foi abordado também como definir uma extensao

intervalar monotdnica em relacdo a inclusio, ou seja,

[yi] - [xz]: parai =12,...,n= F([yl]’ [yQ]v [y3] T [yn]) C F(['rl]? [xQ]’ [IS] AR [:L’n])

Sendo um conceito primordial para a demonstracdo do Teorema Fundamental de Andlise Inter-

valar, que afirma
F(a], fal, s [n]) © F(la], [a, - )

No Capitulo 4 foi abordado conceito de matrizes intervalares, como o que € uma matriz
intervalar, operacdes com matrizes intervalares e as propriedades da algebra matricial intervalar.
Um dos resultados importante deste capitulo diz respeito a duas formas de interpretar a operagdo
arimética, sendo a realizag@o via operagdes intervalares (R) e via conjunto de todas as possiveis
solucdes (5). Foi visto que as duas formas tem vantagens e desvantagens. Na perspectiva via
conjunto de todas as possiveis solu¢des podemos garantir que toda a solucio obtida no conjunto
€ solucdo de fato mas nao é possivel garantir que todas as solu¢des estdo no conjunto pois, no
caso computacional, quando realizado a discretizac¢do serdo deixados de fora possiveis solucoes.
J& na perspectiva via operacdes intervalares temos a garantia que todas as solugdes pertencem ao

conjunto obtido mas nem todo elemento desse conjunto € solucdo de fato.

No Capitulo 5 foi destinado ao estudo de Sistemas de Equagdes Lineares Intervalares.
Salientando que os resultados e demonstragdes apresentados neste capitulo ndo foram extraidos
das referéncias bibliograficas, mas abordados e estudados no desenvolvimento da monografia.

Afim de evitar confusdes, no decorrer do trabalho as operacdes reais foram representadas pelos
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simbolos tradicionais enquanto as operagdes intervalares foram representadas com simbolos
circundados (¢, ©, ©® e @). Inicialmente para o estudo de sistema de equacdes lineares intervala-
res foi estudado na Secdo 5.1 o conceito de equacao linear intervalar. Visando facilitar o texto
foi adotado siglas para os conceitos. Sendo eles para Equacdo Linear Real (ELR) e Equacao
Linear Intervalar (ELI). Além disso, neste capitulo foi abordado as duas formas de solugdes ja
mencionadas, sendo a via operacdes intervalares que foi representada pela sigla (ELVOI) e o

conjunto de todas as possiveis solu¢des (ELI) que pode ser escrita na forma

S = {a ' -bacla—{0}ebec[b]}
= U {a™t-b}.

a€la]—{0},be(b]

Um dos resultados interessantes dessa se¢do foi a inclusdo de solugdes. Considerando S como
a solugdo da ELI e R como a solucdo do ELVOI temos que R C S. O interessante é que tal
resultado, quando estendido para sistema de equacdes lineares intervalares, ndo € valido, e sim

temos que S C R.

Logo em seguida, na Secdo 5.2 assim como foi adotado siglas para os conceitos de
equacoes, foi adotado também para os conceitos de sistemas lineares. Sendo elas Sistema Linear

Intervalar (SLI) cujo a soluc¢do de um SLI é o conjunto
S = {X,x1 com entradas reais; A - X = B paraalgum A € [A] e B € [B]}.

e no caso de Sistema Linear via Operacgdes Intervalares (SLVOI) sendo neste caso, a matriz
intervalar [R] é dita solugdo deste SLVOI se satisfaz [A] ® [R] = [B]. Com os Exemplos 5.7
e 5.8 foi possivel notar que para determinar a solucao para SLI e SLVOI mesmo em um caso
de ordem pequena a complexidade aumentou consideravelmente sendo recomendado o uso de

recursos computacionais para o auxiliar na solu¢do do problema.

No Capitulo 6 foi dividido em duas se¢Oes, a primeira como a interpolagdo polinomial
com dados reais e a segunda com dados intervalares. Na Secao 6.1, foi realizado uma breve
revisdo sobre o conceito de interpolacdo e um exemplo numérico para uma melhor compreensao.
Ja na Secdo 6.2 o conceito de interpolacao foi estendido para dados intervalares. Como temos que
t; € R, quando reescrevendo na forma matricial M - [A] = [Y], a matriz M serd uma matriz real
e cumprindo as hipéteses do Teorema 6.1 serd possivel determinar os coeficientes do polindmio
interpolador recaindo em casos ja estudados no Capitulo 5. Realizando a interpola¢do nos dados
conhecidos recaimos nos conceitos de SLI e SLVOI, na qual foram desenvolvidos algoritmos

para resoluc@o de ambos os casos, na qual evidéncia a diferenca entre eles.

As discussdes apresentadas neste trabalho, se mostraram edificantes para a formacao
académica e profissional contribuindo ativamente para o estudo de dreas como a teoria de
Andlise Intervalar, que normalmente ndo sdo abordadas no curso de licenciatura. Desta maneira,
acreditamos que o presente trabalho podera servir como auxilio para alunos de graduagdo que

desejam estudar sobre o assunto. Nesta monografia, foi abordado o conceito de interpolagao
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polinomial via matrizes e sistema de equagdes lineares intervalares, para futuros trabalhos, o foco
seria estender a teoria para outros métodos de interpolacio visando uma melhor aproximacgao

dos resultados.
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APENDICE A — Implementaciio de interpolacio polinomial considerando dados
intervalares
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O cédigo implementado e utilizado neste trabalho estd disponivel a seguir. Nele estdo
implementados os Algoritmos de Interpolagdo Polinomial com dados Intervalares via discre-
tizacdo dos dados intervalares (Algoritmo 1), e via cdlculo utilizando operagdes intervalares
(Algoritmo 2). O cédigo apresenta também a implementagdo da Interpolacdo Polinomial Real
via matriz de Vandermonde (apresentado no c6digo na parte intitulada "Fung¢do Auxiliar") pois o

mesmo € utilizado dentro da implementacdo do Algoritmo 1.

O cédigo contempla ainda uma parte destinada a efetuar comparagdes entre os métodos,
utilizando os mesmos dados de entrada (tal parte esta intitulada como "Comparagdo entre os

Métodos (exemplos)").

Vale mencionar que o cddigo foi escrito tentando salientar o que € abordado em cada
parte, bem como inserindo alguns exemplos, afim de facilitar a compreensao de quem tiver

interesse em utiliza-lo.

O cdédigo foi implementado utilizando a linguagem de programacgao Python via interface
Jupyter Lab. Para o célculo das operagdes intervalares, foi utilizado o pacote Pylnterval (TAS-
CHINI,2008). Vale salientar que o c6digo apresentado neste apéndice foi exportado para dire-
tamente do Jupyter Lab, isto é, apresenta exatamente o que consta no codigo implementado e

utilizado ao longo deste trabalho.



[167] :

[168] :

1 INTERPOLACAO POLINOMIAL COM DADOS INTER-
VALARES

Informacdes sobre este Jupyter Notebook:

¢ Autores: Nara Bobko e Gustavo Teixeira de Macedo
¢ Data de Criagdo: Outubro de 2021

Objetivo: Este codigo visa implementar algoritmos que auxiliem no estudo do problema
de interpolagdo polinomial considerando dados intervalares. Mais precisamente, conheci-
dos (o, [y0]),-- -, (tn, [yn]) € R x I, busca-se um polindmio com coeficientes intervalares

[p](t) = [ao] + [a1]t + ...+ [an]t", [a;] €1

tal que [p](t;) = [yi], ou ao menos [p](t;) 2 [y] parai=0,...,n.

Obs.:  usaremos as operacdes intervalares disponiveis no pacote Pylnterval
(https:/ /pyinterval.readthedocs.io/en/latest/guide. html)

# Importagdo de Pacotes

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from interval import interval, inf, imath
import random

1.1 Fun¢ao Auxiliar
Interpolagao polinomial para dados reais via Matriz de Vandermonde.

Isto é dados (to, ¥o), -, (tn, yu) € R?, encontrar polindmio $p(t) =a_0+a_It+... +a_nt'n
$ tal que p(ti) = y; parai = 0, ..., n. Para tal basta resolver o sistema linear M.A = Y, onde
A = [ag, a1, ...,a,]" terd os coeficientes do polindmio p(t) procurado, M serd a Matriz de
Vandermonde

1 to t§ O

n

Mo |1 B
1 t, 2 .. t!

e Y a matriz de dados resultantes, isto é, Y = [yo, y1, ..., Yn] "

def int_pol_real(T,Y):
"""Calcula os coefictentes do polindmio interpolador via matriz de,
< Vandermonde. \n
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[169]:

Entradas:
T: lista cujas entradas s@o numeros.
Ez.: T = [1,2,3]
Y: lista de mesmo tamanho da lista T, cujas entradas sd@o niumeros,
—ordenados de forma a corresponderem aos indices de T.
Ex.: Y = [10,5,1]
Saida:
4A: coeficientes do polindémio interpolador em ordem crescente com,

—relacdo ao grau do polindémio

nann

# Verificar se os tamanhos dos dados de entrada sdo compativets
if len(T) !'= len(Y):
print ("0 programa nfo pode ser executado pois os tamanhos dos
—vetores de entrada sdo distintos.")
return

**

Montar Matriz Y
= np.array(Y)

<

Montar Matriz de Vandermonde
np.array(T)

len(T)

= np.zeros((n,n))

for i in range (0,n):

M[:,i] = np.power(T, i)

=B A %
I

# Calcular solugdo de M.A=Y
Minv = np.linalg.inv(M)

A = MinvQY

return(A)

# EXEMPLO DE USO DESTA FUNQIO
# Dados de entrada
T=[-1,0,1,2,3]

Y = [2,3,6,4,5]

# Calculo coeficientes polindmio

A = int_pol_real(T,Y)
print("Os coeficientes do polindmio serdo: [a0, al, ..., an] = ", A)
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Y = np.array(Y)
np.array(T)

—
I

# Discretizando o eixo do dominio
n = len(T)
Tdisc = np.linspace(T[0], T[n-1])

# Calculando os wvalores do polindmio na discretizagdo

Areordenado = [num for num in reversed(A)] # Obs.: Para usar "polyld" os,
—coeficientes devem estar ordenados do coeficiente de maior grau para oy
—~de menor grau

p = np.polyld(Areordenado)

# Plotar

plt.figure()

plt.plot(Tdisc,p(Tdisc),'b-') # Polindmio calculado
plt.plot(T,Y,'go') # Dados Formecidos

plt.show()
Os coeficientes do polinémio ser&o: [a0, al, ..., an] = [ 3.
4.41666667 0.375 -2.41666667 0.625 ]
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1.2 Interpolacdo Polinomial com dados Intervalares: unido de solu¢des obti-
das a partir de sorteio dos dados

Ideia Geral: Fazer a unido das interpolag¢des polinomiais (dados reais) em cada possivel
Y € [Y]. Isto ¢, denotando [Y] = [[yo], [y1], - [yx]]T € Y = [yo,y1, -, yu]" € [Y], entdo

a _
A - [1] - UYE[Y}M 1 . Y
(]

Note que M depende apenas dos dados o, ...t;;, logo sera sempre a mesma matriz, inde-
pendente da escolha de Y.

Obs.: Do ponto de vista computacional, ndo temos como considerar todas as possibili-
dade de Y em [Y]. Para tal iremos realizar sorteios neste conjunto de dados. Com isto,
poderemos estar cometendo erros. Desta forma, apesar de analiticamente termos que
[p](t;) = [yi], ao realizar a discretizagdo ndo conseguiremos garantir isto.
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[170]: def int_pol_uniao_sol(T,Y,m):
"""Calcula os coeficientes do polindmio interpolador via matriz dey
< Vandermonde para m dados sorteados da forma (T,Y) onde Y pertence a [Y].
<\n
Entradas:
T: lista cujas entradas sd@o numeros.
Ex.: T = [1,2,3]

Y: lista de mesmo tamanho da lista T, cujas entradas sdo,
~INTERVALOS ordenados de forma a corresponderem aos indices de T.

Ez.: Y = [interval([0,1]), interval([1,2]), interval([3, 4])]
Saida:

A: matriz com m colunas onde cada coluna apresenta oSy
—coeficientes do polindémio interpolador (em ordem crescente com relagdoy
—ao grau do polindmio) para um dos dados sorteados

nnn
# Verificar se os tamanhos dos dados de entrada sdo compativets
if len(T) != len(Y):

print ("0 programa ndo pode ser executado pois os tamanhos dos
—vetores de entrada sdo distintos.")

return

Montar Matriz de Vandermonde
= np.array(T)

len(T)

np.zeros((n,n))

for i in range (0,n):

M[:,i] = np.power(T, i)

=B 1%

# Calcular a inversa da Matriz de Vandermonde
Minv = np.linalg.inv(M)

# Sortear m elementos de Y e guardar na matriz Ysorteado
n = len(T)
Ysorteado = np.zeros((n,m))
for k in range (O,m):
for i in range (O,n):

auxInf = Y[i][0].inf

auxSup = Y[i] [0].sup

Ysorteado[i,k] = auxInf + (auxSup - auxInf)*random.random()
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# Para cada elemento da Discretizacdo montar matriz Y e calcular X
A = np.zeros((n,m))
for k in range (0,m):

Al:,k] = MinvQ@YVsorteadol[:,k]

# Retornar resposta (Serd uma matriz A de tamanho n por m onde cada,
—coluna terd os coeficientes calculados para cada uma das m,
~discretizagdes)

return A

[174]: # EXEMPLO DE USO DESTA FUNQEU
T =[1,3,0,5]
Y = [interval([-2, 1]), interval([-1, 2]), interval([2, 5]),.
~interval ([-1, 0])]
m = 50

A = int_pol_uniao_sol(T,Y,m)

T = np.array(T) # Mudando formatagGo dos dados de lista para array

n = len(T)

Tabs = T[n-1] - T[0]

Tdisc = np.linspace(T[0]-0.3*Tabs, T[n-1]1+0.3*Tabs) # Discretizando eizo,
—~1las coordenadas com 10) para cima e para baizo dos extremos de T

# Plotando polindémio com coeficientes dados por cada coluna de 4
plt.figure()
m = A.shape[1]
for k in range(0,m):
# Calcular polindmio p considerando coeficientes do Asorteado
Ak_reordenado = [num for num in reversed(Al[:,k])]
pk = np.polyld(Ak_reordenado)
# Plotar p_sorteado no Tdisc
plt.plot(Tdisc,pk(Tdisc),'0.7', linewidth=0.6)
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# Calcular extremos dos intervalos

n = len(T)
Yinf = []
Ysup = []

for i in range(0,n):

aux = Y[i] [0].inf

Yinf = [*Yinf, aux]

aux = Y[i][0].sup

Ysup = [*Ysup, aux]
# Plotar extremos dados fornectidos
plt.plot(T,Yinf, 'go')
plt.plot(T,Ysup, 'ro')

plt.show()
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1.3 Interpolagiao Polinomial com dados Intervalares: cdlculo via operagdes in-
tervalares

Ideia Geral: Resolver M~! x [Y] usando operacdes intervalares, onde M é a matriz de
Vandermonde M (entradas reais), enquanto [Y] é a matriz de dados resultantes, que tera
entradas intervalares: [Y] = [[yo], [y1], .- [yx]]T. Desta forma M~! % [Y] fornecerd os coefi-
cientes do polinémio [p](t) tal que [p](t;) D [yi| parai =0, ..., n.

[172]: def int_pol_op_intervalares(T,Y):
"""Calcula os coeficientes do polindmio interpolador via operagdes,
wintervalares. \n
Entradas:
T: lista cujas entradas sdo numeros.
Ex.: T = [1,2,3]
Y: lista de mesmo tamanho da lista T, cujas entradas sdo,
~INTERVALOS ordenados de forma a corresponderem aos indices de T.
Ez.: Y = [interval([0,1]), interval([1,2]), interval([3, 4])]
Saida:
A: matriz os coefictentes intervalares do polindémio interpoladorm
< (em ordem crescente com relagdo ao grau do polindmio).

nnn

# Verificar se os tamanhos dos dados de entrada sd@o compativeis
if len(T) !'= len(Y):
print ("0 programa ndo pode ser executado pois os tamanhos dos
—vetores de entrada sdo distintos.")
return

Montar Matriz de Vandermonde e calcular sua inversa
np.array(T)
len(T)
= np.zeros((n,n))
for i in range (0,n):
M[:,i] = np.power(T, i)
Minv = np.linalg.inv(M)

=B A%
I

# Calcular Minv * Y usando operacdes intervalares
A =11
for i in range (0,n):

aux = interval([0])

for j in range (O,n):
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aux = aux + interval (Minv[i,j]l)*Y[j]

if A == []:

A = [aux]
else:

A = [*A,aux]

# Retornar resposta
return(A)

[231]:  # EXEMPLO DE USO DESTA FUNGAO
T = [-4,0,2,1]
Y = [interval([-2, 1]),interval([-1, 0]),interval([1, 3]),interval([2,,
# Calculo coeficientes polindémio com dados extremos
A = int_pol_op_intervalares(T,Y)

print("Coeficientes intervalares do polindmio :", A)

B o o o o o e
# Plotar Dados de entrada e drea representando polinbémio intervalar
B e o o o o e
T = np.array(T) # Mudando formatagGo dos dados de lista para array

=]
Il

len(T)

Tabs = T[n-1] - T[0]

Tdisc = np.linspace(T[0]-0.3*Tabs, T[n-1]1+0.3*Tabs) # Discretizando eizo,
—1las coordenadas com 10/ para cima e para baizo dos extremos de T

# Discretizando a matriz A e plotando polindémio para cada dicretizacdo
mA = 100 # numero de coeficientes em cada intervalo que iremos graficar
plt.figure()
for k in range(0,mA):
Asorteado = np.zeros(n)
# Sortear um elemento em cada intervalo [a_i]
for i in range(O,n):
auxInf = A[i] [0].inf
auxSup = A[i] [0].sup
Asorteado[i] = auxInf + (auxSup - auxInf)*random.random()
# Calcular polindémio p considerando coeficientes do Asorteado
Asorteado_reordenado = [num for num in reversed(Asorteado)]
p_sorteado = np.polyld(Asorteado_reordenado)
# Plotar p_sorteado no Tdisc
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plt.plot(Tdisc,p_sorteado(Tdisc),'0.7', linewidth=0.3)

# Calcular extremos dos intervalos

n = len(T)
Yinf = []
Ysup = []

for i in range(O0,n):

aux = Y[i] [0] .inf

Yinf = [*Yinf, aux]

aux = Y[i] [0].sup

Ysup = [*Ysup, aux]
# Plotar extremos dados fornectdos
plt.plot(T,Yinf, 'go")
plt.plot(T,Ysup, 'ro')

plt.show()

Coeficientes intervalares do polindmio : [interval([-1.0000000000000002,

2.7755575615628914e-17]), interval ([2.1833333333333336, 5.
-750000000000001]1),

interval ([-1.1250000000000009, -0.025000000000000355]),

interval ([-0.6500000000000004, -0.13333333333333347])]
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1.4 Comparacao entre os Métodos (exemplos)

# Dados de Entrada

T = [-4,1,0,2,-3]

Y = [interval([1,1.3]), interval([2, 2.5]),interval([4, 6]),interval([1,,
~1.1]) ,interval ([1, 2]1)]

# Parametros para cdlculos e plotagens

mY = 200 # Tamanho da discretizag¢do de cada entrada de Y para cdlculo viay
—operagbes reais (algoritmo 3)

mA = 200 # Quantidade de polindmios a serem plotados para rTepresentar ay
—resolugdo via operagbes intervalares

Textra = 0.05 # Pardmetro para quantificar a porcentagem do intervaloy
—~temporal constderado para plotagens
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# Calcular polindémios usando operagbes reats com uma discretizacdo de [Y]
Auniao = int_pol_uniao_sol(T,Y,mY)

# Calcular polindémios usando operagbdes intervalares
Aint = int_pol_op_intervalares(T,Y)

Tarray = np.array(T) # Mudando formatagdo dos dados de lista para array

# Calcular extremos dos intervalos

n = len(T)
Yinf = []
Ysup = []

for i in range(O,n):
aux = Y[i] [0] .inf
Yinf = [#Yinf, aux]
aux = Y[i] [0] .sup
Ysup = [*Ysup, aux]

# Calculando os wvalores dos polindémios extremos na discretizagdo
Ainf = int_pol_real(T,Yinf)

Asup = int_pol_real(T,Ysup)

Ainf_reordenado = [num for num in reversed(Ainf)]
Asup_reordenado = [num for num in reversed(Asup)]

pinf = np.polyld(Ainf_reordenado)

psup = np.polyld(Asup_reordenado)

# Discretizando o eizo do dominio (T)

n = len(Tarray)

Tabs = np.amax(T) - np.amin(T)

Tdisc = np.linspace(np.amin(T)-Textra*Tabs, np.amax(T)+Textra*Tabs) #,
wDiscretizando eizo las coordenadas com Textra J para cima e para baizo,
—~dos extremos de T
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# Grafico: Dados + Polindmios Extremos + Polindémios dados sorteados

plt.figure()
plt.title('Solucdo via Unido de polindmios com coeficientes reais')
# Plotar polindémios calculados via untdo de solugdes
m = Auniao.shape[1]
for k in range(0,m):
# Calcular polindémio p considerando coeficientes do Asorteado
Ak_reordenado = [num for num in reversed(Auniaol[:,k])]
pk = np.polyld(Ak_reordenado)
# Plotar p_sorteado no Tdisc
plt.plot(Tdisc,pk(Tdisc),'0.7', linewidth=0.5)

# Plotar Polinbémios Extremos
plt.plot(Tdisc,pinf (Tdisc),'b-"')
plt.plot(Tdisc,psup(Tdisc), 'b-"')

# Plotar Dados fornecidos
plt.plot(T,Yinf, 'go') # Dados Fornecidos
plt.plot(T,Ysup,'ro') # Dados Fornectidos

# Salvar Extremos dos eixzos usado nesta plotagem
EixoXmin, EixoXmax, EixoYmin, EixoYmax = plt.axis()

plt.savefig('Exemplo_via_uniao.png')
plt.show()

# Discretizando a matriz A e plotando polindmio para cada dicretizagdo
plt.figure()
plt.title('Solugdo via operagdes intervalares')
for k in range(O,mA):
Asorteado = np.zeros(n)
# Sortear um elemento em cada intervalo [a_1]
for i in range(O,n):
auxInf = Aint[i] [0] .inf
auxSup = Aint[i] [0] .sup

75



Asorteado[i] = auxInf + (auxSup - auxInf)*random.random()
# Calcular polinbémio p considerando coeficientes do Asorteado
Asorteado_reordenado = [num for num in reversed(Asorteado)]
p_sorteado = np.polyld(Asorteado_reordenado)
# Plotar p_sorteado no Tdisc
plt.plot(Tdisc,p_sorteado(Tdisc),'0.7', linewidth=0.5)

# Plotar Polinbémios Extremos
plt.plot(Tdisc,pinf(Tdisc),'b-"')
plt.plot(Tdisc,psup(Tdisc), 'b-"')

# Plotar Dados fornecidos
plt.plot(T,Yinf,'go') # Dados Fornecidos
plt.plot(T,Ysup, 'ro') # Dados Fornecidos

# Definir limites referente ao eixzo y tgual a do grdfico anterior
plt.ylim(EixoYmin, EixoYmax)

plt.savefig('Exemplo_via_op_intervalares.png')
plt.show()

Solucao via Uniao de polinémios com coeficientes reais
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