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DISSERTAÇÃO

CURITIBA

2018



HECTOR LISE DE MOURA
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Aos amigos e colegas do Laboratório de Sensores e Instrumentação Industrial que

contribuı́ram para o desenvolvimento deste trabalho.

E a todos que de alguma forma contribuı́ram para este trabalho.



RESUMO

Moura, Hector L.. RECONSTRUÇÃO DE IMAGENS EM TOMOGRAFIA DE CAPACITÂN-
CIA ELÉTRICA POR REPRESENTAÇÕES ESPARSAS. 52 f. Dissertação – Programa de
Pós-graduação em Engenharia Elétrica e Informática Industrial, Universidade Tecnológica Fe-
deral do Paraná. Curitiba, 2018.

A Tomografia de Processos é uma importante ferramenta para diversos setores da indústria.
Tal importância vem da necessidade de obter informações sobre determinada propriedade fı́sica
em regiões de complicado acesso, por exemplo, o interior de um duto. A tomografia é uma
ferramenta muito versátil, podendo ser adaptada para investigar diversas propriedades fı́sicas.
Entre as diversas modalidades tomográficas está a elétrica, conhecida como Tomografia de Im-
pedância Elétrica (EIT). A EIT pode ainda ser dividida em duas partes: Tomografia de Re-
sistência Elétrica (ERT) e Tomografia de Capacitância Elétrica (ECT). Enquanto a ERT é capaz
de distinguir materiais condutivos de não-condutivos, a ECT é capaz de diferenciar dois ma-
teriais não-condutivos pela sua permissividade elétrica. A modalidade de tomografia elétrica
possui vantagens como: baixo tempo de aquisição, baixo custo e não-radioatividade. Os prin-
cipais desafios enfrentados na tomografia elétrica são: a dependência da trajetória do campo
em relação ao meio (efeito de campo mole) e a pouca quantidade de eletrodos disponı́veis
para medições devido às dimensões dos mesmos. Em decorrência do efeito de campo mole, a
soma da contribuição individual de cada pixel em uma região é diferente da contribuição real
da região, em outras palavras, é um problema não-linear. Devido a pequena quantidade de
eletrodos, em geral 8 ou 12, reconstruir uma imagem com resolução prática é um problema
mal-posto. Muitos métodos foram propostos para contornar essas dificuldades, grande parte se
baseia em um modelo linearizado do sistema e na resolução de um problema inverso. Neste
trabalho é proposto um método de reconstrução de imagens com representação esparsa, no
qual busca-se reconstruir uma imagem composta de poucos elementos de uma base redundante.
Esses elementos são aprendidos a partir de sinais de treinamento e usados como entrada para
um modelo de ECT. As respostas, em capacitância, desse modelo formam uma matriz de sen-
sibilidade redundante. Tal matriz pode ser interpretada como uma linearização por partes do
problema direto. Para validação desse algoritmo foram realizados experimentos em escoamen-
tos bifásicos ar-água. Os sinais de treinamento foram obtidos com o uso de um sensor de ECT
em conjunto com um sensor wire-mesh capacitivo. Os resultados obtidos demonstram a capa-
cidade do método proposto em reconstruir imagens a partir de 8 medições de capacitâncias. As
imagens reconstruı́das apresentam melhores resultados, segundo diferentes métricas, quando
comparados a outros métodos com representações esparsas.

Palavras-chave: Reconstrução de Imagens, Tomografia de Capacitância Elétrica, Representa-
ções Esparsas, Aprendizagem de Dicionário



ABSTRACT

Moura, Hector L.. IMAGE RECONSTRUCTION ON ELECTRICAL CAPACITANCE TO-
MOGRAPHY WITH SPARSE REPRESENTATIONS. 52 p. Dissertação – Programa de Pós-
graduação em Engenharia Elétrica e Informática Industrial, Universidade Tecnológica Federal
do Paraná. Curitiba, 2018.

Process Tomography is an important tool for many sectors of industry. Such importance comes
from the necessity of obtaining knowledge of physical properties from hard reaching places, as
the interior of a solid object or pipe. Tomography is a very versatile tool, it can be adapted for
investigating different physical properties. Among the many tomographic modalities is the elec-
trical, know as Electrical Impedance Tomography (EIT). The EIT can also be divided in two:
Electrical Resistance Tomography (ERT) and Electrical Capacitance Tomography (ECT). While
the ERT is capable of distinguishing conducting materials from non-conducting ones, the ECT
is capable of distinguishing two non-conducting materials by their electrical permittivity. The
electrical modality has advantages such as: low acquisition time, low cost and non-radioactive.
The main challenges of electrical tomography are: dependency of the trajectory of the field in
the medium (effect know as soft-field) and the low number of electrodes available for measure-
ment due to their sizes. As a result of the soft-field effect, the sum of individual contributions of
small discrete segments in a given region is different from the contribution of the entire region
as one. In other words, the relation between the electrical property and the electrical measu-
rements are non-linear. Due to the small number of measuring electrodes, commonly 8 or 12,
reconstructing images with practical resolution is an ill-posed problem. In order to overcome
these obstacles, many methods were proposed and the majority are based on the resolution of
an inverse problem of a linear model. This work proposes a method of image reconstruction
with sparse inducing regularization that seeks to obtain an image representation with only few
elements of a redundant basis. The elements of this basis are obtained from training images and
used as input of an ECT simulation. The output capacitances of the model make up the columns
of a redundant sensitivity matrix. Such matrix can be viewed as a piecewise linearization of the
direct problem. For validation purposes, experimental tests were conducted on two-phase flows
(air-water). The training signals were obtained from an experiment with a capacitive wire-mesh
sensor along with an ECT sensor. The results obtained show that the proposed method is capa-
ble of reconstructing images from a set of only 8 capacitance measurements. The reconstructed
images show better results, according to different metrics, when compared to other methods
that also use sparse representations.

Keywords: Image Reconstruction, Electrical Capacitance Tomography, Sparse Representati-
ons, Dictionary Learning



LISTA DE FIGURAS

–FIGURA 1 Sistema de ECT por Xie et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2.3 ALGORITMOS CLÁSSICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1 INTRODUÇÃO

Em ambientes industriais, o monitoramento e controle de processos são importantes

para garantir a eficiência e segurança das operações. A tomografia de processos consiste de

um conjunto de técnicas tomográficas usadas para investigar diferentes propriedades fı́sicas

dos materiais. As técnicas de tomografia são opções interessantes por serem não-intrusivas

e não-invasivas, porém podem ser opções mais complexas por dependerem de algoritmos de

reconstrução de imagens. Diferentes modalidades devem ser utilizadas, dependendo de pro-

priedades fı́sicas dos materiais a serem investigados . Essas modalidades podem ser: raios-X,

raios-γ , radiação infravermelha, ultrassom e impedância elétrica (DYNAKOWSKI, 1996).

A Tomografia por Impedância Elétrica (EIT) pode ser dividida em duas modalidades,

Tomografia por Resistência Elétrica (ERT) e Tomografia por Capacitância Elétrica (ECT). A

EIT é uma modalidade que apresenta muitas vantagens (HUANG et al., 1989) sobre as outras,

por exemplo: possui baixo custo, não emite radiação ionizante, aquisições rápidas e robustez

a alta pressão e temperatura. Porém, essa técnica também apresenta dificultantes. Por utilizar

um campo elétrico, que possui baixa energia, o meio irá influenciar na trajetória do campo.

Esse efeito é bem conhecido e denominado como campo mole, ou soft field (HUANG et al.,

1989). Como o meio afeta a trajetória do campo e também sua amplitude, um modelo linear de

sobreposição não é capaz de representar precisamente como o sistema responde a determinada

distribuição do meio. Em outras palavras, se um meio for dividido em sub-regiões, não sobre-

postas, e as respostas do sistema forem obtidas individualmente para cada sub-região, então a

soma de todas as respostas individuais será diferente da resposta obtida para a região como um

todo. Essa caracterı́stica torna a reconstrução de imagens para essa modalidade um problema

mais difı́cil, requerendo algoritmos que levam em conta essa não-linearidade.

Diferentes métodos de reconstrução foram propostos, em que a não-linearidade da EIT

pode, ou não, ser levada em conta. Devido ao custo computacional envolvido nas soluções que

levam em conta a não-linearidade, a abordagem mais comum é considerar que o problema é

linear para pequenas perturbações.
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Outra dificuldade da EIT é a pequena quantidade de eletrodos nos dispositivos. Como a

circunferência do sensor é limitada, aumentar o número de eletrodos faz com que cada eletrodo

tenha tamanho reduzido. Porém, para ser possı́vel avaliar a influência do meio nas medições é

importante que os eletrodos sejam suficientemente grandes. Tem-se, então, um compromisso

entre o número de eletrodos e suas dimensões. Geralmente são utilizados 8 ou 12 eletrodos para

um sistema de ECT (XIE et al., 1994). O número de medições acaba sendo muito menor do que

a quantidade de pixels que deseja-se obter na imagem reconstruı́da. Dessa forma, a reconstrução

de imagens que tenham um tamanho prático se torna um problema mal-posto, pois não possui

solução única. Faz-se necessário então regularizar o problema, ou seja, incorporar informações

conhecidas a priori sobre a solução esperada, restringindo as possı́veis soluções do problema

(ISAKSEN, 1996). A efetividade da regularização dependende dessas informações, também

conhecidas como priors, que podem trazer caracterı́sticas sobre a solução, tais como: energia,

esparsidade, estrutura, entre outros.

A motivação deste trabalho é desenvolver um novo algoritmo de reconstrução de ima-

gens capaz de superar a não-linearidade e a pequena quantidade de informações obtidas pelos

sensores. Para isso será utilizado o conceito de representações esparsas, em que uma imagem

é descrita pela combinação linear de poucos elementos de uma base. Quando essa base pos-

sui redundância, ela é chamada de base sobre-completa. Bases, ou dicionários, podem ser os

operadores de alguma transformação, como Fourier, já que esses possuem fácil implementação

e usabilidade simples (AHARON; ELAD; BRUCKSTEIN, 2006). Porém, também é possı́vel

adaptar um dicionário para obter melhores representações esparsas a partir de um conjunto de

dados de exemplo. Isso é conhecido como Aprendizagem de Dicionários e existem técnicas

desenvolvidas especialmente para essa tarefa, como o K-SVD (AHARON; ELAD; BRUCKS-

TEIN, 2006).

Apesar do uso de representações esparsas trazer prior para regularizar o problema

inverso, resta ainda a não-linearidade. Para reduzir os efeitos da não-linearidade propõem-se

utilizar os vetores do dicionários, chamados também de átomos, como pontos de linearização

do modelo. Assim, o erro da modelagem é mitigado por combinar um número menor de pontos

de linearização para formar a solução.

Como prova de conceito, o algoritmo proposto é avaliado em uma planta de escoamen-

tos bifásicos ar-água. Tal planta é equipada com um sensor wire-mesh capacitivo que é usado

para obter as imagens de exemplo para o K-SVD, além de ser a referência de comparação para

as imagens reconstruı́das. As reconstruções são feitas sobre os dados obtidos de um sensor
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capacitivo presente na planta. Comparações com algoritmos clássicos mostram a eficiência do

método em reconstruir imagens mesmo em sistemas com poucas informações.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um método de reconstrução

de imagens para ECT. Esse método deve ser capaz de gerar imagens que representem a distri-

buição de permissividade elétrica na seção transversal de um objeto de estudo. Para avaliar a

acuidade das imagens reconstruı́das, foi realizado um experimento em conjunto com um sensor

wire-mesh para imagear um escoamento bifásico.

Como objetivos secundários tem-se: a validação do modelo computacional usado, a

validação do método em testes com dados sintéticos e com dados obtidos em experimentos

dinâmicos. Além de verificar a acuidade na reconstrução de imagens, foram avaliadas também

estimativas de fração de vazio. Essas estimativas são comparadas com as estimativas feitas com

imageamento direto e com um sensor de wire-mesh.

1.2 ORGANIZAÇÃO

O Capı́tulo 2 apresenta conceitos básicos de ECT, uma revisão dos algoritmos de

reconstrução clássicos em ECT, a definição do estado da arte em reconstrução de ECT e, por

fim, a proposta de um método de reconstrução.

O Capı́tulo 3 apresenta os equipamentos e instalações utilizados para a realização de

experimentos de validação do método proposto. Os experimentos incluem comparações quan-

titativas entre métodos de reconstrução, usando diferentes métricas.

O Capı́tulo 4 apresenta uma discussão sobre os resultados obtidos neste trabalho, ideias

a serem exploradas futuramente e uma lista das publicações realizadas durante a realização deste

trabalho.
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2 TOMOGRAFIA POR CAPACITÂNCIA ELÉTRICA

Nesse capı́tulo serão introduzidos conceitos básicos sobre ECT, assim como algoritmos

clássicos de reconstrução de imagens aplicadas a ECT e o atual estado da arte.

2.1 SISTEMA DE ECT

A ECT é considerada uma modalidade de tomografia que apresenta alta taxa de aquisi-

ção, por não necessitar movimentação de peças, e baixo custo. Um sensor de ECT faz uso

de campos elétricos para determinar o valor da capacitância entre seus eletrodos, de forma a

investigar a distribuição de material em sua região de abrangência. Devido à sua natureza, o

campo elétrico entre os eletrodos não possui uma distribuição fixa, e sim dependente do objeto

de estudo. Por exemplo, uma região de alta permissividade elétrica concentra o campo que a

atravessa. Por isso, a reconstrução de imagens em ECT é um problema complexo e altamente

não-linear.

O primeiro sistema de ECT, desenvolvido por Huang et al. (HUANG et al., 1989;

XIE; PLASKOWSKI; BECK, 1989), tinha como propósito o monitoramento de escoamentos

multifásicos. Esse sistema, ilustrado na Figura 1, era composto por 8 eletrodos, regularmente

posicionados em uma circunferência ao redor de um tubo, um sistema de multiplexação de

eletrodos, um conversor de transimpedância, um conversor AD e um computador.

MULTIPLEXADOR
CONVERSOR 
CAPACITÂNCIA/
TENSÃO

CONVERSOR 
ANALÓGICO/
DIGITAL

CONTROLE

CONTROLE

COMPUTADOOR 

Figura 1: Sistema de ECT desenvolvido por Xie et al. em 1989. O sistema ilustrado nesse diagrama
foi aprimorado em outros estudos, em especial a eletrônica de medição.
Fonte: adaptado de Xie, Plaskowski e Beck (1989).
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Os primeiros circuitos de medição eram baseados na carga e descarga da capacitância

investigada. Porém, esse tipo de circuito tem sua velocidade de medição limitada a esses ciclos

de carga. Sistemas mais modernos fazem uso de circuitos de medição AC, nos quais é medido o

nı́vel de atenuação do sinal AC causado pela capacitância investigada. Um sistema de medição

AC é ilustrado na Figura 2.

Gerador de Sinais 
DDS

clock

AC PGA
Multiplicador 
Analógico

Filtro Passa-
baixa

Gerador de Sinais 
DDS

Medida
 de 

Capacitância

Sinal de Controle

xC

1sC 2sC

fR

fC

Figura 2: Circuito AC de medição de capacitância. Possibilitou leituras mais rápidas de capa-
citância do que os circuitos de carga e descarga eram capazes. Esse circuito, além de mais rápido,
apresenta maior robustez a ruı́do quando comparado aos antigos circuitos de carga e descarga.
Fonte: adaptado de Yang e York (1999).

Além de melhorias nos circuitos de medição de capacitância, também foram estudadas

diferentes configurações de eletrodos, alterando-se a quantidade, formato e padrão de excitação.

Enquanto o tamanho dos eletrodos afeta os nı́veis de Razão Sinal-Ruı́do (SNR), a quantidade

de eletrodos altera o número de medições. Ao aumentar a quantidade de eletrodos, a largura

de cada um é diminuı́da, portanto deve haver um equilı́brio entre ambos. É comumente aceito

que sensores com 8 ou 12 eletrodos possuem um bom compromisso entre SNR e o número de

medições (YANG, 2010).

Diferentes geometrias também podem oferecer informações sobre o volume dos obje-

tos imageados para a reconstrução de imagens 3D (MARASHDEH; TEIXEIRA; FAN, 2015).

Enquanto diferentes padrões de excitação (YANG; JIA; MCCANN, 2015) podem realizar a

aquisição de mais dados em menos tempo e também aumentar a SNR das medições.

Como ilustrado pela Figura 3, as medições são realizadas para todas as combina-

ções de dois eletrodos. De forma que, para uma quantidade N de eletrodos, existem N(N−
1)/2 medições únicas. Como em outras tomografias, a área investigada pelas medições se so-

brepõem e, portanto, é necessário o uso de algoritmos de reconstrução de imagens para obter a

distribuição de permissividade na seção transversal.

Obter uma imagem a partir de medições de um sensor tomógrafo qualquer é um pro-

cesso chamado de reconstrução de imagem. A reconstrução de imagens é um caso de problema
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1

2

3

45

6

7

8

c1,2

c1,3

c1,4
c1,5

Figura 3: As medições entre os elétrodos fornecem informação sobre a permissividade elétrica
em diferentes regiões. Devido a sobreposição das regiões investigadas por cada par de eletrodos é
necessário o uso de algoritmos de reconstrução de imagens para obter a distribuição de permissi-
vidade.
Fonte: autoria própria.

inverso, em que deseja-se obter os valores de entrada de determinado sistema a partir dos valores

da saı́da. Para modelos lineares, tal sistema pode ser descrito como

y = F(x),

em que y é a saı́da do sistema, F é o modelo do sistema e x é a entrada. Nesse caso, tanto F

quanto y são conhecidos e deseja-se inferir x.

2.2 MODELO DO ECT E A MATRIZ DE SENSIBILIDADE

O modelo de um sistema qualquer deve descrever o comportamento de suas saı́das de

acordo com suas entradas. Esse modelo é por vezes chamado de problema direto, em que as

saı́das do sistema são avaliada pela relação das entradas e o modelo do sistema. O problema

direto da ECT é dado por

C = Γ(ε) , (1)

em que C representa as medições de capacitância, Γ(·) é uma função não-linear que dita

o comportamento do sistema e ε representa a distribuição de permissividade elétrica. Uma

variação na capacitância causada por uma variação na distribuição de permissividade é expressa

por (YANG; PENG, 2002)

∆C =
dΓ

dε
(∆ε)+O

(
(∆ε)2

)
, (2)
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sendo dΓ

dε
a sensibilidade da medição de capacitância a variações de permissividade e O

(
(∆ε)2

)
representa (∆ε)2 e termos de maior ordem. Quando ∆ε é pequeno, os termos de maior ordem

são desconsiderados e a relação é dada pela relação linear

∆C = S∆ε, (3)

em que S = dΓ

dε
.

Por questões de implementação, essa relação deve ser discretizada, portanto tem-se um

mapeamento linear e discreto na forma matricial

g = Sf+n, (4)

sendo S ∈ RM×N a matriz de sensibilidade, g ∈ RM um vetor contendo a variação de capa-

citância, f ∈ RN um vetor contendo a distribuição de permissividade, n ∈ RN um vetor repre-

sentando o ruı́do presente na medição, N representa o tamanho da imagem reconstruı́da e M

representa o número de medições de capacitância. A matriz S apresenta, em cada coluna, a

influência de uma perturbação de um único pixel nas M medições de capacitância. É comum

também que g e f sejam normalizados (XIE et al., 1992), ou seja, g ∈ [0,1]M e f ∈ [0,1]N .

Dependendo da geometria dos eletrodos e o posicionamento dos pares de eletrodos, a

relação (2) pode ser simplificada, como é o caso para eletrodos planos e paralelos. Dado que

num sistema de ECT os eletrodos não são paralelos e o campo não é confinado a região entre

os pares, a relação entre f e g não pode ser definida analiticamente. Por isso, o processo de

obtenção da matriz de sensibilidade S depende de abordagens numéricas como um Método de

Elementos Finitos (FEM) (XIE; PLASKOWSKI; BECK, 1989; ZIENKIEWICZ, 1977). Para

obter a matriz de sensibilidade, primeiro cria-se um modelo do sensor no software COMSOL

Multiphysics R©. Em seguida divide-se a região investigada em uma grade quadrada, como mos-

tra Figura 4, em que cada sub-região será equivalente a um pixel da imagem reconstruı́da. Nesse

software, é possı́vel determinar valores de permissividade individuais para cada sub-região. As-

sim, para cada posição, altera-se o nı́vel de permissividade do mı́nimo para o máximo e mede-se

a capacitância em todos os eletrodos. O conjunto das capacitâncias são agrupadas de maneira

matricial, com o formato

[S]mn = µn

{
[Γ(fn)]m− [Γ(fl)]m
[Γ(fh)]m− [Γ(fl)]m

}
, (5)

em que [S]mn representa a diferença de capacitância normalizada na m-ésima medição causada

por uma perturbação na n-ésima posição na grade, µn é um fator de normalização de área

usado quando o sensor não tem uma geometria quadrada, [Γ(fn)]m é a m-ésima medição de
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Figura 4: A discretização da região investigada pode ser feita separando-se a região em sub-regiões
de diferentes formatos. A fim de simplificar a representação, a divisão é feita com uma grade
quadrada. Quando a geometria do sensor não é retangular, é necessário incorporar um fator de
normalização de área para compensar os pixels próximos a borda da região.
Fonte: autoria própria.

capacitância com uma perturbação na n-ésima posição da grade. [Γ(fl)]m e [Γ(fh)]m são a menor

e maior medições de capacitância no m-ésimo eletrodo com a seção transversal preenchida com

ar e água, respectivamente (ISAKSEN, 1996).

2.3 ALGORITMOS CLÁSSICOS

Para obter a imagem f, a solução trivial seria f̂ = S−1g. Tal solução necessitaria que

a matriz S fosse quadrada, ou seja, M = N. Em problemas práticos costuma-se ter M << N,

portanto a matriz não possui inversa e o problema é subdeterminado. Assim outra solução deve

ser encontrada.

Em (XIE; PLASKOWSKI; BECK, 1989), foi utilizada uma técnica similar de Retro-

projeção Linear (LBP) que, em notação matricial, pode ser escrita como

f = ST g. (6)

Apesar de simples, essa solução não tem muito uso prático pois resulta em imagens borradas e

apresenta artefatos.

A primeira tentativa de melhorar a qualidade das imagens reconstruı́das foi apresentada

em (XIE; PLASKOWSKI; BECK, 1989), em que se utilizou um filtro de limiarização adaptativo

para tornar as imagens binárias. Essa é uma técnica de pós-processamento para reduzir o nı́vel

de ruı́do na imagem resultante e não uma forma de regularização.



18

Como forma de regularização, diferentes métodos foram propostos para incorporar

priors, tais como: uso de modelagens paramétricas, técnica de reconstrução algébrica (ART)

(ISAKSEN; NORDTVEDT, 1994), redes neurais (FLORES; KURI-MORALES; GAMIO, 2006),

regularização de Tikhonov, valores singulares truncados (PENG; MERKUS; SCARLETT, 2000)

e Iteração de Landweber (LI) (LANDWEBER, 1951; YANG et al., 1999; PENG; MERKUS;

SCARLETT, 2000).

Dentre essas formas de regularização, destacam-se por sua formula fechada, a regularização

de Tikhonov e os valores singulares truncados. A regularização por Tikhonov é dada por

f = S+g =
(
ST S+LT L

)−1 ST g, (7)

em que L é uma matriz genérica para incorporar algum prior. Enquanto a regularização por

valores singulares truncados, ou pseudo-inversa, é dada por

f = S+g =
(
ST S

)−1 ST g = VΣ
+U∗g, (8)

em que U e V são matrizes quadradas e unitárias de tamanho M×M e N×N, respectivamente,

e Σ é uma matriz diagonal com os valores singulares de S. A pseudo-inversa de Σ é dada por

outra matriz diagonal, cujos elementos maiores que certo limiar são invertidos e os elementos

menores que esse limiar são zerados. Esse limiar define o nı́vel de regularização e pode ser

associado ao nı́vel de ruı́do em g.

Outra opção de regularização é a técnica iterativa LI, que apresenta os melhores resul-

tados, entre os algoritmos citados acima (YANG; LIU, 2000), para reconstrução em ECT e é

tida como referência para técnicas modernas. Cada passo do algoritmo LI é dado por

fk+1 = fk−ηST (Sfk−g) , (9)

em que η é o fator de ganho, ou tamanho do passo, e controla a taxa de convergência, fk e

fk+1 são iterações sucessivas de f. Segundo (YANG et al., 1999), o tamanho do passo pode ser

estimado como

η =
2

λmax
, (10)

em que λmax é o maior autovalor de STS.

Apontado por (XIE, 1995), a não-linearidade do problema direto faz com que alguns

pixels da imagem reconstruı́da assumam valores fora do conjunto normalizado [0,1]. Para con-

tornar esse problema, foi proposto o uso de um operador de projeção após cada iteração, resul-

tando na chamada Iteração de Landweber Projetada (PLI), definida como
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fk+1 = P
(

fk−ηST (Sfk−g)
)

(11)

em que P(·) é definido como

P(x) =


0 if x < 0

x if 0≤ x≤ 1

1 if x > 1

(12)

Em (YANG et al., 1999) foi reportado que o uso desse operador é necessário para

regularizar o processo iterativo e obter uma solução estável.

Anos mais tarde, com a popularização do conceito de Compressed Sensing(DONOHO,

2006), cujo objetivo é a reconstrução de um sinal a partir de poucas medições. Essa técnica é

capaz de reconstruir sinais com menos amostras que o requerido pelo teorema de Shannon-

Nyquist (JERRI, 1977), dado que os sinais possam ser representados de maneira esparsa em

alguma base. Apesar das imagens de ECT não serem necessariamente esparsas, foram de-

senvolvidas técnicas capazes de explorar alguma caracterı́stica esparsa das imagens, e.g., a

presença de bordas. A regularização por Total Variation (TV) (RUDIN; OSHER; FATEMI,

1992; OSHER et al., 2005; BORSIC et al., 2007) é um exemplo disso.

A regularização TV tem como objetivo suavizar imagens enquanto preserva as bordas,

ou seja, torna as imagens homogêneas por partes. O problema inverso com regularização TV é

definido como

f̂ = argmin
f

1
2
‖Sf−g‖2

2 +λTV ‖f‖TV , (13)

em que λTV é um parâmetro que define o compromisso entre fidelidade de dados e regulari-

zação, e ‖·‖TV é a norma TV. A norma TV pode ser isotrópica ou anisotrópica, definidas res-

pectivamente como

‖f‖TViso
=

∥∥∥∥√(Dxf)2 +(Dyf)2
∥∥∥∥

1
(14)

e

‖f‖TVaniso
= |Dxf|+

∣∣Dyf
∣∣ , (15)

em que Dx e Dy representam operadores de diferenças finitas horizontal e vertical, respectiva-

mente.

Essa forma de regularização é capaz de reduzir consideravelmente o borramento nas

imagens, tornando as bordas mais definidas e diminuindo os artefatos. As vantagens dessa

técnica, quando aplicada em ECT, foram demonstradas em (CHANDRASEKERA et al., 2012).
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2.4 RECONSTRUÇÃO DE IMAGENS COM REPRESENTAÇÕES ESPARSAS

Ao definir uma imagem, ou uma de suas caracterı́sticas, como sendo esparsa, é possı́vel

regularizar o problema inverso. A forma como é dada a esparsidade da imagem é o que define

o modelo de representação.

Os modelos de representação esparsa podem ser divididos em três (RAVISHANKAR;

BRESLER, 2013): sı́ntese, análise e tranformada. O modelo de sı́ntese é o mais estudado e

comum dos três.

No modelo de sı́ntese, a imagem a ser reconstruı́da é a combinação linear das colunas,

ou átomos, de um dicionário D ∈ RN×K , com K > N. A combinação linear dos átomos é feita

de acordo com um vetor de coeficientes esparso z ∈ RK . Em notação matricial, a imagem

reconstruı́da é dada por

f = Dz. (16)

Com essa representação, a solução do problema inverso de (4) se torna

f̂ = D
(

argmin
z
‖z‖p sujeito a ‖SDz−g‖2

2 ≤ ε

)
, (17)

em que ε é o maior erro de representação aceitável e a norma-p ‖·‖p é dada por

‖z‖p =

(
∑

i
|zi|p

) 1
p

. (18)

Caso p ≥ 1, essa definição caracteriza uma norma, porém se 0 ≤ p < 1 a definição caracteriza

uma quasinorma 1(RUDIN, 1991).

No modelo de análise, o termo regularizador favorece a esparsidade após uma trans-

formação ser aplicada ao sinal. Um exemplo do modelo de análise é a regularização TV men-

cionada anteriormente. A forma genérica do modelo de análise é dada por

f̂ = argmin
f
‖Bf‖p sujeito a ‖Sf−g‖2

2 ≤ ε, (19)

em que B é o operador de análise. Recentemente esse modelo ganhou atenção de pesquisadores

buscando algoritmos eficientes com garantias de convergência (ELAD; MILANFAR; RUBINS-

TEIN, 2006; NAM et al., 2011).
1Uma quasinorma é uma métrica que não satisfaz todas as regras de uma norma, no intervalo 0 ≤ p < 1 a

norma-p não satisfaz a inequalidade do triangulo(DONOHO, 2001)
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Em (RAVISHANKAR; BRESLER, 2013), os autores cunharam o termo modelo de

transformada como uma referência as transformações como Fourier, Wavelet, etc. O modelo

de transformada é uma generalização do modelo de análise, em que considera-se que num

determinado domı́nio o sinal é aproximadamente esparso. A solução do problema inverso para

esse modelo é dada como

f̂ = WT
(

argmin
f
‖f‖p sujeito a ‖f−Wg‖2

2 ≤ ε

)
, (20)

em que W representa o operador de transformação e WT representa a transformação inversa.

Neste trabalho foi adotado o modelo de sı́ntese, levando em conta a simples implemen-

tação dos algoritmos de reconstrução já desenvolvidos para o modelo. Essa decisão também leva

em conta a maior dificuldade no aprendizado dos operadores B e W dos modelos de análise e

transformada, respectivamente.

2.4.1 REPRESENTAÇÃO POR SÍNTESE

O sucesso da reconstrução de imagens com o uso de dicionários para sı́ntese depende

do formato do dicionário D a ser utilizado. Um dicionário pode ser um conjunto de funções pre-

definidas, como por exemplo a transformada de Fourier. Nesse caso cada elemento de z repre-

sentaria uma frequência. Esse tipo de dicionário tem a facilidade de ser predefinido porém não

oferece garantia de esparsidade. Também é possı́vel escolher de maneira arbitrária os átomos

que compõem um dicionário, como feito em (YE et al., 2015).

Ao usar um dicionário no problema de ECT, substitui-se (16) em (4) e obtém-se

g = SDz+n. (21)

Como a matriz de sensibilidade é definida para cada pixel individualmente, qualquer

combinação de pixels pode ser avaliada. Ao adicionar mais colunas a essa matriz, ela se

torna redundante, pois qualquer outra coluna pode ser vista como uma combinação das de-

mais. Porém, devido a não-linearidade da ECT, tal abordagem traz benefı́cios por trazer mais

pontos de linearização para a matriz de sensibilidade.

Em (YE et al., 2015) foi proposto um dicionário denominado de matriz de sensibili-

dade estendida (A). Os autores estenderam a matriz de sensibilidade com as alterações de capa-

citância causadas por diferentes distribuições de permissividade. As distribuições usadas eram

distribuições estratificadas, anulares de diferentes nı́veis e blocos de diferentes tamanhos, como

ilustra a Figura 5. O dicionário contém as 1024 colunas originais da matriz de sensibilidade
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acrescidas de outras 6639 colunas. As colunas adicionais trazem a informação de sensibilidade

do sensor com relação a essas diferentes distribuições.

Figura 5: Exemplos de átomos usados para a extensão da matriz de sensibilidade. A estrutura
dos átomos pode ser usada como um prior, por exemplo, a adição de átomos com distribuições
estratificadas reforça que a solução esperada seja próxima de uma distribuição estratificada.
Fonte: adaptado de (YE et al., 2015).

É necessário então utilizar os átomos desse dicionário, dk, como entrada para o pro-

blema direto (1). A matriz de sensibilidade redundante então é definida como

[A]mk =
[Γ(dk)]m− [Γ(fl)]m
[Γ(fh)]m− [Γ(fl)]m

, (22)

em que [A] ∈ RM×K representa a matriz de sensibilidade. Com essa matriz o problema direto

se torna

g = Az+n. (23)

Essa formulação apresenta vantagens sobre a formulação (16) por conter menos erros

de linearização, inerentes a combinação de colunas de S.

De forma similar a (17), a formulação da reconstrução com o dicionário de sensibili-

dade é dada por

f̂ = D
(

argmin
z
‖z‖0 sujeito a ‖g−Az‖2

2 ≤ ε

)
. (24)
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Esse é um problema não convexo e de complexidade NP-Hard2 (DAVIS; MALLAT;

AVELLANEDA, 1997). Métodos para resolução dessa espécie de problema incluem a relaxação

da pseudo-norma `0 com a norma `1. Com essa relaxação, o problema se torna convexo e é co-

nhecido como Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO). Mesmo com o uso

de métodos de otimização convexa, o problema formulado em (YE et al., 2015) possui um custo

computacional elevado devido ao tamanho do dicionário.

Em (YE et al., 2016), os mesmos autores apresentaram um novo estudo a respeito do

tamanho e quantidade de padrões com blocos a serem usados. Ao remover outros padrões de

distribuição e limitando a quantidade de tamanhos de blocos, o dicionário é consideravelmente

reduzido. Porém, nesse trabalho o problema inverso não foi solucionado com uma formulação

que favorece soluções esparsas como (24), mas com o algoritmo iterativo PLI.

Em (MOURA et al., 2016) foi identificado que o algoritmo de reconstrução utilizado

em (YE et al., 2016) não favorece soluções esparsas e portanto não contrapõe o aumento de

colunas da matriz. Os autores demonstraram as vantagens de uma formulação LASSO quando

comparada a solução com PLI. Apesar dos resultados obtidos em (MOURA et al., 2016) serem

melhores, a arbitrariedade da escolha dos átomos é indesejada.

2.5 MÉTODO PROPOSTO

Em (MOURA et al., 2017), os autores apresentaram o algoritmo K-SVD como uma

maneira menos arbitrária para obtenção de um dicionário. Foi reportado que o uso desse di-

cionário melhorou os resultados obtidos. Neste trabalho, esse método será explicado de forma

mais completa e com mais experimentos para demonstrar suas vantagens.

2.5.1 APRENDIZAGEM DE DICIONÁRIOS COM K-SVD

As abordagens anteriores, discutidas na seção 2.4, baseiam-se em escolhas arbitrárias

de como montar um dicionário, porém também é possı́vel aprender um dicionário usando

métodos como K-SVD. O ponto chave da aprendizagem de dicionários é que os átomos serão

inferidos com base nos dados de entrada, ou seja, a partir de um conjunto de dados de treina-

mento a K-SVD define cada átomo de forma a criar representações esparsas do conjunto de

treinamento.
2NP (Nondeterministic Polynomial Time) é uma classe de problemas para os quais não é conhecido um algo-

ritmo capaz de encontrar uma solução em tempo polinomial.NP-Difı́cil é uma classe de problemas considerados
pelo menos tão difı́ceis quanto problemas NP, porém podendo ser muitos mais difı́ceis.
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O método K-SVD é um método iterativo em que duas etapas são alternadas: codificação

esparsa dos exemplos de acordo com o dicionário atual e atualização do dicionário para melhor

representar os exemplos (AHARON; ELAD; BRUCKSTEIN, 2006).

O problema de otimização resolvido pelo K-SVD é pode ser definido como3

argmin
D,X

{
‖F−DX‖2

F

}
sujeito a ∀i,‖xi‖0 ≤ T, (25)

em que F ∈ RN×I é a matriz com as imagens de treinamento (cada coluna representa um sinal

ou imagem), X ∈RK×I é a matriz esparsa de coeficientes, I representa a quantidade de imagens

de treinamento, i indica em qual coluna de uma matriz o vetor se encontra4 e T é o número

máximo de átomos usados.

A solução da (25) é atingida alternando dois passos que podem ser resumidos como:

• Codificação Esparsa: resolver o problem decomposto em (26) com algum algoritmo gre-

edy, ou guloso5.

argmin
xi

‖fi−Dxi‖2
2 sujeito a ‖xi‖0 ≤ T

i = 1,2, ..., I
(26)

• Atualização do dicionário: para cada átomo (d) em D:

– Define-se um grupo, ψk, com os exemplos que usam esse átomo.

– Calcula-se a matriz de erro de representação (Ek) como

Ek = Y−∑
j 6=k

d jψk (27)

– Restringe-se a matriz Ek, usando somente as colunas presentes em ψk, para obter a

matriz ER
k .

– Aplica-se a decomposição SVD na matriz ER
k = UΣVT.

– Definie-se o átomo atualizado d̃k com a primeira coluna de U e o vetor de coeficien-

tes restrito xR
k com a primeira coluna de V multiplicada pelo primeiro elemento de

Σ.
3O problema também pode ser definido como a minimização da norma `0 sujeita a uma restrição do erro de

representação.
4Por exemplo, x1 é a primeira coluna da matriz X.
5Um algoritmo greedy, ou guloso, é uma técnica de projeto de algoritmos que busca uma escolha localmente

ótima a cada passo, esperando atingir uma escolha globalmente ótima eventualmente. Essa classe de algoritmos é
interessante quando o problema a ser resolvido pertence à classe NP-Hard, por trazer uma solução aproximada em
tempo polinomial.
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2.5.2 ALGORITMO DE RECONSTRUÇÃO

A formulação do problema inverso é dada por (24) e para determinar a solução foi

utilizado um algoritmo greedy conhecido como Orthogonal Matching Pursuit (OMP) (PATI;

REZAIIFAR; KRISHNAPRASAD, 1993). O OMP pode ser descrito nos seguintes passos:

• Passo 0: entradas: dicionário A e medições g;

• Passo 1: iniciar o resı́duo como r0 = g, o conjunto de átomos selecionados Φ = /0 e o

número da iteração i = 1;

• Passo 2: encontrar o átomo mais correlacionado com o resı́duo ri−1 e adicionar seu ı́ndice

ao conjunto Φ;

• Passo 3: determinar a representação esparsa como z = (AΦ)
+g. AΦ representa o subcon-

junto das colunas de ı́ndice Φ do dicionário A;

• Passo 4: atualizar resı́duo ri = g−AIz;

• Passo 5: verificar condição de parada ‖ri‖2
2 ≤ ε e se necessário voltar ao Passo 2.

Um detalhe importante desse algoritmo é que no Passo 3, a matriz a ser invertida não

é A e sim AΦ. Essa matriz tem um número menor de colunas, igual a cardinalidade de Φ. O

número de condição da matriz AΦ tem como limite superior o número de condição6 de A mas,

baseado em experimentos realizados (MOURA et al., 2017), costuma ser muito inferior como

ilustra a Figura 6.

Existem muitas variantes do OMP original que trazem melhorias no desempenho,

por exemplo: Optimized Orthogonal Matching Pursuit (OOMP) (REBOLLO-NEIRA; LOWE,

2002), Stagewise Orthogonal Matching Pursuit (StOMP) (DONOHO et al., 2006), Orthogo-

nal Complementary Matching Pursuit (OCMP) e sua versão otimizada, Optimized Orthogonal

Complementary Matching Pursuit (OOCMP) (RATH; SAHOO, 2009; RATH; GUILLEMOT,

2009), e Batch-OMP (BOMP) (RUBINSTEIN; ZIBULEVSKY; ELAD, 2008).

Quando deseja-se reconstruir um grande conjunto de sinais usando o mesmo dicioná-

rio, a variante BOMP traz a vantagem de realizar a reconstrução em lotes e por isso reduz o

tempo total de reconstrução (RUBINSTEIN; ZIBULEVSKY; ELAD, 2008). Esse foi o algo-

ritmo utilizado, considerando que os experimentos foram conduzidos em um conjunto de até

6O número de condição de uma matriz é definido pela razão entre o maior valor singular da matriz e o menor.
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dezenas de milhares de amostras. Essa variante é otimizada por meio da fatorização de Cho-

lesky, para reduzir o custo de inversão de matrizes. Esse algoritmo é definido em Algoritmo 1

e a Tabela 1 sumariza os sı́mbolos utilizados.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

105

100

105

1010

1015

1020
Comparação do número de condição

A (k)

S

Figura 6: Com o número máximo de átomos usados fixado em 8 e o erro de representação em
10−30, reconstruções foram realizadas com 450000 frames e o número de condição das matrizes
finais do OMP (AΦ), de cada frame k, foi avaliado. Os maiores valores obtidos estão várias ordens
de grandeza abaixo do número de condição da matriz A.
Fonte: autoria própria.
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Tabela 1: Sı́mbolos BOMP
Φ Vetor ordenado de ı́ndices de átomos selecionados
z Vetor de solução esparsa
r Resı́duo (g−Az)
γ0 Produto AT g
γ Produto AT r
G Produto AT A
L Fatorização Cholesky de AΦ,Φ

β Produto Gz
δ n Norma ponderada zT Gz
εn Erro quadrático ‖r‖2

2
�Φ As colunas de uma matriz genérica � cujos ı́ndices estão em Φ

[Φ, k̂] Concatenação do vetor Φ com o ı́ndice k̂

Algoritmo 1 Batch-Orthogonal Matching Pursuit (BOMP)

Entrada: Vetor γ0, ε0 = gT g, matriz G e resı́duo ε

Saı́da: Vetor de solução esparsa z
1: Definir Φ = /0, L = [1], z = 0, γ = γ0, δ 0 = 0 e n = 1
2: Enquanto εn > ε faça
3: k̂ = argmax

k
|γk|

4: Se k > 1 então
5: υ = Solucionando para υ

{
Lυ = G[Φ,k̂]

}
6: L =

[
L 0

υT
√

1−υT υ

]
7: fim Se
8: Φ =

[
Φ, k̂

]
9: zΦ = Solucionando para c

{
LLT c = γ0

Φ

}
10: β = GΦzΦ

11: γ = γ0−β

12: δ n = zT
Φ

βΦ

13: εn = εn−1−δ n +δ n−1

14: n = n+1
15: fim Enquanto
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3 EXPERIMENTOS

3.1 IMAGEAMENTO DE ESCOAMENTOS BIFÁSICOS

Como a validação do método desenvolvido neste trabalho será feita com o imagea-

mento de escoamentos bifásicos, detalham-se neste capı́tulo os dois sensores utilizados nos

experimentos: sensor wire-mesh e um sensor capacitivo.

3.2 ESCOAMENTOS BIFÁSICOS

Escoamentos bifásicos ocorrem quando tem-se duas substâncias imiscı́veis, ou a mes-

ma substância em diferentes estados fı́sicos, sendo transportadas pelo mesmo meio, como um

tubo. Esses escoamentos podem ser encontrados tanto na natureza como em setores industriais.

Na indústria, existe grande interesse no monitoramento desses escoamentos para garantir uma

operação mais segura e eficiente em plantas.

O monitoramento de escoamentos bifásicos requer sistemas capazes de diferenciar

uma fase da outra. Para isso são necessários sensores capazes de explorar diferentes propri-

edades dos materiais envolvidos, como: condutividade/permissividade elétrica, absorção de

radiação, translucidez, etc.

No caso de um escoamento gás-lı́quido, como ar-água, pode-se explorar as diferentes

permissividades elétricas relativas (HUANG et al., 1989), 1 e 80 respectivamente. Assim como

o ECT, os sensores apresentados a seguir são capazes de perceber a variação da permissividade

em seu interior.

3.3 SENSOR WIRE-MESH

Sensores wire-mesh foram introduzidos como uma forma de obter imagens de uma

seção transversal sem a necessidade de tomógrafos. As vantagens dessa técnica sobre os

tomógrafos de raios-x e raios-γ são a alta taxa de aquisição, baixo custo, a segurança de
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operação e o fato de dispensar o uso de algoritmos de reconstrução. Com relação a outras

técnicas como o ECT, os sensores wire-mesh possuem maior resolução espacial e maior acurácia

em seus pixels. Apesar dessas vantagens, os sensores wire-mesh são intrusivos e isso pode ser

visto como uma caracterı́stica indesejável.

Um sensor wire-mesh consiste de um arranjo de fios dispostos em dois planos com

direções, geralmente, perpendiculares formando uma grade quadrada. Esses planos são sepa-

rados por uma pequena distância, tipicamente de 2 mm ou menor (Da Silva; SCHLEICHER;

HAMPEL, 2007; Da Silva . et al., 2010), não havendo contato entre os fios. Os planos são

ligados a um circuito transmissor e outro a um circuito receptor, como ilustrado na Figura 7.

Cada um dos pontos de intersecção dos planos é considerado um eletrodo de medição de ca-

Escoamento

Circuito 
Receptor

Circuito 
Transmissor

PC

Figura 7: Esquema simplificado do sensor wire-mesh. Dois planos de fios, com orientações per-
pendiculares entre si, são ligados ao circuito transmissor e receptor. Os pontos de cruzamento são
investigados um a um, e armazenados em forma matricial em um computador para formar uma
imagem completa.
Fonte: autoria própria.

pacitância. A cada perı́odo de medição, um dos fios do plano ligado ao transmissor é excitado

enquanto um dos fios do plano ligado ao receptor é investigado. Dessa maneira são medidos

todos os cruzamentos, um a um.

O sensor wire-mesh fornece medições de baixa incerteza nos pontos de cruzamento

(SHARAF et al., 2011; BANOWSKI et al., 2015). Porém, devido a concentração da área

sensı́vel ao redor do cruzamento, regiões entre diferentes cruzamentos não são suficientemente

sensı́veis para serem diretamente investigadas. Assim a imagem resultante do sensor costuma

ter um número de pixels igual ao número de cruzamentos.

O sistema de medição do wire-mesh utilizado é constituı́do de uma fonte de excitação

senoidal, um amplificador de transimpedância e um sistema demodulador. O sistema demodu-
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lador do sensor wire-mesh utilizado difere do mostrado para ECT. Como ilustrado na Figura 8,

a demodulação é realizada com um detector logarı́tmico. Esse detector apresenta em sua saı́da

um nı́vel DC equivalente ao envelope do sinal senoidal na saı́da do amplificador de transim-

pedância.

xC

1sC 2sC

fR

fC

= 0xG
iV

Detector LOG Conversor A/D

Figura 8: Sistema de medição AC usado para o sensor de wire-mesh. A condutância do fluı́do
Gx é desprezada. Os valores de C f e R f são escolhidos de acordo com a faixa de capacitâncias
Cx esperadas para que o ganho do amplificador seja adequado a medição. O detector LOG é
responsável pela demodulação do sinal AC. Após a demodulação, o sinal deve ser digitalizado para
processamento.
Fonte: autoria própria.

A impedância medida (Zx) é complexa, ou seja, contém um valor real (condutância) e

um valor imaginário (reatância). Essa impedância é formada pela capacitância (Cx) em paralelo

com a condutância (Gx) do fluı́do. Como o sinal de excitação se encontra numa faixa de alta

frequência e o foco é a medição da capacitância, pode-se desprezar Gx . O circuito amplificador

da Figura 8 tem como expressão de saı́da

Vo =−Vi

(
Z f

Zx

)
=−Vi

(
jωCx

G f + jωC f

)
=−Vi

(
jωCxR f

1+ jωC f R f

)
, (29)

sendo ω a frequência angular do sinal de excitação (Vi) e G f o inverso de R f . Caso 1�ωC f R f ,

a Equação (29) pode ser simplificada como

Vo =−Vi

(
Cx

C f

)
(30)

O sinal Vo então é demodulado por um detector logarı́tmico, cuja saı́da é expressa por

Vlog =Va ln
(

Vo

Vb

)
, (31)

em que Va e Vb são constantes ligadas ao detector LOG. O sinal Vlog deve ainda ser convertido

para formato digital para ser processado.

Considerando uma relação diretamente proporcional entre Cx e a permissividade elétri-

ca média no ponto de medição (εx), tem-se a relação
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Vlog = a ln(εx)+b, (32)

em que a e b são constantes que representam fatores como a geometria do cruzamento, carac-

terı́sticas do circuito de medição (R f ,C f ,Va e Vb) e caracterı́sticas do sinal de excitação Vi (Da

Silva, 2008). Para determinar a permissividade média em cada ponto de medição (ε(x)) é ne-

cessário isolar o valor na Equação (32)

ε(x) = exp
(

Vlog(x)−b(x)
a(x)

)
. (33)

Os valores de a(x) e b(x) são determinados por meio de um procedimento de calibra-

ção. Os pontos de cruzamento são medidos durante um perı́odo de tempo T contendo, ora o

material de menor permissividade esperada εL, ora o material de maior permissividade esperada

εH . Isso resulta nos vetores VL(x, t) e VH(x, t), cujas médias temporais são, respectivamente,

V̄L(x) e V̄H(x). Esses valores levam ao calculo de a(x) e b(x) como

a(x) =
V̄H(x)− V̄L(x)
ln(εH)− ln(εL)

(34)

b(x) =
V̄H(x) ln(εH)− V̄L(x) ln(εL)

ln(εH)− ln(εL)
(35)

A fração de vazio local, α(x, t), pode ser considerada como a normalização dos valores

de ε(x, t) como

α(x, t) =
ε(x, t)− εL(x)
εH(x)− εL(x)

(36)

Nesse estudo, foram considerados escoamentos ar-água, então os valores de permissi-

vidade relativa são εL = 1 e εH = 80.

Os x valores de α formam a imagem da seção transversal, mostrando as diferentes

concentrações de gás, ou lı́quido, presente em cada ponto. Essas imagens podem ser pós-

processadas para identificação de bolhas, fração de vazio total no sensor, entre outras aplicações.

3.4 SENSOR CAPACITIVO PARA IMAGEAMENTO DIRETO

O imageamento direto (DI) pode ser visto como um compromisso entre um sensor

intrusivo com medições locais e um tomógrafo (não intrusivo), em um sistema que não necessita

resolver um problema inverso. Em (SELEGHIM et al., 1998), os autores desenvolveram um



32

sensor não intrusivo para realizar medições locais de impedância elétrica. Esse sensor é formado

por dois anéis eletrodos dispostos nas paredes de um tubo separados por uma determinada

distância, como ilustrado na Figura 9.

Anel de excitação Anel de medição

Conectores BNC

60
m

m

Figura 9: Esquema de um sensor de imageamento direto para escoamentos bifásicos.
Fonte: adaptado de (SELEGHIM et al., 1998).

As medições de impedância são realizadas entre os eletrodos do anel de medição e o

anel de excitação. Como o campo elétrico fica disposto de maneira longitudinal e não transver-

sal (como em tomógrafos elétricos), a sensibilidade é maior nas regiões próximas a parede do

tubo do que na região central.

Em (WRASSE et al., 2014), foi proposto um sensor de arranjo similar e capaz de rea-

lizar medições de capacitância entre os eletrodos. O sistema de medição utilizado nesse sensor

é o mesmo utilizado no wire-mesh capacitivo, mostrado na Figura 8. O sistema desenvolvido é

um arranjo de 2 sensores, cada qual com um anel de medição e um excitação, nas extremidades

foram colocados 2 anéis de guarda, como ilustra a Figura 10.

Figura 10: Modelo do sensor de imageamento direto utilizado para os experimentos com escoa-
mentos bifásicos. Os anéis de guarda são denotados pela letra G, os anéis de excitação pela letra T
e os eletrodos de medição pela letra R.
Fonte: autoria própria.
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As imagens geradas por esse tipo de sensor mostram o comportamento do escoamento

ao longo do tempo nas regiões investigadas individualmente por cada eletrodo. Apesar de ser

possı́vel inferir o padrão de escoamento e os nı́veis de fração de vazio do escoamento, não se

extrai muita informação a respeito da distribuição de fases. Por exemplo, é possı́vel inferir

um padrão de escoamento estratificado se os eletrodos da parte inferior possuı́rem um nı́vel

homogêneo entre si e diferente daquele dos eletrodos superiores. Porém, não é possı́vel deter-

minar o formato da interface entre fases. A fração de vazio pode ser facilmente calculada como

o valor médio das capacitâncias normalizadas dos eletrodos.

Tentativas de estimar a distribuição das fases com o uso de diferentes algoritmos de

reconstrução de imagens foram reportados em (MOURA et al., 2015, 2016, 2017).

3.4.1 CRIAÇÃO DO DICIONÁRIO DE CAPACITÂNCIAS

Pretende-se usar a K-SVD em um conjunto de imagens obtidas com um sensor wire-

mesh, para aprender um dicionário que represente bem as estruturas de um padrão de escoamen-

tos bifásicos horizontais. O sensor wire-mesh utilizado fornece dados em um formato 12×12,

ou seja, imagens de 144 pixels. Dada a geometria do tubo ser redonda, somente 112 desses 144

pixels são relevantes e os demais são descartados.

Para a obtenção das imagens de wire-mesh, foram realizados experimentos numa planta

de escoamentos bifásicos horizontais, ilustrada na Figura 11. Essa planta é equipada com

tubulações independentes para ar e água, sistema de controle de injeção para ambas tubulações

e dois sensores para imageamento, um wire-mesh e um sensor para ECT. O sistema de controle

é capaz de combinar diferentes velocidades superficiais para ar e água, criando vários pontos de

operação em diferentes padrões de escoamento.

Dados foram adquiridos durante 60 segundos em cada um dos 16 pontos de operação

da planta indicados na Figura 12. Durante os perı́odos de aquisição, ambos sensores estavam

capturando numa taxa de 500 frames por segundo, resultando num total de 48×104 frames.

Para aprender o dicionário é formado um subconjunto desse total de frames. Um his-

tograma da fração de vazio média por frame foi analisado. Desse histograma foram escolhidos,

aproximadamente1, 104 frames de maneira uniforme e aleatória dentre os bins do histograma.

Assim, o histograma de fração de vazio do subconjunto de aprendizado se torna uniforme, ga-

rantindo que não exista um viés no dicionário aprendido. A Figura 13 ilustra esse processo de

amostragem do conjunto de frames.

1O último bin do histograma não possui frames e isso causaria uma divisão inexata entre os outros 9 bins, por
isso foram escolhidos 104−1 frames.
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Placa de orifı́cio

Rotâmetro

Manômetro (pressão absoluta)

Manômetro
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relativa)

Wire-Mesh e
Sensor ECT
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vazão CoriolisBomba
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Figura 11: Planta de escoamentos bifásicos horizontais usada para criar vários pontos operaci-
onais para diferentes padrões de escoamento. A planta é equipada com um sensor capacitivo e
também um wire-mesh 12×12 para referência.
Fonte: autoria própria.
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Figura 12: Pontos operacionais imageados, representados por losangos vermelhos, distribuı́dos
sobre dois padrões de escoamento. Dados foram adquiridos durante 60 segundos para cada ponto
operacional para ambos os sensores.
Fonte: autoria própria.
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Figura 13: Histogramas de fração vazio. A esquerda, o histograma de fração de vazio do conjunto
completo de frames. A direita, o histograma do subconjunto dos frames de treinamento. O uso de
um subconjunto, aproximadamente, uniforme é importante para evitar viés no dicionário.
Fonte: autoria própria.

As caracterı́sticas do dicionário tais como número de átomos e número máximo de

átomos combinados para formar uma solução, foram determinadas de maneira empı́rica. O

número máximo de combinações foi definido como 8, por esse ser o posto máximo da matriz de

sensibilidade, tradicional ou estendida. O número de átomos deve ser suficientemente grande

para permitir a representação de diversas imagens, ao menos o número de pixels. Porém, um

número grande de átomos aumenta o tempo para levantamento do dicionário de sensibilidade

por FEM e também aumenta o custo computacional das reconstruções. O tamanho determinado

foi de 225 átomos, aproximadamente o dobro do número de pixels relevantes mais um. Esse

tamanho também foi o que gerou os melhores resultados de reconstrução.

De posse desse dicionário de distribuições de permissividade, deseja-se obter um di-

cionário que represente as capacitâncias dessas distribuições. A obtenção desse dicionário de

capacitâncias é dada de maneira similar a obtenção da matriz de sensibilidade estendida. Cada

átomo do dicionário é usado como distribuição de permissividade dentro do sensor em uma

simulação, em outras palavras, cada átomo é usado como ε no problema direto (1). O di-

cionário de capacitâncias é então normalizado como em (22). A Figura 14 ilustra esse processo

de criação do dicionário A a partir das imagens de treinamento e o uso da K-SVD.

Esse processo de transferir os átomos do dicionário aprendido, domı́nio da permissivi-

dade, para o domı́nio da capacitância pode-ser interpretado como uma forma de linearização por

partes. Essa forma de linearização deve diminuir os erros na capacitância em distribuições de

permissividade próximas aos átomos aprendidos em detrimento de distribuições pouco comuns

nos dados de treinamento.
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Figura 14: Imagens de escoamentos gás-liquido são usadas como imagens de treinamento para o
algoritmo K-SVD para criar um dicionário de representação esparsa. Cada átomo do dicionário é
usado como distribuição de permissividade numa simulação de ECT para determinar as medições
de capacitância. Os valores são então normalizados e colocados nas colunas da nova matriz de
sensibilidade.
Fonte: autoria própria.

3.4.2 COMPARAÇÃO ENTRE ALGORITMOS DE RECONSTRUÇÃO

Para avaliar o desempenho do algoritmo desenvolvido, usou-se como referência as

imagens de wire-mesh e as imagens reconstruı́das foram comparadas com reconstruções com

outros dois métodos: (1) usando a matriz de sensibilidade e regularização TV (RODRÍGUEZ;

WOHLBERG, 2006) e (2) usando uma matriz estendida (EM) com blocos de 9 pixels e reconstrução

por PLI (YE et al., 2016). Essa comparação tem como base 3 diferentes métricas, sendo elas:

Erro de Imagem (EI) (YANG; PENG, 2002), Coeficiente de Correlação (XIE et al., 1994) e

Resı́duo da Solução (RS) (YANG; PENG, 2002). O EI é calculado como

EI(f, f̂) =

∥∥f− f̂
∥∥

2
‖f‖2

, (37)

em que f̂ é a estimativa da distribuição de permissividade e f é a imagem obtida pelo sensor

wire-mesh. O CC é definido por

CC(f, f̂) =
∑

N
n=1

(
f̂n− ¯̂f

)(
fn− f̄

)√
∑

N
n=1

(
f̂n− ¯̂f

)2
∑

N
n=1
(

fn− f̄
)2
, (38)
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em que f̄ e ¯̂f são os valores médios de f e f̂ respectivamente. O resı́duo é calculado como

RS(Θ,y) =
‖Θy−g‖2
‖g‖2

, (39)

em que Θ e y representam uma matriz de sensibilidade e um vetor solução genéricos. Esses

devem ser substituı́dos pela matriz de sensibilidade e vetor de solução usados em cada um dos

3 métodos, por exemplo, na reconstrução proposta Θ = A e y = z.

Numa reconstrução perfeita, esses valores são EI = 0, CC = 1, e RS = 0. De maneira

ótima, deseja-se chegar o mais próximo possı́vel desses valores, porém a prática demonstra a

dificuldade de alcançar resultados ótimos.

A tabela 2 contém exemplos de imagens reconstruı́das em diferentes pontos operacio-

nais. É clara a vantagem da abordagem proposta nos 4 primeiros exemplos, principalmente no

que diz respeito ao resı́duo. A abordagem de uma matriz de sensibilidade redundante pode ser

vista como uma linearização por partes do problema direto e por isso é esperado que o resı́duo

de tal solução seja muito inferior a abordagens clássicas de matriz de sensibilidade. A última

linha da tabela mostra resultados piores de EI e CC para o método proposto.

A Figura 15 mostra a vista lateral de um escoamento no ponto H3 durante 2 s. Nota-se

que as imagens reconstruı́das possuem um formato mais homogêneo no tempo que as imagens

obtidas por wire-mesh. Também é possı́vel notar que o formato das bolhas que atravessam o

sensor não é idêntico ao formato apresentado no wire-mesh, porém os instantes em que apare-

cem são os mesmos.

Na Figura 16, são comparadas as frações de vazio das imagens reconstruı́das com as

imagens do wire-mesh durante um perı́odo de 2 s no ponto H3. É notável que todos os métodos

de reconstrução resultam em um valor mı́nimo de fração de vazio menor que o mı́nimo do wire-

mesh, isso acontece devido a homogeneidade das imagens reconstruı́das. O algoritmo proposto

novamente mostra desempenho superior aos outros aproximando melhor, em média, os valores

de fração de vazio. As frações de vazio das imagens reconstruı́das são avaliadas com base no

Erro Médio Quadrático (MSE), definido como

MSE =
1
J

J

∑
j=1

(
α̂ j−α j

)2
, (40)

em que α̂ j e α j são as frações de vazio do j-ésimo frame estimados pelo sensor wire-mesh e

pela imagem reconstruı́da respectivamente.

Outra comparação importante é o tempo médio de reconstrução. Nesse perı́odo de 2 s

foram mensurados também os tempos em que cada algoritmo levou para reconstruir um frame, a
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Tabela 2: Reconstrução de imagens em escoamentos bifásicos ar-água em dois padrões de escoa-
mento, H3 para as 2 primeiras linhas e H16 para as demais. As imagens reconstruı́das são compa-
radas com base em 3 métricas: Erro de Imagem, Coeficiente de Correlação e Resı́duo da Solução.
A reconstrução baseada em K-SVD + OMP obteve melhores resultados em 4 dos 5 casos, exceto na
comparação do resı́duo em que foi melhor em todas as situações.
Fonte: autoria própria.

wire-mesh EM + PLI TV K-SVD + OMP

EI: 0.5423 0.3985 0.2551
CC: 0.5233 0.6784 0.8762
RS: 0.0617 0.1000 0.0397

EI: 0.5730 0.4028 0.3677
CC: 0.6024 0.7099 0.8122
RS: 0.1020 0.1483 0.0278

EI: 0.5735 0.4327 0.2572
CC: 0.4983 0.5738 0.8526
RS: 0.2088 0.1994 0.0385

EI: 0.5384 0.5597 0.4685
CC: 0.7283 0.7668 0.8297
RS: 0.1544 0.1332 0.0385

EI: 0.5248 0.9298 0.5623
CC: 0.8571 0.6525 0.8394
RS: 0.2088 0.1994 0.0725
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Vista lateral - TV

Vista lateral - Wire-mesh

Vista lateral - Matriz estendida + PLI

Vista lateral - K-SVD + BOMP

Figura 15: Vistas Laterais de um escoamento em golfadas, ponto operacional H3, reconstruı́do
com os 3 diferentes métodos de reconstrução. O mais notável é a homogeneidade apresentada nos
métodos de reconstrução nos perı́odos entre bolhas, o que não acontece com o wire-mesh.
Fonte: autoria própria.
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Figura 16: As séries temporais de fração de vazio reconstruı́das com os 3 métodos de reconstrução.
O método proposto teve desempenho superior apresentando uma MSE menor que a metade dos
outros dois métodos. A imagem ampliada mostra como o método proposto tem um comportamento
mais próximo da referência quando a fração de vazio aumenta, porém fica um pouco mais afastado
quando a fração de vazio é pequena.
Fonte: autoria própria.
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média desses tempos é mostrada na tabela 3. Para a reconstrução de imagens em tempo real, ou

seja, cada reconstrução é feita no perı́odo entre aquisições de dados, deve-se respeitar o tempo

entre as aquisições. Nos experimentos conduzidos a taxa de aquisição do sensor ECT foi de

500 frames por segundo, portanto o tempo máximo para a reconstrução é de 2 ms.

Tabela 3: Os tempos de execução mı́nimos, médios e máximos para cada um dos algoritmos utili-
zados para reconstrução. O algoritmo OMP é capaz de reconstruir em duas ordens de grandeza
abaixo que os outros algoritmos e é o único entre os 3 capaz de reconstrução online nas condições
do experimento realizado.
Fonte: autoria própria.

Tempo(s) mı́nimo médio máximo
EM+PLI 0,0296 0,0319 0,0571

TV 0,0226 0,0324 0,4219
K-SVD+BOMP 9,49e-5 1,97e-4 0,0660

Nessas condições somente o método proposto é rápido suficiente para reconstrução

em tempo real, mesmo que o maior tempo seja de 0,066 s, pois esse é o tempo da primeira

execução do algoritmo. Espera-se que a primeira execução do algoritmo seja mais demorada

que as demais, já que o dicionário será colocado na memória somente na primeira execução.

3.4.3 COMPARAÇÃO COM IMAGEAMENTO DIRETO

O DI foi criado com o intuito de evitar a complexidade de reconstruir imagens e mesmo

assim obter informações pertinentes a respeito do escoamento investigado. Na seção 3.4.2 foi

demonstrado que é possı́vel reconstruir imagens de um escoamento a partir das medições de um

sensor DI, como o da Figura 10. Porém não foram investigados os ganhos dessa reconstrução

perante as informações obtidas pelo sensor DI.

A comparação entre o DI e técnicas de reconstrução baseadas no mesmo sensor é

feita com base no quão bem cada um estima a fração de vazio. A fração de vazio de ambos

os métodos são comparadas tomando como referência a fração de vazio estimada pelo sensor

wire-mesh. Para reconstruir as imagens, a partir das quais foram estimadas as frações de vazio,

foi utilizado o algoritmo BOMP que demonstrou melhor desempenho na seção 3.4.2.

Num primeiro experimento, foi comparada a fração de vazio média para cada ponto de

operação. Na Figura 17 são apresentados os resultados desse experimento, mostrando o desvio

de ambos os métodos da estimativa do sensor wire-mesh. Nota-se que existem pontos em que

os dois métodos falharam em estar na região de 25% da referência. Em média, os valores

obtidos por DI estão mais próximos da referência que os obtidos pelo método apresentado. Isso
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Figura 17: Desvios apresentados pelos métodos de obtenção de fração de vazio quando comparado
ao sensor wire-mesh. Cada um dos métodos apresentou 6 pontos de operação em que a estimativa
ficou fora da região de 25% da referência.
Fonte: autoria própria.

foi verificado calculando a média quadrática do erro (MSE), em que o DI obteve um valor de

3,7.10−3 e o método proposto um valor de 5,9.10−3.

Em uma comparação mais direta, foram analisadas as séries temporais obtidas pelos

dois métodos. Nas Figuras 18 a 25 são apresentadas séries temporais do sensor wire-mesh, do DI

e do método proposto, em diferentes pontos de operação2. Nessa comparação, são avaliados os

erros ponto a ponto das estimativas. Nota-se que a diferença entre o MSE do método proposto

e do DI são pequenas e que em alguns pontos o DI apresenta resultados melhores. Porém,

o método proposto apresenta ligeira vantagem quando é feita a média dos MSEs para todos

os pontos de operação, nesse caso o MSE do método proposto é 1,3% menor que o MSE

do DI. Nesse experimento, a reconstrução foi feita em lotes para aproveitar toda a vantagem

do algoritmo BOMP. Dessa maneira, o tempo total de reconstrução, 48× 104 frames, foi de

aproximadamente 5,5 s. Isso demonstra que apesar de ter um custo computacional muito maior

que o calculo de uma média, esse custo é bem pequeno considerando a quantidade de frames.

Com esses resultados é possı́vel concluir que apesar das imagens reconstruı́das re-

presentarem bem as imagens do wire-mesh, as frações de vazio apresentam diferenças. A

comparação das frações de vazio por DI e pelo método proposto mostra como a fração de vazio

das imagens reconstruı́das tende a seguir a fração de vazio do DI, porém com uma variância

grande. Essa variância faz com que a fração de vazio fique mais próxima da referência em

diversos frames, melhorando o resultado do método proposto com relação ao DI.

2Alguns pontos de operação foram omitidos por serem de difı́cil visualização.
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Figura 18: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H4.
Fonte: autoria própria.
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Figura 19: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H7.
Fonte: autoria própria.
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Figura 20: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H8.
Fonte: autoria própria.
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Figura 21: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H11.
Fonte: autoria própria.



44

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (s)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Fr
aç

ão
 d

e 
va

zi
o 

- 

Ponto H12

K-SVD+OMP - MSE=0,00723
Wire-mesh - referência
DI - MSE= 0,00749

Figura 22: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H12.
Fonte: autoria própria.
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Figura 23: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H14.
Fonte: autoria própria.
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Figura 24: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H15.
Fonte: autoria própria.
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Figura 25: Série temporal do sensor wire-mesh, DI e do método proposto, no ponto de operação
H16.
Fonte: autoria própria.



46

4 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi proposto um método de reconstrução de imagens baseado em um

dicionário de capacitâncias de um sistema de ECT. O processo de criação desse dicionário

consiste em dois passos: a aprendizagem de estruturas representativas a partir de imagens de

treinamento e obtenção das respostas do sistema às estruturas aprendidas.

Como o problema direto de ECT é não-linear, o processo de reconstrução de imagens

com matriz de sensibilidade é subótimo. Isso ocorre devido ao fato da matriz de sensibili-

dade ser uma aproximação linear do sistema para pequenas variações. Métodos não lineares

de reconstrução para ECT foram desenvolvidos (DEABES; ABDELRAHMAN, 2010), porém

possuem complexidade muito superior aos métodos lineares.

Estabelecendo um compromisso, um dicionário de respostas do sistema pode ser visto

como uma linearização por partes do problema direto. Um dicionário contendo todas as possı́veis

combinações de pixels e suas intensidades, provavelmente, traria a melhor reconstrução possı́vel.

No entanto, o tamanho de tal dicionário o torna irrealizável. Um dicionário prático deve fa-

zer um compromisso entre boa representatividade e a quantidade de átomos. Uma quantidade

grande de átomos aumenta o custo computacional da solução e pode não trazer um aumento

na representatividade do conjunto de treinamento caso dois átomos sejam muito similares. O

algoritmo de aprendizagem de dicionários usado, K-SVD, possui controle na correlação entre

átomos, alertando sobre uma possı́vel similaridade entre átomos.

Dado que o dicionário aprendido possui mais colunas do que linhas, o problema in-

verso é subdeterminado. Para lidar com isso é necessário o uso de regularizadores, que restrin-

jam as soluções possı́veis. Os regularizadores devem ser informações conhecidas a respeito da

solução desejada, como por exemplo a esparsidade. Restringir as soluções por esparsidade sig-

nifica garantir que elas possuam poucos coeficientes diferentes de zero. Essa restrição também

faz com que sejam realizadas menos combinações lineares das colunas do dicionário, dimi-

nuindo os erros causados pela linearização.
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Ao utilizar a quasinorma `0 da solução como termo regularizador, é necessário utilizar

um algoritmo greedy, como OMP, para encontrar a solução. Uma versão otimizada do OMP

para reconstruções de muitas imagens com o mesmo dicionário, o BOMP, foi utilizado para

acelerar os experimentos. Esse algoritmo também se mostrou superior em termos de tempo de

reconstrução, permitindo reconstruções em tempo real para os experimentos realizados.

Os experimentos realizados com escoamentos bifásicos mostram que a técnica pode

ser aplicada a sensores com poucas medições. Imagens com 112 pixels foram reconstruı́das

a partir de apenas 8 medições de capacitância, mostrando que o método proposto é capaz de

realizar boas reconstruções em problemas subdeterminados. Nota-se que a subdeterminação do

dicionário é o que permite reconstruções esparsas, portanto é desejável.

Apesar do método proposto não oferecer imagens fiéis à referência em todos os ca-

sos comparados, é possı́vel afirmar que seu desempenho é superior às demais técnicas. Essa

afirmação é feita com base nas diferenças de EI e CC apresentas na tabela 2, na diferença de

MSE apresentada na Figura 16 e na diferenças entre os tempos de reconstrução apresentados na

tabela 3.

Deve-se notar que o método proposto apresenta duas desvantagens: a necessidade de

um conjunto de imagens do processo (objeto ou escoamento) para treinamento e, com isso, uma

limitação nas dimensões das imagens reconstruı́das. É comum na literatura que as imagens

reconstruı́das de um sensor ECT possuam tamanho de 32×32, com a técnica demonstrada só

é possı́vel reconstruir uma imagem com esse mesmo tamanho se as imagens de treinamento

possuı́rem essa dimensão. Devido ao processo de aprendizagem do dicionário, deve-se garantir

que os dados usados como exemplo representem bem uma grande variedade de sinais.

Em trabalhos futuros pode-se aplicar o método proposto para diferentes conjuntos de

sensores, de forma a verificar sua flexibilidade em relação a natureza dos problemas.

Trabalhos futuros podem incluir, também, o uso do modelo de análise, de forma simi-

lar ao TV, para o problema do ECT. Esse modelo poderia incluir priors similares aos usados no

neste trabalho com o modelo de sı́ntese, porém com maior escalabilidade. Em (RUBINSTEIN

et al., 2013), é apresentado uma versão do algoritmo K-SVD para o modelo de análise. Esse

algoritmo usa um conjunto de dados para aprender um operador usado para avaliar a coesparsi-

dade de um sinal.

Outra possibilidade é a quantificação da não-linearidade como justificativa para esse

método, bem como, um indicador de que um sistema possa se beneficiar do método proposto.
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