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RESUMO

Uma coloragdo de arestas prépria de um grafo G é uma atribuicdo de cores para as arestas
de G de tal forma que arestas adjacentes possuam cores distintas. O indice cromético de G,
denotado por x'(G), € o menor nimero de cores que permitem uma coloragdo propria de
(G. Uma vez que para todo par de arestas adjacentes devem ser atribuidas cores distintas,
X'(G) > A(G), onde A(G) é o grau maximo de G. Em 1964, Vizing estabeleceu que
X' (G) < A(G) + 1 para qualquer grafo simples GG. Diz-se que um grafo G com x'(G) = A(G)
é Classe 1 e um grafo G com \'(G) = A(G) + 1 é Classe 2. Apesar dos limites justos para o
indice cromatico, o problema de determina-lo para um grafo arbitrario € computacionalmente
dificil, sabidamente NP-completo. Um grafo é split se seu conjunto de vértices pode ser
particionado em uma cligue () e um conjunto independente S. Em 1995, Chen, Fu e Ko
mostraram que todo grafo split com grau maximo impar é Classe 1. Dentre os grafos split com
grau maximo par que possuem o indice cromatico conhecido, ha alguns que sdo Classe 1 e
outros que sdo Classe 2. Em 2012, Almeida provou que, para determinar o indice cromatico
dos grafos split, € suficiente considerar os casos em que todo vértice da clique tem grau
maximo. Considerando isto, nesta dissertacao, mostramos que se a vizinhanga do subconjunto
X, formado pelos vértices de S com grau no maximo A(G)/2, tem pelo menos ||Q|/2]
vértices, entdo G é Classe 1. Nos casos restantes, nés caracterizamos os grafos split que sédo
subgrafo-sobrecarregados.

Palavras-chave: algoritmos; otimizagao combinatéria; teoria dos grafos.



ABSTRACT

A proper edge coloring of a graph GG is an assignment of colors to the edges of G such that
adjacent edges have distinct colors. The chromatic index of a graph G, denoted \'(G), is the
minimum number of colors for which GG has a proper edge coloring. Since every pair of adjacent
edges must have distinct colors, \'(G) > A(G), where A(G) is the maximum degree of G.
In 1964, Vizing established that x'(G) < A(G) + 1 for any simple graph G. Graphs with
X' (G) = A(G) are said to be Class 1, while graphs with x'(G) = A(G) + 1 are said to be
Class 2. Despite the tight bounds for the chromatic index, determining x/(G) for an arbitrary
graph G is a difficult computational problem, known to be NP-complete. A graph is split if its
vertex set can be partitioned into a cliqgue () and a stable set S. In 2012, Aimeida showed that
to determine the chromatic index of split graphs it is sufficient to consider the cases where every
vertex in () has maximum degree. Considering this fact, in this master’s dissertation, we show
that if the neighborhood of a subset X, formed by the vertices of S with degree at most A(G) /2,
has at least ||Q|/2] vertices, then G is Class 1. In the remaining cases we characterize the
subgraph-overfull split graphs.

Keywords: algorithms; combinatorial optimization; graph theory.
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1 INTRODUCAO

Em 1985, David S. Johnson apresentou um levantamento da complexidade de nove
problemas NP-completos no caso geral quando restritos a trinta e uma classes de grafos'. Para
isso, 0 autor utilizou uma tabela onde cada coluna relacionava um problema e cada linha uma
classe de grafos. A tabela foi preenchida sendo o valor da célula igual a P para problemas com
complexidade de solucéo polinomial e N para problemas que se sabia serem NP-completos.
Para as demais casos, o autor arriscou um palpite: O?, para os problemas cuja determinagdo
da complexidade aparentemente estava em aberto, embora parecesse ser facil de determinar;
O, para os problemas cuja determinagcdo da complexidade estava em aberto e provavelmente
seria dificil de determinar; O!, para os problemas que varios autores ja haviam estudado e com
mais evidéncias da dificuldade de determinar a complexidade; e P?, para os que julgava haver
um algoritmo polinomial construido a partir de técnicas conhecidas (JOHNSON, 1985).

Um dos problemas relacionados por Johnson foi o CHRIND. Dado um grafo G e um
inteiro k, esse problema consiste em decidir se o grafo G possui uma atribuicdo de k cores,
uma cor para cada aresta, tal que arestas adjacentes possuam cores distintas. O Quadro 1
apresenta um recorte da tabela de Johnson para o problema CHRIND em subclasses dos grafos
perfeitos®. Os valores das células na coluna “CHRIND - 1985” sdo os publicados em Johnson
(1985) e os valores das células da “CHRIND - 2022” sdo de uma atualizagao apresentada por
Figueiredo et al. (2022).

Quadro 1 — CHRIND em grafos perfeitos

Classe de grafos CHRIND - 1985 CHRIND - 2022
Perfeitos 0? N (CAl; ELLIS, 1991)
Cordais o? 0?

Split 0? 0?
Fortemente-cordais o? o?
Comparabilidade o? N (CAI; ELLIS, 1991)
Bipartidos P (KONIG, 1916) P (KONIG, 1916)
Permutacao (O)s o?
Cografos o? 0?

Fonte: Adaptado de Johnson (1985) e Figueiredo et al. (2022).

No Quadro 1 é possivel observar que, embora Johnson tenha arriscado dizer que fosse
aparentemente facil de determinar a complexidade do problema CHRIND para as subclasses
dos grafos perfeitos, os avangos alcancados em mais de 35 anos apds sua publicacao foram

1
2

Para conceitos e definigoes em Complexidade Computacional ver Cormen et al. (2001)
Para conceitos e definigbes sobre grafos perfeitos ver Golumbic (2004)
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poucos: a demonstracao que o problema é NP-completo para grafos de comparabilidade, o que
implica que também é NP-completo para grafos perfeitos. A partir disso, temos um indicio da
dificuldade do problema mesmo quando restrito a classes bem estruturadas como as subclasses
dos grafos perfeitos.

Dentre as subclasses dos grafos perfeitos relacionadas por Johnson estdo as classes
dos grafos cordais e dos grafos split, sendo que a classe dos grafos split esta contida na classe
dos grafos cordais. Bender, Richmond e Wormald (1985) provaram que a proporcao de grafos
split no conjunto dos grafos cordais com n vértices tende a 1 quando n tende a infinito. Nesse
sentido, quase todo grafo cordal é split, 0 que reforga a importancia de pesquisas na classe dos
grafos split.

Para algumas subclasses dos grafos split ha solugdo em tempo polinomial conhecida,
tais como: split-comparabilidade (CRUZ, 2017; GONZAGA, 2021), split-intervalos (GONZAGA,
2021) e split 2-admissiveis (COSTA, 2022). Além disso, o problema CHRIND esta resolvido
para grafos split com grau maximo impar (CHEN; FU; KO, 1995). Estes e outros resultados
serdo detalhados no Capitulo 3. E interessante notar que para a subclasse dos grafos split-
comparabilidade, que é formada pelos grafos na intersecao das classes split e comparabilidade,
o problema tem complexidade de tempo polinomial, embora para a classe dos grafos de com-
parabilidade o problema seja NP-completo.

Embora existam varios resultados parciais na classe dos grafos split, ha uma dificuldade
de relaciona-los e assim definir quais as caracteristicas estruturais dos grafos split para os quais
o problema CHRIND n&o possui solugao conhecida. Nesse sentido, resultados que apresentam
propriedades estruturais desses grafos split podem contribuir para construir uma solugdo em
tempo polinomial para a classe ou para provar que o problema é NP-completo quando restrito
aos grafos split.

Nesta dissertacao, estudamos o problema CHRIND na classe dos grafos split. Parte de
nossos resultados foram alcancados a partir da técnica de coloracao de arestas para grafos
split com grau maximo impar de Chen, Fu e Ko (1995). N&s estendemos essa técnica para um
subconjunto de grafos split com grau maximo par. Seja G um grafo split com clique () e conjunto
independente S tal que todo v € () possui grau igual ao grau maximo do grafo. Em nossa ge-
neralizacao, nés resolvemos o problema CHRIND para os casos em que existe um subconjunto
X C Stal que L'%‘J < IN(X)| < #. Além disso, resolvemos o problema para os casos
em que |N(X)| > # e todo u € X possui grau no maximo @. Para os grafos que nédo
possuem um subconjunto X que obedece a estas condi¢des, nés caracterizamos aqueles que
sao subgrafo-sobrecarregados, conceito definido no préximo capitulo. A partir dos resultados al-
cancados, conseguimos definir propriedades estruturais dos grafos split para quais o problema
CHRIND continua em aberto.



13

1.1 Estrutura do trabalho

Conceitos e definicdes basicas estdo apresentados no Capitulo 2. Nesse capitulo tam-
bém abordamos técnicas de coloracdo de arestas que resultam na solugdo em tempo polino-
mial para o problema CHRIND em classes de grafos relevantes para os nossos resultados.
No Capitulo 3 discorremos sobre a classe dos grafos split e os resultados conhecidos para o
problema na classe. Além disso, detalhamos uma técnica de coloracdao de arestas de grafos
split com grau maximo impar. No Capitulo 4 apresentamos nossos resultados. No Capitulo 5
relacionamos trés subclasses da classe dos grafos split (split-comparabilidade, split-intervalos
e split-fortemente cordais) a partir de subgrafos proibidos. No Capitulo 6 sintetizamos nossos

resultados relacionando os casos resolvidos com os casos em aberto.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo é dividido em quatro secdes e tem por objetivo apresentar definicbes e
técnicas para a abordagem do problema CHRIND em grafos split. A primeira apresenta defi-
nicdes e conceitos basicos. Nas se¢des seguintes sdo apresentadas técnicas de coloragdo de
arestas e suas aplicacoes em classes de grafos que possuem relevancia no estudo do problema
CHRIND na classe dos grafos split.

2.1 Definicoes basicas

Um grafo é um modelo matematico que representa relagdes entre elementos. Os ele-
mentos sdo chamados vértices € as relagdes entre eles sdo chamadas de arestas. Formal-
mente, um grafo G pode ser definido como um par ordenado G = (V(G), E(G)), onde V(G)
é um conjunto de vértices e E/(G) é uma colegédo de arestas.

Dois vértices v e w sao ditos vizinhos ou adjacentes se existe aresta entre eles, ou seja,
se {v,w} € F(G). Dizemos que a aresta {v,w} é incidente nos vértices v e w. Uma aresta que
incide com os dois extremos no mesmo vértice é chamada de /ago. Duas ou mais arestas que
incidem no mesmo par de vértices sdo chamadas de arestas multiplas.

O nlmero de arestas que incidem em um vértice v de um grafo G' é o chamado de
grau de v e é denotado por dg(v), sendo que lagos sdo contados duas vezes. Quando néo
h& ambiguidade, denotamos o grau de v em GG como d(v). O maior grau dentre os vértices é
chamado de grau méximo de G e denotado por A(G).

Dizemos que G é conexo se, para qualquer partigdo de V(G) em duas partes nao
vazias, X e Y, existe um vértice de X que é adjacente a um vértice de Y. Um grafo que
nao contém lagos nem arestas multiplas, é chamado de grafo simples. Neste trabalho todos os
grafos sdo conexos e, a menos que dito o contrario, sdo simples.

Uma coloracdo de arestas é uma atribuicao de cores para as arestas do grafo. Neste
trabalho, as cores sao representadas por nimeros inteiros. Uma coloracao de arestas é propria
se arestas incidentes em um mesmo vértice (também chamadas de arestas adjacentes) pos-
suem cores distintas. Na Figura 1 temos trés exemplos de coloracao de arestas para o grafo
casa, onde na Figura 1b e na Figura 1c a coloragao é propria. Nesse trabalho, consideramos
somente coloracdo de arestas prépria, omitindo o termo “propria” a partir de agora.

O Problema da Coloracdo de Arestas é determinar 0 menor niUmero de cores com 0
qual se pode colorir as arestas de um dado grafo. Note que o problema CHRIND é a versao
de decisdo do Problema da Coloracao de Arestas e, sabendo a solucido para um deles, a so-
lucdo para o outro pode ser encontrada facilmente. O menor valor inteiro que é solu¢do para o
Problema da Coloragao de Arestas de um dado grafo G é chamado de indice cromatico de G
e denotado por x’(G). Um limitante inferior para o indice cromatico € A(G) uma vez que ha
A(QG) arestas adjacentes em G e todas precisam ter cores distintas. Na Figura 1¢, o nimero de
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Figura 1 — (a) Coloragao de arestas (b) Coloragao propria (c) Coloracao propria minima

Fonte: Autoria propria (2023).

cores utilizadas na coloragao é igual ao grau maximo do grafo, logo a coloragéo é dita minima
ou dtima. O Teorema 2.1 apresenta um limitante superior para o indice cromatico.

Teorema 2.1. (VIZING, 1964) Se G é um grafo simples, entdo x'(G) < A(G) + 1. O

A partir do Teorema 2.1 foi enunciado o Problema da Classificagdo que consiste em,
dado um grafo G, classifica-lo como Classe 1, se \'(G) = A(G); ou Classe 2, se \'(G) =
A(G) + 1. Mesmo existindo somente duas opgdes para o indice cromatico, decidir se G é
Classe 1 € um problema desafiador uma vez que é NP-completo (HOLYER, 1981).

Um grafo H é subgrafo de um grafo Gse V(H) C V(G) e E(H) C E(G), tal que toda
aresta em E(H) é incidente em dois vértices pertencentes a V' (H). Seja A um subconjunto
de V(G). O subgrafo de G induzido pelos vértices de A é o subgrafo H onde V(H) = A
e {v,w} € E(H) para cada par de vértices v e w pertencentes a V' (H) se, e somente se,
{v,w} € E(G). Seja A um subconjunto de arestas de £(G). O subgrafo de GG induzido pelas
arestas de A é o subgrafo H onde E(H) = A e V(H) é composto pelos vértices que sdo
extremos de alguma aresta de A. Denotamos um subgrafo de G induzido por um conjunto A
de vértices ou de arestas como G[A]. Para subgrafos induzidos por um conjunto de vértices
usamos somente o termo subgrafo induzido. Um limitante inferior para o indice cromatico de um
grafo GG pode ser obtido a partir do indice cromatico de seus subgrafos, como apresentado na
Proposicéo 2.2.

Proposicéo 2.2. Qualquer subgrafo H de G satisfaz x'(H) < x'(G). O

Uma decomposicdo de um grafo GG é um conjunto de subgrafos induzidos pelas arestas
de cada um dos subconjuntos de uma particdo das arestas de (. A Figura 2 exemplifica uma
decomposigao do grafo casa em trés subgrafos que sado induzidos pelos conjuntos de arestas
{{a,b}, {c,e}}, {{a,c}, {b,d}} e {{b,c},{d, e} }, respectivamente. Um emparelhamento é um
conjunto de arestas duas a duas nao adjacentes. Uma decomposicdo em emparelhamentos é
uma decomposicdo do grafo em que cada subconjunto de arestas € um emparelhamento. A
decomposig¢ao do grafo da Figura 2 é um exemplo de decomposicao em emparelhamentos.
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Figura 2 — Exemplo de decomposicao de um grafo

[l

Fonte: Autoria propria (2023).

Encontrar uma coloragao de arestas minima € 0 mesmo que encontrar uma decompo-
sicdo em emparelhamentos minima, isto €, com menor quantidade possivel de subgrafos. Isso
ocorre porgue em uma coloracdo de arestas cada subconjunto de arestas com mesma cor é um
emparelhamento. A Figura 3 mostra a atribuicdo de cores para as arestas do grafo a partir de
uma decomposi¢cdo em emparelhamentos.

Figura 3 — Exemplo de coloracao de um grafo a partir da decomposicdo em emparelhamentos

?@2@3@

2

© © O—0O

Fonte: Autoria propria (2023).

O ndmero maximo de arestas em um emparelhamento para um grafo G é L@J

Entdo, com A(G) cores pode-se colorir no maximo A(G) {@J arestas. Se G satisfaz a ine-
2

Note que apenas grafos com numero impar de vértices podem ser sobrecarregados, pois, se

|V (G)| é par, entéo |E(G)| < A(G)@. O grafo da Figura 4 € um exemplo de grafo sobre-

carregado. Esse grafo possui 21 arestas, 7 vértices e grau maximo 6. Como 21 > 6 L%J = 18,

quagdo |E(G)| > A(G) LMJ entdo G é Classe 2 e é chamado de grafo sobrecarregado.

o grafo é sobrecarregado.

Figura 4 — Grafo sobrecarregado

Fonte: Autoria propria (2023).
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A vizinhanga aberta de um vértice v em um grafo (, denotada por N¢(v), é o conjunto
dos vértices adjacentes a v. A vizinhanga fechada de v, denotada por Ng[v], € Ng(v) U {v}.
No grafo GG da Figura 5, a vizinhanga aberta do vértice b € N (b) = {a,c,d, f} e a vizinhanga
fechada de b é Ni[b] = {a,b, c,d, f}. Quando ndo ha ambiguidade, denotamos como N (v) e
N{v] avizinhanga aberta e a vizinhanga fechada do vértice v, respectivamente.

Figura 5 — Subgrafo sobrecarregado

O’v‘ﬁ )

Fonte: Autoria propria (2023).

Um grafo G é subgrafo-sobrecarregado se contém um subgrafo H com A(H) = A(G)
tal que H é sobrecarregado. Se V(H) = N¢|v], onde d(v) = A(G), e H é sobrecarregado,
entdo (G é vizinhanga-sobrecarregado. Por definicdo, todo grafo vizinhanga-sobrecarregado é
subgrafo-sobrecarregado. Além disso, todo grafo subgrafo-sobrecarregado € Classe 2. Con-
sidere que GG é o grafo da Figura 5 e H é o subgrafo em destaque induzido pelos vértices
{a,b,c,d, f}. Note que A(G) = A(H) e H é sobrecarregado, dessa forma, o grafo G é
subgrafo-sobrecarregado. Além disso, H é induzido por N¢[b], onde b € um vértice de grau
maximo, logo GG é vizinhanga-sobrecarregado.

Embora ser subgrafo-sobrecarregado seja uma condicao suficiente para um grafo ser
Classe 2, essa condicdo nao é necessaria. Um exemplo disso é o grafo P*, apresentado na
Figura 6, e que é obtido pela remogédo de um vértice qualquer do conhecido grafo de Petersen.
Este grafo € o menor grafo conhecido que é Classe 2 e nao é subgrafo-sobrecarregado.

Figura 6 — Grafo P*

Fonte: Autoria propria (2023).

Existe algoritmo polinomial que checa se um grafo é subgrafo-sobrecarregado (PAD-
BERG; RAO, 1982). Logo, para casos onde ser subgrafo-sobrecarregado € uma condi¢ao ne-
cessaria e suficiente para o grafo ser Classe 2 o Problema da Classificagdo pode ser resolvido
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em tempo polinomial. Assim, uma questao interessante é caracterizar a classe dos grafos para
os quais ser Classe 2 é equivalente a ser subgrafo-sobrecarregado.

Em 1984, foi enunciada a Conjectura Overfull que afirmava que todo grafo G com
A(G) > @ € Classe 2 se, e somente se, é subgrafo-sobrecarregado (CHETWYND; HIL-
TON, 1984). Dois anos depois, a condigéo foi alterada para A(G) > @ (CHETWYND;
HILTON, 1986). No ano seguinte, o grafo P* foi apresentado como contraexemplo para a con-
jectura (HILTON; JOHNSON, 1987). Observe que o grafo P* ndo é subgrafo-sobrecarregado, é

V(P

Classe 2 e satisfaz A(P*) = “—5—. Entéo, a Conjectura Overfull tomou a forma atualmente

conhecida, apresentada na Conjectura 2.3.

Conjectura 2.3. (CHETWYND; HILTON, 1984; CHETWYND; HILTON, 1986; HILTON; JOHN-
SON, 1987) Seja G um grafo com A(G) > @ entdo G é Classe 2 se, e somente se, G é

subgrafo-sobrecarregado. O

Uma das evidéncias mais recentes de validade para a Conjectura Overfull € de Plantholt
e Shan (2023). Os autores provaram que para algum 0 < € < 1, existe um inteiro positivo ng tal
que se G é um grafo com 2n > ny vértices de grau no minimo (1 + €)n, entdo G é Classe 1 se,
e somente se, G ndo é subgrafo-sobrecarregado.

Um grafo é cordal se ndao contém ciclo com mais de trés vértices como subgrafo in-
duzido. Essa é uma das classes para as quais a Conjectura Overfull permanece em aberto.
A Conjectura 2.4, a seguir, enuncia uma possivel caracterizacdo dos grafos Classe 2 dessa
familia.

Conjectura 2.4. (FIGUEIREDO; MEIDANIS; MELLO, 2000) Todo grafo cordal Classe 2 é vizi-
nhanca-sobrecarregado. O

O complemento de um grafo G, denotado por G, é o grafo com V(G) = V(G) tal que,
para cada par de vértices = e y, a aresta {z,y} € E(G) se, e somente se, {z,y} ¢ E(G).
A classe dos grafos cordais cujo complemento também é cordal é equivalente a classe dos
grafos split (FOLDES; HAMMER, 1977a). Sabe-se que todo grafo split subgrafo-sobrecarrega-
do é vizinhanga-sobrecarregado, como enunciado no Teorema 2.5. Contudo, ndo se sabe se 0s

unicos grafos split Classe 2 sao os vizinhangas-sobrecarregados.

Teorema 2.5. (FIGUEIREDO; MEIDANIS; MELLO, 2000) Todo grafo split subgrafo-sobrecarre-
gado é vizinhanga-sobrecarregado. O

2.2 Coloracao de arestas com quadrados latinos

Um quadrado latino M, ;, € uma matriz quadrada de ordem k, com k elementos distintos,
onde em cada linha e coluna os elementos ndo se repetem. Um quadrado latino é comutativo,
sem;; = m;,; paratodoie j, 0 <1,j < k — 1, e é idempotente se os elementos da diagonal
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principal sdo dois a dois distintos. Neste trabalho, denotamos como Ly, ;, 0 quadrado latino com
células [; ; preenchidas a partir da Equagéo 1 e chamamos seus elementos de cores.

A Figura 7 mostra o quadrado latino de ordem par Lg ¢ € 0 quadrado latino de ordem
impar L 7.

Figura7 —(a) Le ¢ (b) L7 7

(a) (b)

0|12 |3 [4]5 01112131415 |6
1 {2 (3141510 112 (3 ((4]5]6]0
213 (|45 (0|1 213 (41|56 |01
314 (510 (12 314 (5|6 (0 |1]2
415107111213 4 151610112 (3
510|112 |3 |4 516 |01 2 (3|4

6 |01 2 (3 [4]5

Fonte: Autoria propria (2023).

Note que o quadrado latino Ly, ;, € sempre comutativo. Além disso, as cores das primeiras
[k/2] células da diagonal principal do quadrado latino Ly, , sdo sempre pares e as Ultimas | k/2|
cores tém a mesma paridade de k. Assim, quando k é impar, Ly, é idempotente, entretanto
sabe-se que nao existem quadrados latinos de ordem par idempotentes (CHEN; FU; KO, 1995).
A seguir, enunciamos algumas proposicdes relacionadas a quadrados latinos construidos a
partir da Equacgéao 1.

Proposicao 2.6. O quadrado latino Ly, ;, com k impar é idempotente. O

Proposicéo 2.7. No quadrado latino Ly, com k par, a cor 2i da diagonal principal ocorre exa-
tamente duas vezes, precisamente nas célulasl;; e, vk ks para todoi, 0 <1 < g O

Proposicao 2.8. No quadrado latino Ly, 0s elementos de qualquer subconjunto formado por
até % células consecutivas da diagonal principal sdo dois a dois distintos. O]

Uma clique é um conjunto de vértices dois a dois adjacentes. Um grafo é completo se
seu conjunto de vértices é uma cligue. Denotamos um grafo completo com n vértices como /,,.
A classe dos grafos completos foi uma das primeiras para a qual o Problema da Classificacdo
foi resolvido, ao ponto que € tido como um resultado do folclore da area. O Teorema 2.9 define
o indice cromatico para grafos completos de acordo com a paridade do nimero de vértices. Na
demonstracdo desse teorema utilizamos quadrados latinos.

Teorema 2.9. Um grafo completo K,, com n vértices é Classe 1 se, e somente se, n é par.
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Demonstragdo. Seja K, um grafo completo com V(K,,) = {vo,v1,...,v,—1}. Se n é impar,
entdo K, é sobrecarregado e uma coloragdo com n cores € minima. Dessa forma, construa um
quadrado latino L,, ,,. Para cada aresta {v;, v;}, 0 < i,j < n — 1,1 # j, atribua a cor da célula
li ;-

Se n é par construa um quadrado latino L,,_; ,—. Para cada aresta {vi,vj}, 0<4,7<
n—2,1 # j, atribua a cor da célula /; ;. Agora resta apenas colorir as arestas incidentes a v,,_.
Pela Proposicéo 2.6, as cores da diagonal principal sdo todas distintas. Assim, para cada aresta

{vi,vp1}, 0 <@ < n — 2 atribua a cor da célula /; ;. O

Nas figuras 8 e 9 exemplificamos a coloracdo de grafos completos utilizando quadrados
latinos conforme a demonstracdo do Teorema 2.9. Na primeira, é apresentada a coloragao do
grafo K5 e, na segunda, a coloragao do grafo /.

Figura 8 — (a) Quadrado latino L; 5 (b) Grafo K5 colorido
(a)

Fonte: Autoria propria (2023).

Figura 9 — (a) Quadrado latino L; 5 (b) Grafo K¢ colorido
(a) (b)

Vo U1 Vo V3 V4

Fonte: Autoria propria (2023).

Dizemos que uma cor c falta em um vértice v se nenhuma aresta incidente em v tem
cor c. Ao final da coloragdo de grafos completos com nimero impar de vértices as cores da
diagonal principal do quadrado latino faltam uma em cada vértice. Pela Proposicao 2.6, essas
cores sdo duas a duas distintas, como formalizado no Lema 2.10.
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Lema 2.10. (PLANTHOLT, 1981) Em uma coloragdo de arestas de um grafo completo I, de
ordem impar com n cores, cada cor falta em exatamente um vértice e em cada vértice falta
exatamente uma cor. O]

Vamos agora enunciar algumas propriedades de quadrados latinos que serao utilizadas
na Secéo 3.1. Considere o quadrado latino L; ;. Vamos chamar de diagonal da coluna j e
denotar por D,y (j), o conjunto das células Iy ;, l1;—1, l2j—2, ..., l;0, para todo j € [0,k —
1]. Vamos chamar de diagonal da linha i e denotar por D;;, (i), o conjunto das células /; x_1,
liv1p—25 liv2k—3s wor liv(hm1—i)k—1—(k—1—i) = lp—1,, para todo i € [0,k — 1]. Note que, por
definicdo, a diagonal secundaria do quadrado latino Ly x € D.,;(k—1) = D,;,(0) e, com excegédo
dessa diagonal, nao ha intersecao entre as células das diagonais linha e diagonais coluna. A
Figura 10 mostra um quadrado latino Lg ¢ com destaque nas células pertencentes a D.,(2) e
Dyin(2).

Figura 10 - D.,;(2) e D;;,(2) no quadrado latino L¢ ¢

D.oi(2)
01 3]14]5
1 31450
314(5]0 Diin(2)
3450 2
41510 2|3
510 2314

Fonte: Autoria propria (2023).

Por propriedades da aritmética modular, i+ j =i—z+j+x =i+x+j—x (mod k),
para quaisquer valores inteiros de ¢, j, e k. Consequentemente, em qualquer quadrado latino
Ly, i, construido de acordo com a Equagéo 1, valem as seguintes propriedades.

Proposicao 2.11. Segja l;; uma célula da diagonal principal do quadrado latino Ly, ;. Se 2i <
k —1, entdo l;; estd em uma diagonal coluna. Se 2i > k — 1, Ent4o [; ; esta em uma diagonal
linha. O

Proposicéo 2.12. Todas as células de D, (j) ttmacorj, 0 < j <k —1. O

Proposicéo 2.13. Todas as células de Dy;,,(0) tém a cor k — 1. E todas as células de D, (i)
témceori—1,1 <<k —1. O

Proposicao 2.14. A diagonal coluna D...;(k—1) e a diagonal linha D;;,,(0) possuem as mesmas
células de Ly . O

Assim, as células de D.,(k — 1) = D;;;,(0) tém cor k — 1; e as células de D.,(j) €
Dyin((j + 1) mod k) tém a cor j, para 0 < j < k — 1. Além disso, observe que toda linha
e toda coluna do quadrado latino Ly, tem um elemento da diagonal secundéria. Portanto, a



22

cor k — 1 ocorre somente em D, (k — 1) = Dy;,,(0). Além disso, para qualquer j # k — 1,
o conjunto D¢y (7) U Dy ((7 + 1) mod k) tem um elemento de cada linha e de cada coluna.
Portanto, a cor j ocorre apenas em células desse conjunto. A Proposigao 2.15 formaliza essa
propriedade.

Proposicgdo 2.15. A cor de uma célulal; ; do quadrado latino Ly, ¢ = (i + j) mod k, ocorre
somente em D,y (c) € Dy, ((c + 1) mod k), para quaisquer valores de i, j e k. O

2.3 Coloracao de arestas com emparelhamentos

Conceitos que envolvem emparelhamentos sdo fundamentais quando se estuda colora-
¢ao de arestas. Como mencionado anteriormente, ao conhecer uma decomposi¢cdao em empa-
relhamentos minima para o grafo, encontrar uma coloragao de arestas minima é trivial. Nesta
secao apresentamos alguns conceitos sobre emparelhamentos e uma prova para a colora-
¢ao 6tima dos grafos bipartidos, a partir da decomposicao em emparelhamentos. Os teoremas
dessa secao envolvem essa classe de grafos e sao validos tanto para grafos simples quanto
para multigrafos (grafos que possuem arestas mdaltiplas).

Um conjunto independente é um conjunto de vértices dois a dois ndo adjacentes. Um
grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos inde-
pendentes. Denotamos um grafo bipartido B com particdo do conjunto de vértices em dois
conjuntos independentes X e Y como B[ X, Y.

Um emparelhamento M cobre um vértice v se alguma aresta em M é incidente em v.
Dado um grafo bipartido B[.X, Y], uma condigdo necessaria e suficiente para existir um empa-
relhamento que cobre todos os vértices de X é [N (S)| > |S| paratodo S C X. Essa condicdo
€ conhecida como Condicdo de Hall (HALL, 1935) e esta enunciada no Teorema 2.16.

Teorema 2.16. (HALL, 1935) Um grafo bipartido B[X,Y] tem um emparelhamento que cobre

todos os vértices de X se, e somente se, |[N(S)| > |S| para todo S C X. O

Um emparelhamento é perfeito se cobre todos os vértices do grafo. Para o grafo B[ X Y]
ter um emparelhamento perfeito, as duas partes, X e Y, devem obedecer a Condigao de Hall,
implicando que | X| = |Y'|. O Corolario 2.17 formaliza essa observagao.

Corolario 2.17. Um grafo bipartido B[X,Y'| tem um emparelhamento perfeito se, e somente se,
| X|=1Y]e|N(S)| > |S| paratodo S C X. O

Um grafo G é k-regular se d(v) = k, para todo v € V(G). Em um grafo bipartido
B[X,Y], a soma dos graus dos vértices de X é igual a soma dos graus dos vértices de Y. Se
B é um grafo bipartido k-regular com k > 1, temos k| X | = k|Y'| o que resulta que |Y| = | X|.
A partir dessa caracteristica dos grafos bipartidos regulares e do Corolario 2.17, obtemos o
Corolario 2.18.
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Corolario 2.18. Todo grafo bipartido k-regular, k > 1, tem um emparelhamento perfeito. O]

O Teorema 2.19 enuncia que todo grafo bipartido tem um emparelhamento que cobre os
vértices de grau maximo. Para isso, Schrijver (1998) mostra que todo grafo bipartido é subgrafo
de um grafo bipartido k-regular com o0 mesmo grau maximo, que pode ser ou ndo um multigrafo.

Teorema 2.19. (SCHRIJVER, 1998) Todo grafo bipartido tem um emparelhamento que cobre
fodos os vértices de grau maximo.

Demonstragdo. Seja B[X,Y] um grafo bipartido. E possivel construir um grafo bipartido B’ que
é A(B)-regular e contém B como subgrafo. Construimos B’[X’, Y| a partir de B adicionando,
para cada vértice v € V(B), um vértice v’ na particdo oposta a de v. Além disso, se {v, w} €
E(B), entdao {v',w'} é adicionada a E(B’). Finalmente, para garantir que B’ é A(B)-regular,
para cada v € V(B), adicionamos A(B) — dp(v) arestas multiplas com extremos em v e v’
em E(B'). Pelo Corolario 2.18, B’ tem um emparelhamento perfeito M/’. Seja M o subconjunto
de arestas de M’ que séo arestas de B. Como os vértices de grau maximo de B n&o tiveram
novas arestas adicionadas em B’, M cobre todos os vértices de grau maximo de B. O]

A Figura 11 exemplifica a construgdo de um grafo bipartido k-regular construido a partir
de um grafo bipartido B. A Figura 11a mostra o grafo bipartido B com grau maximo 3 e, na
Figura 11b, o grafo bipartido 3-regular B'.

Figura 11 — (a) Grafo bipartido B (b) Grafo bipartido regular B’
(b)

@
OMONSO

Fonte: Autoria propria (2023).

A classe dos grafos bipartidos tem indice cromatico definido ha mais de um século como
enunciado no Teorema 2.20. A seguir apresentamos uma demostracao para esse teorema utili-
zando o Teorema 2.19.

Teorema 2.20. (KONIG, 1916) Todo grafo bipartido é Classe 1.

Demonstragdo. Seja B um grafo bipartido. Vamos demonstrar por indugdo em A(B). Se
A(B) = 0, entdo ndo existem arestas para serem coloridas e nenhuma cor é necessaria.
Se A(B) = 1, néo existe vértice onde incide mais de uma aresta, logo £(B) é um empare-
lhamento e uma Unica cor é suficiente. Suponha, por hipétese de indugao, que para um inteiro
k > 1 e qualquer grafo bipartido B com A(B) < k existe uma coloragéo de arestas com A(B)
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cores. Seja B* um grafo bipartido com A(B*) = k. Pelo Teorema 2.19, existe um emparelha-
mento M que cobre todos os vértices de grau maximo de B*. Observe que A(B*\ M) = k—1
e, por hipdtese de indugdo, B* \ M pode ser colorido com k — 1 cores. Usando uma nova
cor para as arestas de M obtemos uma coloragdo com A(B*) cores para B*. Portanto, B* é
Classe 1. O

2.4 Coloracao de arestas de grafos com vértice universal

Dado um grafo GG, um vértice v € V(G) é vértice universal se v é vizinho de todos os
outros. Nesta secdo, discorremos sobre como Plantholt (1981) resolveu o Problema da Classifi-
cagao para os grafos com vértice universal. Antes disso, enunciamos alguns conceitos utilizados
pelo autor na prova desse resultado.

Uma coloragao é equilibrada se a diferenca entre a quantidade de vezes que quaisquer
duas cores ocorrem na coloragdo € no maximo 1. Uma coloragao equilibrada ndo é necessaria-
mente uma coloragao étima, entretanto a existéncia de uma coloragédo de arestas com k cores
garante a existéncia de uma coloragao de arestas equilibrada com & cores, como enunciado no

Teorema 2.21.

Teorema 2.21. (FOLKMAN; FULKERSON, 1969) Se um grafo G tem uma coloragdo de arestas
com k cores, entdo GG tem uma coloragdo de arestas equilibrada com k cores. O

O Lema 2.22 se refere a uma propriedade das coloragdes equilibradas com n cores em
grafos completos de ordem par.

Lema 2.22. (PLANTHOLT, 1981) Seja K,, um grafo completo de ordem par. Em uma coloragdo
equilibrada com n cores, metade das cores ndo falta em nenhum vértice e a outra metade falta
em exatamente dois vértices. O

Seja GG um grafo com n vértices e com pelo menos um vértice universal. Note que G é
subgrafo do grafo completo K,, e A(G) = A(K,,) = n — 1. Ha dois casos: ou n é par ou n é
impar. Se n é par, entdo K, é Classe 1 pelo Teorema 2.9, e (G é Classe 1 pela Proposigcao 2.2.
Se n é impar, entdo K, é sobrecarregado e Classe 2. Se (G é sobrecarregado, entdo G é
Classe 2 e uma coloragéo com A(G)+1 cores para GG pode ser obtida a partir de uma coloragéo

do grafo K,, removendo as arestas que ndo pertencem a F/(G). Entretanto, se ha pelo menos

A(G)
2

o indice cromatico de G apenas com base no indice cromatico do grafo K ,,. Na Defini¢cao 2.23

arestas em G, o grafo G nao é sobrecarregado. Nesse caso, ndo podemos afirmar qual é

introduzimos o conceito de grafo saturado.

Definicdo 2.23. Um grafo G é saturado se o nimero de arestas em G é exatamente #.

A ~ .
Observe que se G tem menos que @ arestas em seu complemento, entdo G é so-

brecarregado. Plantholt (1981) mostrou que todo grafo saturado (G com vértice universal possui
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uma coloragéo de arestas com A(G) cores. Com isso, todo subgrafo de G que tenha grau ma-
ximo igual a A(G) tem uma coloragdo de arestas com A(G) cores. Assim, o autor provou que
todo grafo com vértice universal que nao é sobrecarregado tem uma coloragao de arestas com
A(G) cores, resolvendo o Problema da Classificagéo para estes grafos, como enunciado no
Teorema 2.24.

Teorema 2.24. (PLANTHOLT, 1981) Um grafo G com vértice universal é Classe 1 se, e somente
se, G ndo é sobrecarregado.

Ideia de demonstragao. Seja G um grafo com vértice universal, saturado e com |V (G)| impar.
Para colorir as arestas de GG, o grafo é decomposto em trés subgrafos disjuntos nas arestas.
Essa decomposigcao tem por base a partigdo de V() em dois subconjuntos R e L, com ( )

e A(QG)

+ 1 vértices, respectivamente. N6s vamos omitir as regras para a particao de V(G)
nesses subconjuntos. Os subconjuntos 1 e L induzem dois subgrafos da decomposicéo de G.
O terceiro subgrafo € um grafo bipartido induzido pelas arestas com um extremo em R e outro
em L.

Como G|R] e G[L] sao disjuntos nos vértices, 0 mesmo conjunto de ( ) cores é uti-
lizado na coIoragéo desses subgrafos. Assuma que essas cores pertencem ao subconjunto

{1,2,..., } Essa coloragéo se divide em dois casos: (G) A(G)

impar e par. Para o caso
de A(G) |mpar o Lema 2.10 garante a coloragdo de G[R] e 0 Teorema 29a coloragao de G[L].
No caso de £ ) par, o Lema 2.22 ¢ utilizado para coloragéo de G| R| e a hipdtese de indugao
garante que G[ | pode ser colorido com ( ) cores.

Para colorir o terceiro subgrafo da decomposu;éo que é um grafo bipartido B[R, L], é

preciso considerar dois casos: 0 grau maximo desse subgrafo é A(G) ou A(G) + 1. Se o grau
maximo de B[R, L} ( ) entéo, pelo Teorema 2.20, B[R, L] tem uma coIoragao com A(G)
cores e as cores { + 1,...,A(G)} séo usadas na coloragdo das arestas desse subgrafo.

Caso contrario, peIo Teorema 2.19, existe um emparelhamento M que cobre os vértices de
grau maximo de B[R,L]. Plantholt (1981) mostra como colorir as arestas de M usando as
cores do subconjunto {1,2,..., #} que faltam nos vértices apos coloracao dos subgrafos
G|R] e G[L]. Esse argumento fundamenta-se na quantidade de arestas no complemento de
G[R] e G[L] e na aplicagdo de uma coloragdo de arestas equilibrada nestes grafos. Com as
arestas pertencentes a M coloridas, o grafo B’ = B[R,L] \ M, possui A(B') = # e, pelo
Teorema 2.20, B’ possui uma coloragdo de arestas com as cores { 9 4+1,...,A(G)}. Desse
modo, sdo utilizadas A(G) cores na coloragéo de todas as arestas do grafo e G éClasse 1. O
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3 COLORAGAO DE ARESTAS EM GRAFOS SPLIT

No capitulo anterior vimos que o Problema da Classificacao esta resolvido para grafos
bipartidos e grafos completos. Os grafos split possuem decomposi¢cdo em dois subgrafos tal que
um é um grafo completo e o outro um grafo bipartido. Essa decomposi¢cao pode ser encontrada
facilmente visto que um grafo G é split se V(G) pode ser particionado em dois subconjuntos
Q@ e S tal que () é uma clique e S é um conjunto independente (FOLDES; HAMMER, 1977a).
Assim, G[Q)] é um grafo completo e as arestas com um extremo em () e outro em S induzem
um grafo bipartido que serd denotado por B[(Q,S]. Uma vez que o indice cromatico de grafos
completos e de grafos bipartidos é conhecido, é natural nos perguntarmos se o indice cromatico
de grafos split pode ser determinado em tempo polinomial.

Dado um grafo split G, a particdo do conjunto de vértices em uma clique ) e um con-
junto independente .S pode ndo ser Unica. Um exemplo disso é o grafo exibido na Figura 12,
onde duas parti¢cdes diferentes do conjunto de vértices em clique e conjunto independente sao
apresentadas. Um conjunto X é maximal para uma propriedade P quando nao esta propria-
mente contido em outro conjunto que satisfaz P. Na Figura 12a o conjunto independente S é
maximal. Na Figura 12b, o conjunto independente S ndo é maximal, pois esta propriamente
contido em {a, e, b}, ja a clique () € uma clique maximal.

Figura 12 — (a) Subconjunto independente .S maximal (b) Clique ( maximal

(a) (b)

Fonte: Autoria propria (2023).

Denotamos um grafo split G = (V(G), E(G)) com a partigéo [, S] de V(G), onde Q
é uma clique e S € um conjunto independente, por G = (Q U S, E(G)). Utilizamos a notagéo
dp(Q) para nos referirmos ao grau maximo dos vértices do conjunto ) no subgrafo bipartido
B[Q,S]. De forma andloga, usamos a notagdo dg(S) para o grau maximo dos vértices do
conjunto S em B[Q,S]. Quando ndo ha ambiguidade, utilizamos as notagbes d(Q) e d(S)
em vez de dg(Q) e dp(S), respectivamente. Note que o grau maximo de um grafo split G é
A(G) = A(G[Q]) + dp(Q). A Equagao 2 formaliza a relagdo entre os valores de A(G), Q e
d(Q) de um grafo split G.

A(G) = Q| = 1+d(Q) (2)
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A partir da decomposicdo de grafos split em G[Q] e B[Q,S], Chen, Fu e Ko (1995)
provaram que se G é um grafo split com clique maximal e dg(Q) > dp(5), entdo G é Classe 1.
Almeida (2012) apresentou uma demostracdo que abrange esse resultado e inclui o caso em
que dp(Q) = dg(S), como enunciado no Teorema 3.1.

Teorema 3.1. (CHEN; FU; KO, 1995; ALMEIDA, 2012) Se G = (Q U S, E(G)) é um grafo split
com clique maximal e dg(Q) > dg(S), entdo G € Classe 1.

Demonstragdo. Considere um grafo split G = (Q U S, E(G)) com dg(Q) > dp(S). H& dois
casos: ou || é par ou || é impar. Primeiro considere que || é par. Uma vez que G[Q] € um
grafo completo, pelo Teorema 2.9, G[Q)] é Classe 1, ou seja, G[Q] possui uma coloragédo de
arestas com A(G[Q)]) = |@Q| — 1 cores. Como |Q| — 1 cores j& foram utilizadas, da Equagéo 2,
obtemos que para que G seja Classe 1, o subgrafo B[(),S] deve possuir uma coloragéo com
dp(Q) cores. Por hipdtese, dp(Q) > dg(S), assim A(B) = dg(Q). Pelo Teorema 2.20, o grafo
B[Q,S] tem uma coloragdo com A(B) cores. Portanto, G é Classe 1.

Agora considere que || é impar. Pelo Teorema 2.9, o grafo G| possui uma coloragdo
de arestas com A(G[Q]) + 1 = |Q| cores. Considere que essas cores pertencem ao conjunto
{1,2,...,|Q|}. Pelo Lema 2.10, cada uma das cores {1,2,...,|Q|} falta em exatamente um
vértice e em cada vértice falta exatamente uma cor. Por hipétese, dg(Q) > dg(S), entédo os
vértices de grau maximo em G também possuem grau maximo em B[Q,S]. Pelo Teorema 2.19,
existe um emparelhamento M que cobre os vértices de grau maximo de B[Q,S]. Pinte as

arestas de M com as cores {1,2,...,|Q|} que faltam nos respectivos vértices de (). Seja
B' = B[Q,S] \ M. Pelo Teorema 2.20, B’ tem uma coloragdo com A(B') = A(B) — 1 =
dp(Q) — 1 cores. Portanto, GG é Classe 1. O

A Figura 13 exibe um grafo em que o vértice v; € () tem grau maximo no subgrafo
B[Q,S] e, pelo Teorema 3.1, este grafo é Classe 1.

Figura 13 — Grafo split com dp(v1) = A(B[Q,S5))

Fonte: Autoria propria (2023).

Uma condigdo suficiente para que um grafo split G = (Q U S, E(G)), com clique Q
maximal, satisfaga as premissas do Teorema 3.1 é A(G) > 2|Q)| — 2. Note que quando essa
condicdo é atendida, d(S) < |Q] —1e Q — 1 < d(Q), resultando que d(S) < d(Q). Essa
condigao suficiente para que um grafo split seja Classe 1 é enunciada no Corolario 3.2.
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Corolario 3.2. SeG = (QUS, E(G)) é um grafo split com clique () maximal e A(G) > 2|Q|—2,
entdo G é Classe 1. O

Outro resultado para o Problema da Classificagao apresentado por Chen, Fu e Ko (1995)
para grafos split estda enunciado no Teorema 3.3.

Teorema 3.3. (CHEN; FU; KO, 1995) Se G = (QU S, E(G)) é um grafo split com A(G) impar,
entdo G é Classe 1. O

Neste trabalho, chamamos a técnica de coloragao descrita na prova do Teorema 3.3 de
técnica de Chen, Fu e Ko. Na Secao 3.1.2, nés apresentamos uma demonstracao para esse
teorema e detalhamos essa técnica. O Teorema 3.3 juntamente com a Condi¢éo de Hall, enun-
ciada no Teorema 2.16, foram utilizados por Tan e Hung (2006) para apresentar uma condicao
suficiente para um grafo split ser Classe 1. Essa condigao esta enunciada no Teorema 3.4.

Teorema 3.4. (TAN; HUNG, 2006) Seja G = (Q U S, E(G)) um grafo split tal que todo subcon-
junto'Y dos vértices de grau maximo de G satisfaz a relagao |[N(Y) N S| > |Y|. Entéao, G é
Classe 1.

Demonstragdo. Se A(G) é impar, pelo Teorema 3.3, GG é Classe 1. Entéo, considere que A(G)
é par. Note que os vértices em Y pertencem a (). Seja X o subconjunto de todos os vértices
de @) que possuem grau maximo. Uma vez que |N(Y) N S| > |Y|, para todo subconjunto
Y C X, pelo Teorema 2.16, B[@, S] possui um emparelhamento M que cobre os vértices de
X. Seja G’ = G\ M. Como todo vértice de X é extremo de uma aresta de M, temos que
A(G") = A(G) — 1. Pelo Teorema 3.3, X'(G') = A(G"). Entéo, considere uma coloragao de
arestas de G’ com A(G’) cores. Atribuindo uma nova cor para as arestas de M é obtida uma
coloragéo para as arestas de G com x'(G’) + 1 = A(G) cores. Logo, G é Classe 1. O

A Figura 14 mostra um grafo split G = (Q U S, E(G)), com A(G) = 8, onde as arestas
{v1,ur}, {ve,us} e {vs,us}, em destaque, constituem um emparelhamento em B[Q, S] que
cobre os vértices de grau méaximo de (. Logo, pelo Teorema 3.4, (G é Classe 1.

Figura 14 — Grafo split com emparelhamento que cobre os vértices de grau maximo

Fonte: Autoria propria (2023).
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Outra condicao suficiente para que um grafo split com grau maximo par seja Classe 1 foi
apresentada por Almeida (2012) e esta enunciada no Teorema 3.5.

Teorema 3.5. (ALMEIDA, 2012) Seja G = (Q U S, E(G)) um grafo split com A(G) par. Se

existe um vértice u € S, tal que {@J <dg(u) < @

5 , entdo GG é Classe 1. O

Na Secéo 4.1 apresentaremos uma generalizacao para o Teorema 3.5.

Além disso, Almeida (2012) mostrou que é suficiente concentrar o estudo do Problema
da Coloracao de Arestas de grafos split nos casos onde todo vértice da clique tem grau ma-
ximo. Para isso, a partir de um grafo split G = (Q U Sg, E(G)), é construido um grafo split
H = (QU Sy, E(H)) onde, além dos vértices e arestas de (G, sdo adicionados a Sy vértices
com grau 1 adjacentes a vértices em () que ndo possuem grau maximo, até que todo v € ()
possua dy(v) = A(G). Vértices com grau 1 sdo chamados de vértices pendentes. A Figura 15
mostra um grafo onde os vértices pendentes ng, n1, ns, N3 € ng, €m destaque, foram inseridos
durante a construgao de H. Almeida (2012) mostrou que x'(G) = x'(H) como enunciado no
Teorema 3.6.

Figura 15 — Grafo split com todos os vértices da clique com grau maximo

Fonte: Autoria propria (2023).

Teorema 3.6. (ALMEIDA, 2012) Se G = (Q¢ U Sq, E(G)) é um grafo split, entdo G é subgrafo
de um grafo split H = (Qu U Sy, E(H)) tal que A(G) = A(H), Qg = Qp, todos os vértices
de Q s&o vértices de grau méximo em H e X'(G) = x'(H). O

Seja G um grafo e = e y dois vértices distintos pertencentes a V' (G). Dizemos que =
e y sdo gémeos verdadeiros se N|x| = Nly]. Nao se conhece nenhum grafo split que seja
Classe 2 e nao seja subgrafo-sobrecarregado. Mais que isso, pelo Teorema 2.5, sabemos que
todo grafo split subgrafo-sobrecarregado é vizinhanga-sobrecarregado. Uma caracterizacao dos
grafos split que sdo vizinhanga-sobrecarregados foi apresentada por Almeida, Mello e Morgana
(2011) e esta enunciada no Teorema 3.7. Na Sec¢ao 4.2, nds apresentamos uma nova caracte-
rizagc&o para os grafos split subgrafo-sobrecarregados.

Teorema 3.7. (ALMEIDA; MELLO; MORGANA, 2011) Seja G = (Q U S, E(G)) um grafo split,
onde () é uma clique maximal. Entdo, G é vizinhanga-sobrecarregado se, e somente se, as
seguintes condicbes sdo satisfeitas:
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(i) A(G) épar; e

(ii) existe um conjunto X C () com pelo menos k = |Q| — AlG)

5 4 (U9) 41 vértices de
grau A(G) que sdo gémeos verdadeiros e tais que se v € X, o nimero de arestas de

G[N1v]] incidentes a vértices de () \ X é no maximo |Q| — k. O

A seguir, enunciamos resultados para o Problema da Classificacdo em subclasses da
classe dos grafos split. Sejam G e H dois grafos. Se G ndo contém H como subgrafo induzido,
entdo dizemos que G é livre de H. Dada uma classe de grafos, se todo grafo G pertencente
a classe é livre de H, entao H é um subgrafo proibido para a classe. Algumas classes de
grafos podem ser caracterizadas por subgrafos proibidos. Dois exemplos disso sdo as classes
de grafos split-comparabilidade e split-intervalos, definidas a partir de subgrafos proibidos no
Teorema 3.8 e no Teorema 3.9, respectivamente.

Teorema 3.8. (FOLDES; HAMMER, 1977b) Um grafo split G é um grafo split-comparabilidade
se, e somente se, G é livre de S3, S5 e Ry. ]

Os grafos S;, S5 e R, sdo apresentados na Figura 16.

Figura 16 — Subgrafos proibidos para grafos split-comparabilidade
(a) Ss (b) S5 (c) Ry

LA

Fonte: Autoria propria (2023).

Teorema 3.9. (FOLDES; HAMMER, 1977b) Um grafo split G é um grafo split-intervalos se, e
somente se, G € livre de S5, S5 e Ry. O

Os grafos S5, S5 e R, sdo apresentados na Figura 17.

Figura 17 — Subgrafos proibidos para grafos split-intervalos
(a) Sz (b) S3 (c) Ry

L25

Fonte: Autoria propria (2023).

O Problema da Classificagao esta resolvido para as classes split-comparabilidade e split-
intervalos como enunciado nos teoremas 3.10 e 3.11, respectivamente.
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Teorema 3.10. (CRUZ, 2017)(GONZAGA, 2021) Um grafo split-comparabilidade é Classe 1 se,

e somente se, ndo é vizinhanga-sobrecarregado. O

Teorema 3.11. (GONZAGA, 2021) Um grafo split-intervalos é Classe 1 se, e somente se, nao é
vizinhanga-sobrecarregado. O

A demonstracao apresentada por Cruz (2017) para o Teorema 3.10 n&do funcionava para
um caso em particular conforme observado posteriormente por Gonzaga (2021). No entanto,
Gonzaga (2021) mostrou que era possivel ajustar a prova apresentada por Cruz (2017) para
esse caso e ainda provou propriedades estruturais dos grafos split-intervalos analogas aquelas
usadas por Cruz (2017) como base da sua demostracdo. O conhecimento de tais propriedades
possibilitou que Gonzaga (2021) usasse técnica semelhante a de Cruz (2017) para provar o
Teorema 3.11.

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos, isto é, um grafo onde ha exatamente um
caminho entre cada par de vértices. Dado um grafo G, um subgrafo H de GG é um subgrafo
gerador se V(G) = V(H). Se o subgrafo gerador H é uma arvore, entdo H é uma drvore
geradora de GG. A distancia entre dois vértices x e y € o nimero de arestas num caminho
de tamanho minimo entre x e y. Se a distancia entre quaisquer dois vértices em uma arvore
geradora H é no maximo ¢, entdo H é uma arvore t-geradora de G. Se G admite uma arvore
t-geradora, entdo GG é t-admissivel. Costa (2022) provou que os grafos split 2-admissiveis sdo
aqueles que possuem vértice universal ap6s a remog¢ao dos vértices de grau 1. Abordando o
Problema da Classificagdo em grafos split a partir de conceito de admissibilidade, Costa (2022)
alcancou o seguinte resultado.

Teorema 3.12. Seja G = (Q U S, E(G)) um grafo split 2-admissivel, entdo G é Classe 1 se, e
somente se, G ndo é vizinhanga-sobrecarregado. O

O Quadro 2 (pagina 32) apresenta um resumo dos resultados conhecidos para o Pro-
blema da Classificagdo em grafos split.

3.1 Técnica de Chen, Fu e Ko

Esta secdo tem por objetivo detalhar a técnica de Chen, Fu e Ko que resulta em uma
coloragao 6tima para grafos split com grau maximo impar. O entendimento dessa técnica é es-
sencial para o compreensao dos novos resultados apresentados nesta dissertacao de mestrado.
A técnica de Chen, Fu e Ko utiliza quadrados latinos, que foram apresentados na Se¢ado 2.2, e
conceitos que serao apresentados na Secao 3.1.1. A demostracao do Teorema 3.3 pela técnica
de Chen, Fu e Ko é apresentada na Sec¢ao 3.1.2.
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Quadro 2 — Alguns grafos split com indice cromatico conhecido
Grafo splitG = (QU S, E(Q)) Problema da Classificacéo Referéncia
(’3Ia.s.se 1 se, somente se, ndo Plantholt (1981)
€ vizinhanga-sobrecarregado

G possui vértice universal

d(Q) > d(S) Classe 1 Chen, Fu e Ko (1995),

Almeida (2012)
A(G) é impar Classe 1 Chen, Fu e Ko (1995)
A(G) é par *Em aberto* ver subcasos abaixo
G é vizinhanga-sobrecarregado Classe 2 Vizing (1964)

Emparelhamento em B[Q,S]
cobre todo v € @ Classe 1 Tan e Hung (2006)
com d(v) = A(G)

Existe u € S tal que

A(G Classe 1 Almeida (2012)
9] < dw) < 22
G & split-comparabilidade Classe 1 se, somente se, ndo Cruz (2017),
P P € vizinhanga-sobrecarregado Gonzaga (2021)

Classe 1 se, somente se, ndo

€ vizinhanga-sobrecarregado Gonzaga (2021)

G é split-intervalos

Classe 1 se, somente se, ndo

G é 2-admissivel s
€ vizinhanga-sobrecarregado

Costa (2022)

Fonte: Autoria propria (2023).
3.1.1 Diagramas de cores monoténicos

Um vetor de cores C; = [cw, cee Ci,\ci\—ﬂ € um vetor de inteiros dois a dois distintos que
representam cores. Um diagrama de cores C = (Cy, CY, ..., Cy) é uma sequéncia de vetores
de cores. Um diagrama de cores é monoténico se a quantidade de vezes que a cor ¢; ; ocorre
nos vetores anteriores a C; é no maximo |C;| — 1 — j, paratodo i, 0 < i < k, e para todo j,
0 < j < |C;|. Na Figura 18 sao apresentados dois diagramas de cores sendo que o diagrama
da Figura 18b € monoténico. Note que o diagrama de cores da Figura 18a ndo é monotdnico,
j& que a cor cy 3 ocorreu anteriormente duas vezes, nos vetores Cj e (', e ndo poderia ter
ocorrido, jaque |[C3] —1—-3=4—-1-3=0.

Seja B[X,Y] um grafo bipartido e C um diagrama de cores monoténico. Chen, Fu e
Ko (1995) deram uma condig¢ao suficiente para que o grafo B[X, Y] possua uma coloragéo de
arestas tal que o conjunto das cores das arestas incidentes em cada vértice v; € X seja igual
ao conjunto das cores do vetor C;, para todo 0 < i < | X|. Essa condigdo esta enunciada no
Lema 3.13.
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Figura 18 — (a) Diagrama de cores (b) Diagrama de cores monotoénico

(a) (b)

1Ol W] N
N || W
DO | W

2
3
0
)

wln|~|o
olw| |~
wliNn|l—|o
>l w |-

Fonte: Autoria propria (2023).

Lema 3.13. (CHEN; FU; KO, 1995) Seja B[ X,Y'| um grafo bipartido e C = (Cy, C4, ..., Cx|-1)
um diagrama de cores monotdénico. Se existe uma bijecdo entre os vetores de C e os vértices

de X tal que, para todo v; € X, |C;| = d(v;), entdo o grafo B[X,Y'| possui uma coloragdo de
arestas onde o conjunto das cores das arestas incidentes a v; é igual ao conjunto de cores do

vetor C;. O

Na Figura 19a é apresentado um grafo bipartido B e na Figura 19b um diagrama de
cores monotonico C. Note que |C;| = d(v;) para todo 0 < i < 3. Pelo Lema 3.13, B pode ser
colorido utilizando as cores do diagrama de cores C. A demonstracdo do Lema 3.13 baseia-se
em um algoritmo guloso que esta descrito a seguir.

Figura 19 — (a) Grafo bipartido B (b) Diagrama de cores monotdnico C

(b)

S8 IO = N
w
o

Fonte: Autoria propria (2023).

Iniciando pelo vetor Cy e seguindo até o vetor C|x|_1, atribuimos as cores de cada vetor
C; para as arestas incidentes em v; da seguinte forma: para cada vetor C;, na j-ésima iteracéo,
0 < j < |Ci| = d(v;), acor ¢;; é atribuida a uma aresta incidente a v; que néo é adjacente
a nenhuma aresta previamente colorida com a cor ¢; ;. Quando todas as cores de C; foram
atribuidas para as arestas incidentes no vértice v;, considera-se o vetor C; 1. O argumento que
garante que esta atribui¢do da cor ¢; ; é possivel é que, como o diagrama C é monotdnico, até o
momento existem no maximo d(v;) — 1 — j arestas previamente coloridas com a cor da célula
c;;- Como ha d(v;) — j arestas incidentes em v; nao coloridas, ha pelo menos um vértice w
vizinho de v; em que a cor ¢; ; falta. Assim, a cor ¢; ; pode ser atribuida para a aresta {v;, w}.

Para exemplificar, considere o grafo da Figura 20, colorido parcialmente por esse algo-
ritmo guloso. Nesse ponto, o algoritmo seleciona a célula ¢, o, que possui a cor 2. Pela monoto-
nicidade do diagrama de cores, essa cor ocorre no maximo d(vy) — 1 — j = 2 vezes nos vetores
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anteriores. Além disso, como |Cs| = d(vs), h& d(vy) — j = 3 arestas néo coloridas incidentes
em v,. Assim, mesmo v, sendo adjacente a todos os vértices onde a cor 2 ja incide, existe um
vértice em que a cor 2 falta, nesse caso u4. Logo, a cor da célula c; o pode ser atribuida para a
aresta {vy, uy }.

Figura 20 - (a) Grafo bipartido B colorido parcialmente (b) Diagrama de cores monotonico C

(b)

2 13 |4
5
Fonte: Autoria propria (2023).
Um vetor de cores R = [rg,...,7s], que pode ser vazio, é sufixo de um vetor de
cores C' = |[co,...,¢] se r; = 544, para todo 7, 0 < ¢ < s. Um diagrama de cores
R = (Ro,...,Ry) é sufixo de um diagrama de cores C = (Cy,...,C}) se R; é sufixo de

C; para todo 7, 0 < 7 < k. Por exemplo, o diagrama de cores da Figura 21b é um sufixo do
diagrama de cores da Figura 21a.

Figura 21 — (a) Diagrama de cores C (b) Sufixo do diagrama de cores de C

(a) (b)

of1]2]3 2 |3 |
12 (3[4 4
213 |0 |5 3 o5 |
3456 5 |6

Fonte: Autoria propria (2023).

Sejam C = (Cy, ..., Cy) um diagrama de cores monotonico e R = (Ry, ..., R;) um
sufixo de C. Note que a quantidade de células apés um elemento de R é igual a quantidade
de células apds o elemento correspondente em C. Dessa forma, a quantidade de vezes que a
cor de cada célula pode ocorrer nos vetores anteriores é igual no diagrama de cores R e no
diagrama de cores C. Uma vez que o digrama de cores C é monotdnico, o diagrama de cores R
também é monoténico. A partir desse argumento, obtemos o Lema 3.14.

Lema 3.14. (CHEN; FU; KO, 1995) Se C é um diagrama de cores monoténico, entdo qualquer
sufixo de C é monoténico. O

Chen, Fu e Ko (1995) definiram os diagramas de cores S..(q,k), DL(q,k), S} (q.k) e
Dj (¢.k) construidos a partir de um quadrado latino Ly ; e um inteiro ¢, 1 < ¢ < k. A seguir
apresentamos a definicdo de cada um desses diagramas.
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O diagrama de cores Sp(¢,k) = (So,S1,-..,5,-1) tem seus vetores definidos como
Si = [lig, ligs1s -+, lik—1], paratodo 0 < i < ¢. A Figura 22a mostra um quadrado latino L7 7
com células que compde o diagrama S, (5,7) em destaque. O diagrama S.,(5,7) = ([5,6], [6,0],
[0,1], [1,2], [2,3]) esta exibido na Figura 22b.

Figura 22 — (a) Quadrado latino L7 ; com S1.(5,7) em destaque (b) Diagrama de cores Sy, (5,7)

(a) (b)
01 ]2]3]4
12345
2 [3]4]5 6
314560
150601 B
5 [6]o]1]2]3
6 Jo[1[2]3]4]5
Fonte: Autoria propria (2023).
O diagrama de cores Dy,(q,k) = (Do, D1, ..., D,_1) tem seus vetores definidos como

D; = S;,para0 < i < |4], e D; é a concatenagéo de [;; com S;, para || < i < ¢. No
quadrado latino L7 ; da Figura 23a estédo destacadas as células do diagrama de cores Dy, (5,7).

A Figura 23b mostra o diagrama de cores Dy, (5,7) = ([5,6], [6,0], [4,0,1], [6, 1,2], [1,2,3]).

Figura 23 — (a) Quadrado latino L7 ; com D (5,7) em destaque (b) Diagrama de cores Dy, (5,7)
(a) (b)
4

5
6
1
2
3

(o2 N2 3 = NUUH B NN e Rewl
S| U= |W| N
=i k=2 E=2 R KA
R b —

Fonte: Autoria propria (2023).

Lema 3.15. No diagrama de cores Dy, (q,k), a cor da célulal; ; de Ly, ndo ocorre nos vetores
D,, paratodo |1| < i< getodoy > i.

Demonstragdo. As células [; ; correspondem & primeira posi¢cdo do vetor D; para todo L%J <
1 < ¢. Pela Proposicéo 2.15, cada cor ocorre apenas em uma diagonal coluna e uma diago-
nal linha. Pela definigdo de Dy (q,k), suas células sdo um subconjunto das células das diago-
nais Deo(j), 2|2] < j < k—1e Dy,(i),0 < i < g — 1 de Lyy. Mais que isso, cada
célula /;; é a ocorréncia mais a esquerda de tal cor em Dy (q,k). Podemos assumir que /;
é uma diagonal coluna, caso contrario qualquer outra ocorréncia da cor [, ; em Dy (q.k) esta
em um vetor D, com y < i. Também podemos assumir que 2¢ < k£ — 1 uma vez que caso

contrario, pela Proposicéo 2.11, a célula [;; estd em uma diagonal linha. Portanto, [;; esta



36

em alguma diagonal de U2ng gjgk—2DCOl(j)' Pela Proposicao 2.12, o conjunto de cores em
U2LgJ§j§k—2Dcol(j) é precisamente {2 L%J ,...,k — 2}. Assim, se tal cor aparece em algum
vetor D, para qualquer y > ¢, ento ela ocorre em uma diagonal linha. Pela Propriedade 2.14,
D.oi(k — 1) = Dy;,,(0), entdo as cores presentes em Dy, (q,k) que pertencem a diagonais linha
sdo aquelas em Uy <j<,—1Dsin(j), que sdo precisamente {0, 1, ..., g—2}, pela Proposi¢édo 2.13.
Uma vez que esses dois conjuntos de cores sao disjuntos, a cor da célula /; ; de Ly, ;,, para todo
|4] <i < g, ndo ocorre em D,, para todo y > i. O

Para definir os diagramas S} (¢,k) e D} (¢,k) precisamos introduzir o conceito de inverso
de um vetor de cores. Dado um vetor de cores C' = [cy, c1, - . ., ], O vetor de cores inverso de
C éovetor C" = [¢y,¢1, - - -, Col-

O diagrama de cores Sy (q,k) = (S;_1,S; o,--.,Sp) tem vetores definidos como .S}
= [lik—1, lig—2,- .., iy, comivariando de ¢—1 a 0. Na Figura 24a estdo destacadas as células
do quadrado latino L;; que compdem o diagrama Sj (5,7). Note que sdo as mesmas células
do diagrama S;,(5,7). A diferenga entre esses dois diagramas é que em S} (5,7) a ordem dos
vetores é decrescente no indice do vetor e cada vetor S] é o inverso do vetor .S;. Na Figura 24b

temos o diagrama S7 (5,7) = ([3,2], [2,1], [1,0], [0,6], [6,5]).

Figura 24 — (a) Quadrado latino L7 ; com S7 (5,7) em destaque (b) Diagrama de cores S7 (5,7)

(a) (b)

| OOk |W|N

(=23 NG =) UV B O Ll Rew)
Ol |uk=|w |~

N[O =W
W[~ |o|lo|o |k

Fonte: Autoria propria (2023).

A partir do diagrama de cores S} (q,k) é definido o diagrama de cores Dj (¢,k). Esse
diagrama é formado pelos vetores (D _,, D} ,, ..., Dg), onde D} = S} para L%J <i<gq
e D; é a concatenagédo de [;; com S} para 0 < i < L%j Na Figura 25a estdo destacadas
as cores que formam o diagrama de cores D’ (5,7). Na Figura 25b o diagrama D’ (5,7) =
([3,2], [2,1], [1,0], [2,0,6], [0, 6,5]) é exibido.

Por argumentos similares aos apresentados no Lema 3.15, o Lema 3.16 é obtido.

Lema 3.16. Dado o diagrama de cores D’ (q.k), a cor da célula l;; de Ly n&o ocorre nos

vetores D, para todo 0 < i < || e todoy < i. O
Um vetor P = [po,...,Dps], que pode ser vazio, é prefixo de um vetor de cores
C = [co,...,ct] se ¢; = p;paratodo i, 0 < i < s, s < t. Um diagrama de cores

P = (Fo, Pr,...,P:) é prefixo de um diagrama de cores C = (Cy, C4, ..., Cy) se P; é prefixo
de C; paratodoi, 0 <i < k.Se || < |P| < < |By

, entdo P é um prefixo crescente de
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Figura 25 — (a) Quadrado latino L; ; com D’ (5,7) em destaque (b) Diagrama de cores D7 (5,7)
(a) (b)

N> BAE

‘s
21314516 Dj
314560 Dy
Zr15601 Dr
516 (011 ]2

‘s
6lo1]2]3 Dy

Fonte: Autoria propria (2023).

C. Considere o diagrama de cores C da Figura 26a. O diagrama de cores da Figura 26b é um
prefixo de C, mas nao é um prefixo crescente. Por outro lado, o diagrama de cores da Figura 26¢
é um prefixo crescente de C.

Figura 26 — (a) Diagrama de cores C (b) Prefixo de C (c) Prefixo crescente de C

(a) (b) (c)

ol1]2]3 01| 01
1234 1 1 ]2
BERERE 2 0 | 2 3o
3045 |6 3 34|56

Fonte: Autoria propria (2023).

A seguir demonstramos a propriedade de monotonicidade dos prefixos crescentes do
diagrama Sy (¢,k).

Lema 3.17. Todo prefixo crescente do diagrama de cores Sy,(q,k) é monoténico.

Demonstragdo. Sejam s, ,, € s, . células distintas do diagrama Sy, (¢,k) com a mesma cor. Es-
tas células correspondem as células [, 14 € Iy .44 de Ly, respectivamente. Pela definicdo de
S1(q,k), suas células sdo um subconjunto das células das diagonais D (), ¢ < j < k —1
e Dyn(i), 0 < i < g — 1 de Ly Pela Propriedade 2.14, D.,(k — 1) = Dy;,(0). Pela
Propriedade 2.12, as células do conjunto Uqgjgk,chol(j) contém precisamente as cores
{q....,k — 1}. Pela Propriedade 2.13, as células do conjunto U;<;<,—1 Dy, (i) contém pre-
cisamente cores {0, 1,...,q— 2}. Aintersegéo entre estes dois subconjuntos de cores ¢ vazia,
enquanto Iy .14 € Iy .+ compartiham a mesma cor. Portanto, I, .44 € 1, .+, €stdo ambos em
alguma D, (j) para algum j, ¢ < j < k, ou ambos em uma D,;, (i) para algum i, 1 < i < g.
Pela Proposigdo 2.15, qualquer cor ¢ ocorre apenas em D,y (c) € Dy, ((c + 1) (mod k)). Por-
tanto, as células I, .14 € I, .+, €stdo na mesma diagonal linha ou diagonal coluna de Ly .
Sem perda de generalidade, considere que x < y. Uma vez que as células [, ,1, ©
ly .+, estdo na mesma diagonal linha ou diagonal coluna de L; j, podemos reescrever [, .,

COMO Iy it wiq—t € CONSequentemente, s, . COMO S,it,—¢. Seja P um prefixo crescente de
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S1(q.k). Se a célula s, ,, pertence a P, entdo o vetor P,; possui pelo menos ¢ células apds
a celula s, .,—¢. Vamos mostrar que a cor da célula s, ,, ocorre no maximo ¢ vezes em {P; :
r < i < x + t}. Essa afirmagéo segue do fato que no quadrado latino L, cada cor ocorre
exatamente uma vez em cada linha e coluna, e entéo a cor da célula s, ,, ocorre no maximo
uma vez em cada P, para x < ¢ < x + t. Portanto, qualquer prefixo crescente do diagrama de
cores Sy,(¢,k) é monotonico. O

Por argumentos similares aos apresentados no Lema 3.17 podemos afirmar que todo
prefixo crescente do diagrama de cores Sj (¢,k) € monotdnico, como enunciado no Lema 3.18.

Lema 3.18. Todo prefixo crescente do diagrama de cores S} (q,k) é monoténico. O

Chen, Fu e Ko (1995) afirmaram que prefixos crescentes dos diagramas de co-
res Dr(q,k) e Dj(q,k) sdo monotbnicos para k impar. Entretanto, Almeida (2012) mos-
trou que nem todo prefixo crescente desses diagramas € monoténico. A Figura 27a mostra
o diagrama de cores D (5,7) e, em destaque com fundo preto, o prefixo crescente P =
([5,6],16,0][4,0],]6,1],[1,2]) que ndo é monotdnico. A Figura 27b mostra o diagrama de cores
D’ (5,7) e, em destaque com fundo preto, o prefixo crescente P = ([3,2],[2,1][1,0],[2,0],[0,6])
que nao é monotonico. Nestes dois casos, a cor 0 é uma das cores que nao obedece a propri-
edade de monotonicidade.

Figura 27 — Prefixo crescente ndo monoténico do diagrama D, (5,7)
(a) (b)
Dj
Dy
Dy
o |
o K

Fonte: Autoria propria (2023).

Almeida (2012) apresentou condicdes suficientes para que os prefixos crescentes dos
diagramas de cores Dy, (q,k) e D} (g,k) sejam monotonicos. Para o diagrama Dy, (q,k), a con-
digdo consiste em, dado o prefixo P; do vetor D;, impor a restricdo |P;| = |D;| sempre que
l;; € P;. Essa condigao suficiente esta enunciada no Lema 3.19. Nesta dissertagdo, nés apre-
sentamos uma nova prova para essa condicdo.

Lema 3.19. (ALMEIDA, 2012) Se P = (P, P, ..., P,_1) é um prefixo crescente do diagrama
Dy (q.k) tal que P, = D; para todo | 4| < i < g, entdo P é monotdnico.

Demonstragdo. Seja P’ o diagrama de cores construido a partir de P pela exclusao das células
pioparatodo | 1] < i < g.Porhipétese, P; = D; paratodo || < i < g, entdo P’ é um prefixo
crescente do diagrama de cores Sy (gq,k). Pelo Lema 3.17, P’ é monotonico. Agora, considere
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o diagrama de cores P. Pelo Lema 3.15, a cor da célula p; o ndo ocorre nos vetores P, tal que
x > 1. Para concluir a prova, vamos argumentar que a célula p; o ocorre no maximo |P;| — 1
vezes em {P, : x < i}, paratodo | 4| < i < ¢. Cada célula p; o, || < i < ¢, corresponde &
célula l; ; de L;, ;. Pela Propriedade 2.8, estas cores s&o duas a duas distintas, entéo a cor p; o,
|2] < < g, ocorre no maximo |F}| = |P;| — 1 vezes em {P, : z < i}. O

Para o diagrama de cores D (¢,k), nds apresentamos uma nova condi¢do que garante a
construcao de prefixos crescentes monoténicos. Essa condicio consiste em que vetores P; que
sao prefixos de vetores D; construidos com a concatenagédo do elemento /; ; do quadrado latino
possuam |P;| = 0. Por exemplo, considere o diagrama de cores C = ([],[],[],[2,0,6],[0,6,5]),
obtido a partir do diagrama de cores D7 (5,7), em destaque na Figura 28. Todo vetor de C que
ndo possui elemento da diagonal principal do quadrado latino é vazio, entdo o Lema 3.20 afirma
que qualquer prefixo crescente de C € monotoénico.

Figura 28 — Prefixo crescente monoténico do diagrama D7 (5,7)

Fonte: Autoria propria (2023).

Lema 3.20. Se P = (FP,—1, P—2,...,Py) é um prefixo crescente do diagrama D} (q,k) =
(D'_,, D"

r . D!y, ..., Dp) tal que | P;| = 0 paratodo || < i < g, entdo P é monoténico.

Demonstragdo. Seja P’ o diagrama de cores construido a partir de P pela excluséo das células
pio, paratodo 0 < i < |£]. Por hipétese, |P;| = 0 paratodo || < i < g. Entao, o diagrama
de cores P’ é um prefixo crescente do diagrama de cores S} (¢,k). Pelo Lema 3.18, P’ é mo-
noténico. Considere o diagrama de cores P. Pelo Lema 3.16, a cor da célula p; o ndo ocorre nos
vetores P, tal que x < . Para concluir a prova vamos argumentar que a cor da célula p; o, para
todo 0 < i < [£], ocorre no maximo |P;| — 1 vezes em {P, : = > i}. Se |P;| > 0, entéo a
célula p; o corresponde a célula /; ; de Ly, ;.. Pela Propriedade 2.8, p; o # pj.0, para qualquer par
iejtalque 0 <i,j < |%|ei+# j. Entdo, a cor da célula p;p, 0 < i < ||, ocorre no maximo
|P/| = |Pj| — 1vezesem {P, : x > i}. O

3.1.2 Grafos split com grau maximo impar
Nesta se¢do, apresentamos com detalhes uma demostracdo para o Teorema 3.3,

usando a aqui denominada de técnica de Chen, Fu e Ko. A versdo aqui apresentada possui
pequenas modificagcdes se comparada a demostracao original.
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Uma das caracteristicas da técnica de Chen, Fu e Ko é o conjunto de regras para ordenar
e rotular os vértices do grafo split antes de iniciar a coloracdo das arestas. Considere G =
(Q U S, E(G)) um grafo split onde todo v € @ possui d(v) = A(G). As regras de ordenagéo e
rotulacdo dos vértices sdo as descritas a seguir. Os vértices em S sdo rotulados arbitrariamente
COMO Ug, U1, . - ., Uig|—1- Seja h = min {x DUy N(u)| > L@J } e S = {ugp,u1,...,up}.
Os vértices em () s&o rotulados como vy, v1, . . ., vjg|—1 tal que [N (v;) N S| > |N(vipq) N S'];
se |[N(v;)NS'| = |N(v;)NS"| e {vi,un} € E(G),{v;,un} ¢ E(G), entdoi > j. Note que uma
propriedade dessa ordenagéo é que {up,v;} € E(G) para todo U%'J < i < |[N(5)|. Além
disso, para v; com i > {@J {vi,u;} ¢ E(G) paratodo j < h. Nesta dissertagdo, chamamos
uma ordenagao que respeita essas regras como CFK-ordenaco. A Figura 29 mostra um grafo
split G com uma CFK-ordenacéo.

Figura 29 — CFK-ordenacéo de um grafo split G

Fonte: Autoria propria (2023).

Dada uma CFK-ordenacao, Chen, Fu e Ko (1995) especificam uma maneira de decom-
por o grafo em trés subgrafos disjuntos nas arestas. Esses subgrafos sdo: o grafo completo
G[Q)] e dois subgrafos bipartidos induzidos pelas arestas com um extremo na clique e o outro
no conjunto independente, sendo eles H; = B[Q,S \ S'] e Hy, = B[Q,S’]. As Figuras 30a e
30b apresentam, respectivamente, os subgrafos H, e H, do grafo split G' da Figura 29.

Figura 30 — (a) Subgrafo H; (b) Subgrafo H,

@@‘e ojoNoRoNoNo
RV
SR oNNCIRORC

Fonte: Autoria propria (2023).

Para colorir os subgrafos H, e H,, sdo construidos diagramas de cores monotdnicos
a partir do quadrado latino Laq),a(c)- Esses diagramas de cores s&o prefixos crescentes dos
diagramas Dy, (q,k) e D} (q,k), respectivamente. Em seu artigo, Chen, Fu e Ko (1995) afirmam
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que tais prefixos crescentes sdo sempre monotdnicos, porém, como visto na Secdo 3.1.1, exis-
tem contra-exemplos para essa afirmagdo. Assim, vamos refinar os argumentos que garantem
a coloracdo desses subgrafos. Seja G um grafo split em uma CFK-ordenagdo. Vamos mostrar
como construir os diagramas de cores P; e P, relacionados aos subgrafos H; e H, de G,
respectivamente. Esses diagramas sdo prefixos crescentes dos diagramas Dy, (q,k) e Dj (¢,k)
e satisfazem as condicdes apresentadas nos Lemas 3.19 e 3.20, respectivamente, e, portanto,
sdo monotdnicos. Depois disso, definimos os diagramas de cores C; e C; como sufixos de P,
e P., respectivamente, garantindo assim, pelo Lema 3.14, que esses diagramas também sao
monoténicos.

Seja P, = (Py,..., P|Q‘_1), o diagrama de cores definido com relagdo ao subgrafo

H, = B[Q, S\ S'], como segue: para todo 0 < i < {%J P, =1l --» li7dH1(vi)+‘Q|,1];

e, para L'%‘J <1 < |Q B = [lislign lijo+1s--- lia@)-1]- Uma vez que em H; os
vértices de () estdo rotulados em ordem ndo decrescente de grau, P; é um prefixo crescente
de D.(|Q|,A(G)), onde P, = D, para L'%‘J < i < |Q|. Pelo Lema 3.19, P, é monotdnico.

Seja C; = (Cy,...,C|g|-1) outro diagrama de cores definido com relagdo a H; tal que C;
difere de P; apenas quando {@J < i < |Q| e {up,v;} € E(G); neste caso C; = [l; g,
lijgi+1s- - li,A(G)—l]- Na verdade, o diagrama de cores C; é um sufixo de P;. Pelo Lema 3.14,

C; € monotonico.

Proposicao 3.21. O diagrama de cores C; é monoténico e |C;| = dg, (v;), paratodo 0 < i <

[o]F 0

Seja P, = (Pg|-1,--.,F) o diagrama de cores definido com relagdo ao subgrafo
H, = B|Q,S’] como segue: para i > L'%‘J P; é um vetor vazio, e para 0 < i < L@J
Py = lii, lia@) -1, - -+ lidy, (v)+I@|)- Uma vez que em H, os vértices de () estéo rotulados em
ordem n&o crescente de grau, Ps € um prefixo crescente de D} (|Q|,A(G)), onde | P;| = 0 para
L%J < < |Q|. Pelo Lema 3.20, P, é monotonico. Seja C; = (C|g|-1, - - - , Cy) outro diagrama

de cores definido com relagdo a H, tal que C; difere de P; apenas quando 0 < i < L%J e
{vi,un} € E(G); neste caso C; = [li a(G)-15 - - - » lidy, (vi)+|@]- Portanto, o diagrama de cores
C, é um sufixo de P,. Pelo Lema 3.14, C, é monotoénico.

Proposicéo 3.22. O diagrama de cores C, é monoténico e |C;| = d,\u, (v;), para todo 0 <
i <1Q|. O

A seguir, apresentamos uma nova versdo para a demonstragdo do Teorema 3.3 com a
utilizacdo dos diagramas de cores C; e Cs.

Prova do Teorema 3.3: Seja (G um grafo split com grau maximo impar. Sem perda de genera-
lidade, pelo Teorema 3.6, vamos assumir que v € () possui d(v) = A(G). Considere que os
vértices de G estéo rotulados em uma CFK-ordenagdo. Decomponha G nos subgrafos G[Q)],
Hy = B[Q, S\ Sl e H, = B[Q, S']. Vamos utilizar um quadrado latino L ),a(c) para obter
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uma coloragédo de arestas para G. Para colorir as arestas de G[Q)], atribua para cada aresta
F -

Para colorir as arestas de H; vamos utilizar o diagrama de core C; . Pela Proposigdo 3.21,

{vi,v;} acordacélulal;;, 0 <14,j <|Q

C; é monotdnico. Pelo Lema 3.13, H; possui uma coloracdo de arestas com o diagrama de cores
C;, onde as cores de cada vetor C; sédo atribuidas as arestas incidentes a v; (no subgrafo H;),
para todo 0 < i < |Q).

Para colorir as arestas de H \ u; vamos utilizar o diagrama de cores C,. Pela Pro-
posicdo 3.22, C, € monotoénico. Pelo Lema 3.13, H, possui uma coloragdo de arestas com o
diagrama de cores C, onde as cores de cada vetor C; sdo atribuidas as arestas incidentes em
v; (no subgrafo Hs), para todo 0 < i < |Q).

Para cada aresta {v;, u;,} atribuimos a cor da célula /; ;. Observe que esta célula ndo
esta presente nem em C; nem em C,. Pela Proposicao 2.6, quadrados latinos de ordem impar
sdo idempotentes. Portanto, G possui uma coloragédo de arestas com A(G) cores e é Classe 1.

O]
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4 NOVOS RESULTADOS EM COLORAGAO DE ARESTAS DE GRAFOS SPLIT

Neste capitulo apresentamos nossos resultados. Na Secdo 4.1 provamos condicdes su-
ficientes para um grafo split ser Classe 1. Na Secéao 4.2 caracterizamos os grafos split subgrafo-
sobrecarregados. Na Secao 4.3 provamos dois casos em que um grafo split € Classe 1 se, e
somente se, ndo é subgrafo-sobrecarregado.

4.1 Extensao da técnica de Chen, Fu e Ko em grafos split com grau maximo par

Nesta secao exploramos a técnica de Chen, Fu e Ko em grafos split com grau méaximo
par. Primeiro, discorremos sobre 0 motivo que impossibilita a aplicagcao dessa técnica para todos
os grafos split com grau maximo par. A partir disso, apresentamos o argumento do Teorema 3.5
que garante que se G é um grafo split com A(G) par e G possui um vértice u € S com
L@J < d(u) < #, entdo G é Classe 1. Este resultado de Almeida (2012) baseia-se na
técnica de Chen, Fu e Ko. Apoés isso, apresentamos contribuicdes originais deste trabalho para
o Problema da Classificacdo em grafos split. A primeira delas, enunciada no Lema 4.1 € uma
generalizacao do resultado de Almeida (2012) para os grafos split que tém um subconjunto ndo
necessariamente trivial S’ C .S com cardinalidade {@J < |IN(9)| < #. Em seguida, apre-
sentamos o Teorema 4.3 que é o principal resultado deste trabalho. Além disso, apresentamos
dois corolarios do Teorema 4.3.

Seja G = (QUS, E(G)) um grafo split com grau méaximo impar. Na técnica apresentada
por Chen, Fu e Ko (1995), os autores assumem, sem perda de generalidade, que todo vértice
em () possui grau maximo. A partir disso, obtém uma CFK-ordenacéo para o grafo G e mostram
como utilizar as cores do quadrado latino La(g),a(e) para obter uma coloragéo de arestas para
(5. Dessa forma, os autores apresentam um algoritmo que garante que todo grafo split com grau
maximo impar € Classe 1.

Considere agora que G é um grafo split com grau maximo par. Pelo Teorema 3.6 po-
demos considerar, sem perda de generalidade, que todo v € @ possui d(v) = A(G). Logo,
podemos obter uma CFK-ordenacgédo para o grafo (G. Relembrando que nesta ordenacgédo o vér-
tice u;, € definido como o vértice de S tal que o subconjunto S" = {ug,uy,...,u,} possui
IN(S)| > {@J e h é minimo. Além disso, os lemas 3.19 e 3.20, valem independente da pari-
dade do quadrado latino. Assim, é possivel colorir G[Q], H; = B[Q,S\ S| e Hy = B[Q,S"\ up]
independente da paridade de A(G). O problema esta na coloragdo das arestas incidentes em
uy,. Essas arestas sédo coloridas com um subconjunto das cores da diagonal principal. Pela Pro-
posicao 2.6, quando o quadrado latino tem ordem impar ele é idempotente, garantindo que as
cores atribuidas as arestas incidentes a u;, sdo todas distintas. Entretanto, ndo existe quadrado
latino de ordem par idempotente (CHEN; FU; KO, 1995). Logo, a atribuicdo de cores para as
arestas incidentes em u;, pode n&o ser prépria quando A(G) é par.
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Almeida (2012) apresentou condigdes que garantem que a atribuicdo das cores da dia-
gonal principal para as arestas de u;, pode ser feita de forma prépria. No caso do Teorema 3.5,
o argumento € que, se G é um grafo split com A(G) par e possui um vértice u € S com

L@J < d(u) < #, podemos utilizar uma CFK-ordenagédo onde u = ug = uy. Assim,
S" = {un}, obedecendo a propriedade que |N(S")| > {%J Como d(uy) < #, as co-

res atribuidas a u; s&o um subconjunto das cores {l” 0<i < #} Pela Proposigao 2.7,

. A
a cor l;; se repete somente em li+A(G) L AG), para 0 <1< @
2 2

cdo é propria e G é Classe 1. A Figura 31 apresenta o grafo G no qual o vértice u;, possui
A(G)

L@J < d(up) < =5 Esta figura mostra a atribuicao de cores para as arestas incidentes a

. Portanto, esta colora-

Ug = Up-

Figura 31 — (a) Grafo GG Classe 1 pelo Teorema 3.5 (b) Quadrado latino de ordem 8 que colore G

(a) (b)
Vg V1 V2 U3 Vg Us
) 1123|4567
v | 1 P2 3|4]|5]|6]|7]|0
vy | 2|3 516 [ 7[0]1
vs| 3|45 |6|T7]0]1]2
vy | 456710 1]2]|3
vs | 5|6 [ 70| 1]2]3]|4
6| 7|01 23|45
7T10[1]12]3]|4]|5]|6

Fonte: Autoria propria (2023).

O lema a seguir € uma generalizagao do resultado enunciado no Teorema 3.5.

Lema 4.1. SejaG = (Q U S, E(G)) um grafo split. Se existe um subconjunto X C S tal que
L%J < IN(X)| < 29 entdo G é Classe 1.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.6, podemos assumir que d(v) = A(G) para todo v € Q.
Assumimos também que A(G) é par, caso contrario, pelo Teorema 3.3, G é Classe 1. Rotule
os vértices de S como wg, uy, Uy, ..., us—1 tal que os vértices de X precedam os demais
vértices. Considere uma CFK-ordenagao que respeite tal rotulacao dos vértices do subconjunto
S. Exceto para as arestas incidentes em u,, todas as outras podem ser coloridas pelos mesmos
passos do caso em que o grau maximo do grafo é impar. Para cada aresta {v;, u;} atribua a

cor l; ;. Pela Proposicéo 2.7, a cor da célula [; ; se repete na diagonal principal apenas na célula
A(G)

li+%,¢+¥ e somente quando 0 < 4 < =3. Por hipétese, {@J < |N(X)| < #. Note

que S’ C X uma vez que os vértices de X precedem os demais na sequéncia. Entdo, para
A(G)

cada v; tal que 7 > = deduzimos que v; ¢ N (uy). Portanto, as cores atribuidas as arestas

incidentes em u;, sdo duas a duas distintas e G é Classe 1. O
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Seja G um grafo split com grau méaximo par. Como consequéncia do Lema 4.1, se G ndo
possui indice cromatico definido, entdo, para cada u € S, ou d(u) < {%J oud(u) > #. A
seguir nés apresentamos uma contribuicdo original deste trabalho onde mostramos que se G
possui um subconjunto X C S tal que todo u € X possui d(u) < {@J e |N(X)| > L%J
entdo G é Classe 1. Para isso, nés garantimos que quando o grafo possui esse subconjunto X
€ possivel rotular os vértices da clique de forma que u; seja adjacente a no maximo um dos
vértices v; ou vH%.

Para esta nova rotulagdo, novamente consideramos que no grafo split G todo vértice
v € @ possui d(v) = A(G). Os vértices de S sdo rotulados como ug, u1, . . ., ug|—1 de modo
que os vértices de X precedam os demais vértices na sequéncia. Como na CFK-ordenacéo,
definimos h = min {m D UE N(w)| > Pg—'J} e " = {ug,uy,...,u,}. Desejamos obter
uma rotulag&o wvo, vy, ...,v|Q—1 para os vértices de () tal que, para todo 0 < 7 < #,
IN(v;) N S| > [N(viz1) N S| e se [N(v;) N S| = |N(v]) NS e {vi,un} € E(G),
A(G) , uh} < E(G)

entdo {v;,up} ¢ E(G). Desta maneira, uy, é adjacente a no maximo um vertlce v; ou v; tal que
A(G))
2

{v;,un} ¢ E(G), entdoi > j. Adicionalmente, para =5~ ( ) <

i = j (mod . N6s chamamos uma ordenacao de vértices que segue essas regras de
ordenagéo balanceada na vizinhanga de u;,. Diferente da CFK-ordenagéo, nem todo grafo split
possui uma ordenacao balanceada na vizinhanca de uy. O Lema 4.2 apresenta uma condigao

suficiente para um grafo split possuir essa nova ordem.

Lema 4.2. Sgja G = (Q U S, E(G)) um grafo split com A(G) par e considere uma CFK-
ordenagdo. Se d(uy,) < L'Q‘J entdo G possui uma ordenacgdo balanceada na vizinhanga de

Up-

Demonstragao. Seja G = (QUS, E(G)) um grafo split com uma CFK-ordenagéo onde d(uy,) <

L‘@J Se |Q| < ) , entdo toda CFK-ordenagéo é balanceada na vizinhanga de u;,. Entéo,
considere que |@Q| > A(G) . Por definicdo de CFK-ordenacao, u; é adjacente a cada vértice do
conjunto W = {ULQJ ,oo V@ - Como d(uy) < {'Q‘J entio
A(G G
N\ < |2 -1 - (% {’Q'J) o -2
Seja L ={v;:0<i<|Q|—1— }eR {v;: 29 < <|Q| — 1}. AFigura 32

mostra a divisdo dos vértices de () nos subconjuntos W, Le R. Para melhor visualizacao, as
arestas entre esses vértices foram omitidas assim como o subconjunto .S.
Nés vamos mostrar que para cada vértice em R N N(uy) hd um vértice em L que néo
é adjacente a uy,. Por contradigéo, suponha que |N(u) N R| > |L \ N(uy)|. Entéo,
A(G)

[N Qo) N L2 1] = (IN(un) 0 Bl = 1) 2 1Q] = =22 — [N(w) (R + 1,
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Figura 32 — (a) Divisdo dos vértices de () nos subconjuntos W, Le R
L

Portanto,

w R

Fonte: Autoria propria (2023).

[N (un) \ W[ = [N (un) N L| + [N (up) N R[>

@l = 25— NG R+ 1 NG | = Q] - 2

uma contradi¢do. Entdo, ha um subconjunto A C L\ N(uy), para o qual existe uma bijecéo
7w N(up) N R — A, tal que se v; € N(up) N R, entdo 7(v;) ¢ N(up) N L, para todo i.
Entédo, nés podemos redefinir a rotulagdo dos vértices de R de acordo com 7 para obter uma
ordenacao balanceada na vizinhanca de uy,. O

A partir das propriedades de uma ordenagao balanceada na vizinhanga de uy, é possivel
provar o Teorema 4.3, que é a principal contribuicdo desta dissertacao.

Teorema 4.3. SejaG = (@ U S E(G)) um grafo split. Se existe um subconjunto X C S cujos
vértices tém grau no maximo &) e [N (X)| > {%J entdo G é Classe 1.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.6, podemos assumir que todos os vértices em () possuem grau
igual a A(G). Considere que A(G) é par, caso contrério G é Classe 1, pelo Teorema 3.3. Por

hipétese, todo vértice de X tem grau no maximo £

1Q
2

Vamos assumir que os vértices de S estdo ordenados e rotulados como wug, uy, ug, . . ., Uj§|—1,

2 . Sem perda de generalidade, considere

que os vértices de X tém grau menor que { J caso contrario, pelo Lema 4.1, G é Classe 1.
tal que os vértices do subconjunto X precedem os demais Seja S = {ug,...,us}, tal que
h = min {:1: DUy N(ug)| > L%J } Se |N(5")| < 29 entso G é Classe 1, pelo Lema 4.1.
Entdo, considere que |N(S")| > %. Uma vez que d(uh) < {'Q‘J pelo Lema 4.2, G tem
uma ordenacgao balanceada na vizinhanca de uy;,. Considere entdo que os vértices de G estao
rotulados em uma ordenagdo balanceada na vizinhanga de uy,.

Vamos utilizar um quadrado latino La(q),a(e) para obter uma coloragédo de arestas para
o grafo GG. Para isso, decompomos GG em trés subgrafos disjuntos nas arestas: G|Q|, H; =
B[Q,S\ '], H, = B[Q,S']. Para colorir o subgrafo G|Q] atribuimos para cada aresta {v;,v; }
i i FE ]
Para colorir as arestas do subgrafo H utilizamos o diagrama de cores C;. Pela Proposi-

a cor da célula l

cdo 3.21, C; é monotonico. Pelo Lema 3.13, H; pode ser colorido com o diagrama de cores C;
onde para cada aresta incidente em v; (no subgrafo H;) é atribuida uma cor do vetor C;, para
0<i<|Q.
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Para colorir as arestas do subgrafo H, \ u;, utilizamos o diagrama de cores C,. Pela
Proposicdo 3.22, C; € monotdnico. Pelo Lema 3.13, H, pode ser colorido com o diagrama de
cores C, onde para cada aresta incidente no vértice v; (no subgrafo H>) é atribuida uma cor do
vetor C;, para 0 < i < |Q)|.

Para cada aresta {v;,u;, } atribuimos a cor da célula /; ;. Pela Proposi¢do 2.7, a cor da

célula [;; se repete na célula lHMc) L AG) - Uma vez que os vértices estdo rotulados em uma
2 2

ordenacao balanceada na vizinhancga de uy,, sabemos que u;, € adjacente a no maximo um dos

vértices v; ou U, AQ) - Assim, as cores atribuidas as arestas incidentes ao vértice u;, sao duas

+ 2
a duas distintas. Portanto, G é Classe 1. O

Os corolarios a seguir apresentam condigdes suficientes para que um grafo split G seja
Classe 1 a partir do resultado do Teorema 4.3.

Corolario 4.4. Sejam G = (QU S, E(G)) um grafo splite Y o subconjunto de S formado pelos
vértices u € S tais que d(u) > #. Se |Y| < d(Q), entdo G é Classe 1.

Demonstragado. Pelo Teorema 3.6 podemos assumir que d(v) = A(G) para todo v € (). Seja
Sy = S\ 'Y e considere o grafo split H = G[Q U Sg]. Uma vez que dg(v) = A(G) =
Q] — 1+ d(Q), para todo v € @, entdo N(v) N Sy # 0. Além disso, d(u) < # para todo
u € Sy; N(Sy) = Qe Sy C S. Logo, pelo Teorema 4.3, G é Classe 1. O

Corolario 4.5. Sejam G = (QU S, E(G)) um grafo split e Y o subconjunto de S que inclui todo
vértice u € S tal que d(u) > %G). Se Y| > d(Q) e ndo existev € ) talque N(v) NS CY,
entdo GG é Classe 1.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.6 podemos assumir que d(v) = A(G) para todo v € ). Seja
X = S\ Y. Por hipétese, ndo ha vértice v € ) tal que N(v) NS C Y. Uma vez que d(v) =
A(G) = |Q| — 14 d(Q) e o vértice v tem menos que d(() vizinhos em Y, nés concluimos que
N(v) N X ## (). Tal conclus&o segue para todo vértice em (. Portanto, | N(X)| = |Q| e, pelo
Teorema 4.3, GG é Classe 1. O

4.2 Caracterizacao dos grafos split vizinhanca-sobrecarregado

A partir do Teorema 4.3 conseguimos identificar caracteristicas estruturais de um sub-
conjunto dos grafos split Classe 1. Esse conhecimento nos levou a perceber caracteristicas
estruturais de grafos split que sdo subgrafo-sobrecarregados. Assim, nesta secao caracteriza-
mos os grafos split que sdo subgrafo-sobrecarregados. O Lema 4.6 apresenta uma condi¢do
necessaria para que um grafo split G seja subgrafo-sobrecarregado. Este lema é utilizado na
demonstracdo do Teorema 4.7, que caracteriza os grafos split subgrafo-sobrecarregados.
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Lema 4.6. Sejam G = (Q U S, E(G)) um grafo split com clique (Q maximal e Y o subconjunto

de S constituido pelos vértices u € S tal que d(u) > #. Se G é subgrafo-sobrecarregado,

entdo todas as seguintes condicées s&o satisfeitas:
ii. existe um vérticev € () talqueY C N(v) e

ii. G[N[v]| é sobrecarregado.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.6, podemos assumir que todos os vértices do subconjunto @)
possuem grau A(G). Pelo Corolario 4.4, se |Y| < d(Q), entdo G é Classe 1. Assim, consi-
dere que |Y| > d(Q). Além disso, pelo Teorema 2.5, podemos assumir que G é vizinhanca-
sobrecarregado. Portanto, existe um vértice v € () tal que G|[N|v]|] é sobrecarregado e
A(G) = A(G[N[v]]).

Vamos provar que |Y'| = d((Q)). Assuma, por absurdo, que |Y'| > d(@). Uma vez que v

é um vértice de grau maximo, | N (v)N.S| = d(Q). Logo, existe ao menos um vértice w € Y que
AG)

ndo pertence a N (v)N.S. Seja G’ um subgrafo de G obtido pela remogéo de d(w)— =45 arestas

incidentes em w. Note que G[N[v]], que é sobrecarregado, é um subgrafo de G’ com mesmo
A(G)

grau méaximo A(G). Entdo G’ é subgrafo-sobrecarregado e Classe 2. Mas como d¢ (w) = =57,

pelo Lema 4.1, G’ é Classe 1, uma contradigao.

Agora vamos provar que Y C N (v). Pelo Corolario 4.5, se néo existe v € @ tal que
Y C N(v), entdo G é Classe 1. Portanto, se GG é subgrafo-sobrecarregado, entéo |Y| = d(Q),
existe um vértice v € () talque Y C N(v) e G[N|v]] é sobrecarregado. O

Teorema 4.7. Sejam G = (QUS, E(G)) um grafo split com clique (Q maximal e Y’ o subconjunto

de S formado pelos vértices u € S tal que d(u) > #. Entdo, G é subgrafo-sobrecarregado

se, e somente se: A(G) é par; |Y| = d(Q); e o subgrafo H = G[QUY| possui A(H) = A(G)

e é sobrecarregado.

Demonstragao. A prova da suficiéncia é direta uma vez que H é um subgrafo-sobrecarregado
de G com A(G) = A(H). Assim, vamos provar a necessidade.

Pelo Teorema 3.6, podemos assumir que os vértices em () possuem grau igual a A(G).
Podemos também assumir que A(G) é par, caso contrario, GG seria Classe 1 pelo Teorema 3.3.
Pelo Lema 4.6, se GG é subgrafo-sobrecarregado, entéo |Y| = d(Q), existe um vértice v € @ tal
que Y C N(v) e G|N[v]] é sobrecarregado. Entdo, H = G[N[v]] = G[QUY], A(H) = A(G)
e H é sobrecarregado. O

Seja G um grafo split com n vértices e m arestas. Padberg e Rao (1982) prova-
ram que determinar se G é subgrafo-sobrecarregado tem complexidade de tempo polinomial.
Quando G é um grafo split, pelo Teorema 2.5, ser subgrafo-sobrecarregado é equivalente a
ser vizinhanga-sobrecarregado. Entao, é possivel obter um algoritmo para determinar se G é
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subgrafo-sobrecarregado de complexidade de tempo O(nm) no pior caso: basta identificar o
subgrafo induzido por cada vértice de grau A(G) e verificar se este é sobrecarregado. Nés pro-
vamos que, quando o grau dos vértices é conhecido, é possivel determinar se o grafo split é
subgrafo-sobrecarregado em tempo O(|.S|). Para isso, é necessario o Lema 4.8.

Lema 4.8. SgjaG = (Q U S, E(G)) um grafo split com clique (Q maximal, Y o subconjunto de

S formado pelos vértices u € S tal que d(u) > 22 eV = d(Q). Se G[Q,Y] possui menos

2
que # arestas, entdo A(G) = A(G[Q.Y]).

Demonstragdo. Se |Y'| = 0, entdo G é um grafo completo e a conclusdo segue. Assim consi-
dere que |Y| > 0 e, consequentemente, |Q| > A(G)/2. Seja H = G[Q,Y] e |E(H)| < &9

=5
Vamos provar que existe um vértice v € () tal que Y C N (v). Considere, por absurdo, que ndo

existe v € () tal que Y C N(v). Assim, todo vértice de grau maximo de GG possui pelo menos
um vértice de S\ Y em sua vizinhanga. Dessa forma, removendo os vértices de S\ Y todos os
vértices de grau maximo tém seu grau reduzido em pelo menos 1. Logo, no grafo H existe pelo
menos uma aresta incidente a cada um desses vértices. Uma vez que |Q| > A(G)/2, temos

que E(H) > A(G)/2, contrariando a hipétese. Assim, existe pelo menos um vértice v € @ tal
que Y C N(v). Portanto, A(G) = A(G[N[v]]) = A(H). O

A partir da caracterizacdo apresentada no Teorema 4.7 e do Lema 4.8 obtemos o Al-
goritmo 1 que tem como entrada um grafo split G' cujos graus dos vértices sdo conhecidos e
responde “verdadeiro”, se G é subgrafo-sobrecarregado, ou “falso”, caso contrario.

Algoritmo 1 — Reconhecimento de grafos split subgrafo-sobrecarregado

Entrada: Um grafo split G
Saida: verdadeiro, se G é subgrafo-sobrecarregado; falso, caso contrario
Vw =0
Ey =0
Se A(G) é impar entédo
retorne falso
Para cada vertice v e S facga
Se d(v) > A(G)/2 entao
Vw =W +1
Ey = Ey —|—d(’U)
d(Q) = AG) — |Q| +1
Se Wy = d(Q)
retorne falso
Egig = Q] * (1Q| — 1)]/2
Ey = Egiq) + By
Se [[V(G)| = (|[V(G)| —1)]/2 — Eg < A(G)/2 entéo
retorne verdadeiro
Senao
retorne falso

Fonte: Autoria propria (2023).
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Observa-se que existe apenas um laco de repeticao no Algoritmo 1 (na linha 7) com nu-
mero de instrugdes O(|S|). Assim, uma simples andlise assintética do Algoritmo 1 nos permite
concluir o Corolério 4.9.

Corolario 4.9. Seja G = (Q U S, E(G)) um grafo split com graus dos vértices conhecidos.
Decidir se G é subgrafo-sobrecarregado tem complexidade de tempo O(|S|).

4.3 Casos particulares de equivaléncia entre vizinhanca-sobrecarregado e Classe 2 em

grafos split

Nesta secdo apresentamos dois casos para os quais um grafo split G é Classe 1, se e
somente se, ndo é vizinhanga-sobrecarregado.

Teorema 4.10. Sgja G = (Q U S, E(G)) um grafo split. Se |Q| = A(G), entdo G é Classe 1
se, e somente se, G ndo é subgrafo-sobrecarregado.

Demonstragao. A prova da suficiéncia é direta, entdo vamos provar a necessidade.

Sem perda de generalidade, pelo Teorema 3.6, podemos considerar que todo v € ()
possui d(v) = A(G). Considere também que A(G) é par, caso contrario G é Classe 1
pelo Teorema 3.3. Pelo Teorema 2.5, todo grafo split subgrafo-sobrecarregado é vizinhancga-
sobrecarregado. Seja v um vértice de () e considere que G[N[v]] ndo é sobrecarregado. Entéo,
m possui pelo menos @ arestas. Por hipdtese, |Q| = A(G), logo d(Q)) = 1. Assim
existe um Unico vértice u € N(v) N S e todas as arestas de m tém um de seus extremos
em u. Como, por hipdtese, G| N [v]] ndo é sobrecarregado, entdo d(u) < #. Este argumento
vale para todo vértice v de () e seu respectivo vizinho u em S. Logo, d(u) < # para todo

u € S.Como |N(S)| = |Q|, pelo Teorema 4.3, G é Classe 1. O

Teorema 4.11. Sgjam G = (Q U S, E(G)) um grafo split com clique () maximal e Y o sub-
conjunto de S formado por todos os vértices u € S tal que d(u) > #. Se|Y| =dQ) e
|E(G)| — |[E(GIQUY])| < %, entdo G é Classe 1 se, e somente se, G ndo é subgrafo-
Sobrecarregado.

Demonstragdo. A prova da suficiéncia € direta, entdo vamos provar a necessidade.

Considere que A(G) é par, caso contrario, G é Classe 1 pelo Teorema 3.1. Se néo
existe v € () talque Y C N(v), entdo, pelo Corolario 4.5, G é Classe 1. Assim, considere que
Y| = d(Q), portanto, N[v] = Q UY. Seja
H = G[N[v]] = G[Q UY]. Pelo Teorema 4.7, G ¢ vizinhanga-sobrecarregado se, e somente

existe v € @ tal que Y C N(v). Por hipdtese,

se, H é sobrecarregado. Entao, considere que H nao é sobrecarregado. Vamos mostrar como
colorir as arestas do subgrafo H com A(G) cores e estender a coloragéo para G.

A partir de H, vamos construir o grafo H’ inserindo arestas entre vértices de Y até
que faltem exatamente # arestas para que H’ seja um grafo completo. Como o vértice v é
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universal em H (e consequentemente em H'), pelo Teorema 2.24, H' possui uma coloragéo
com A(G) cores. Pelo Teorema 2.21, H' possui uma coloragéo equilibrada com A(G) cores.
Como A(G) é par, |V/(H')| é impar e toda cor falta em no maximo um vértice de H'.

E(G)| — |E(H)| < #. Assim, para colorir arestas de GG que nao
pertencem a H’, atribua arbitrariamente as cores que faltam nos vértices de (). Removendo as

Por hipotese,

arestas inseridas no processo de construgdo de H’, obtemos uma coloragéo de arestas com
A(QG) cores para o grafo G. O
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5 GRAFOS SPLIT-FORTEMENTE CORDAIS

Neste capitulo apresentamos um estudo estrutural da classe dos grafos split-fortemente
cordais. Essa é uma subclasse dos grafos split para a qual o Problema da Classificacao esta
em aberto. As classes aqui definidas e suas propriedades podem ser encontradas em Golumbic
(2004).

Um ciclo C) é uma sequéncia de vértices (vg,v1,...,vx_1) onde v; é adjacente a
V(i+1) mod k- S€ja C}, um ciclo de um grafo GG. Uma corda em C), é uma aresta entre dois vértices
de (', que nao pertence ao ciclo. Grafos cordais também podem ser definidos como grafos em
que todo ciclo Cy, k > 3, possui uma corda.

Dado um grafo (&, uma propriedade é hereditdria se, quando ela vale para GG, vale tam-
bém para qualquer subgrafo induzido de G. Note que todo subgrafo induzido de um grafo cordal
mantém a propriedade de todo ciclo com mais de 3 vértices possuir uma corda. Logo, ser cordal
€ uma propriedade hereditaria, ou seja, se G é cordal, entdo qualguer subgrafo induzido de G
é cordal.

Um vértice v de um grafo G é simplicial se N (v) induz um subgrafo completo de G, ou
seja, N(v) é uma clique. Seja 0 = (v, vg, . . ., v,) uma ordenagdo dos vértices de GG. Se para
todo 1 < i < n, o vértice v; é simplicial no subgrafo G[{v;, ..., v,}], entdo o € uma ordem de
eliminac&o perfeita.

Dirac (1961) mostrou que todo grafo cordal G tem um vértice simplicial e, caso GG nédo
seja um grafo completo, entdo G possui dois vértices nao adjacentes que sdo simpliciais. Sejam
G um grafo cordal e v; um vértice simplicial de GG. Pela propriedade hereditaria, G' = G \ v, é
um grafo cordal, assim G’ possui um vértice v, que € simplicial. Podemos repetir esse processo
até que todos os vértices de G tenham sido removidos. A ordem de remocdo dos vértices
simpliciais neste processo é uma ordem de eliminagéo perfeita para G. Portanto, se G é cordal,
entdo G possui uma ordem de eliminagéo perfeita e qualquer vértice simplicial pode iniciar essa
ordem (DIRAC, 1961).

Em um grafo split G = (Q U S, E(G)) todo vértice em S é um vértice simplicial. Assim,
qualquer ordenacao do conjunto de vértices em que os vértices de .S sdo anteriores aos vértices
de () é uma ordem de eliminacgao perfeita. Logo, para grafos split, a ordem de eliminacao perfeita
ndo oferece muita estrutura para o estudo do problema da coloragdo de arestas. Ha outras
definicdes de ordens com potencial para auxiliar na compreensao da estrutura do grafo. Nosso
objetivo era estudar uma subclasse dos grafos split que admite uma ordem de eliminagdo com
mais restricdes. A seguir, vamos definir duas ordens de eliminacido que essa subclasse possui.

Um vértice v é simples se para todo par de vértices y e z vizinhos de v, ou N[y] C N|z|
ou N[z] C NJy|. Uma ordem dos vértices o = (v, v, . .., v,) € uma de ordem de eliminag&o
simples se para todo 1 < i < n, o vértice v; é simples no subgrafo G[{v;, ..., v,}]. Note que
o grafo S3, ilustrado na Figura 33, ndo possui vértice simples, entdo nao possui uma ordem de
eliminacéo simples.
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Figura 33 — Grafo S5

/

Fonte: Autoria propria (2023).

Um caso especial de ordem de eliminacao simples é a ordem de eliminacao forte. Uma
ordem de eliminagéo forte € uma ordem o = (vy,vs,...,v,) dos vértices do grafo onde, para
todoi < j < k < [, se {v;, v }.{vi,u }{v;,0} € E(G), entdo {v;,u;} € E(G). A Figura 34
exemplifica a regra da ordem de eliminacao forte.

Figura 34 — Regra da ordem de eliminacao forte

Fonte: Autoria propria (2023).

Uma ordem de eliminagéo forte € sempre uma ordem de eliminagao simples, mas nem
toda ordem de eliminagao simples € uma ordem de eliminagao forte. Além disso, toda ordem
de eliminacao simples é uma ordem de eliminacao perfeita. A classe que mais nos interessava
possui uma ordem de eliminacao forte e sera definida a seguir.

Seja C), um ciclo com k par. Uma corda impar em C), € uma corda cujos extremos estdo
a distancia impar em C.. Um grafo é fortemente cordal se é cordal e todo ciclo par de tamanho
maior que 4 tem uma corda impar. Os grafos S;, R, e R, da Figura 16 e da Figura 17 séo
fortemente cordais. Ja o grafo S5 apresentado nessas figuras nao é fortemente cordal devido ao
ciclo de tamanho 6, que contorna o grafo, ndo possuir corda impar. Farber (1983) provou que
um grafo é fortemente cordal se, e somente se, possui uma ordem de eliminacao forte.

Grafos fortemente cordais também possuem uma caracterizagdo por subgrafos proi-
bidos. Um grafo k-sol, denotado por Sy, € um grafo com 2k vértices, para algum k£ > 3, que
pode ter seu conjunto de vértices particionados em dois subconjuntos U = {ug, u1, ..., ux_1} €
W = {wg, w1, ..., wx_1},onde U é uma clique e cada vértice w; € adjacente a u; € ;11 mod k-
A Figura 35 ilustra o grafo S5.

Note que todo ciclo induzido de um grafo S; tem tamanho 3. Além disso, as arestas
que incidem nos vértices de W formam um ciclo C5; que néo é induzido, mas que nao possuli
nenhuma corda impar. Isso ocorre porque nao existe aresta de um vértice de W para nenhum
vértice de U que ndo seja seu vizinho no ciclo. Além disso, toda aresta entre vértices de U
estd a uma distancia par no ciclo. Portanto, nenhum grafo S; é fortemente cordal. Entretanto
W é um conjunto independente e, portanto, todo k-sol é um grafo split. Por outro lado, os
grafos fortemente cordais sdo grafos cordais livres de .S, (FARBER, 1983). Logo, os grafos split-
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Figura 35 — Grafo S5

Fonte: Autoria propria (2023).

fortemente cordais, que eram os grafos que nos interessavam, sdo precisamente os grafos split
livres de Sk.

O indice cromatico para grafos fortemente cordais com grau maximo impar é conhe-
cido, como enunciado no Teorema 5.1. Para grafos fortemente cordais com grau maximo par o
Problema da Classificagao esta em aberto, assim como para grafos split.

Teorema 5.1. (FIGUEIREDO; MEIDANIS; MELLO, 1999) Se G é um grafo fortemente cordal
com A(G) impar, entdo G € Classe 1.

A partir da andlise dos subgrafos proibidos para a classe dos grafos split-comparabilida-
de e split-intervalos podemos concluir que essas duas subclasses dos grafos split sdo também
subclasses dos grafos fortemente cordais. O Teorema 5.2 apresenta os argumentos que garan-

tem essa concluséo.

Teorema 5.2. Se GG é um grafo split-comparabilidade ou split-intervalos, entdo GG é fortemente-
cordal.

Demonstracdo. Vamos mostrar que os grafos split-comparabilidade e split-intervalos sao livres
de S) a partir dos subgrafos proibidos para estas classes. O grafo S35 € um subgrafo proibido
para grafos split-comparabilidade e split-intervalos. Podemos dizer que o grafo S; € também
um subgrafo proibido para split-intervalos e split-comparabilidade, pois os grafos R, e R4 sdo
subgrafos induzidos de S;. Chang e Nemhauser (1985) mostraram que todo grafo S, k > 5,
contém um S5 induzido. Como o grafo S5 é um subgrafo proibido para grafos split-intervalos e
split-comparabilidade, todo grafo split-intervalos e split-comparabilidade é livre de Sy, k > 3, e,
portanto, € um grafo split-fortemente cordal. Entretanto, grafos split-fortemente cordais podem
conter os grafos Ry, R4 e S5 como subgrafo induzido. Assim, os grafos split-comparabilidade e
split-intervalos estdo propriamente contidos na classe dos grafos split-fortemente cordais, que
esta contida na classe dos grafos fortemente-cordais.

O



(a)

A Figura 36 ilustra os subgrafos R, e R, do grafo S, e um subgrafo S5 do grafo Ss.
Figura 36 — (a) Subgrafo R,. (b) Subgrafo R,. (c) Subgrafo S

(b)

Fonte: Autoria propria (2023).

A Figura 37 apresenta a relacdo entre as classes dos grafos cordais, split, fortemente
cordais, split-fortemente cordais, split-comparabilidade e split-intervalos a partir de subgrafos

proibidos para estas classes. Estavamos interessados na classe dos grafos split-fortemente
cordais que contém como subgrafo induzido ou o grafo S5 ou os grafos Ry e R,.

Figura 37 — Relacao de inclusao dos subgrafos proibidos para as classes estudadas

Cordal ﬁ

Split-fortemente cordal

Forte-
mente-

cordal

Split-intervalos
2K>

X

Split-Comparabilidade

Fonte: Autoria propria (2023).

A Figura 38 mostra um grafo split-fortemente cordal com grau maximo par que nao é

split-comparabilidade nem split-intervalos. Note que este grafo possui varios S; como subgrafo
cromatico em aberto.

induzido, por exemplo, G[{u,ug,u11,v1, Vg, U19}], sS€Nd0 UM exemplo de grafo split com indice

Um grafo € bipartido cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 6 possui uma corda.

Dado um grafo bipartido cordal B[X,Y], denotamos por splitx(B) o grafo split obtido a partir

55
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Figura 38 — Grafo split-fortemente cordal

Fonte: Autoria propria (2023).

de B pela adicdo de arestas entre cada par de vértices em X. O Teorema 5.3 apresenta uma
relacdo entre grafos fortemente cordais e grafos bipartidos cordais.

Teorema 5.3. (DAHLHAUS, 1991) Um grafo bipartido B[ X Y| € bipartido cordal se, e somente
se, splitx(B) é um grafo fortemente cordal.

A partir do Teorema 5.3 obtemos a seguinte proposicéao.

Proposicédo 5.4. Se G é um grafo split-fortemente cordal, entdo B[Q),S| é um grafo bipartido
cordal.

Assim, grafos split-fortemente cordais estdo intimamente relacionados a classe dos gra-
fos bipartidos cordais.

Os grafos bipartidos cordais possuem uma ordem de eliminagdo que considera uma
ordenagao de um subconjunto das arestas do grafo que é apresentada a seguir.

Um conjunto de vértices que induz um grafo bipartido completo é chamado biclique.
Uma aresta e = {z,y} é chamada bisimplicial se N(x) U N(y) € uma biclique. Seja 0 =
(e1,e9,...,e,) uma sequéncia de arestas duas a duas ndo adjacentes de um grafo bipartido
B. Seja T; o conjunto de vértices nos quais as arestas {ej, e, ..., ¢;} sdo incidentes. Se cada
aresta e; é bisimplicial no subgrafo B[V (B)\T;_1] e B[V (B)\T}] ndo possui arestas, entdo o é
uma ordem de eliminag&o aresta-perfeita. Para exemplificar esse conceito, considere o grafo da
Figura 39. Esse grafo possui uma ordem o = ({z1,11}, {x2,92}, {z3,y3}, {x4,y4}) (arestas em
destaque na figura) que é uma ordem de eliminacao aresta-perfeita. Golumbic e Goss (1978)
mostraram que todo grafo bipartido cordal possui uma ordem de eliminacdo aresta-perfeita.

Duas arestas {a,b} e {¢,d} séo disjuntas se N[a] U N [b] ndo contém o vértice c e nem
o vértice d. Note que arestas disjuntas sdo ndo adjacentes, a reciproca ndo necessariamente
é verdadeira. Se {a,b} e {c,d} s&o arestas disjuntas, entdo G[a,b,c,d] = 2K,. Utilizando o
conceito de arestas disjuntas nés provamos no Lema 5.5 que todo grafo split-fortemente cordal
que nio é de comparabilidade nem de intervalos possui um grafo S5 como subgrafo induzido.
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Figura 39 — Ordem de eliminacao aresta perfeita

NPT
‘@N@»\@

Fonte: Adaptado de Golumbic (2004).

Lema 5.5. Seja G um grafo split-fortemente cordal. Se G' ndo é de comparabilidade nem de
intervalos, entdo G possui um grafo Ss como subgrafo induzido.

Demonstragdo. Como G é fortemente-cordal, G ndo possui S como subgrafo induzido. Além
disso, G ndo é de comparabilidade, entdo G possui como subgrafo induzido um grafo S; e/ou
Ry; G também nao é grafo de intervalos, logo, possui S; e/ou R, como subgrafo induzido.
Assim, é suficiente provar que se G possui como subgrafos induzidos os grafos R, e R, entdo
G possui S3 como subgrafo induzido.

Considere, sem perda de generalidade, que existe um grafo R4 e um grafo R, como
subgrafo induzido em GG. H& dois casos: ou R, e R, séo disjuntos nos vértices ou compartilham
vértices. Primeiro considere que R, e R4 sdo disjuntos nos vértices. Note que R, possui duas
arestas com um extremo em () e outro em S que sdo disjuntas. Sem perda de generalidade,
considere os extremos de duas arestas disjuntas de 12, e os extremos uma aresta de R, com
um extremo em @ e outro em S. O subgrafo induzido por esses extremos é um grafo Ss. Agora
considere o caso em que R, e R, ndo sio disjuntos e seja H o subgrafo induzido pelas ares-
tas que pertencem a esses subgrafos. Pela estrutura dos grafos R4 € Ry, ha um caminho de
comprimento pelo menos 7 induzido em By |[Q,S]. Vamos denotar por u; os vértices de S e
por v; os vértices de (). Sem perda de generalidade, considere que esse caminho inicia em um
vértice de S. Seja (uy, vy, ug, V2, ug, V3, U4, v4) €sS€ caminho de comprimento 7. Como o grafo
¢é fortemente cordal ndo ha aresta entre u; e v4, caso contrario haveria um ciclo par sem corda
impar. O subgrafo induzido por w1, v1, va, U3, Us, V4 € UM Ss. O

A partir do Lema 5.5 garantimos que o estudo do indice cromatico de grafos split-
fortemente cordais pode ser restringido ao estudo aos grafos split-fortemente cordais que con-
tenham S5 como subgrafo induzido. O Teorema 5.6 nos d& mais uma propriedade dos grafos
bipartidos-cordais que ndo contém o grafo S; como subgrafo induzido.

Teorema 5.6. (GOLUMBIC; GOSS, 1978) Seja G um grafo bipartido. Entdo, G e G sdo ambos
bipartidos cordais se, e somente se, os grafos Cg, 3K, e Cs ndo ocorrem como subgrafos
induzidos em G.

Pelo Teorema 5.3 sabemos que se G é split fortemente cordal, entdo B[(Q,S] é um grafo
bipartido cordal. Todo grafo split-fortemente cordal de nosso interesse contém um S; como
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subgrafo induzido. Note que removendo as arestas da clique do subgrafo S5 obtemos um grafo
3K,, que é um subgrafo induzido deB[Q,S]. Assim, deduzimos que os grafos G de interesse
sd0 aqueles em que G é fortemente-cordal, mas G nio o é. A Figura 40 apresenta o diagrama
de Hasse das inclusdes entre as classes envolvidas neste apéndice a classe de interesse esta
em destaque. Para mais detalhes sobre cada classe ver Golumbic (2004).

Figura 40 — Relacao entre as classes

| Comparabilidade | | Co-comparabilidade |

Fortemente-cordal Cordal N Comparabilidade | Inter

valos

Permutagao

Split-fortemente cordal |

G ¢ split-fortemente cordal,

mas G ndo € fortemente-cordal Split-comparabilidade | | Split-intervalos = split co—compambi/étﬁde |

Split-permutagdo

Fonte: Autoria propria (2023).

Teorema 5.7. Seja G um grafo split-fortemente cordal. Se G' ndo é de intervalos nem de com-
parabilidade, entdo G ndo é um grafo split-fortemente cordal.

Demonstragdo. Seja G um grafo split-fortemente cordal que nio é de intervalos nem de com-
parabilidade. Pela Proposicdo 5.4, B[Q,S] é um grafo bipartido cordal. Pelo Lema 5.5, G possui
um grafo S5 como subgrafo induzido. Logo, B[Q,S] possui um 3 K5 como subgrafo induzido. As-

sim, pelo Teorema 5.6, o grafo B[(),S| ndo é bipartido cordal. Como o complemento de um grafo
split € também um grafo split, sabemos que G é um grafo split, mas néo é fortemente-cordal. [

Note que, pelo Teorema 5.7, para resolver o Problema da Classificagdo para a classe
dos grafos split-fortemente cordais é suficiente considerar os grafos split-fortemente cordais cujo
complemento ndo é fortemente-cordal.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho, fizemos um estudo profundo da técnica de coloragao de arestas de gra-
fos split com grau maximo impar apresentada por Chen, Fu e Ko (1995). Como apontado por
meio de contra-exemplos em Almeida (2012), os autores se equivocaram ao afirmar que todo
prefixo crescente dos diagramas Dy, (q,k) e D (¢,k) é monotdnico. Entretanto, o resultado final
da prova nao é afetado, pois é possivel garantir que os diagramas necessarios para a colora-
¢ao sao sempre monotdnicos. Para isso, Almeida (2012) apresentou condigdes suficientes para
tal fim. Para o diagrama Dy, (¢,k), a condigdo é todo vetor que contém o elemento da diago-
nal principal conservar o seu tamanho original. Neste trabalho, n6s apresentamos uma nova
prova para essa condi¢do no Lema 3.19. Para diagrama Dj (¢,k) n6s apresentamos uma nova
condi¢do que consiste em todo vetor que ndo possui elemento da diagonal principal ser vazio,
como enunciado no Lema 3.20. As provas dos Lemas 3.19 e 3.20 independem da paridade
do grau maximo do grafo. Assim, a partir desses lemas, conseguimos além de garantir que a
técnica de coloracdo de Chen, Fu e Ko é sempre propria, estender os resultados para casos

em que o grau maximo é par. Almeida (2012) havia observado que, quando existe um vértice
A(G)

2 )
estendida. Nés generalizamos o resultado de Almeida (2012) para um subconjunto X C .S com

L@J < |IN(X)| < #, resultado enunciado no Lema 4.1.

4 no conjunto independente com {@J < d(u) < a técnica de Chen, Fu e Ko pode ser

A(G)
2
uma nova ordenacao para os vértices do grafo, chamada ordenacao balanceada na vizinhanga

Para os casos em que | N (X)| > etodou € X possuid(u) < {@J , N6s definimos
de uy, que nos permitiu provar que tais grafos sdo Classe 1. Com isso, obtivemos o Teorema 4.3,
que é a principal contribuicao deste trabalho.

Conhecendo pelo Teorema 4.3 novas propriedades dos grafos split que sao Classe 1,
nds caracterizamos os grafos split que sao subgrafo-sobrecarregados, como apresentado no Te-
orema 4.7. Além disso, pelo Corolario 4.9, decidir se um grafo split G é subgrafo-sobrecarregado
tem complexidade de tempo linear. Note que, se a Conjectura Overfull (Conjectura 2.3) for ver-
dadeira para os grafos split, todos os grafos que ndo obedecem as condigbes do Teorema 4.7
sdo Classe 1. Caso contrario, apresentar um grafo G que obedece as condi¢des deste teo-
rema e que ndo possui uma coloragdo com A(G) cores seria um contra-exemplo para essa
importante conjectura.

Na Secéo 4.3 apresentamos duas novas condigdes necessarias e suficientes para que
um grafo split seja Classe 1 se, e somente se, ndo é subgrafo sobrecarregado. A primeira,
enunciada no Teorema 4.10, € uma consequéncia do resultado do Teorema 4.3. A segunda,
enunciada no Teorema 4.11, utiliza uma extensao da técnica de coloracao de grafos com vértice
universal apresentada por Plantholt (1981) aliada a caracterizacao de grafos split subgrafo-
sobrecarregados do Teorema 4.7.

Considere que G = (Q U S, E(G)) é um grafo split. Sem perda de generalidade, pelo
Teorema 3.6, podemos considerar que v € ) tem d(v) = A(G). Seja X o subconjunto de S
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o coi A
cujos vértices possuem grau no maximo @ eY =S\ X. O Quadro 3 apresenta um resumo

das contribui¢cdes desta dissertagéo e relaciona casos resolvidos e casos em aberto para grafos
split.

Quadro 3 — Relacao entre casos resolvidos e em aberto na classe dos grafos split

Caso Problema da Classificacao Referéncia

Classe 1 se, e somente se,
G possui vértice universal Plantholt (1981)
G nao é sobrecarregado

A(G) é impar Classe 1 Chen, Fu e Ko (1995)
A(QG) é par, subcasos:
IN(X)| > | 1% Classe 1 Teorema 4.3
Y] < d(Q) Classe 1 Corolario 4.4
IN(X)| < % e *em aberto e G ndo é
- Teorema 4.7
Y] >d(Q) subgrafo sobrecarregado*
Y| =d(Q)e
"l ) Classe 1 Corolério 4.5
ndo existe v € Q talque Y C N(v)
Y[ =d(@Q)e
existe v € QtalqueY C N(v) e Classe 2 Teorema 4.7

G[N|v]] é sobrecarregado

Y[=d(@Q)e
existev € QtalqueY C N(v) e Classe 1 se, e somente se,
Teorema 4.11
G[N[v]] ndo é sobrecarregado e G n&o é sobrecarregado
AG
[E(G)| - |B(GINW)| < 22
Y[=d(@Q)e

IN(X)| < [@J e
*em aberto e (G ndo é

existe v € Qtalque Y C N(v) e Teorema 4.7
subgrafo sobrecarregado®
G[N[v]] nao é sobrecarregado e

|E(G)| — | E(GIN[v]])| > 2

Fonte: Autoria propria (2023).

Por fim, também apresentamos propriedades dos grafos split-fortemente cordais a par-
tir de sua caracterizagdo por subgrafos proibidos. Provamos, no Teorema 5.7, que os grafos
split-fortemente cordais que ndo sdo de comparabilidade, nem de intervalos sdo aqueles cujo
complemento nao é fortemente-cordal. Uma vez que o Problema da Classificagcao esta resolvido
para grafos split-comparabilidade e split-intervalos, o Teorema 5.7 explicita quais sdo os casos
em aberto para grafos split-fortemente cordais. Como tais grafos possuem muitas proprieda-
des estruturais, essa observacdo abre caminho para uma nova abordagem de investigacao do
Problema da Classificacao.
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aresta, 14
adjacente, 14
bisimplicial, 56
disjunta, 56
incidente, 14
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multipla, 14
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equilibrada, 24
prépria, 14
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complemento, 18
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Conjectura Overfull, 18
conjunto independente, 22
corda, 52
impar, 53

decomposigao, 15
em emparelhamentos, 15
minima, 16
diagonal da coluna, 21
diagonal da linha, 21
diagrama de cores, 32
monotonico, 32
distancia, 31

emparelhamento, 15
cobre, 22
perfeito, 22
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falta, 20

grafo, 14
k-regular, 22
k-sol, 53
t-admissivel, 31
bipartido, 22
bipartido cordal, 55
casa, 14
completo, 19
conexo, 14
cordal, 18
fortemente cordal, 53
multigrafo, 22
simples, 14
split, 18
split-comparabilidade, 30
split-intervalos, 30
arvore, 31
geradora, 31
t-geradora, 31
grafo:saturado, 24
gémeos verdadeiros, 29

livre, 30
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ordem de eliminacao aresta-perfeita, 56

ordem de eliminacéo forte, 53
ordem de eliminag&o perfeita, 52
ordem de eliminagéo simples, 52

prefixo, 36
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Problema da Classificacao, 15
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propriedade hereditaria, 52

quadrado latino, 18
comutativo, 18
idempotente, 18

sobrecarregado, 16
subgrafo-sobrecarregado, 17
vizinhanga-sobrecarregado, 17

subgrafo, 15
gerador, 31
induzido, 15
induzido pelas arestas, 15
induzido pelos vértices, 15
proibido, 30

sufixo, 34

sufixo de um diagrama de cores, 34

técnica de Chen, Fu e Ko, 28

vetor de cores
inverso, 36

vizinhanga
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fechada, 17

vértice, 14
adjacente, 14
grau, 14
grau maximo, 14
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simples, 52
simplicial, 52
universal, 24
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