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número 23064.041302/2020-41.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente agradeço a Deus por toda proteção e bênçãos em minha vida,
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RESUMO

MEIRELLES, P. H. F. Estudo sobre percolação de água em meios porosos com
o uso do método das diferenças finitas. 93 f. Trabalho de Conclusão de Curso
(Graduação) – Engenharia Civil, Universidade Tecnológica Federal do Paraná, Campo
Mourão, 2020.

O estudo abordado neste trabalho tem por finalidade a análise numérica pelo uso
do Método das Diferenças Finitas (MDF) para obtenção do traçado das linhas
equipotenciais de um maciço terroso homogêneo, isotrópico e saturado, problema
proposto por Das (2007), utilizando três diferentes softwares para modelagem, sendo
eles o MATLAB ® (MDF), Excel ® (MDF), em parceria do software GeoStudio -
SEEP/W ® que utiliza em sua base de dados o Método dos Elementos Finitos (MEF).
As modelagens tiveram por objetivo evidenciar a qualidade do uso do MDF para
análise e controle de cargas hidráulicas piezométrica nos pontos do maciço terroso ao
relizar o comparativo com a solução segundo Das (2007), contribuindo para análise
preliminar e consolidação do uso do método numérico em diferentes ferramentas.

Palavras-chave: Método das Diferenças Finitas; Análise numérica; Percolação



ABSTRACT

MEIRELLES, P. H. F. Study on water percolation in porous regions using the finite
difference method. 93 f. Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação) – Engenharia
Civil, Universidade Tecnológica Federal do Paraná, Campo Mourão, 2020.

The study approach in this work has the purpose numerical analysis using the
Finite Differences Method (MDF) to obtainment the outline of equipotential lines of
a homogeneous, isotropic and saturated soil massif, problem proposed by Das (2007),
using two different modeling software, being them the MATLAB ® (MDF), Excel ®

(MDF), in partnership with the software GeoStudio - SEEP/W ® that uses in your
database the Finite Element Method (MEF). The purpose of the modeling is to
demonstrate the quality of the use of MDF for analysis and control pressure heads
in the points of ground by making the comparison with the solution according to Das
(2007), contributing to preliminary analysis and consolidation of the use of the method
in different tools.

Keywords: Finite difference method, Numerical analysis, Seepage.
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1 INTRODUÇÃO

No Brasil, as barragens têm importância vital em quase todas as atividades

de cunho econômico, pois, a maior parcela do sistema energético do paı́s necessita

da funcionalidade e constante operação destas estruturas (BARBOZA; FLORIANO,

2018).

No contexto de grandes barragens, segundo Lopes (2016) a catástrofe gerada

pelo rompimento da barragem de Mariana é um caso de falta de fiscalização e controle

das condições da barragem e do maciço de rejeito.

Estudos de conjunto de acidentes habitualmente podem ser relacionados

por categorias, tais como percolação, instabilidade e erosão, não necessariamente

levando em conta as particularidades dos mecanismos que atuaram (SANDRONI,

2006).

De modo geral, grande parte dos problemas das engenharias e ciências são

governados por equações diferencias, fazendo com que métodos numéricos sejam de

grande importância para soluções dos mesmos.

No caso da engenharia geotécnica, diversos casos são descritos por

equações diferenciais, que por muitas vezes podem ser bastante complexos, e assim,

o uso de métodos análiticos dificulta a obtenção de soluções válidas e confiáveis.

Nesse contexto, o presente trabalho tem por finalidade a realização de

análises numéricas utilizando o Método das Diferenças Finitas (MDF) via MATLAB ® e

Excel ®, para a solução da Equação Diferencial Parcial (EDP) que rege o problema de

percolação de água em maciço terroso saturado, homogêneo e isotrópico, problema

proposto por Das (2007), realizando o traçado das linhas equipotencias obtidas com a

solução da EDP, e assim, verificar os resultados com o auxı́lio do software GeoStudio-

SEEP/W ®.

Este trabalho se justifica, diante do grande potencial no uso do MDF para

a previsão de cargas hidráulicas em maciços terrosos saturados, sendo de grande

relevância o presente estudo realizado para a engenharia geotécnica.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Este estudo tem por objetivo a utilização do Método das Difrenças Finitas para

solução da equação diferencial parcial que rege o problema em estudo proposto por

Das (2007), para obtenção das linhas equipotenciais e análise de convergência de

resultados.

2.2 Objetivos Especı́ficos

Para o desenvolvimento deste trabalho os seguintes objetivos especı́ficos são

apresentados:

• Desenvolver um modelo computacional utilizando o MDF via software MATLAB
® para elaboração do traçado das linhas equipotenciais de maciços terrosos,

seguindo o modelo de barragem embutida em solo;

• Realizar modelagem utilizando o MDF via software Excel ® para traçado das

linhas equipotenciais do maciço terroso em estudo;

• Operar uma modelagem via software SEEP/W ® para traçado das linhas

equipotenciais do maciço terroso em análise no estudo;

• Executar um estudo comparativo entre os resultados obtidos via algoritmo

MATLAB ®, Excel ®, SEEP/W ® e solução segundo Das (2007);
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Este capı́tulo tem como propósito apresentar de modo contextualizado os

conceitos presentes na literatura técnico-cientı́fica sobre o tema deste trabalho. A

fundamentação teórica abrange as definições de percolação de água em meios

porosos (solo), Método das Diferenças Finitas e uma breve sı́ntese sobre a aplicação

dos conceitos matemáticos do método numérico na análise da percolação em maciços

terrosos isotrópicos, homogêneos e saturados.

3.1 Movimento da água no solo

Segundo Fernandes (2016), o movimento da água no solo pode ser descrito

através de equações de percolação, na situação em que caracterı́sticas da percolação

não variam com o tempo, porém variam com a posição, trata-se da condição em

regime estácionario ou permanente.

3.1.1Lei de Darcy

De acordo com Das (2007), a velocidade de percolação da água através dos

poros do solo obedece Lei de Darcy1, no estado estacionário e fluxo laminar, descrita

segundo a equação (1),

v =−k.i, (1)

em que:

v: Velocidade de percolação [m/s];

k: Coeficiente de permeabilidade do solo [m/s];

i: Gradiente hidráulico [adimensional], sendo o gradiente hidráulico a perda de

carga hidráulica que ocorre na direção da percolação.

Conforme Vieira (2000), a maioria dos solos não é isotrópico em relação à

permeabilidade, desse modo, “k ” varia de acordo com a direção de percolação. A

1A equação geral da percolação em meio saturado leva esse nome em honra ao engenheiro
hidráulico Henry Darcy, equação descoberta por seus ensaios de infiltração vertical de água realizados
em filtros de materiais porosos em condições saturadas.
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razão de anisotropia é denotada por rk = kh/kv e depende da relação de ı́ndice de

vazios, sendo:

kh: Coeficiente de permeabilidade horizontal na camada de solo [m/s];

kv:Coeficiente de permeabilidade vertical na camada de solo [m/s].

O sinal negativo da equação (1) é devido ao fato de que o gradiente hidráulico

diminui na medida em que a água se movimenta no maciço de solo.

O coeficiente de permeabilidade (k) é a medida que expressa a facilidade com

que o fluido é transportado através de um meio poroso (BEAR; VERRUIJT, 1987). É

um coeficiente que depende tanto da matriz sólida como das propriedades do fluido.

A Tabela 1 representa de modo geral os coeficientes de permeabilidade dos

materiais que podem ser encontrados.

Tabela 1: Coeficiente de Permeabilidade.

Material Coeficiente de
Permeabilidade k (cm/s)

Rochas Maciças <10−9

Argilas Sedimentares 10−7 - 10−8

Solos Compactados (ky) 10−7

Rochas Alteradas 10−6

Siltes 10−6

Rochas Maciças com Fissuras de 0,1 mm/m 4. 10−3

Areias Finas 10−3

Areais Grossas 10−2 - 5.10−2

Brita >10−1

Fonte:Adaptado de Cruz (2004).

Segundo Marques et al. (2008), a perda de carga hidráulica total entre dois

pontos “∆h” pode ser expressa pela equação (2).

i =
∆h
L
, (2)

sendo:

∆h: Variação de carga hidráulica entre dois pontos, um a montante e outro a

jusante [m];

L: Distância entre dois pontos distintos [m].

De acordo com Lajinha (2005), a Lei de Darcy também pode ser descrita para

o caso de percolação tridimensional, em sua forma generalizasda, no qual denotando

o gradiente hidráulico “i” em variáveis de derivadas parciais para a taxa de variação

de carga hidráulica “∆h”, para “∂h”, portanto pode ser expressa pela equação (3), com
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as seguintes notações:

~v =−
(

kx.∂h
Lx

.~i+
ky.∂h

Ly
.~j+

kz.∂h
Lz

.~k
)
, (3)

assim:

∂h: Taxa de variação de carga hidráulica total,

Lx: Distância unitária no eixo x,

Ly: Distância unitária no eixo y,

Lz: Distância unitária no eixo z.

3.2 Equação de Bernoulli

A Equação de Bernoulli (4), de acordo com Moreira (2007), avalia as cargas

totais a partir de suas parcelas piezométrica, cinética e altimétrica, respectivamente

como aparecem na equação, porém, o valor de carga cinética é desprezı́vel na maioria

dos casos devido a sua baixa contribuição em relação as outras cargas.

h =
u

γw
+

v2

2g
+Z, (4)

em que:

h: Carga hidráulica total [m],

u: Poropressão [kN/m2],

g: Aceleração da gravidade [m/s2],

γw: Peso especı́fico da água [kN/m 3],

Z: Carga altimétrica [m].

Corforme Cengel e Cimbala (2015), a equação de Bernoulli é aplicável para

todo regime permanente de fluidos, ou seja, as propriedades do fluido em um ponto

qualquer não mudam com o tempo, porém podem mudar para diferentes pontos.

3.3 Rede de Fluxo

Segundo Pinto (2000), a rede de fluxo é constituı́da por duas famı́lias

de curvas ortogonais entre si (90º) em maciços isotrópicos. As linhas de fluxo,

definem o caminho das partı́culas de águas, de montante para jusante, e nas linhas

equipotenciais as cargas piezométricas são iguais em todos os pontos ao longo de

uma mesma linha.
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A Figura 1 ilustra um modelo de rede de fluxo em um maciço terroso.

Figura 1: Rede de fluxo em maciço homogêneo, isotrópico e saturado.

Fonte:Machado e Machado (1997).

Dessa forma, as linhas contı́nuas pretas presentes na Figura 1 são

caracterizadas como linhas de fluxos e a linhas tracejadas como sendo as linhas

equipotenciais.

Vale ressaltar que o termo fluxo diversas vezes é utilizada de maneira

equivocada, pois “fluxo” caracteriza a passagem de um fluido de forma contı́nua,

no qual não é o que acontece na prática nesses casos, portanto “percolação” seria

melhor utilizado para a finalidade.

3.4 Equação da Continuidade

A equação da continuidade nada mais é do que uma equação da conservação

de massa, a qual estabelece por meio de formulações matemáticas que não pode

existir nem a criação e nem a destruição da massa (LIBARDI, 2012).

Esta equação relaciona o volume de entrada e volume de saı́da de água em

um dado elemento de solo, permitindo descrever uma situação de fluxo transiente e

determinar para qualquer ponto no interior de um perfil de solo a umidade em função

do tempo e da posição (REICHARDT, 1985).

Segundo Jesus e Pereira (2004), a percolação de água através de maciços

terrosos é regida pela equação de Laplace2, em que sua solução gera uma rede

de percolação, que se consiste em linhas equipotenciais (mesma carga hidráulica)
2A equação de Laplace leva esse nome em honra a Pierre-Simon de Laplace, que a partir de 1782

estudou extensivamente, suas soluções ao investigar a atração gravitacional de corpos arbitrário no
espaço.
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e linhas de percolação (denota o caminho da água pelo elemento), ortogonais entre

si.

De acordo com Das (2007), o solo é um material heterogêneo e poroso,

devido aos diversos componentes em sua constituição torna-se bastante complexo

sua análise. Considerando o mesmo um elemento infinitesimal de solo permeável, de

dimensões dx, dy e dz, conforme a Figura 2.

Figura 2: Percolação de água em um elemento infinitesimal de solo.

vx.dz.dy

vy.dz.dx

(vy + ∂vy
∂y )dz.dx

dx

dy

dz

(vx+ ∂vx
∂x )dz.dy

Fonte: Adaptado de Das (2007).

Conforme apresentado por Moreno (2010), o estudo matemático da

percolação de água no solo tem como princı́pio a equação da conservação da massa.

Assim, o volume de água que entra em um elemento representativo menos o volume

de sua saida, é igual a taxa de armazenamento de água nesse volume.

Sendo que os termos vx e vy são componentes de velocidade de percolação

nas direções horizontal e vertical, respectivamente. Sendo a vazão de entrada (qe)

de água é dada por vx.dz.dy na direção horizontal do mesmo, e vy.dz.dx na direção

vertical, como demonstra as equações (5) e (6).

qe,x = vx.dz.dy, (5)

qe,y = vy.dz.dx, (6)

em que:

qe: Vazão de entrada.

De acordo com Rijo (2017) as vazões de saı́da do elemento, sofrem influência

da percolação de água das outras componentes, no qual o termo representado por
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∂vx
∂x dx, para o eixo horizontal de referência, representa a taxa de variação da velocidade

de percolação na direção de x, no qual é equivalente para os outros eixos y e z. Assim

as vazões serão dadas as pelas equações (7) e (8).

qs,x =

(
vx+

∂vx
∂x

dx
)

dy.dz, (7)

qs,y =

(
vy+

∂vy
∂y

dy
)

dx.dz, (8)

em que:

qs: Vazão de saida.

Para Marangon (2006), taxa de variação de velocidade dv pode ser escrita

como sendo ∂vx
∂x dx para o eixo horizontal, a equação (9) mostra a aplicação da

derivação total para o termo dvx.

dvx =
(

∂vx
∂y

.dy+
∂vx
∂x

.dx+
∂vx
∂ z

.dz
)
, (9)

no qual:

dv: Taxa de variação de velocidade, em nova notação.

Portanto, como as taxas de variação de velocidade para o eixo horizontal x

não tem variações nas coordenadas y e z, assim os valores de dy = dz = 0, fazendo

com que o valor de dvx seja dado pela equação equação (10).

dvx =
∂vx
∂x

.dx. (10)

Segundo Pinto (2000), a água é um fluido incompressı́vel e nenhuma variação

de volume ocorre na massa de solo no decorrer do tempo, e portanto é possivel aplicar

supondo que o solo é possui uma taxa de armazenamento de água, caracteristica de

solos que possuem parâmetros diferentes em pontos quaisquer no maciço de solo, ou

seja, para solos não saturados.

Desse modo, a taxa de armazenamento de água (4q), é obtida através da

diferença entre vazão de entrada e vazão de saı́da do elemento infinitesimal, de modo

que a equação (11) seja válida.

4q = qe−qs,

4q =−∂v
∂
.dx.dy.dz, (11)

em que :
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4q: Taxa de armazenamento de água no elemento.

Ao empregar o mesmo raciocı́nio utilizado na equação (11) para as três

direções, x, y e z, se obtém as equações (12), (13) e (14).

4qx =−
∂vx
∂x

.dx.dy.dz, (12)

4qy =−
∂vy
∂y

.dx.dy.dz, (13)

4qz =−
∂vz
∂ z

.dx.dy.dz. (14)

De acordo com Unas et al. (2010), a soma das três parcelas de taxa

de armazenamento de água representam a variação de volume total no elemento

correspondente as três direções, como mostra a equação (15):

4q, tot =−
(

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂ z

)
.dx.dy.dz, (15)

no qual:

4q, tot: Taxa de armazenamento de água total no elemento.

No qual, dx.dy.dz é o volume do elemento infinitesimal, podendo assim ser

escrito como dV e simplificando a equação (15), como mostrado pela equação (16).

4q, tot
dV

=−
(

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂ z

)
. (16)

A equação (16) pode ser modificada de modo que 4 seja equivalente a ∂ ,

pois os dois são taxas de variação, e ∂ representa melhor a variação quando se

trata de questões tridimensionais. Logo, a equação (16) é descrita matematicamente,

conforme mostrado pela equação (17).

∂q, tot
∂V

=−
(

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂ z

)
, (17)

sendo:

∂q, tot: Taxa de armazenamento de água total no elemento, em linguagem

matemática,

∂V : volume do elemento infinitesimal, em linguagem matemática.

Ao escrever a taxa de armazenamento total de água do elemento em relação

ao seu próprio volume, o mesmo pode ser expresso a partir dos ı́ndices fı́sicos do

solo, como apresenta a Figura 3.
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Figura 3: Diagrama simplificado de fases do solo.

Fonte:Sandroni (2006).

De modo geral para Sandroni (2006), o solo é constituı́do por matéria sólida,

matriz sólida, e por poros (vazios), ocupando o espaço intersticial, através da Figura

3 é possı́vel escrever a taxa de armazenamento de água em relação ao seu grau de

saturação do solo(Sr) e seu ı́ndice de vazios(e), que representam o volume de água

no elemento.

Conforme Gersovich (2011), para o volume total presente no solo, o mesmo

pode ser reescrito em relação ao ı́ndice de vazios, como representa a equação (18),

∂ (Sr.e)
∂ t (1+ e)

=−
(

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂ z

)
, (18)

sendo:

Sr: Grau de saturação do solo,

e: Índice de vazios,

∂ t: Taxa de variação em função do tempo.

Trabalhando com as equações supracitadas, se obtêm a equação (19),

∂ (Sr.e)
∂ t (1+ e)

=

(
kx.

∂

∂x
.
∂h
∂x

+ ky.
∂

∂y
.
∂h
∂y

+ kz.
∂

∂ z
.
∂h
∂ z

)
. (19)

Simplificando e aplicando as propriedades de derivação, têm-se a equação

(20),

∂ (Sr.e)
∂ t (1+ e)

=

(
kx.

∂ 2h
∂x2 + ky.

∂ 2h
∂y2 + kz.

∂ 2h
∂ z2

)
. (20)

Segundo Unas et al. (2010), a equação (20) representa o caso geral para
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percolação de água em um solo não saturado, com heterogeneidade e anisotropia,

de modo que valores de coeficiente de permeabilidade e cargas hidráulicas sejam

dependentes da coordenada em análise, assim como o grau de saturação da mesma.

Assim, a resolução analı́tica de problemas reais com tais considerações são

complexas a nı́veis de necessidade de diversas simplificações, contudo técnicas

computacionais como Método das Diferenças Finitas (MDF) e o Método dos

Elementos Finitos (MEF), torna possı́vel tais resoluções para diferentes condições

de contorno.

Segundo Marangon (2006), pela ocorrência de ı́ndices fı́sicos constantes, o

fenônenos é caracterizado por:

A) ı́ndice de vazios(e) e Grau de Saturação(Sr) constantes

Descrevem a percolação de água em regime permanente/estacionário, no

qual as condições não variam com o tempo e se considera Sr=100%, ou seja, solo

saturado, como representa a equação (21).

kx.
∂ 2h
∂x2 + ky.

∂ 2h
∂y2 + kz.

∂ 2h
∂ z2 = 0. (21)

• Percolação em regime estacionário;

• Solo saturado (Sr=100%);

• Não ocorre adensamento ou expansão durante a percolação, ou seja, ∂ (Sr.e)
∂ t(1+e) = 0;

• Solo homogêneo;

• Isotrópico (kx = ky);

• Validade da Lei de Darcy, ou seja, escoamento laminar do fluido.

Assim, a equação de Laplace (22) é descrita a partir das considerações

realizadas para percolação de água em regime permanente, consideração (A), em que

a solução geral da mesma é constituı́da por dois grupos de funções que representam

as linha equipotenciais e linhas de fluxo (percolação), curvas que interceptam-se

ortogonalmente entre si, conhecidas por redes de fluxo.

kx.
∂ 2h
∂x2 + ky.

∂ 2h
∂y2 = 0. (22)

Segundo Pinto (2000), para solos isotrópicos (k=kx=ky), a equação (22) pode

ser simplificada, obtendo portanto a equação (23).

∂ 2h
∂x2 +

∂ 2h
∂y2 = 0 (23)
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3.5 Método das Diferenças Finitas (MDF)

O método numérico das diferenças finitas é usado como uma abordagem

alternativa para obter a aproximação da solução de uma equação diferencial parcial.

A ideia básica desse método é transformar a resolução de uma equação diferencial

em um sistema de equações algébricas, substituindo as derivadas por diferenças

(LOPES; RUGGIERO, 1996).

As equações diferenciais parciais lineares de segunda ordem com coeficientes

constantes são classificadas em três grupos: equações elı́pticas, equações

parabólicas e equações hiperbólicas. Essa classificação é baseada no método das

caracterı́sticas, e é útil, pois relaciona problemas de engenharia e suas técnicas de

solução (CHAPRA; CANALE, 2008).

O método numérico do MDF se consiste na técnica numérica para solução

aproximada de uma Equação Diferencial Parcial (EDP), no trabalho em questão

trata-se de uma EDP elı́ptica, no qual, ocorre a substituição das derivadas parciais

por fórmulas discretas de diferenças, resolvendo portanto um sistema de equações

algébricas.

A primeira etapa para resolução de qualquer método numérico envolvendo as

equações diferenciais parciais é discretizar a região onde se procura a solução. Para

a discretização define-se uma malha, que é um conjunto finito de pontos pertencentes

ao domı́nio, chamados nós da malha (FERREIRA; LIMA, 2010).

Segundo Andreotti (2018), a partir das variáveis independentes x e y,

seleciona-se números inteiros M > 0 e N > 0 e divide o intervalo [a,b] em M

subintervalos, e divide-se o intervalo [c,d] em N subintervalos, tendo eles o mesmo

comprimento. Os passos de discretização terão espaçamento nas abscissas 4x =

(b− a)/M, e espaçamento para as ordenadas 4y = (d− c)/N. E portanto, os pontos

em coordenadas (xi,y j), são representados por, xi = a+4x.(i−1),∀i = 0,1,2,3, ...,M,

y j = c+4y.( j−1),∀ j = 0,1,2,3, ...,N.

Nos pontos da malha localizados nas extremidades, x0 = a,xM = b,y0 = c,yN =

d, conforme representa a Figura 4.
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Figura 4: Domı́nio discretizado.

Fonte: Autoria própria (2020).

Os nós na malha são separados entre si por4x e4y para a direção horizontal

e vertical, respectivamente, chamados tambem de passos horizontais e verticais, e

não necessariamente iguais. Os ı́ndices N e M identificam um ponto na n-ésima coluna

e e m-ésima linha.

O MDF aproxima as derivadas na equação diferencial que governa o problema

por meio do truncamento da expansão da série de Taylor de acordo com Chapra e

Canale (2008).

3.5.1Expansão em série de Taylor

Conforme Domingues et al. (2017), o Método das Diferenças Finitas

Unidimensional, utiliza como base a expansão truncada na segunda derivada da série

de Taylor3, pela facilidade de se trabalhar com a função e suas derivadas, para uma

função f continua no intervalo [a,b], pode-se escrever a expansão da série de Taylor

3Séries de Taylor recebe o nome em homenagem a Brook Taylor que as estudou no trabalho
Methodus incrementorum directa et inversa em 1715, em que o nome série de Taylor começou a ser
usado em 1786, por l’Huillier.
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pela equação (24).

f (x) =
∞

∑
n=0

f (n).a
n!

.(x−a)n. (24)

O matemático Brook Taylor (1685-1731), publicou em sua obra Incrementorum

Directa et Inversa a hoje conhecida série de Taylor, apresentada em outra notação

abaixo,

f (x) = f (x0)+(4x).
d f (x0)

dx
+

(4)x2

2!
.
d2 f (x0)

dx2 + ...+
(4)xn

n!
dn f (ξ )

dxn

Seguindo os conceitos de Burden e Faires (2010), 4x = x− x0, também

chamado de passo horizontal na malha, e ξ ε[a,b], no qual o último termo do polinômio

acima descrito é chamado de Resto RN. Os valores de passo, tanto vertical quanto

horizontal, para N ou M pontos em que a malha é subdividida, podem ser obtidos

pelas equações abaixo, para horizontal e vertical, respectivamente, 4x = b−a
N+1 ,

4y = d−c
M+1 .

Segundo Radtke (2018), o desenvolvimento de Diferenças Avançadas na série

de Taylor é representada segundo a formulação abaixo,

f (xi +4x) = f (xi)+(4x)
d f (xi)

dx
+

(4)x2

2!
.
d2 f (xi)

dx2 + ...+
(4)xN

N!
dN f (ξ )

dxN .

Assim como a representação para a propriedade de Diferenças Atrasadas,

para o ponto xi = i−4x, expandindo a série de Taylor para f (xi−4x), temos que:

f (xi−4x) = f (xi)− (4x)
d f (xi)

dx
+

(4)x2

2!
.
d2 f (xi)

dx2 + ...+
(4)xN

N!
dN f (ξ )

dxN .

De acordo com Brandi (2018), truncando as equações acima de Diferenças

Avançadas e Atrasadas na segunda derivada e isolando os termos de derivada de

segunda ordem, e chamando os termos de grau acima da segunda derivada de erro

(O(4x)2), temos somando as duas equações, a seguinte formulação:

d2 f (xi)

dx2 =
f (xi−4x)−2 f (xi)+ f (xi +4x)

(4x)2 .

De acordo com Rosa et al. (2012), o erro gerado pelo truncamento da equação

acima descrito (O(4x)2) para diferenças centradas, equação acima descrita através

da diferença entre f (xi +4x) e f (xi −4x), trabalhando-se com um erro menor ao
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se comparar com o esquema de Diferenças avançadas e atrasadas, como mostra a

Figura 5.

Figura 5: Interpretação da derivada em pontos aplicados.

Fonte: Soares (2010).

Conforme Fortuna (2000), a solução numérica não será exata devido a

diversos fatores, que podem ser devidos ao erro de truncamento para as aproximações

das derivadas nas EDP′s via série de Taylor, ao arredondamento feitos pelo software

ou operador, pelas aproximações das condições de contorno do problema em questão

e pelo tamanho do passo escolhido para solução do problema.

Segundo Burden e Faires (2010), as equações representativas das derivadas

parciais para as variáveis x e y, são representadas pelas equações (25) e (26) .

∂ 2u(xi,y j)

∂x2 =
u(xi−4x,y j)−2u(xi,y j)+u(xi +4x,y j)

(4x)2 . (25)

∂ 2u(xi,y j)

∂y2 =
u(xi,y j−4y)−2u(xi,y j)+u(xi,y j +4y)

(4y)2 . (26)

A equação de Laplace seguindo os parâmetros das equações (25) e (26), é

representado pela formulação abaixo.

u(xi−4x,y j)−2u(xi,y j)+u(xi +4x,y j)

(4x)2 +
u(xi,y j−4y)−2u(xi,y j)+u(xi,y j +4y)

(4y)2 = 0.

Conforme Biezuner (2007), para passos iguais 4x e 4y, é possivel simplificar

a formulação acima, obtendo portanto a equação (27).

u(xi,y j) =
u(xi +4x,y j)+u(xi−4x,y j)+u(xi,y j−4y)+u(xi,y j +4y)

4
. (27)
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A equação (27) é válida para todos os pontos da malha, como apresenta a

Figura 6.

Figura 6: Pontos cruzados do domı́nio discretizado.

Fonte: Autoria própria (2020).

De acordo com Presoto et al. (2008), para todos os pontos de contorno

pertencente ao domı́nio, basta que a fronteira satisfaça uma condição de regularidade

do Problema de Dirichlet-Dirichlet4.

O outro caso para condição de contorno é caracterizado por Neves et al.

(2012), em que trabalha com a derivada de um ponto na fronteira do domı́nio,

caracterizado como problema de Neuman e Neuman5.

Após obtenção dos quocientes de diferenças e realizar a sua substituição, de

acordo com Burden e Faires (2010), ao variar o ponto em torno do qual a expansão é

feita obtém-se um sistema de equações algébricas, com a forma da equação (28),

A.x = b, (28)

sendo “A” a matriz de coeficientes, “b” a matriz coluna de termos independentes e “x”

a matriz coluna dos termos desconhecidos.
4A condição de contorno de Dirchlet-Dirichlet especifica o valor da função no contorno da malha.
5A condição de contorno de Neuman-Neuman especifica os valores dados por uma derivada na

região do contorno do domı́nio.
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3.6 Métodos de Resolução de Sistemas Lineares

De acordo com Cabreira et al. (2020), para diversos problemas do cotidiano

depara-se com soluções matemáticas em que são modeladas por EDP, no caso em

questão uma EDP elı́ptica.

A discretização desses problemas resultam-se em sistemas lineares, e assim,

implica-se na necessidade de solução dos mesmos por métodos otimizados, como o

uso do MDF , ou seja, de rápida solução, buscando resultados coerentes e de baixo

custo computacional.

3.6.1Métodos Iterativos

Segundo Bittencourt e Feijóo (1997), é necessário armazenar o número

mı́nimo de elementos para a matriz de coeficientes A, de forma a tornar o método

iterativo mais otimizado e reduzindo portanto o número de operações.

De acordo com Brandi (2018), após substituir os quocientes de diferenças na

EDP, um sistema de equações lineares é formado, sendo ele,

n

∑
j=1

ai, jx j = bi,1≤ i≤ n,

ou na forma matricial,

A.x = b

No sistema linear da forma Ax = b, a matriz de coeficientes A é representada

por:

A=



a11 a12 a13 ... a1n

a21 a22 a23 ... a2n

a31 a32 a33 ... a3n

... ... ... ... ...

am1 am2 am3 ... amn


.

Conforme Oliveira (2018), a decomposição da Matriz A em três matrizes,

sendo elas L, D e U é realizada da forma,

A = L+D+U ,
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L =



a11 0 0 ... 0

a21 0 0 ... 0

a31 a32 0 ... 0

... ... ... ... ...

am1 am2 am3 ... 0


, D =



a11 0 0 ... 0

0 a22 0 ... 0

0 0 a33 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... amn


,

U =



0 a12 a13 ... a1n

0 0 a23 ... a2n

0 0 0 ... a3n

... ... ... ... ...

0 0 0 ... amn


.

Após a decomposição nas três matrizes acima descritas, realiza-se uma nova

decomposição da matriz A na forma,

A = M+N,

e sabendo que Ax = b, a seguinte forma pode ser representada,

Mx = b+Nx.

De acordo com Burden e Faires (2010), escolhe-se a matriz M pela facilidade

de inversão da matriz, podendo ser elas L, D ou U . Portanto, o método iterativo será

definido por,

Mx(k) = b−Nx(k−1),

sendo x(0) a aproximação de qualquer ponto escolhido e k o número de

iterações, assim têm-se que x(k) e x(k−1) são vetores de n componentes avaliados

para um número de k iterações.

3.6.2Método de Jacobi

Segundo Pilling (2016), para análise matricial de um sistema Ax = b pelo

Método de Jacobi5, em que aii 6= 0 para todo i, no qual xi pode ser descrito pela

equação (29).

xi =
1
aii

(
bi−∑

n
j=1, j 6=i ai jx j

)
. (29)

5O método de Jacobi é um algoritmo capaz de resolver sistemas lineares, recebendo o nome do
matemático alemão Carl Gustav Jakob Jacobi que o desenvolveu.
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Neste contexto, definindo um método iterativo, os valores representados por

xk+1
i e xk

j serão utilizados no lugar de xi e x j, respectivamente, como mostrado na

equação (30).

xk+1
i =

1
aii

(
bi−∑

i−1
j=1, j 6=i ai jxk

j

)
. (30)

3.7 Softwares aplicados

3.7.1Software MATLAB ®

O MATLAB ® combina um ambiente de desktop ajustado para análise iterativa

e processos de design com uma linguagem de programação que expressa a matriz e a

matemática matricial diretamente. Inclui o Live Editor para criar scripts que combinam

código, saı́da e texto formatado em um bloco de notas executável (MATHWORKS,

2020).

Nas diversas áreas da engenharia (civil, mecânica, elétrica, cartográfica,

sistemas e computação, etc), necessita-se, usualmente, de ferramentas

computacionais que simplifiquem os procedimentos correntes dos engenheiros

quando do desenvolvimento de modelos numéricos associados, por exemplo, a

projetos reais. Essas ferramentas devem permitir, inclusive, que esses engenheiros

possam visualizar todas as etapas do processo (SILVA et al., 2004).

3.7.2Software Excel ®

O programa Excel ® é um programa escrito e produzido pela empresa

Microsoft baseado em planilhas eletrônicas. O sistema é muito utilizado para cálculos,

estatı́sticas, gráficos, relatórios, formulários e entre outros requisitos das rotinas

empresariais, econômicas, administrativas e domésticas (MIRANDA, 2010).

Segundo Scalabrin et al. (2006), o software Excel ® apresenta grande

facilidade de visulização de dados e flexibilidade durante as simulações, e grande

capacidade devido de diferentes análises pelo solver do programa.

3.7.3Software GeoStudio-SEEP/W ®

O SEEP/W consiste em um componente do pacote GeoStudio, desenvolvido

pela GeoSlope. Este programa modela a percolação de água no interior dos solos
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através da teoria dos elementos finitos, podendo considerar o fluxo em regime

transiente ou estacionário. Com esse software é possı́vel calcular o movimento das

águas considerando o solo saturado, baseando-se na lei de Darcy, ou não saturado

(GOMES, 2019).

O SEEP/W ® é um poderoso software de elementos finitos para modelar

o fluxo de águas subterrâneas em meios porosos. O SEEP/W ® pode modelar

problemas simples de estado estacionário saturado ou análises sofisticadas de

transientes saturados/não saturados com acoplamento atmosférico na superfı́cie do

solo (GEOSTUDIO, 2020).
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4 METODOLOGIA

Este estudo tem como base a utilização do Método das Diferenças Finitas

(MDF), associado ao software MATLAB ® e também ao software Excel ®, para

resolução de um problema proposto por Das (2007), no qual trata o traçado da

rede de percolação de um maciço terroso homogêneo, isotrópico, em condição de

solo saturado, com regime permanente da lâmina de água e sistema não confinado,

conforme apresentado na Figura 7.

Figura 7: Problema estudado.

Fonte:Adaptado de Das (2007).

No trabalho em questão, o foco na utilização do MDF foi para obtenção das

linhas equipotenciais do maciço terroso, parcela necessária para o traçado da rede de

percolação.

4.1 Descrição das etapas e softwares

O trabalho é apresentado em diferentes etapas, sendo a principal a elaboração

de um algoritmo via MATLAB ®, em versão trial 2020, para resolver o caso de

percolação de água em maciço terroso com barragem embutida, aceitando diferentes

condições de contorno, ou seja, um modelo versátil para aplicação do MDF .
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A etapa secundária foi a aplicação do MDF via Excel ®, para a modelagem

e resolução do problema proposto em estudo por meio de uma malha equivalente,

para servir como base comparativa de resultados e verificação do uso do método em

diferentes softwares.

A terceira e última etapa foi a modelagem do problema em análise por meio

do software SEEP/W ®. Para análise da aplicabilidade do MDF , foi utilizado o software

GeoStudio-SEEP/W ®, ferramenta com base computacional baseada no Método dos

Elementos Finitos (MEF).

Portanto, ao utilizar um software comercial com implementação do MEF , outro

método numérico reconhecido, acaba reforçando a base comparativa de resultados,

tanto ao avaliar o uso do MDF quanto o traçado analı́tico realizado por Das (2007).

Desse modo, a modelagem do maciço terroso em cada software supracitado

é descrita nos subitens seguintes, explicando sua implementação, a fim de obter os

resultados de linhas equipotenciais.

4.2 Caracterização das condições do problema

O problema a ser discretizado segue a geometria e condições para

modelagem do problema proposto presente na Figura 7, e será utilizado portanto para

uma melhor visualização da malha o modelo genérico apresentado pela Figura 8.

Figura 8: Malha de Diferenças Finitas.

Fonte: Autoria própria (2020).

A região dos pontos vermelhos presentes na Figura 8 indicam as condições

de contorno conhecidas no problema.
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Desse modo, as caracterı́sticas do problema e condições de contorno

necessárias para modelagem presentes na Figura 7 são apresentadas o abaixo:

a) Nı́vel de água a montante: 7 m;

b) Nı́vel de água a jusante: 0 m;

c) Embutimento da barragem (h): 2 m;

d) Região superior esquerda (REGIÃO(MONTANT E)) (Largura do maciço

analisado a esquerda da barragem de concreto)): 13 m;

e) Região superior direita (REGIÃO(JUSANT E)) (Largura do maciço analisado a

direita da barragem de concreto)): 11 m;

f) Região da barragem (REGIÃO(BARRAGEM)) (Região da base da barragem de

concreto impermeável): 14 m;

g) Base total (BASE(TOTAL)) (Largura total do maciço em análise): 38 m;

h) Espessura do maciço (H) (Espessura da camada de solo até o

impermeável): 10 m.

Todos os valores apresentados acima e não indicados na Figura 7 foram

obtidos observando-se a escala impressa por Das (2007).

4.3 Discretização do domı́nio - MDF

Conforme descrito na Seção 3.5, para aplicação do método numérico, é

necessário discretizar o domı́nio em análise de acordo com as condições do problema.

Neste estudo, realizou-se a fixação do tamanho do passo com valor de 1, conforme

cálculo manual realizado. 4x = B/(nx−1)⇒4x = 39/(40−1) = 1,

4y = H/(ny−1)⇒4y = 10/(11−1) = 1.

Nesse contexto, o número de pontos em cada uma das direções X e Y é igual

a B+ 1 e H + 1, respectivamente. As extremidades desses subintervalos são pontos

de contorno da malha, onde x1 = a, xM+1 = b, y1 = c e yN+1 = d, conforme a Figura 9.
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Figura 9: Domı́nio discretizado.

Fonte: Autoria própria (2020).

Uma malha é definida a partir do passo utilizado no MDF , quanto menor o

tamanho do passo, maior será a malha de pontos na região, e portanto, quanto maior

o tamanho do passo, menor o número de pontos e menor será a malha. Vale ressaltar

que passos pequenos e portanto malha muito refinidas, podem gerar instabilidade no

método.

Como próximo etapa, realizou-se a alocação das aproximações das derivadas,

ou seja, as diferenças finitas de acordo com o método numérico MDF , conforme

apresentado na Seção 2.5.

Assim, utilizaremos a equação (27) e agora se faz necessário substituir os

valores u(xi,y j) por w(xi,y j), de tal modo que seja válido u(xi,y j)≈ w(xi,y j), e portanto,

podendo desconsiderar o termo do erro pelo truncamento da segunda derivada da

série de Taylor e trabalhando com a equação (31).

w(xi,y j) =
w(xi +4x,y j)+w(xi−4x,y j)+w(xi,y j−4y)+w(xi,y j +4y)

4
. (31)

Localizando todos os pontos pertencentes a malha, percebe-se que para cada

aproximação, utiliza-se pontos de uma região apresentada na Figura 10, centralizando

cada ponto da malha como (xi,y j).
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Figura 10: Ponto de cruz do MDF para a EDP dada pela equação (31).

Fonte: Autoria própria (2020)

Primeiramente, denomina-se as regiões de contorno da malha, para os pontos

(x1,y j) como sendo a borda 1, os pontos (xM+1,y j) como sendo a borda 2, para

todo intervalo de j = 1, ...,N + 1, já para os pontos de (xi,y1) como sendo a borda 3

e os pontos de (xi,yN+1) como sendo a borda 4, para todo intervalo i = 1, ...,M + 1,

caracterizado de acordo com a Figura 11.

Figura 11: Intervalos das bordas.

Fonte: Autoria própria (2020).

A ponto de cruz representado pela Figura 10, percorre-se todos os pontos

do domı́nio. Ao aplicá-la, verifica-se que em regiões de contorno da malha alguns

pontos não pertencem so domı́nio Ω, esses pontos são denominados como pontos

fantasmas. Na Figura 12 tais pontos fantasmas são representados, juntamente a

regiões de condição de contorno.
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Figura 12: Pontos fantasmas e condições de contorno.

Fonte: Autoria própria (2020).

De acordo com a Figura 12, existe uma disposição de um sistema de (M +

1).(N+1) equações, porém, pelas regiões de cor amarela, laranja e verde pertencerem

ao sistema torna-o indeterminado pelo número de incógnitas. As demais regiões em

destaque serão comentadas posteriormente.

Para tornar a solução do sistema possı́vel o problema dos pontos fantasmas

deve ser corrigido, ou tambem chamado de problema de Neuman e Neuman,

introduzindo tal conceito, conforme apresentado na seção 2.5.1 A).

Realizando a consideração que a primeira derivada do ponto de contorno ou

sua taxa de variação ser igual a zero, ou seja,

∂u(xi,y j)

∂
= 0.

Tal consideração é válida e realizável para todos os pontos de contorno da

malha no qual não se conheça sua carga hidráulica.

Dessa forma, levando em consideração a Figura 11, a região de borda 1 no

intervalo [y2,yN ] para os pontos com abscissa x1 será representada pela equação (32).

w(xi,y j) =
w(xi,y j−4y)+2.w(xi +4x,y j)+w(xi,y j +4y)

4
. (32)

Aplicando a mesma lógica na borda 2, região de intervalo [y2,yN ] agora para

os pontos com abscissa xM+1 será representada pela equação (33).

w(xi,y j) =
w(xi,y j−4y)+2.w(xi−4x,y j)+w(xi,y j +4y)

4
. (33)

Por consequência, para a borda 3, com intervalo de [x2,yM] e ordenada y1,
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será descrita pela equação (34).

w(xi,y j) =
w(xi−4x,y j)+2.w(xi,y j +4y)++w(xi,y j +4x)

4
. (34)

Para o ponto de coordenada (x1,y1), união entre borda 1 e 3, será aplicado a

mesma consideração, resultando na equação (35).

w(xi,y j) =
2.w(xi +4x,y j)+2.w(xi,y j +4y)

4
=

w(xi +4x,y j)+w(xi,y j +4y)
2

. (35)

Da mesma forma, o ponto de coordenada (xM+1,yN+1), segue o mesmo

racı́ocinio e resulta na equação (36).

w(xi,y j) =
2.w(xi−4x,y j)+2.w(xi,y j +4y)

4
=

w(xi−4x,y j)+w(xi,y j +4y)
2

. (36)

As regiões faltantes em destaque, azul, vermelha e roxa, pertencerão a matriz

do sistema (M+1).(N +1). As regiões azuis são referentes as condições de contorno

conhecidas, ou seja, valores de w(xi,y j) dos pontos do trecho.

Para o região de pontos vermelho e roxa, seus valores de carga hidráulica

devido ao embutimento da barragem de concreto são zero, sendo assim, seus valores

serão w(xi,y j) = 0.

Devido a região de embutimento no maciço, os pontos da região roxa são

caracterizados como pontos fantasmas em relação aos seus pontos de contorno do

domı́nio do maciço.

Nesse contexto, os pontos abaixo da barragem, trecho condizente ao intervalo,

ou seja,

[x
(1+CONTORNOMONTANT E

4x )
,x

(nx−CONTORNOJUSANT E
4x )

],

e de acordo com as condições do problema o intervalo é aplicado entre [x16,x29] para a

ordenada yN−1 = y9. Assim, aplicando o conceito do problema de Neuman e Neuman

nos pontos do intervalo, os mesmos serão representados pela equação (37).

w(xi,y j) =
w(xi−4x,y j)+2.w(xi,y j +4y)+w(xi +4x,y j)

4
. (37)

Os pontos faltantes de contorno do domı́nio em que aplicando a molécula

do MDF da Figura 10 encontram pontos fantasmas são localizados nas coordenadas

(x14,y10) e (x28,y10), levando em consideração a malha já definida pelo passo inicial

de 1. Para esses pontos, suas equações são equivalentes as equações (33) e (32),

respectivamente.
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Com os ajustes no sistema de equações, o mesmo torna-se possı́vel e

determinável, fazendo com que a região do sistema de equações seja caracterizado

pelos pontos em destaque, conforme ilustrada na Figura 13.

Figura 13: Malha do sistema de equações.

Fonte: Autoria própria (2020).

No estudo, o maciço terroso é considerado como homogêneo e isotrópico,

dispensando o uso do coeficiente de permeabilidade (k) do material na modelagem

via MDF , contendo no capı́tulo de Fundamentação Teórica as dedução das equações

e devidas explicações das mesmas.

4.4 Interface de cálculo do algoritmo via MATLAB ®

Com a finalidade de aplicar a teoria apresentada neste trabalho, foi

desenvolvido um programa em linguagem MATLAB ®, presente no Anexo A deste

trabalho, associado a sua ferramenta App Designer, utilizando a versão trial do

programa.

O seguinte trabalho utiliza o programa MATLAB ® para sua formulação,

principalmente devido a sua qualidade e facilidade durante a programação, sendo ele

um software interativo, em que seu processamento é composto por equacionamentos

matriciais tornando o mesmo de grande valia na utilização de métodos numéricos.

Para a modelagem via MATLAB ®, o algoritmo utiliza o MDF para o traçado

das linhas equipotenciais no problema proposto por Das (2007), conforme a Figura 7.

O programa segue integralmente a lógica de programação para realizar

cálculos mediante os dados inseridos de caracterı́sticas dos problemas de barragem

embutida no maciço terroso e suas condições de contorno.
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Executando o programa em Windows 10, apresenta a seguinte página inicial

conforme Figura 14.

Figura 14: Página inicial interface AppDesigner.

Fonte: Autoria própria (2020).

Na página inicial o usuário visualiza uma pequena descrição do programa e

recomendações a serem realizadas durante sua utilização. O fluxograma ilustrado na

Figura 15, apresenta o funcionamento global do algoritmo, caracterizado por entrada

de dados e parâmetros vinculados ao MDF , por parte do usuário. A região em azul

condiz com o processamento do algoritmo presente no Anexo A e a parte em vermelho

a apresentação dos resultados.
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Figura 15: Fluxograma algoritmo.

Fonte: Autoria própria (2020).

Seguindo a tela inicial apresentada pela Figura 14 e suas devidas

recomendações, o usuário pode mudar para a aba “Propriedades Geométricas - MDF”,

no qual inicia-se o processo de “ENTRADA DE DADOS” conforme fluxograma e Seção

I do agoritmo em anexo. Tal etapa é visualizada conforme Figura 16.
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Figura 16: Propriedades geométricas do problema AppDesigner.

Fonte: Autoria própria (2020).

Será aplicado as condições do problema seguindo os dados de entrada da

Tabela 2, seguindo o modelo de passos unitários nas duas direções já pré definidos.

Tabela 2: Requisitos iniciais para modelagem via MATLAB ®.

REQUISITOS ESPECÍFICOS
VALOR

ATRIBUÍDO
BASETOTAL Dimensão da base do maciço [m] 38

ESPESSURA(H) Espessura da camada do maciço permeável [m] 10
CONTORNO(MONTANT E) Quantidade de pontos à montante da barragem [adimensional] 14
CONTORNO(JUSANT E) Quantidade de pontos à jusante da barragem [adimensional] 12

h(EMBUT IDO) Quantidade de passos embutidos da barragem [adimensional] 2
nx Número de pontos na direção x [adimensional] 39
ny Número de pontos na direção y [adimensional] 11
m Número máximo de iterações [adimensional] 1000
E Erro permitido [adimensional] 0.00000001

C1 Condição de contorno a montante [m] 7
C2 Condição de contorno a jusante [m] 0

Fonte: Autoria própria (2020).

Nesta fase, o usuário deve preencher os espaços conforme a malha já pré-

definida, todas as abas são liberadas para alterações antes e posteriormente do

cálculo. Ao preencher todos os campos desta aba, o usuário deve preencher a terceira

tela, apresentada segundo a Figura 17.
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Figura 17: Parâmetros AppDesginer.

Fonte: Autoria própria (2020).

Na Figura 17 a quantidade de pontos ao considerar a malha retangular e

critérios conforme a aplicação do método da análise matricial são inseridos.

Já na quarta tela o usuário definirá as condições de contorno presentes no

problema, conforme ilustra a Figura 18.

Figura 18: Condições de contorno do problema AppDesigner.

Fonte: Autoria própria (2020).

Preenchendo a última aba do aplicativo, todos os dados de entrada foram
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definidos, finalizando a etapa de entrada de dados. Os processos seguintes do

programa são iniciados após o usuário inserir os requisitos e pressionar o botão

“CALCULAR” da aba de “Resultado”, conforme ilustrado na Figura 19.

Figura 19: Resultado das linhas equipotencias pelo AppDesigner.

Fonte: Autoria própria (2020).

Nesse momento o programa executará os processos da Seção ll do algoritmo,

que gerará a matriz dos coeficientes A do sistema de equações lineares e cálculos

auxiliares.

Os demais processos da Seção ll do algoritmo são realizados para geração

da matriz coluna “b” e alocação das condições de contorno conhecidas e demais

pontos da malha como 0 e na matriz coluna “x” é referente ao valor resultante de

carga hidráulica piezométrica no ponto em análise.

Caso alguma informação não seja condizente durante o processamento de

dados da Seção ll, o mesmo será interrompido e necessita de novos dados de entrada.

No processo seguinte, conforme Seção lll do agoritmo, o Método de Jacobi

é aplicado a partir das matrizes criadas dos processos anteriores. O processo não

iniciará caso as matrizes sejam definitas com tamanhos diferentes.

Com os dados inseridos pelo usuário, o algoritmo desenvolve as matrizes

condizentes em função do tamanho da malha gerada e das condições de contorno.

Com a solução do Sistema Linear (A.x = b) criado com as matrizes, processo

presente na Seção lV do algoritmo, a matriz coluna “x”, resultado da análise e valor

de carga hidráulica piezométrica nos pontos, é invertida para plotagem no plano
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cartesiano, devido ao modelo criado de algoritmo.

Após os passos acima citados, os valores resultantes são plotados utilizando

o comando “contourf” do MATLAB®, apropriado para o tipo de análise com linhas

de contorno, no caso do trabalho delimitar as linhas equipotenciais. Último processo

presente no fluxograma, presente na Seção V do algoritmo em Anexo.

Nesta seção, a plotagem mantém o tamanho proporcional da barragem

elaborada utilizando o comando “daspect” do MATLAB®, tornando de fácil visualização

e comparação o traçado das linhas equipotenciais .

No geral, o algoritmo consiste em receber as informações iniciais de condições

de contorno, pré-definição da malha, número de iterações e erro admitido no processo.

Todos os demais passos fazem parte do processo de resolução sistema do tipo A.x=b,

e a partir dos dados gerados, a plotagem dos resultados.

4.4.1Limitação do algoritmo

O algoritmo elaborado segue um sequência lógica, como já supracitado. As

instruções para a utilização do mesmo devem ser seguidas de forma a utilizar o modelo

desenvolvido conforme metodologia do programador.

A sistemática elaborada para criação da malha na região definida do maciço,

segue diversos passos e condições para criação da mesma, para outros modelos de

maciço terroso e barragem embutida com variações ao longo da base ou inexistência

de embutimento, o algoritmo não é capaz de resolver tais problemas.

Vale ressaltar que o algoritmo permite o uso de passos diferentes nas duas

direções, porém indica-se a utilização de passos de tamanhos iguais devido a

elaboração do algoritmo com a equações de ponto de cruz pertinentes na situação

de passos iguais.

Quanto a plotagem dos resultados, o modelo desenvolvido é aplicado para

variações de condições de contorno com números inteiros, portanto caso a subtração

entre as condições a montante e a jusante desacordem, recomenda-se a mudança no

modelo de plotagem ou visualização de resultados manualmente em cada ponto da

malha.
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4.4.2Convergência e Ordem do Método - MATLAB®

A convergência dos valores de carga hidráulica piezométrica depende da

malha utilizada, e na utilização do Método de Jacobi, a influência do número de

iterações realizadas no processo de calculo, interfere diretamente nos resultados

obtidos na análise matricial.

O erro devido ao truncamento na segunda ordem da expansão da série

de Taylor, devidamente explicado no capitulo de Fundamentação Teórica, não foi

analisado pois foge do escopo do trabalho.

O erro numérico na utilização do MDF em sua grande parcela se consiste

principalmente devido a erro na discretização da malha, ou seja, está relacionado

ao refino da malha utilizada e seu tamanho de passo, podendo gerar instabilidade

numérica.

Desse modo, para malhas mais grossas com poucas iterações, ou seja,

malhas com poucos pontos, obtêm-se resultados menos refinados.

Para obtenção da ordem efetiva de erro numérico para casos de erro de

discretização, é necessario a comparação entre duas malhas distintas, porém não

foi elaborado tal aplicação pois foge do escopo do trabalho.

4.5 Modelagem do problema via Excel ®

O modelo implementado segue a geometria da Figura 7, assim como as

condições de contorno determinadas pelo mesmo, sendo elas apresentadas na Tabela

2, mantendo o padrão de tamanho de malha e número de interações no sistema.

O software Microsoft Excel ® na versão “2013”, ferramenta com interface do

usuário de fácil utilização e intuitiva, o que atraiu sua utilização neste trabalho.

É necessário destacar que as expressões matemáticas presentes no capı́tulo

Fundamentação Teórica seção 2.5.1, base para aplicação do MDF via Excel ®, foram

apresentadas por Fonseca (2018).

4.5.1Interface do Excel ®

Ao iniciar o Excel ®, foi necessário algumas modificações da interface inicial

do modelo, em que a priori foi modificado o tamanho das cédulas, conforme ilustra a

Figura 20 a tela inicial.
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Figura 20: Interface inicial Excel ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

De acordo com a Figura 20, é possı́vel visualizar que o tamanho de cada

célula segue um formato retangular, ou seja, diferem de tamanho nas direções x e y.

Nesse contexto, foi necessário modificar o tamanho de cada cédula no campo

no Excel ® que fará parte do algoritmo, para que as mesmas fiquem no formatado

quadrado, seguindo o modelo de caracteristicas aplicadas via MATLAB ®, de acordo

com a Tabela 2. Etapa visualizada conforme a Figura 21.
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Figura 21: Modificação da largura das colunas do Excel ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

O tamanho utilizado nesse trabalho de largura de coluna será 3, apresentado

pela Figura 21. O mesmo passo é realizado para as linhas do modelo, conforme pode

ser visualizado na Figura 22.

Figura 22: Modificação da altura das linhas do Excel ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Para manter o tamanho quadrado de cada cédula, a altura da mesma foi
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utilizada como 15. O importante nessa etapa da concepção das cédulas manterem

o tamanho quadrado.

4.5.2Determinação da malha nos elementos do Excel ®

Conforme apresentado pela Figura 8, espaçada por nós, será necessário

conhecer as caracteristicas dos passos em cada direção para modelagem. No caso

do trabalho em questão, os passos a serem utilizados no MDF são iguais nas duas

direções, conforme tamanho do passo pré definido como 1.

Dessa forma, pelo Excel ® será necessário trabalhar com elementos, portanto

a partir de número de passos em cada uma das direções, já pré definitos , teremos

um número de elementos no maciço, mostrado no Tabela 3.

Tabela 3: Quantidade de elementos no Excel ®.

ELEMENTOS NO EXCEL® VALOR
ATRIBUÍDO

BASE(TOTAL) (Base total do maciço terroso) 38
H (Espessura do maciço permeável) 10
nx (Quantidade de elementos em x) 39
ny (Quantidade de elementos em y) 11

REGIÃO(MONTANT E) (Largura do maciço a montante da barragem) 14
REGIÃO(JUSANT E) (Largura do maciço a jusante da barragem) 12

REGIÃO(BARRAGEM) (Base da barragem de concreto) 13
h (Passos de embutimento da barragem) 2

Fonte: Autoria própria (2020).

Os dados presentes na Tabela 2, modelagem via MATLAB ®, apresenta

REGIÃO(MONTANT E) com 14 pontos e REGIÃO(JUSANT E) com 12 pontos, como

no Excel ® trabalhamos com elementos, cada elemento será definido como um ponto

da malha, seguindo a lógica da criação da malha via MATLAB ®. A partir dos passos

acima descritos, a malha desenvolvida no Excel ® é apresentada pela Figura 23.
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Figura 23: Malha da barragem no Excel ®.

Fonte: Autoria própria (2020)

Para a aplicação das equações nos elementos foi necessário uma modificação

direta no software, pois normalmente ele não esta habilitado a realizar cálculos

iterativos.

Desse modo, a sequência aplicada para a liberação foi , “Arquivo −→ Opções

−→ Fórmulas −→ Habilitar cálculo iterações”. Nessa mesma aba, foi alterado o número

máximo de iterações para 1000 e número máximo de alterações para 0,00000001,

conforme presente nos dados de entrada e Tabela 2, modelagem via MATLAB ®.

Conforme supracitado na seção 3.1, cada ponto interno na malha, já no caso

para modelagem via Excel ®, em cada elemento interno na malha será aplicado uma

equação condizente a partir de sua localização.

Nesse contexto, após aplicar as equações em cada célula, o passo seguinte

foi a implementação das condições de contorno contidas na Tabela 2 nas regiões a

montante e a jusante da barragem, pois a partir delas o cálculo poderá ser iniciado.

Portanto, após o desenvolvimento da malha, o cálculo é realizado pela opção

contida na eba no Excel ® “Fórmulas −→ Cálcular agora”. Sendo o modelo gerado até

o momento, visualizado pela Figura 24 .
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Figura 24: Malha com respectivas fórmulas no Excel ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

No caso do Excel ®, a matriz equacionada para solução do sistema tem

o mesmo tamanho gerado quantos aos elementos, considerados como nós da

manha, ao se comparar com a modelagem via MATLAB ®, condição a ser discutida

posteriormente.

4.5.3Desenvolvimento gráfico via Excel ®

Após a discretização do domı́nio (maciço terroso) e preenchimento das

cédulas com suas respectivas equações via MDF , foi realizado a etapa de

configuração do modelo para plotagem de resultados via gráfico de superficie.

Para alterar as configurações, foi realizado o processo por “Inserir −→ Outros

gráficos −→ Superfı́cie - Contorno”, sendo gerado um modelo gráfico genérico sobre

os dados resultantes da análise prévia do Excel ®.

Sobre o modelo gráfico em modificação, foi realizado os passos “Layout −→
Eixos −→ Eixo vertical principal −→ Mais opções de eixo vertical principal”, modificando

portanto através de “Opções de eixo” as informações presentes na Tabela 4 abaixo.
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Tabela 4: Alterações eixo vertical Excel ®.

OPÇÕES DE EIXO
Mı́nimo (Fixo) 0
Máximo (Fixo) 7

Unidade Principal (Fixo) 1
Unidade Secundária (Fixo) 0,5

Fonte: Autoria própria (2020).

Cada valor inserido dependeu da quantidade de quedas de potenciais

previstas a partir das condições de contorno. Nesse contexto, foi realizado também a

inversão do gráfico de modo manual.

Para inverção do gráfico, foi modificado através da legenda de séries ao lado

do gráfico, clicando posteriormente em “Formatar eixo −→ Opções de eixo −→ Séries

em ordem inversa”, ajustando o gráfico que representará as linhas equipotenciais do

modelo.

Posteriormente, no capı́tulo de Resultados, será discutido melhor os valores

obtidos e ao realizar a comparação com as demais metodologias presentes no

trabalho.

4.6 Modelagem via GeoStudio -SEEP/W ®

Para a modelagem é necessário ressaltar que o uso do software SEEP/W ®

foi realizado através de licença obtida para o trabalho em questão.

A modelagem do maciço terroso seguiu os modelos elaborados via Excel ®

e MATLAB ® quanto as caracteristicas e condições de contorno, quanto ao cálculo

seguiu a base numérica do MEF .

Ao análisar o contexto de aplicação em análise numérica, o software

GeoStudio-SEEP/W ® diverge das demais metodologias até então presentes, segundo

o qual utiliza o MEF como base de seus cálculos, sendo até então uns dos métodos

numéricos mais utilizados na área das engenharias.

Dessa forma, a utilização de tal software em comparação a metodologias

numéricas de aplicação do MDF , serve como base fundamental para reafirmação

quanto ao uso do método para diversos problemas da engenharia e sua possibilidade

de aplicação a partir de diferentes softwares.

Ressalta-se que a versão utilizada foi a 2020, portanto algumas divergências

quanto aos passos de elaboração do modelo para versões diferentes podem existir.
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4.6.1SEEP/W ® - Configurações inciais

No ambiente do programa SEEP/W, se criou um novo projeto no menu

“Arquivo −→ Novo”, selecionando posteriormente a opção “Metric - A4” para iniciar o o

modelo em unidades métricas e plotagem em impressão A4.

Após o passo supracitado, uma nova aba incializará para definições simples

de nomenclatura do arquivo e definição em que tipo de plano geométrico se trabalhará,

conforme ilustra a Figura 25.

Figura 25: Modelo de dados do projeto SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020)

Ainda na aba de “Dados - Projeto”, se definiu o plano geométrico, no caso

o trabalho utilizou o plano 2D, definido a partir do “pop-up - Adicionar”, podendo ser

renomeado e mantendo para o presente estudo o elemento de espessura de 1m,

conforme comentado nas metodologias anteriores.

Para aplicação do modelo a ser resolvido, foi necessário alterações dos eixos,

grade e escalas presentes no modelo inicial, de forma a seguir a modelagem presente

nas outras modelagens via MDF .

Na aba “Dados −→ Escala”, foi alterado as unidades de escala do modelo, no

qual utilizou-se o modelo como 1:200, interferindo apenas na escala de plotagem.

No passo posterior, em menu “Visualizar −→ Grade”, as informações de

espaçamento deverão ser mantidas como 1 nas duas direções, facilitando a aplicação

do modelo em análise na interface do software, conforme ilustra a Figura 26.
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Figura 26: Grade do modelo SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

No menu “Visualizar −→ Unidades”, as unidades presentes no modelo estarão

em unidades métricas, conforme já definido incialmente, para que as unidades sejam

condizentes com as aplicações nos outros programas.

4.6.2SEEP/W ® - Definição do problema

O modelo a ser desenvolvido e analisado seguirá a mesma concepção das

modelagens via MATLAB ® e Excel ®, ou seja, percolação de água em maciço terroso

em regime permanente.

O modelo de problema foi definido através do menu “Dados - Projeto −→
Botão direito em geometria 2D −→ Adicionar análise −→ Análise SEEP/W −→ Regime

permanente”, conforme ilustra a Figura 27.
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Figura 27: Análise SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Após a definição da análise mo SEEP/W ®, o programa permite a definição

de quantidade de iterações para convergência, sendo ela utilizada como 1000, assim

como as demais metodologias, com 7 digitos significativos como o mesmo utilizou

o modelo via MATLAB ®, os demais valores não foram alterados e podem ser

visualizados na Figura 28.

Figura 28: Iterações SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

As demais alterações nas categorias presentes na Figura 28 não serão
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utilizadas ou discutivas, pois tratam-se diretamente de métodos de aproximações de

cálculos para convergência no uso de métodos numéricos.

Após a definição da análise, foi demarcado o eixo de coordenadas (0,0)

gerando no mesmo eixos x e y pré-definidos a serem exibidos, através do menu de

configuração “Desenhos −→ Eixos”, demarcando o tamanho no sistema de eixos, como

visualizado na Figura 29.

Figura 29: Sistema de eixos SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

No caso da Figura 29, se criou pontos de referências nos eixos aplicados na

região de modelagem do software, que servirão como norteamento na modelagem

das caracterı́sticas do maciço terroso.

Para definir os contornos do maciço na região da malha em construção, foi

acessado a opção “Aplicar −→ Linha” percorrendo dessa forma os pontos notáveis que

definiram o contorno do maciço, conforme apresentado pela Figura 30.
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Figura 30: Contorno do problema via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

A partir do contorno desenvolvido, se definiu a região do maciço pela área

interna, para posteriormente inserir o material na região do maciço, seguindo as

configurações pelo menu “Aplicar −→ Regiões”.

Para definir a região do maciço, foi realizado um novo tracejado no sentido

anti-horário sobre o contorno da Figura 29, representado pela Figura 31.

Figura 31: Região do maciço via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).
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Para inserção do material a região do maciço, seguiu-se os passos de

configuração “Dados −→ Materiais”, sendo criado um material saturado com algumas

condições necessárias para a criação do material pelo software, conforme visto na

Figura 32.

Figura 32: Definição do material do maciço via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Para a aplicação via software SEEP/W ® (MEF), vê-se necessário um valor de

coeficiente de permeabilidade(k) a ser inserido no programa, sendo portanto utilizado

como kx=ky=1.0x10−8 m/s, um valor tı́pico de argilas sedimentares conforme Tabela 1.

No caso da condutividade hidráulica, trata-se do coeficiente de

permeabilidade, em que se utilizou o mesmo do material de argilas sedimentares

(1e-8 cm/seg = 1e-10 m/seg), presente na Tabela 1.

A relação de anisotropia no modelo ser dada como 1, refere-se ao coeficente

de permebilidade é igual para as duas direções(kx = ky), portanto material isotrópico,

se adequando as caracteristicas do modelo implementado nos demais programas via

MDF .

Ressalta-se que a aplicação de coeficiente de permaebilidade de rochas

fraturadas, pedras, pedregulhos e areias grossas, fogem do escopo do trabalho, devido

ao regime do nı́vel de água não ser mais permanente.

Com o material criado, foi ralizado o processo para aplicação do mesmo na

região, através do menu “Aplicar −→ Materiais”, conforme ilustra a Figura 33.
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Figura 33: Região Saturada via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Conforme GeoStudio-SEEP/W ®(2020), para inserir as condições de contorno

de carga hidráulica piezométrica na região a montante e a jusante da barragem,

foram realizados os passos “Dados −→ Condições de contorno−→Adicionar”, criando

a condição “MONTANTE (7 m)” e a “JUSANTE (0 m)”, ilutrado na Figura 34.

Figura 34: Atribuição das condições de contorno conhecidas via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).
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Dentro da interface do software seguiu-se os passos “Aplicar −→ Condições

de contorno”, inserindo as condições de contorno nas linhas pré-definidas nas

região a montante e jusante da barragem, linhas com pontos vermelhos e azuis,

respectivamente, conforme Figura 35.

Figura 35: Condições de contorno via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Antes de iniciar os cálculos pelo software, foi necessário definir o tamanho dos

elementos, para seguir o modelo de passos de valor unitário aplicado via MDF , para

as comparações dos capitulos subsequentes, portanto, através de confingurações

“Aplicar −→ Propriedades da malha”, se definiu o tamanho do elemento como 1.

Pré definido o tamanho do elemento, o cálculo pode ser realizado na aba de

configurações “Soluções−→Iniciar”, e modificando a visualização de resultados após a

compilação do software para “Water Total Head”, as linhas equipotenciais podem ser

visualizadas.

No entanto, as quedas de potencial nesse momento são indicadas de acordo

com a configuração inicial do software, sendo necessário modificá-las através do menu

“Aplicar −→Isovalores”, alterando os valores de “Incremento em:” para 1, valor que

delimita o traçado das linhas equipotenciais fixando o valor da diferença entre duas

linhas equipotencias como 1. Ainda nesta etapa, em “Número de Incr:” o valor foi

modificado para 8, sendo este o número de linhas equipotencias do problema. Todas

as alterações podem ser visualizadas pela Figura 36.
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Figura 36: Quedas de potencial via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Finalizado as configurações para modelagem e visuzalização de resultados,

foi realizado novo processamento do modelo, pela opção localizada em “Soluções−→
Iniciar”. Todas as condições aplicadas seguiram o modelo seguido nos demais

softwares.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

No capı́tulo anterior foram apresentadas as metodologias e práticas para

modelagem do problema em estudo neste trabalho.

Com o intuito de verificar se resultados obtidos via modelagens utilizando o

MDF são satisfatórios , o software SEEP/W ® foi utilizado como base comparativa

para validação.

No presente capı́tulo, serão apresentados os resultados obtidos e as

discussão acerca da qualidade dos dados e ressalvas.

5.1 Soluções do problema

O traçado das linhas equipotencias para cada uma das soluções são

apresentadas a seguir, sendo utilizado os valores valores de carga piezométrica para

as comparações posteriores.

5.1.1Carga Hidráulica Piezométricas do problema segundo Das (2007)

Para a obtenção dos valores de carga piezométrica a partir da Figura 7,

realizou-se o fracionamento da mesma com as repartições condizentes com a

quantidade de pontos das malhas das metodologias realizadas, conforme Figura 37.
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Figura 37: Malha solução segundo Das (2007).

Fonte: Adaptado de Das (2007).

Nesse contexto, para cada ponto a ser analisado quanto ao valor de carga

piezométrica na coordenada da malha, foi executado interpolações entre os pontos

conhecidos, ou seja, entre as linhas equipotencias e condições de contorno.

Para exemplificar o método de obtenção das cargas piezométricas ao longo

da malha, foi utilizado como base o modelo a seguir da Figura 38.

Figura 38: Interpolação entre dois pontos.

Fonte: Autoria própria (2020).
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Os pontos P1 e P2 são cargas piezométricas conhecidas, no geral obtidas pelas

linhas equipotenciais, e Px o ponto localizado em uma coordenada da malha. Assim,

aplicando a equação (38) a seguir foi obtido cada carga piezométrica dos pontos da

malha em análise.

Px = P1−
(P1−P2).d1

D
(38)

5.1.2Carga Hidráulica Piezométrica via algoritmo MATLAB ®

Na modelagem via algoritmo MATLAB ® associado a ferramenta AppDesginer

para as condições descritas anteriormente do problema, é apresentado o traçado da

solução obtida na Figura 39.

Figura 39: Traçado linhas equipotenciais via algoritmo MATLAB ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Uma facilidade na utilização da ferramenta AppDesigner, presente no MATLAB
®, é a possibilidade de visualização dos resultados aplicados nos pontos da malha.

Desse modo, os dados resultantes podem ser retirados diretamente do gráfico

de resultado, conforme mostra Figura 39.
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5.1.3Carga Hidráulica Piezométrica via Excel ®

Na modelagem via Excel ®, o traçado das linhas equipotenciais é apresentado

na Figura 40.

Figura 40: Traçado linhas equipotenciais via Excel ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

Como dito anteriormente, a aplicação e cálculo utilizando o programa se

baseia em trabalhar com elementos, e portanto, seus resultados serem dados para

cada elemento existente na região considerada no software.

Partindo das considerações adotadas durante a modelagem, cada valor de

carga piezométrica condiz com o elemento/ponto da malha desenvolvida.

5.1.4Carga Hidráulica Piezométrica via GeoStudio-SEEP/W ®

A Figura 41 apresenta o resultado do traçado das linhas equipotenciais para

o problema em análise utilizando a modelagem do software.
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Figura 41: Traçado linhas equipotenciais via SEEP/W ®.

Fonte: Autoria própria (2020).

No software SEEP/W ®, os resultados podem ser visualizados diretamente

nos chamados “nós” do MEF, ou pelo MDF , o ponto da malha.

5.2 Avaliação global de divergência de resultados

De acordo com Justo e Sauter (2020), os números por não serem

representados de forma exata nos computadores leva ao chamado arredondamento,

e ao resolver problemas com técnicas númericas tais erros estarão associados, assim

como outros problemas implı́citos.

As soluções numéricas podem conter erros de truncamento, erros de iteração,

erros de arredondamento, incertezas nas entradas de dados e erros implı́citos de

programação, podendo acontecer durante a implementação do método ou pelo próprio

programador.

Dessa forma, sabendo da existência implı́cita dos erros acima, se utilizou

para mensurar e quantificar a eficiência das aproximações obtidas, o erro relativo

percentual conforme equação (39) abaixo.

E(%) =
| R0−R f |
| R f |

.100 (39)

em que R0 é o valor obtido por Das (2007) e R f o valor a ser comparado.

5.3 Coordenadas analisadas

Para comparar as diferentes metodologias, foram escolhidas sessenta e seis

coordenadas no plano cartesiano seguindo os passos realizados dentro da malha, ou
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seja, definidas pelo passo do MDF utilizado, conforme ilustrado na Figura 42.

Figura 42: Coordenadas analisadas da malha.

Fonte: Autoria própria (2020).

Analisando a Figura 42, as coordenadas são ilustradas pelos pontos

vermelhos, também é apontado seções piezométricas (Sn) que irão facilitar a

visualização dos resultados entre as soluções e sua convergência.

5.4 Carga Hidráulica Piezométrica nas coordenadas analisadas

Através das coordenadas e seções (Sn) em análise, é apresentado na Tabela

5 as cargas piezométricas obtidas para cada uma das soluções.

Tabela 5: Coordenadas em análise.

CARGAS HIDRÁULICAS PIEZOMÉTRICAS [m]

Seção / Coordenada DAS MATLAB ® EXCEL ® SEEP/W ®

S1 - (0,1) 6,371 6,499 6,501 6,502

S1 - (0,3) 6,447 6,547 6,549 6,550

S1 - (0,5) 6,489 6,639 6,641 6,642

S1 - (0,7) 6,693 6,768 6,769 6,770

S1 - (0,9) 6,903 6,920 6,920 6,920

S2 - (2,1) 6,236 6,475 6,477 6,478

S2 - (2,3) 6,387 6,525 6,527 6,528

S2 - (2,5) 6,540 6,621 6,623 6,624

S2 - (2,7) 6,690 6,756 6,757 6,758
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S2 - (2,9) 6,849 6,916 6,916 6,916

S3 - (6,1) 6,079 6,269 6,272 6,271

S3 - (6,3) 6,258 6,334 6,337 6,336

S3 - (6,5) 6,385 6,462 6,464 6,464

S3 - (6,7) 6,590 6,648 6,649 6,650

S3 - (6,9) 6,795 6,877 6,878 6,878

S4 - (10,1) 5,630 5,804 5,808 5,802

S4 - (10,3) 5,500 5,885 5,888 5,883

S4 - (10,5) 5,763 6,058 6,061 6,057

S4 - (10,7) 6,115 6,346 6,348 6,350

S4 - (10,9) 6,666 6,763 6,764 6,765

S5 - (13,1) 4,892 5,252 5,257 5,250

S5 - (13,3) 5,021 5,320 5,325 5,317

S5 - (13,5) 5,357 5,469 5,473 5,416

S5 - (13,7) 5,770 5,751 5,754 5,724

S5 - (13,9) 6,504 6,574 6,575 6,607

S6 - (16,1) 4,297 4,553 4,559 4,555

S6 - (16,3) 4,367 4,587 4,592 4,588

S6 - (16,5) 4,556 4,647 4,652 4,647

S6 - (16,7) 4,652 4,710 4,715 4,702

S7 - (19,1) 3,522 3,778 3,784 3,784

S7 - (19,3) 3,686 3,785 3,791 3,790

S7 - (19,5) 3,729 3,796 3,801 3,801

S7 - (19,7) 3,719 3,805 3,811 3,809

S8 - (22,1) 2,987 2,987 2,993 2,996

S8 - (22,3) 2,931 2,972 2,978 2,981

S8 - (22,5) 2,901 2,947 2,953 2,958

S8 - (22,7) 2,885 2,926 2,931 2,939

S9 - (25,1) 2,343 2,233 2,238 2,245

S9 - (25,3) 2,233 2,187 2,192 2,199

S9 - (25,5) 2,075 2,097 2,102 2,111

S9 - (25,7) 2,000 1,989 1,993 2,011

S10 - (27,1) 1,908 1,784 1,789 1,797

S10 - (27,3) 1,827 1,714 1,718 1,728
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S10 - (27,5) 1,646 1,560 1,564 1,578

S10 - (27,7) 1,287 1,271 1,274 1,306

S10 - (27,9) 0,478 0,434 0,435 0,403

S11 - (30,1) 1,409 1,246 1,250 1,257

S11 - (30,3) 1,321 1,161 1,164 1,171

S11 - (30,5) 0,977 0,980 0,982 0,987

S11 - (30,7) 0,658 0,678 0,680 0,680

S11 - (30,9) 0,288 0,245 0,246 0,245

S12 - (33,1) 0,876 0,895 0,899 0,902

S12 - (33,3) 0,847 0,818 0,821 0,824

S12 - (33,5) 0,759 0,664 0,667 0,668

S12 - (33,7) 0,508 0,437 0,439 0,438

S12 - (33,9) 0,188 0,153 0,154 0,153

S13 - (36,1) 0,771 0,718 0,721 0,722

S13 - (36,3) 0,689 0,651 0,653 0,654

S13 - (36,5) 0,599 0,521 0,523 0,523

S13 - (36,7) 0,432 0,337 0,339 0,338

S13 - (36,9) 0,145 0,117 0,117 0,117

S14 - (38,1) 0,702 0,685 0,688 0,689

S14 - (38,3) 0,664 0,620 0,623 0,623

S14 - (38,5) 0,549 0,495 0,497 0,497

S14 - (38,7) 0,377 0,320 0,321 0,321

S14 - (38,9) 0,128 0,111 0,111 0,111

Fonte: Autoria própria (2020).

Dessa forma, para fins de comparação entre os resultados obtidos pelos

softwares e a solução segundo Das (2007), será utilizado o modelo da Tabela 5.

Para melhor visualização da convergência dos resultados entre as soluções,

foi realizado a plotagem das cargas piezométricas das coordenadas separadas por

seções, para analise da variação das cargas, em que o eixo vertical condiz com as

ordenadas das coordenadas da seção analisada, sendo ilustradas nas Figuras 43, 44,

45, 46, 47, 48 e 49.
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Figura 43: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S1 e S2.

Fonte: Autoria própria (2020).

Ao longo das seções S1 e S2, segundo Figura 43, a maior convergência

de carga piezométrica se deu nas coordenadas com y = 9 e maior variação em

coordenada com y = 5 e y = 1, para as seções S1 e S2, respectivamente.

Figura 44: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S3 e S4.

Fonte: Autoria própria (2020).

Já ao longo das seções S3 e S4, segundo Figura 44, a maior convergência

de carga piezométrica se deu na coordenada com y = 7 e y = 9, e maior variação em

coordenada com y = 1 e y = 3, para as seções S3 e S4, respectivamente.
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Figura 45: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S5 e S6.

Fonte: Autoria própria (2020).

Nesse contexto, para as seções S5 e S6, segundo Figura 45, a maior

convergência de carga piezométrica se deu na coordenada com y = 7 e maior variação

em coordenadas com y = 1.

Figura 46: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S7 e S8.

Fonte: Autoria própria (2020).

Nas seções S7 e S8, segundo Figura 46, a maior convergência de carga

piezométrica se deu na coordenada com y = 5 e y = 1, e maior variação em coordenada

com y = 1 e y = 5, para as seções S7 e S8, respectivamente.
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Figura 47: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S9 e S10.

Fonte: Autoria própria (2020).

Nas seções S9 e S10, segundo Figura 47, a maior convergência de carga

piezométrica se deu nas coordenadas com y = 7 e maior variação em coordenada

com y = 1.

Figura 48: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S11 e S12.

Fonte: Autoria própria (2020).

Nas seções S11 e S12, segundo Figura 48, a maior convergência de carga

piezométrica se deu na coordenada com y = 5 e y = 1, e maior variação em coordenada

com y = 1 e y = 5, para as seções S11 e S12, respectivamente.
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Figura 49: Cargas Piezométricas das coordenadas nas seções S13 e S14.

Fonte: Autoria própria (2020).

Nas seções S13 e S14, segundo Figura 49, a maior convergência de carga

piezométrica se deu na coordenada com y = 3 e y = 1, e maior variação em coordenada

com y = 7, para as seções S13 e S14, respectivamente.

De modo geral, as cargas piezométricas das coordenadas nas seções conclui-

se que existe uma maior convergência dos resultados em coordenadas mais próximas

das condições de contorno problema.

E de acordo com os resultados obtidos pelo algoritmo MATLAB ®, Excel ®

e SEEP/W ®, estes convergiram bem entre si, ao estarem sobrepostos em todas as

seções analisadas, e seguiram próximos em relação a Das (2007).

5.5 Erro Relativo

Esta seção apresenta os erros relativos das soluções via MATLAB ®, Excel
® e SEEP/W ®, comparadas com os resultados obtidos pela interpolação de pontos

da solução de Das (2007). A Tabela 6 apresenta os erros relativos obtidos pelas

modelagens realizadas.
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Tabela 6: Erro relativo (%) entre Das (2007) e soluções.

ERRO RELATIVO (%)

Seção / Coordenada MATLAB ® EXCEL ® SEEP/W ®

S1 - (0,1) 2,01 2,05 2,06

S1 - (0,3) 1,55 1,59 1,60

S1 - (0,5) 2,31 2,35 2,36

S1 - (0,7) 1,12 1,13 1,15

S1 - (0,9) 0,25 0,25 0,25

S2 - (2,1) 3,83 3,87 3,88

S2 - (2,3) 2,16 2,19 2,21

S2 - (2,5) 1,24 1,27 1,28

S2 - (2,7) 0,99 1,00 1,02

S2 - (2,9) 0,98 0,98 0,98

S3 - (6,1) 3,13 3,18 3,16

S3 - (6,3) 1,21 1,26 1,25

S3 - (6,5) 1,21 1,24 1,25

S3 - (6,7) 0,88 0,90 0,91

S3 - (6,9) 1,21 1,22 1,22

S4 - (10,1) 3,09 3,16 3,06

S4 - (10,3) 7,00 7,06 6,96

S4 - (10,5) 5,12 5,17 5,10

S4 - (10,7) 3,10 3,14 3,17

S4 - (10,9) 1,46 1,47 1,49

S5 - (13,1) 7,36 7,46 7,32

S5 - (13,3) 5,95 6,05 5,90

S5 - (13,5) 2,09 2,17 1,10

S5 - (13,7) 0,33 0,27 0,80

S5 - (13,9) 1,08 1,09 1,58

S6 - (16,1) 5,96 6,10 6,00

S6 - (16,3) 5,04 5,16 5,06

S6 - (16,5) 2,00 2,12 2,00

S6 - (16,7) 1,25 1,35 1,07

S7 - (19,1) 7,27 7,44 7,44

S7 - (19,3) 2,69 2,84 2,82
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S7 - (19,5) 1,80 1,95 1,93

S7 - (19,7) 2,31 2,47 2,42

S8 - (22,1) 0,00 0,20 0,30

S8 - (22,3) 1,40 1,60 1,71

S8 - (22,5) 1,59 1,79 1,96

S8 - (22,7) 1,42 1,61 1,87

S9 - (25,1) 4,69 4,46 4,18

S9 - (25,3) 2,06 1,84 1,52

S9 - (25,5) 1,06 1,29 1,69

S9 - (25,7) 0,55 0,34 0,55

S10 - (27,1) 6,50 6,23 5,82

S10 - (27,3) 6,19 5,95 5,42

S10 - (27,5) 5,22 4,98 4,13

S10 - (27,7) 1,24 0,99 1,48

S10 - (27,9) 9,14 8,91 15,69

S11 - (30,1) 11,57 11,27 10,79

S11 - (30,3) 12,11 11,84 11,36

S11 - (30,5) 0,31 0,54 1,02

S11 - (30,7) 3,04 3,40 3,34

S11 - (30,9) 14,93 14,61 14,93

S12 - (33,1) 2,17 2,58 2,97

S12 - (33,3) 3,42 3,03 2,72

S12 - (33,5) 12,52 12,13 11,99

S12 - (33,7) 13,98 13,57 13,78

S12 - (33,9) 18,62 18,19 18,62

S13 - (36,1) 6,87 6,54 6,36

S13 - (36,3) 5,52 5,18 5,08

S13 - (36,5) 13,02 12,72 12,69

S13 - (36,7) 21,99 21,62 21,76

S13 - (36,9) 19,31 19,09 19,31

S14 - (38,1) 2,42 2,02 1,85

S14 - (38,3) 6,63 6,21 6,17

S14 - (38,5) 9,84 9,44 9,47

S14 - (38,7) 15,12 14,80 14,85
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S14 - (38,9) 13,28 13,20 13,28

Fonte: Autoria própria (2020).

5.5.1Convergência Global

Para análise da convergência, será verificada a eficiência na comparação

dos resultados obtidos com Das (2007), a partir do valor máximo e mı́nimo de E(%)

encontrado em diferentes seções da malha pelos dados presentes na Tabela 6.

Os erros máximos e mı́nimos obtidos nas três comparações foram

representados graficamente, de modo a verificar a variação ao longo das seções,

conforme Figura 50.

Figura 50: Erro relativo (%) máximo e mı́nimo nas seções.

Fonte: Autoria própria (2020).

De acordo com a Figura 50, é possı́vel perceber que os resultados via

algoritmo MATLAB ®, Excel ® e SEEP/W ® convergiram bem entre si ao longo de toda

a malha, porém em alguns pontos a jusante da barragem, houve uma extrapolação

quanto a comparação com solução de Das (2007), em que as modelagens variaram

do mesmo modo.

Nesse contexto, como as cargas piezométricas nas últimas seções variam

entre 1 e 0 m, e portanto, qualquer alteração torna-se significativa quanto a análise

de erro relativo (%). Assim, devido ao traçado manual realizado por Das (2007) e a
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interpolação manual de cargas piezométricas diretamente da solução, se justificam

portanto erros maiores que 10% nessas seções.

Quanto aos resultados obtidos por algoritmo MATLAB ®, Excel ® e SEEP/W ® ,

as solução utilizando o MDF obtiveram resultados significativos ao comparar software

comercial GeoStudio-SEEP/W ® em que utiliza em sua base de dados o MEF .
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS E SUGESTÕES PARA PESQUISAS FUTURAS

Neste estudo, foram realizadas análises de convergência das cargas

hidráulicas piezométricas, e portanto das linhas equipotenciais, do problema de

percolação de água em maciço terroso homogêneo, isotrópico e saturado proposto

por Das (2007) utilizando métodos numéricos, em especial o MDF .

Os resultados obtidos durante as comparações de carga hidráulica

piezométrica, foi visı́vel a qualidade do MDF ao comparar ao software comercial

GeStudio-SEEP/W ® (Método dos Elementos Finitos), devido a sua convergência

obtida ao longo de todas as seções analisadas, e portanto, confirma-se a eficácia

do algoritmo e modelagem via Excel ® com o uso do método numérico.

Ao comparar os resultados via MATLAB ®, Excel ® e GeoStudio-SEEP/W ®

com Das (2007), de modo geral houve uma convergência satisfatória na maioria dos

pontos, e nos pontos extrapolados, ou seja, pontos que tiveram E (%) ≥ 10%, as

modelagens variaram do mesmo modo com Das (2007), reforçando os resultados

obtidos nos softwares.

Como sugestões para a elaboração de trabalhos futuros, devido

principalmente a qualidade dos resultados obtidos, pode-se citar a aplicação e

verificação dos resultados em diferentes malhas, adequação do algoritmo para outros

modelos de maciço com n camadas, e comparar com o software GeoStudio-SEEP/W
®, pois existem poucas referências de problemas com mais de uma camada. Por

último, aplicar outros métodos de análise matricial, em diferentes malhas e testar o

tempo computacional.
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parciais elıpticas. Belo Horizonte-UFMG, 2007.
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JESUS, J. C.; PEREIRA, L. L. Modelagem matemática computacional pelo método
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subterrânea e de um fluido não aquoso leve-LNAPL: verificação experimental. Edições
Universidade Fernando Pessoa, 2005.
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MOREIRA, M. A equação de bernoulli da hidráulica. 2007.
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ANEXO A -- ALGORITMO VIA MATLAB ASSOCIADO AO APP DESIGNER

%% SEÇÃO l

% Entrada de Dados

B = app.BASEDOMACIOBASETOTALmEditField 2.Value;

H = app.ESPESSURADOMACIOHmEditField 2.Value;

h = app.QUANTIDADEDEPASSOSNOEMBUTIMENTODABARRAGEMhEMBUTIDOE

ditField 2.Value;

Bmontante = app.QUANTIDADEDEPONTOSNAREGIODOCONTORNOMONTANTEE

ditField 3.Value;

Bjusante = app.QUANTIDADEDEPONTOSNAREGIODOCONTORNOMONTANTEEdit

Field 4.Value;

nx = app.NMERODEPONTOSEMXnxEditField.Value;

ny = app.NMERODEPONTOSEMYnyEditField.Value;

m = app.NMEROMXIMODEITERAESmEditField.Value;

E = app.ERROPERMITIDOEex00001EditField.Value;

C1 = app.CONDIODECONTORNOAMONTANTEC1mEditField.Value;

C2 = app.CONDIODECONTORNOAJUSANTEC2mEditField.Value;

%% SEÇÃO ll

% Construção da matriz M dos coeficientes

n M = nx*ny;

M = zeros(n M,n M);

% Calculo do tamanho do passo

deltax= (B /(nx-1));
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deltay= (H /(ny-1));

% Calculo da base da barragem

Bbarragem=nx-Bmontante-Bjusante;

% Modelagem da Matriz M

for i= 1:nx

M(i,i)=1;

end

for i = (nx+1):n M

M(i,i) = 4;

end

for k = 1:ny-2

for i= ((nx*k)+1):(nx*(k+1))

M(i,(i-nx))= -1;

end

end

for k = 1:ny-2

for i= ((nx*k)+1):(nx*(k+1))

M(i,(i+nx))= -1;

end

end

for k = 1:ny-2

for i = ((nx*k)+2):((nx*(k+1))-1)

M(i,i-1)=-1;

end

end
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for k = 1:ny-2

for i = ((nx*k)+1):((nx*(k+1))-1)

M(i,i+1)=-1;

end

end

% Influência da do trecho enterrado da barragem

for i = ((Bmontante+1)+(nx*h)):((Bmontante+1)+(Bbarragem-1)+(nx*h))

M(i,i-nx) = 0;

end

for i = ((Bmontante+1)+(nx*h)):((Bmontante+1)+(Bbarragem-1)+(nx*h))

M(i,i+nx) = -2;

end

% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET (ESQUERDA)

for k = 1:ny-2

for i = ((nx*k)+1)

M(i,i-1)=0;

end

end

for k = 1:ny-2

for i = ((nx*k)+1)

M(i,i+1)=-2;

end

end
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% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET (DIREITA)

for k = 2:ny-1

for i = (nx*k)

M(i,i-1)=-2;

end

end

for k = 2:ny-1

for i = (nx*k)

M(i,i+1)=0;

end

end

% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET (ULTIMA CAMADA)

for i= (((nx*(ny-1))+2)):((nx*ny)-1)

M(i,(i-1))= -1;

end

for i= (((nx*(ny-1))+2)):((nx*ny)-1)

M(i,(i+1))= -1;

end

for i= (((nx*(ny-1))+2)):((nx*ny)-1)

M(i,(i-nx))= -2;

end

% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET nas quinas (ESQUERDA)

for i= ((nx*(ny-1))+1)
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M(i,(i-nx))= -2;

end

for i= ((nx*(ny-1))+1)

M(i,(i+1))= -2;

end

% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET nas quinas (DIREITA)

for i= (nx*ny)

M(i,(i-nx))= -2;

end

for i= (nx*ny)

M(i,(i-1))= -2;

end

% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET (ESQUERDA DA PARCELA

EMBUTIDA)

for k = 1:(h-1)

for i = (Bmontante+(nx*k))

M(i,(i-1))= -2;

end

end

for k = 1:(h-1)

for i = (Bmontante+(nx*k))

M(i,(i+1))= 0;

end

end
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% Condição de contorno por DIRCHLET-DIRCHELET (DIREITA DA PARCELA

EMBUTIDA)

for k = 1:(h-1)

for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,(i-1))= 0;

end

end

for k = 1:(h-1)

for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,(i+1))= -2;

end

end

% Modelagem da região da Barragem embutida

for k = 1:(h-1)

for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)):((Bmontante)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,i)= 1;

end

end

for k = 1:(h-1)

for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)):((Bmontante)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,i+nx)= 0;

end

end

for k = 1:(h-1)
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for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)):((Bmontante)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,i-nx)= 0;

end

end

for k = 1:(h-1)

for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)):((Bmontante)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,i-1)= 0;

end

end

for k = 1:(h-1)

for i = ((Bmontante+1)+(nx*k)):((Bmontante)+(nx*k)+(Bbarragem))

M(i,i+1)= 0;

end

end

% Construção do vetor b dos termos independentes

% Contorno superior

b=zeros(1,n M);

for j = 1:(Bmontante)

b(j) = C1;

end

for j = (Bmontante+1):(Bmontante+Bbarragem)

b(j) = 0;

end

for i = ((Bmontante+1) + (Bbarragem)) : nx
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b(j) = C2;

end

% Contorno interno e inferior da malha

for j = (nx+1):n M

b(j) = 0;

end

%% SEÇÃO lll

% Solução do sistema linear - Método de Jacobi

X0=zeros(n M,1);

X=X0;

K = 0;

Norma=1;

while Norma¿E

K=K+1;

for i=1:n M

suma=0;

for j=1:n M

if i =j

suma=suma+M(i,j)*X(j);

end

end

X(i) = ((b(i) - suma)) / M(i,i);

end

Norma = norm(X0 - X);

fprintf(’%10.6fnn’, Norma)
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X0 = X;

if K ¿= m

break

end

end

%% SEÇÃO lV

% Inversão dos resultados no grid cartesiano

% Passo 1

k=0;

Carga1=zeros(ny,nx);

for i = 1:ny

for j = 1:nx

k =k+1;

Carga1(i,j) = X0(k);

end

end

% Passo 2

k = 0;

Carga2=zeros(ny,nx);

for i = 1:ny

k = ny - (i-1);

for j = 1:nx

Carga2(i,j) = Carga1(k,j);

end

end

%% (SEÇÃO V) % Plotagem dos resultados

X = 0:deltax:B;
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y = 0:deltay:H;

contourf(app.UIAxes,X,y,Carga2,((C1-C2)-1));colorbar;

daspect([1 1 1])

Fonte: Autoria própria (2020).


