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Caro(a) colega professor(a)

Este material é fruto de uma dissertacdo intitulada RACIOCINIO
COVARIACIONAL EM AULAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL:
POSSIBILIDADES DE DESENVOLVIMENTO A PARTIR DO USO DE TAREFAS, do
Mestrado Profissional em Ensino de Matematica (PPGMAT) da Univerdidade
Tecnoldgica Federal do Parand — Campus Londrina/Cornélio Procopio. Pesquisa
desenvolvida em uma turma de Engenharia de Materiais (periodo integral) da
Universidade Tecnologica Federal do Parand (UTFPR) Campus Londrina,
ingressantes no curso no 2° semestre de 2017 e matriculados na disciplina de CDI 1
(1° semestre), cujo professor responséavel foi o orientador deste trabalho. Em alguns
momentos (que caracterizaram o Estadgio de Docéncia do curso de mestrado
(PPGMAT)), estivemos responsavel pela conducédo do trabalho em sala de aula; em
outros, acompanhamos a conducao realizada pelo orientador do trabalho (enquanto
professor regente das turmas).

Durante o processo, aplicamos um conjunto de tarefas como parte da
pesquisa e realizamos as analises dos dados obtidos a partir da producéo escrita e
do &udio dos grupos enquanto trabalhavam com as tarefas, bem como das
anotacdes feitas pelo pesquisador em seu diario de campo. ApOs a pesquisa,
organizamos seis tarefas que, juntas, compdem este caderno. Reformulacdes e
aprimoramentos que julgamos importantes foram realizados nas situa¢gdes propostas
ao longo de todo o desenvolvimento da pesquisa, e também ao final dela.

Neste caderno, inicialmente, apresentamos o motivo maior que nos moveu a
pesquisar o tema em tela, logo apds apresentamos o conceito atual que se tem de
funcbes e a seguir o conceito de Raciocinio Covariacional. Por fim trazemos as
tarefas propostas sendo que em cada uma delas fazemos alguns apontamentos
bem como sugestdes para sua utilizacdo em sala de aula. E importante ressaltar
que, em cada tarefa, faremos alguns apontamentos a titulo de sugestdes que podem
vir a serem utilizadas durante a aplicacdo em sala de aula.

Desde ja, esperamos que este material possa, de alguma forma, contribuir
para a pratica docente e, quem sabe, despertar nos estudantes o interesse pelo
pensamento covariacional.

Somos gratos.
William José Gongalves
André Luis Trevisan




1 REFLEXIONANDO: MODELO TRADICIONAL DE ENSINO E A ABORDAGEM USUAL
AO DERREDOR DO CONCEITO DE FUNGCAO

Se observarmos o contato que os estudantes tiveram com conceitos matematicos,
em especial o de funcdo, nos anos que antecedem o ingresso nos cursos de Calculo
Diferencial e Integral (CDI)*, observamos que as ideias vistas até entdo ndo guardam
relacdo com o desenvolvimento dos cendrios e ideias que serdo apresentadas no curso
de CDI. Nessa mesma linha, Bonomi (1999, p.5) apresenta que, “para a maioria dos
alunos, o conhecimento matematico, desenvolvido anteriormente, na escola secundaria
[ensino médio], pouco ou nada tem a ver com o que lhe é apresentado no curso de
Calculo”.

Outrossim, Barufi (2002, p. 69) destaca:

[...] para a maioria dos alunos a Matematica da Escola no Ensino Médio pouco ou
nada tem a ver com o que lhes é apresentado no Célculo, e o carater de analise
com o qual passa a se defrontar parece se constituir em grande dificuldade.

Além disso, o0 modo como lhes sdo apresentados 0s conceitos, por meio de
definicbes, seguidas de exemplos e resolucdo de “exercicios modelo”, contribui muitas
vezes para que essa dificuldade na compreensao seja potencializada. Nesse sentido,
podemos mencionar que os autores Trevisan e Mendes (2017, p. 4) destacam da fala de
Freudenthal (1973) “que o CDI ndo seja tratado com um amontoado de definigdes que
estdo acima de qualquer suspeita”.

Podemos trazer, por exemplo, a seguinte ideia apresentada por Trevisan e Mendes
(2013, p. 137) :

Novos pontos de vista a respeito da disciplina de CDI pedem por tarefas que
favoregam ao estudante o desenvolvimento de competéncias de conexdo e
reflexdo, para além da mera reproducdo e memorizacdo. Tais tarefas devem ter
como pressuposto o fato de que o conhecimento matemético mostra-se dindmico
e construido a partir das relagfes, justificativas, andlise e valida¢gBes estabelecidas
pelos envolvidos e ndo como algo pronto e acabado. Aos estudantes devem ser
incentivados a justificarem seus pensamentos por meio da exploracdo de
situacdes, questionamentos e conjecturas.

De modo geral, transitamos por um conceito “formal” de fungao (que, em pouco —
ou nada, “carrega” a esséncia desse conceito: o aspecto covariacional das grandezas
envolvidas). Podemos questionar entdo se a definicdo proposta pelos materiais didaticos
€ adequada? Os livros tendem, quase todos, a abordar o conceito de funcdo da mesma

forma: iniciam com relacdes e relacdes binarias, apds isso, diagramas de flechas e entédo

! Neste trabalho utilizamos a sigla CDI quando nos referimos ao Célculo Diferencial e Integral

enquanto area da matematica e CDI 1 para a disciplina de Célculo Diferencial e Integral que,

em nosso contexto de pesquisa, contém sua ementa o estudo de fun¢gBes de uma variavel '
real e seus limites, derivadas e integrais.




classificagao de relagdes em fungdes ou n&do, nesse momento ja “impondo” as condi¢des
a serem atendidas para receber a denominacdo como tal. Comumente caimos naquele
exemplo classico do taxi que cobra uma taxa fixa denominada bandeira e um valor em
reais por quildmetro rodado (O que chega a ser uma ironia em tempos de Uber!).

Uma funcéo relaciona-se a um conceito matemético que descreve como duas ou
mais quantidades variam uma em relacdo a outra (e é essa a ideia que pretendemos
enfatizar neste trabalho). Tal relacdo pode ser descrita por palavras, simbolos
matematicos e representacdes, como graficos ou tabelas. Smith (2008, apud MESTRE,
2014, p. 71) refere-se

ao pensamento funcional como o pensamento representacional que se foca nas
relacdes entre duas (ou mais) quantidades que variam, e mais especificamente,
como o tipo de pensamento que conduz das relacbes especificas para a
generalizagdo dessas relacoes.

2 CONCEITO DE FUNCAO

Apresentamos aqui algumas reflexdes em torno do conceito de fungcéo, em especial
aspectos histéricos, que nos permitem compreender o modo como esse conceito esta
presente no ensino de CDI. Buscamos enfatizar a ideia subjacente a tal conceito, ou seja,
compreender como duas ou mais quantidades variam uma em relacdo a outra, tendo
como pano de fundo o Raciocinio Covariacional (RC)?.

Funcdo € um conceito importante e unificador para a matematica contemporanea,
central em varias areas, e essencial para que qualguer aluno compreenda o CDI. Carlson
(1998) menciona a presencga do objeto matematico “funcéo” tanto nessa disciplina quanto
em outras, para determinar, por exemplo, na area de Analise, para determinar se dois
conjuntos tém a mesma cardinalidade ou se dois espacos topolégicos sdo homeomorfos,
bem como enquanto elementos de estruturas matematicas (espacgos vetoriais, anéis,
grupos). Além disso, sao utilizadas em diversas ciéncias para modelar fenbmenos.

Atualmente define-se funcdo como um tipo particular de correspondéncia entre
duas quantidades. Vale ressaltar que ndo temos a intencdo neste momento de observar
a evolucao e/ou alteragdo em torno da definicdo de fungdes.

Historicamente, uma primeira definicgdo mais sistematizada de funcdes € proposta
por Bernoulli em 1718, como apresentado por Ponte (1990, p. 3): “uma quantidade que é

composta de qualquer forma dessa variavel e constante (?)”. Mais tarde, é reformulada

2 chamaremos Raciocinio Covariacional de RC. n




por Euler que troca o termo “quantidade” por “expressao analitica”. Tal definicdo vigorou
entre os séculos XVIII e XIX, sendo novamente reformulada por Dirichlet, com base na
ideia de correspondéncia entre conjuntos. Ja no século XX, é estendida para incluir tudo
que seja correspondéncia arbitraria entre quaisquer conjuntos numéricos ou ndo. Do
exposto, podemos dizer que o conceito passou pelas seguintes ideias, nesta ordem:
quantidade — correspondéncia — relagao.

Segundo Vallejo e Gomez (2014, p.10, traducdo nossa):

a andlise da evolugéo do conceito histérico de fungéo nos mostra que este é muito
complexo e, para alcancar a definicdo atual, teve que passar por um longo e
laborioso processo no que matematicos notaveis tiveram sérias dificuldades e
problemas. [...] a definicdo de funcdo, na sua forma atual, € um objeto muito
sofisticado, consequéncia de numerosas generalizacdes feitas através de uma
evolucdo de mais de 2000 anos, e, ainda mais, considera-se que este conceito
continua em evolucao.

Oehrtman, Carlson e Thompson (2008) evidenciam que o uso da definicdo atual
como introducdo ao conceito de funcdo no ambito escolar € inadequado, pois trata-se de
uma resposta a problemas que os estudantes sequer podem conceber, uma vez que foi
motivada largamente por debates entre matematicos na busca de respostas a questdes
internas da propria Matemética.

Nessa linha, Oehrtman, Carlson e Thompson (2008, p. 153, traducdo nossa) fazem

a seguinte recomendacao:

[...] que os curriculos escolares e 0 ensino incluam um foco maior na compreens&o
de ideias de covaria¢@o e multiplas representa¢Bes de covariacdo (por exemplo,
usando sistemas de coordenadas diferentes), e que sejam oferecidas mais
oportunidades para estudantes experimentarem diversos tipos de funcdes
enfatizando mdltiplas representacdes das mesmas funcgdes. Os curriculos da
faculdade poderiam entdo se basear nessa base. Isso seria promover uma Vvisao
mais flexivel e robusta das fun¢Bes - uma que ndo leva a inadvertidamente
equiparar fungdes e formulas.

Esses autores sobreditos destacam que, ha pelo menos mais de um século, tem
sido reconhecido que os curriculos escolares deveriam enfatizar o conceito de funcao
como ideia unificadora da matematica, mas ainda hoje os estudantes continuam a sair do
Ensino Médio e dos primeiros anos dos cursos universitarios com uma compreensao
empobrecida desse conceito. Argumentam que o conceito de funcdo é complexo e se
desenvolve lentamente, e sua aprendizagem envolve diferentes aspectos que, segundo
Carlson (1998), haviam sido tratados separadamente em estudos anteriores, mas que ela
busca apresentar de forma articulada no seu trabalho. Esses aspectos séo relacionados a
habilidade dos estudantes em:

. caracterizar relagdes funcionais do “mundo real” utilizando a notagdo de




. operar com um tipo particular de fungdo, como uma férmula, uma tabela ou

um gréfico;
. transitar entre diferentes representacdes de uma mesma funcao;
. representar e interpretar aspectos covariantes de uma situacao funcional

(isto é, reconhecer e caracterizar como a variacdo de uma variavel afeta a
variacdo da outra);

o interpretar informagBes funcionais “estatisticas” e “dindmicas” (isto é,
interpretar graficos, representando posicéo e taxa de variacao);
. interpretar e descrever propriedades locais e globais da funcéo: inclinacéo,

continuidade e diferenciabilidade;

. construir funcgdes utilizando féormulas e outras funcdes;

. reconhecer func¢des, ndo-fungdes e tipos de fungéo;

. conceitualizar uma fungéo tanto como processo quanto como objeto;

. interpretar e compreender a linguagem da funcéo; e

. caracterizar a relacdo entre uma funcdo e uma equacdo (CARLSON, 1998,
p. 117, traducdo nossa).

Oehrtman, Carlson e Thompson (2008, p. 11-12, traducdo nossa) apresentam
algumas recomendacdes didaticas, que utilizamos na organizacdo das tarefas
apresentadas neste caderno:

e peca aos alunos para explicar os fatos bésicos da funcdo em termos de
entrada e saida;

e pergunte sobre o comportamento das fun¢des em intervalos inteiros, além de
pontos Unicos;

e peca aos alunos para fazer e comparar julgamentos sobre fungbes em varias
representagoes;

e com base na visdo de fungdo como processo, aplicar o raciocinio
covariacional.

3 RACIOCINIO COVARIACIONAL

Destacamos que a homenclatura raciocinio covariacional pode apresentar-se nas
literaturas de forma variada, tais como pensamento covariacional, funcdo como
covariagao, aspectos covariantes de uma situacao covariacional. etc.

Reconhecemos que, nas obras de Thompson na década de 1980, existe uma ideia
prefacial de RC apresentada com as tematicas “quantidade” e “raciocinio quantitativo”, no
intuito de caracterizar o conceito de taxa, aspecto central quando se pensa em uma
funcdo sob o viés covariacional. Thompson (1990, 1992, 1994b) apresenta um modelo
tedrico organizado sobre estagios para a caracterizagcdo do raciocinio quantitativo,

sustentado na ideia de abstracao reflexiva de Piaget em pesquisas a respeito de campos

S

conceituais: aditivo e multiplicativo.




Nesse modelo, uma quantidade é definida como uma qualidade de algo passivel de
mensuracao. Quantificacdo € o processo pelo qual se atribuem valores numéricos as
qualidades de um objeto. Uma operacao quantitativa € uma acgdo mental por meio da qual
se reconhece uma quantidade como aquela cujo valor varia (ou pode variar) e se concebe
uma nova quantidade em relacdo a uma ou mais quantidades j& conhecidas. Uma
operacdo quantitativa ndo €, necessariamente, numeérica, pois tem a ver com a
compreensao de uma situacao (reconhecer que uma quantidade cresce/decresce, ou que
o “modo” como cresce/decresce pode mudar, ou, ainda, que duas quantidades crescem —
ou ndo, na mesma direcdo). Uma operacdo numérica, por sua vez, pode ser usada para
guantificar/mensurar essas mudancas.

Thompson (1994b) destaca que o desenvolvimento do conceito de taxa passa
inicialmente pelo reconhecimento de mudanca em alguma quantidade, progride para uma
imagem vagamente coordenada entre duas quantidades e se consolida em uma imagem
da covariacdo de duas quantidades cujas medidas permanecem em propor¢ao constante.

Uma definicdo de covariacdo encontrada de maneira mais sistematizada em
Saldanha e Thompson (1998, p. 299, traducdo nossa) € a seguinte: “nossa nogao de
covariacdo é de alguém que tenha em mente uma imagem sustentada [sustained, no
original] dos valores de duas quantidades [que variam] simultaneamente.”.

Nesse viés,

No desenvolvimento inicial, coordenam-se [mentalmente] valores de duas
gquantidades — pense em um, depois 0 outro, depois o primeiro, depois 0 segundo,
e assim por diante. Imagens posteriores de covariagdo implicam a compreenséo
do tempo como uma quantidade continua, de modo que, na sua imagem, os dois
valores de quantidades persistem (SALDANHA; THOMPSON, 1998, p.289).

Carlson, Larsen e Jacobs (2002, p.3), ao discutirem conceitos de taxa média de
variacdo e de taxa de variacdo instantanea, destacam que, a época de sua pesquisa,
pouco se conhecia sobre a importancia do RC na compreensao dessas ideias. Para eles,
o RC envolve a “coordenacado de imagens de duas quantidades que variam e o modo
como uma varia em relagao a outra”.

Mais recentemente, Thompson e Carlson (2017) revisaram as estruturas
covariacionais anteriores de duas maneiras: (i) analisando o raciocinio variacional dos
alunos separadamente do seu raciocinio covariacional; (ii) analisando como os alunos
coordenam suas imagens de valores de quantidades variando. Propuseram seis
significados para a variagéo, sendo eles: a variavel € uma letra, ndo ha variacéo, variacado

discreta grosseira [chunky], variacdo continua grosseira e variagdo continua suave.

&




Como apoiar 0 pensamento dos alunos no intuito de ajuda-los a imaginar
relacionamentos entre quantidades que mudam continuamente, visto que, em geral, estdo
“condicionados” a conectar pontos para formar um grafico? Uma abordagem possivel
seria levar os alunos a pensarem em pequenas mudancas nas quantidades como forma
de promover seu raciocinio com varia¢cdo continua. Porém, para Thompson e Carlson
(2017), apoiados em trabalhos de Castillo-Garsow, isso ndo é suficiente: “pensar em
variacdo continua envolve, necessariamente, pensar em movimento” (em analogia ao
conceito de fluentes de Newton — a raiz do CDI).

Em sintese, entendemos raciocinio covariacional quando podemos relacionar
variacbes entre grandezas. A titulo de exemplo, uma grandeza x altera (podemos
entender altera no sentido de crescimento ou decrescimento) com o passar do tempo e
uma grandeza y altera também com o passar do tempo (tempo passando igual para
ambas). Se, por via de alguma relacdo e/ou representacdo, conseguirmos relacionar

essas duas variacfes, dizemos entdo que na situacéo as grandezas estao covariando.

4 OBJETIVOS COM O CADERNO DE TAREFAS

Com base nas ideias supracitadas, gostariamos de trazer a baila que este caderno
de tarefas tem como objetivo maior evidenciar situagdes que exploram ideias do RC. As
tarefas apresentadas bem como seus enunciados foram escolhidas/pensadas de modo a
mobilizar durante sua resolugcdo multiplas representacdes do conceito de funcao
(linguagem natural, grafico, tabelas, expressfes algébricas) no viés do RC.

Para a organizagao das tarefas, levamos em consideragdo um conjunto de ideias
do RC gue poderiam ser mobilizadas nas tarefas propostas:

e (i) Constituir quantidades envolvidas na situagdo (reconhecer atributos de
uma situacao passiveis de medicao);
e (i) Raciocinar sobre o processo de medicao dessas quantidades;
e (iii) Imaginar medidas de quantidades variando continuamente;
¢ (iv) Coordenar duas quantidades que variam juntas:
o (@) reconhecer que as quantidades se relacionam;

o (b) reconhecer direcado de crescimento - ambas crescem/decrescem,

S

por exemplo;




o (c) reconhecer a existéncia de taxas de variacdo - cresce mais
rapido/mais lento, ou cresce a uma taxa crescente ou decrescente;

o (d) identificar eventuais mudancas na taxa de crescimento.

Neste atimo, gostariamos de destacar que as tarefas, se adaptadas em seu
formato de aplicacdo, podem ser utilizadas em outros niveis de ensino, em especial no

estudo do conceito de func&o no 9° ano do Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

5 ALGUMAS ORIENTACOES EM TORNO DA ORGANIZACAO DAS TAREFAS

No texto apresentado a seguir, utilizamos os simbolos [1], [2], [3], [4] e [5] para
apresentar diferentes aspectos que consideramos na organizacdo de cada uma das
tarefas. Abaixo apresentamos com detalhes o nosso objetivo com cada item: [1]
apresentamos as referéncias que nos permitiram pensar num primeiro formato das tarefas
e, a partir disso, fizemos alguns ajustes que julgamos necessarios com base em nossos
objetivos de pesquisa e no cenério de aplicacdo; [2] a tarefa na sua forma mais completa,
ou seja, no decorrer das aplicacdes, em alguns momentos, sugerimos o uso de alguns
aplicativos, com maior intensidade no caso da tarefa da garrafa; [3] comentarios a fim de
contribuir para a proposta de aplicacdo e sugestdes para fomentar as discussdes em sala
de aula, tais comentarios sédo oriundos das experiéncias vividas durante a pesquisa e de
algumas discussdes com o orientador deste caderno; [4] tarefa no seu formato final. Apos
todo o caminho percorrido durante o periodo de construcdo da dissertacdo, fizemos
alguns ajustes nas tarefas; [5] algumas sugestdes de tarefas que podem ir ao encontro
das discussdes presentes nas tarefas sugeridas. Durante as aplicacbes das tarefas, por
motivos diversos, ndo foi possivel aplicar algumas outras que haviamos planejado. Para
esses itens, ndo faremos os comentéarios colocados em [3].

E importante destacar que, em algumas tarefas, os itens [2] e [4] podem ser iguais

e teremos casos em que o item [5] ndo sera apresentado.

=




6 TAREFAS PROPOSTAS

A seguir destacamos um conjunto de 6 tarefas tendo como referéncia as ideias
apresentadas e objetivadas anteriormente. A ordem das tarefas serd conforme segue
abaixo.

- Tarefa da Garrafa

- Tarefa das Tabelas

- Tarefa do Politico

- Tarefa do Medicamento Injetado
- Tarefa Dep0sito Bancario

- Tarefa da Relac&o entre Perimetro e Area

6.1 Tarefa da Garrafa

[1] - Esta tarefa € uma situacdo classica dentro das discussfes do Raciocinio
Covariacional, por exemplo, Carlson (1998), Carlson et al. (2002), Carlson, Oerhrtman e
Engelke (2010) e Thompson e Carlson (2017).

[2] - Agua é derramada em um vaso a uma taxa constante. Use essa informacédo e a

forma do vaso para responder as perguntas a seguir.

a) O que vocé entende por taxa constante de derrame de agua
nessa situacao?

b) Imagine a cena do vaso sendo cheio e escreva 0 que VOCcé
acha que pode ser medido nessa situacao.

c) Esboce um grafico que relacione a altura de 4gua na garrafa

com o passar do tempo. Explique o raciocinio que levou ao seu

esboco.

Abra o aplicativo 1 de ajuda (https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html) e
acione o enchimento do vaso. Perceba os intervalos de tempo, a variacdo da altura e a

gueda da agua. Nesse aplicativo, o usuario clica em um bota com temporizador (inicia em

S

10 segundos até zerar) e assim vai preenchendo o vaso com “agua’.



https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html

A partir disso, vocé acha que alguma de suas respostas (a, b e c) esté incorreta?
Se sim, responda-a novamente e explique o que esta errado e por que vocé acha que
esta incorreto. Se ndo, va para a proxima questao.

Segue alguns prints do aplicativo mencionado.

Fonte: https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html data de acesso 08-09-2017

d) Construa gréficos que relacionem as diferentes grandezas envolvidas nessa situacao.

[3] Na Tarefa da Garrafa, podemos explorar ideias do RC, tais como: a

N



https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html

No item (a), pode ser explorado de inicio o conceito em torno da expressao “taxa
constante de derrame”, uma vez que, de modo geral, as tarefas giram em torno dos
conceitos de crescimento e decrescimento a taxas crescentes e/ou decrescentes.

No item (b), o maximo de grandezas que o0s estudantes listarem sera
interessante, pois o objetivo desta tarefa é, além de observar como eles desenvolvem
ideias presentes no RC, a representacdo grafica das situacbes que relacionam, por
exemplo: tempo e altura, tempo e volume, tempo e raio, altura e volume, raio e altura.

No item (c), na discussdo, podem ser explorados elementos importantes, tais
como o gréfico cresce a uma taxa crescente ou decrescente, a concavidade da curva é a
mesma em todo o periodo de observacdo? Em algum momento, o grafico muda a
concavidade? O que podemos entender em relacdo a esse comportamento? Podemos
dizer que, na situacdo, temos um ponto de inflexdo, em termos de taxas 0 que iSso
representa?

No item (d), na discussao, algumas ideias podem ser exploradas:

- guando se relaciona o volume em funcdo do tempo, temos uma funcado linear, e
podemos provocar 0s estudantes no sentido de indagar: como podemos entender a taxa
nessa situagédo? E se invertemos 0s eixos, o0 que se altera?

- quando se relaciona o raio em funcdo do tempo, qual sera a representacdo grafica?
Uma reta também? Podemos afirmar que é crescente em todo o periodo observado? Em
algum momento, o grafico muda seu comportamento? Podemos inferir que esse ponto de
mudanca de comportamento pode ser chamado também de ponto de inflexao?

- quando se relaciona volume em funcdo da altura acontece algo bastante interessante:
se voltar ao grafico proposto na situacdo (c) e observar essa relacdo, as ideias de
comecar a crescer a uma taxa decrescente e crescer a uma taxa decrescente e 0s
reflexos que essas ideias tém nas representacdes graficas podem ser discutidas.

- quando se relaciona a altura da agua dentro do recipiente em funcdo dos raios das
seccOes no vaso, teremos uma representacao grafica que permite discutir que existem
situacdes que a representacao grafica ndo pode ser tomada como uma representacao de
funcao, pois, se realizado o teste das retas paralelas explorados nos testes para verificar
se um grafico é uma fungéo, essa curva sera “cortada” em dois pontos.

Nos casos em que relacionamos as grandezas apresentadas anteriormente, uma
sugestdo possivel seria inverter as grandezas, por exemplo, no Ultimo item desta secao
sugerimos altura em funcdo dos raios, a proposta poderia ser apresentar graficamente a
relacéo dos raios em funcao da altura.

[4] Tarefa das tabelas para impressao, este item apresentaremos na proxima pagina. @

N




TAREFA DA GARRAFA®

Agua é derramada em um vaso a uma taxa constante. Use essa informac&o e a forma do
vaso para responder as perguntas a seguir.

a) O que vocé entende por taxa constante de derrame de agua
nessa situacao?

b) Imagine a cena do vaso sendo enchido e escreva o que vocé
acha que pode ser medido nessa situacao.

c) Esboce um gréafico que relacione a altura de agua na garrafa

com o passar do tempo. Explique o raciocinio que levou ao seu

esboco.

Abra o aplicativo 1 de ajuda (https://virtualmath.hva.nl/Babylon/help1-3d.html) e acione o

enchimento do vaso. Perceba os intervalos de tempo, a variagdo da altura e a queda da
agua. Nesse aplicativo, 0 usuario clica em um bota com temporizador (inicia em 10
segundos até zerar) e assim vai preenchendo o vaso com “agua”.

A partir disso, vocé acha que alguma de suas respostas, a), b) e c), estdo incorretas? Se
sim, responda-a hovamente e explique o qué e o porqué vocé acha que esta incorreto. Se

nao, va para a proxima questao.

d) Construa gréficos que relacionem as diferentes grandezas envolvidas nessa situacao.

® Este material é parte do caderno de tarefas: ideias do Raciocinio Covariacional e suas possiblidades,
organizado por William José Gongalves e André Luis Trevisan.
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[5] — A seguir apresentamos algumas tarefas que podem ser utilizadas, uma vez que

envolve ideias que vao ao encontro das tarefas anteriores.

e) Agora, considerando que todos 0s vasos seguintes tm a mesma altura, esboce
gréficos da altura em funcdo do volume.

) @ 3 “) ®) ©)

Para auxiliar, utilize-se do aplicativo “Problema do vaso — Dynagraph”, que pode ser
solicitado pelo e-mail williamboatematica@gmail.com. Nele é possivel mudar as formas
do vaso clicando em “Change vase chape”. A janela de visualizagéo 2 traz um Dynagraph,
uma relacdo entre a altura e o tempo, para auxiliar na visualizagdo da situacdo. Nesse

aplicativo, o usuario pode movimentar os x vermelhos dando o formato desejado ao vaso.

Abaixo alguns prints do aplicativo supracitado.
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Esboce o gréfico do recipiente:

f) O que seria mudado nos graficos, se partissemos de vasos cheios e assumissemos que
estivessem furados na parte inferior, esvaziando-se ao longo do tempo a taxa constante?

g) A partir dos esbocos de graficos a seguir, represente 0s possiveis vasos que podem té-

los originado.
(altura)
— (tempo)
(Volume)
= (altura)
(altura)
(volume)

6.2 Tarefas das Tabelas

[1] Esta tarefa foi adaptada da literatura: Funcdes para modelar variagcdes: uma

preparacao para o calculo de Connally, Varriale e Roque (2009). A adaptacao foi em

S

torno da ideia “descrever para uma pessoa que nao esteja vendo o grafico”.




gue representa cada uma delas?

[2] Como vocé descreveria, para uma pessoa que ndo esteja vendo as tabelas, o grafico

X 0 1 3 6
f(x) 1 1,3 1,7 272
X 12 15 18 21
h(x) 21,40 21,53 21,75 22.02

[3] Na tabela 1, pode-se observar que os valores de x apresentados variam de modo nao
uniforme e, no caso da tabela 2, eles aumentam sempre 3 unidades. Podemos destacar
gue ambas as tabelas representam fungdes crescentes. Um ponto importante nessa
tarefa é que os valores estdo crescendo, porém um deles a uma taxa crescente e o outro
a uma taxa decrescente. E importante observar se os estudantes mencionardo que a
curva esté concava para baixo e no outro para cima.

A articulacdo entre as representacdes numeéricas e gréficas se faz presente e
cabe destacar que, dentro do RC, pensar de forma nao discreta é importante. Sendo
assim, enquanto se aplica a tarefa, pode-se observar se, na primeira situacdo, foram
marcados pontos para auxiliar no traco do gréfico, e indagar se é possivel representar a

segunda situacdo sem a marcacao de pontos.

[4] Tarefa das tabelas para impressado. Este item apresentaremos na préxima pagina.




TAREFA DAS TABELAS*

Como vocé descreveria, para uma pessoa que nao esteja vendo as tabelas, o grafico que

representa cada uma delas?

X 0 1 3 6
f(x) 1 1,3 1,7 272
X 12 15 18 21
h(x) 21,40 21,53 21,75 22.02

* Este material é parte do caderno de tarefas: ideias do Raciocinio Covariacional e suas possiblidades,
organizado por William José Gongalves e André Luis Trevisan.




6.3 Tarefas do Politico

[1] A Tarefa do Politico teve como referéncia a literatura: Funcdes para modelar

variagcfes: uma preparacao para o célculo, de Connally, Varriale e Roque (2009).

[2] Um politico concorrendo a reeleicdo declarou que o nimero de crimes violentos nao
estd mais crescendo e que, atualmente, estd sob controle. O grafico apresentado na

figura abaixo confirma essa afirmac&o? Por que sim ou por que nao?

[3] Nesta tarefa, a discussdo maior € em torno de os eixos estarem “trocados”. Podem-se
provocar os estudantes indagando se os eixos horizontais e verticais (em relacdo as
grandezas dispostas sobre cada um) podem ser trocados O que tal fato modifica na
representacao grafica? Altera a concavidade? O que vai ser alterado?

Outro ponto importante € explorar o conceito de taxas e como justificar a resposta
usando esse conceito.

E importante trazer a baila a questdo das mudltiplas representagdes conforme
mencionamos anteriormente. Em alguns casos, as tarefas sdo apresentadas apenas pelo

texto, em outros pela tabela e em outros por gréficos.

[4] Tarefa das tabelas para impresséo. Apresentaremos este item na proxima pagina.




TAREFA DO POLITICO®

Um politico concorrendo a reeleicdo declarou que o nimero de crimes violentos ndo esta
mais crescendo e que, atualmente, esta sob controle. O grafico apresentado na figura

abaixo confirma essa afirmag&o? Por que sim ou por que n&o?

® Este material é parte do caderno de tarefas: ideias do Raciocinio Covariacional e suas possiblidades,
organizado por William José Gongalves e André Luis Trevisan.




6.4 Tarefas do Medicamento Injetado

[1] A Tarefa do Medicamento Injetado teve como referéncia a literatura: Fungdes para
modelar variacfes: uma preparacdo para o célculo, de Connally, Varriale e Roque
(2009).

[2] Quando um medicamento € injetado na circulagdo sanguinea de uma pessoa, a
guantidade da droga presente no corpo comeca a crescer rapidamente. Se a pessoa toma
injecdes diarias, o corpo metaboliza a droga, mas a quantidade de droga presente no
corpo continua crescendo, porém a uma taxa decrescente. Por fim, a quantidade se torna

constante em um nivel de saturacdo. Construa um grafico que represente essa situacao.

[3] Tarefa apresentada na forma de texto, algumas palavras, como “continua crescendo,
mas a uma taxa decrescente”, podem fazé-los pensar em algumas situacdes que tenham
realizado.

A questdo de uma assintota horizontal pode surgir durante a realizacao das tarefas,
e o professor pode usar partes do texto a fim de discutir essa ideia.

[4] Tarefa das tabelas para impressao. Este item serd apresentado na préxima pagina.




TAREFA MEDICAMENTO INJETADO®

Quando um medicamento é injetado na circulagdo sanguinea de uma pessoa, a
guantidade da droga presente no corpo comeca a crescer rapidamente. Se a pessoa toma
injecdes diarias, o corpo metaboliza a droga, de modo que a quantidade de droga
presente no corpo continua crescendo, mas a uma taxa decrescente. Por fim, a
guantidade se torna constante em um nivel de saturacdo. Construa um grafico que

represente essa situagao.

® Este material é parte do caderno de tarefas: ideias do Raciocinio Covariacional e suas possiblidades,
organizado por William José Gongalves e André Luis Trevisan.




6.5 Tarefas Depésito Bancario

[1] A Tarefa Depédsito Bancario teve como referéncia a literatura: Funcdes para
modelar variacfes: uma preparacdo para o célculo, de Connally, Varriale e Roque
(2009).

[2] Quando se faz um depdsito bancario, a quantia depositada na conta cresce lentamente
no inicio. A medida que o saldo vai aumentando, a quantia de dinheiro cresce mais
rapidamente, visto que a conta vai recebendo 0s juros sobre 0s novos juros e também

sobre a quantia original. Faca uma representacao dessa situacao.

[3] Pode-se explorar a questéao da constituicdo de quantidades.

Nesta tarefa, podem-se explorar ideias parecidas com a situacdo da garrafa no
sentido de pedir que os estudantes listem quais grandezas podem ser medidas na
situacado e como elas podem se correlacionar.

Novamente o conceito de taxa pode ser explorado na situacdo, mas vale ressaltar
que o ideal (imaginando que os estudantes ja realizaram algumas ou todas as tarefas
anteriores) é que pensem de forma nao discreta e sem marcacdo de pontos que venham
a auxiliar nas representacdes graficas, ou seja, que sejam capazes de visualizar o traco

do gréfico “mentalmente”.

[4] Tarefa das tabelas para impressao, item a ser apresentado na proxima pagina.




TAREFA DEPOSITO BANCARIO?

Quando se faz um depdsito bancario, a quantia depositada na conta cresce lentamente no
inicio. A medida que o saldo vai aumentando, a quantia de dinheiro cresce mais
rapidamente, visto que a conta vai recebendo os juros sobre 0s novos juros e também

sobre a quantia original. Faca uma representacao dessa situacao.

" Este material é parte do caderno de tarefas: ideias do Raciocinio Covariacional e suas possiblidades,
organizado por William José Gongalves e André Luis Trevisan.




[5] A seguir apresentamos algumas tarefas que podem vir a ser utilizadas uma vez que
envolvem ideias que vao ao encontro das tarefas anteriores. A proxima tarefa foi

embasada na mesma referéncia da Tarefa do Depdsito Bancario.

Tarefa do Boato

Quando surge um boato, o nimero de pessoas que O ouviram comeca crescendo
lentamente. A medida que o boato se espalha, a taxa de crescimento torna-se maior (&
medida que mais pessoas continuam a contar o boato aos seus amigos), em seguida,
diminui novamente (quando quase todos ja ouviram). Como se poderia representar essa

situacao?

Tarefa Descreva a Situagéao
A Tarefa Descreva a Situacdo é de autoria do Professor e Pesquisador desta
pesquisa.
Descreva uma situacdo (de modo analogo ao apresentado nas
guestdes anteriores) cuja representacdo corresponda ao grafico ao

lado. Em seguida, construa uma tabela que possa representar esse

grafico.

Tarefa Escuro ou Frio

A Tarefa Escuro ou Frio foi adaptado da literatura: Céalculo e aplicacdes.
(HUGHES-HALLETT et al.,1999).
Vocé esta sozinho em seu quarto mal iluminado e mal aquecido e acende uma Unica vela,

de forma a “espantar a amaldigoada escuridao”. Deprimido com a situagao, vocé caminha,
afastando-se da vela, suspirando (mas sem apaga-la). A temperatura (em °C) e a
iluminacdo (em % da capacidade da vela) decrescem a medida que sua distancia (em
metros) da vela aumenta. Na verdade, vocé tem tabelas mostrando a situacdo. Suponha
gue vocé sente frio quando a temperatura esta abaixo de 4,5° C e que vocé estara no

escuro quando a iluminacado é de, no maximo, 50%. Vocé estara no escuro antes de sentir

=

frio ou vice-versa? Explique




Distancia(m) Temp(®° C) llum(%)
0 13,0 100

0,30 12,4 84
0,55 12,0 75
0,90 10,9 67
1,30 10,0 60
1,70 8,3 56
2,00 6,4 53

6.6 Tarefas da Relac&o Entre Perimetro e Area

[1] Esta tarefa estd embasada na proposta de Carlson, Oehrtman e Engelke (2010) na
obra; The Precalculus Concept Assessment: A Tool for Assessing Students’

Abilities and Understandings.

[2] Construir um grafico que relacione o perimetro e a area de uma praca supondo que ela
tenha formato:
a) Circular b) Quadrado

[3] Pode-se destacar que o perimetro e a area sao dependentes de uma variavel qgue nao
esta explicita no enunciado (raio e lado) e que, de certa forma, pode contribuir na
formulacdo da representacao grafica.

Existe um momento (um valor) na discussao que o perimetro deixa de ser maior
gue a area. Caso o aplicador deseje, pode explorar com 0s estudantes se existem
ferramentas matematicas que podem ser empregadas a fim de encontrar esse valor sem
ser por via do pensamento e de ir listando os valores (?).

Nesta tarefa, a discussdo acerca de os graficos serem crescentes e com taxas

diferentes pode ser explorada também.

[4] Tarefa das tabelas para impressdo. Apresentaremos este item na préxima pagina.

=




TAREFA RELACAO ENTRE PERIMETRO E AREA®

Construir um grafico que relacione o perimetro e a area de uma praca supondo que ela
tenha formato:

a) Circular b) Quadrado

® Este material é parte do caderno de tarefas: ideias do Raciocinio Covariacional e suas possiblidades,
organizado por William José Gongalves e André Luis Trevisan.




[5] A seguir apresentamos algumas tarefas que podem ser utilizadas, uma vez que
envolvem ideias que vao ao encontro das tarefas anteriores. As proximas tarefas foram

embasadas na mesma referéncia da Tarefa da Relacdo entre Perimetro e Area.

Tarefa da Bola no Lago
Uma bola é lancada em um lago, criando uma onda circular que aumenta a uma
velocidade de 5 cm por segundo. Representar, de duas maneiras diferentes, uma relacao

entre a area A da onda e o tempo.

Tarefa Variacdo da Temperatura
O grafico ao lado fornece a taxa de variagdo da
temperatura de certo material ao longo do
tempo. Esboce o gréfico da temperatura nesse
el

mesmo intervalo de tempo. Assuma que a

temperatura no tempot =0 é 0° C.

Tarefa da Garrafa
Imagine que estejamos enchendo a garrafa representada na figura a seguir com agua a
uma taxa de derrame constante. Construir dois possiveis graficos que relacionem a altura

com a quantidade de agua na garrafa.
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