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RESUMO 

 
 
O entendimento do comportamento dinâmico dos bioprocessos e biorreatores é 
importante, pois este conhecimento permite a otimização do processo e controle dos 
parâmetros visando maior produtividade. A pesquisa de mestrado apresentada nesta 
dissertação teve como objetivo analisar o comportamento dinâmico de um biorreator 
que em seu interior ocorre uma reação autocatalítica com mutação visando a 
identificação das regiões com comportamento caótico e periódico. Para isto, foram 
aplicadas variações nos parâmetros do biorreator para identificar a influência de cada 
um deles na ocorrência de caos. Para maior precisão do modelo, foi utilizado o cálculo 
fracionário na modelagem matemática do biorreator objeto de estudo, para incluir o 
efeito de memória na dinâmica do sistema. Uma vez que se pretende aplicar o reator 
estudado para a produção de etanol, visando maior produtividade, foi também 
proposto um controle SDRE para levar o sistema a operar na região onde se obtém a 
maior concentração do produto desejado. Para verificar a relevância desta pesquisa, 
foi conduzida uma revisão sistemática da literatura utilizando a metodologia Methodi 
Ordinatio para identificação do cenário de pesquisas sobre o tema existentes, bem 
como a identificação de lacunas que poderiam ser preenchidas. Os resultados 
numéricos demonstraram que o sistema é sensível à variação em todos os seus 
parâmetros, pois tais variações podem levar o sistema a apresentar comportamento 
caótico ou periódico. O uso da ordem fracionária possibilitou a análise da influência 
dos resíduos acumulados em processos já realizados nos resultados futuros. Os 
resultados mostraram também que o controle proposto foi eficiente, mantendo o 
sistema controlado com baixo erro, e manteve o sistema no comportamento desejado 
com precisão de 94,12%. A análise da revisão sistemática da literatura mostrou que a 
presente pesquisa contribui para a literatura existente sobre o tema, pois foi capaz de 
responder às principais lacunas de pesquisa identificadas.  
 
Palavras-Chave: reações autocatalíticas; ordem fracionária; controle não linear; 
caos.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

ABSTRACT 

 
 
Understanding the dynamic behavior of bioprocesses and bioreactors is essential, as 
this knowledge allows the process to be optimized and parameters to be controlled for 
greater productivity. The master's research presented in this dissertation aimed to 
analyze the dynamic behavior of a bioreactor in which an autocatalytic reaction with 
mutation takes place, as well as to identify the regions with chaotic and periodic 
behavior. To do this, variations in the bioreactor's parameters were applied to 
determine their influence on the occurrence of chaos. To improve the model's 
accuracy, fractional calculus was used in the mathematical modeling of the bioreactor 
under study to include the memory effect in the system's dynamics. Since the reactor 
studied is intended to produce ethanol and increase productivity, SDRE control was 
also proposed to make the system operate in the region where the highest 
concentration of the desired product is obtained. To verify the relevance of this 
research, a systematic literature review was conducted using the Methodi Ordinatio 
methodology to identify the existing research scenario on the subject and gaps that 
could be filled. The numerical results showed that the system is sensitive to variation 
in all its parameters, which can lead the system to exhibit chaotic or periodic behavior. 
Using fractional order made it possible to analyze the influence of waste accumulated 
in processes already conducted on future results. The results also showed that the 
proposed control was efficient, keeping the system under control with low error and 
maintaining the system in the desired behavior with an accuracy of 94.12%. Analysis 
of the systematic literature review showed that this research contributes to the existing 
literature on the subject, as it was able to respond to the primary research gaps 
identified. 
 
Keywords: autocatalytic reactions; fractional order; nonlinear control; chaos.  
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1 INTRODUÇÃO 
 

Na primeira metade da década 2020, os combustíveis fósseis continuam 

sendo a principal fonte de energia para atender à demanda global. No entanto, fatores 

como mudanças climáticas, disponibilidade limitada, instabilidade econômica e 

políticas internacionais levaram à maior preocupação de especialistas e de toda a 

sociedade sobre os riscos da dependência dos derivados de petróleo. Com o passar 

do tempo, a disponibilidade de combustíveis fósseis diminui e, como não são 

renováveis, isto resulta em crises energéticas e aumento nos preços. As reservas de 

petróleo são limitadas e distribuídas de forma desigual entre os países, o que as torna 

vulneráveis a emergências como guerras, crises financeiras e problemas tecnológicos 

(Rastogi; Shrivastava, 2017; Ribeiro; Braghini Junior, 2023).  

O estudo de Ashraful et al. (2014) apresenta alguns dados da década de 2010 

sobre a disponibilidade de combustíveis fósseis. Segundo os autores, na época, as 

reservas de petróleo estavam desaparecendo a uma taxa de 4 bilhões de toneladas 

por ano. Dessa forma, considerando esta taxa, as reservas de petróleo se esgotarão 

em 2052. Um aumento na produção de gás natural poderia suprir a demanda 

energética por mais oito ano, isto é, até 2060. Após isso, segundo os autores, para 

suprir a falta de petróleo e gás, seria necessária a utilização de carvão, cujas reservas 

podem suprir a demanda de energia até 2088.   

O relatório do Statistical Review of World Energy de 2024, disponibilizado pelo 

Energy Institute, apresenta alguns dados sobre o consumo de combustíveis fósseis. 

De acordo com os dados, o consumo de produtos derivados de petróleo excedeu 100 

milhões de barris (aproximadamente 13,6 milhões de toneladas) por dia em 2023. 

Ainda segundo o relatório, em 2023 a demanda por gás natural foi de 144,35 EJ1 e o 

consumo de carvão foi de 164 EJ pela primeira vez na história. Considerando este 

consumo alto, junto com as informações apresentadas no estudo de Ashraful et al. 

(2014), a previsão é que os combustíveis fósseis irão esgotar antes do final do primeiro 

século do milênio 2000.  

Um outro fator preocupante é o impacto ambiental significativo que uso de 

combustíveis fósseis causa no meio ambiente, como poluição do ar, degradação 

ambiental e mudança climática. A queima de combustíveis fósseis é uma das 

 
1 EJ = exajoule = 1018 J 
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principais fontes emissoras de gases de efeito estufa, que contribuem para o aumento 

da temperatura do planeta (Rial, 2024). A preocupação com o meio ambiente, somada 

ao aumento da demanda de energia, despertaram o interesse coletivo para o 

desenvolvimento, produção e consumo de energia renovável. Além de sustentáveis, 

as energias renováveis são amigáveis ao meio ambiente, acessíveis, seguras e 

convenientes. Entre elas, o etanol, alternativa mais popular ao uso da gasolina, se 

destaca neste cenário (Ahmed; Sarkar, 2019; Damayanti; Bahlawan; Kumoro, 2022; 

(Vučurović et al., 2022).  

Os biorreatores desempenham um papel vital na produção de etanol. São 

vasos onde as reações químicas ou atividades microbiológicas acontecem, ou seja, 

são o cerne do bioprocesso. O projeto do biorreator deve garantir condições ótimas 

para a condução do bioprocesso, de modo que seja possível obter a máxima 

concentração do produto e máximo rendimento. Em razão de sua grande 

disponibilidade comercial e boas condições de mistura, os biorreatores com agitação 

contínua (CSTBR) são amplamente empregados para a produção de etanol em escala 

laboratorial e industrial (Karagoz; Bill; Ozkan, 2019; Novia et al., 2023; Sriputorn et al., 

2021).  

Biorreatores são sistemas complexos, uma vez que os bioprocessos possuem 

cinética não linear e sua operação é afetada por diversos fatores, como a temperatura 

e pressão do sistema, o pH da solução e a concentração de oxigênio dissolvido. A 

qualidade e a quantidade do produto são afetadas pelo bom andamento do 

bioprocesso. Por esta razão, um sistema de controle eficaz da operação do biorreator 

é importante. Os controladores de biorreatores devem ser robustos para lidar com 

instabilidades que podem ser geradas por distúrbios externos, também, precisam 

compensar a incerteza do modelo que existe em razão da ausência de medições em 

tempo real da biomassa ativa (Hajaya; Shaqarin, 2022; Mohan et al., 2022).  

 Um exemplo de fenômeno complexo observado na operação de biorreatores 

é o comportamento caótico, que é prejudicial ao bioprocesso. A presença de 

comportamento caótico impossibilita a previsibilidade e a estabilidade do consumo de 

substrato no interior do reator. Além disso, dá origem a regiões de baixo consumo de 

substrato, o que leva à baixa produção do produto desejado (Asif; Ali; Ajbar, 2013). 

Por esta razão, é necessário manter o biorreator operando em regiões periódicas, o 
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que é possível por meio de controladores, para assim otimizar a produção do produto 

desejado (Abashar, 2011; Abashar; Elnashaie, 2010).  

Como nenhum biorreator está livre da ocorrência de caos, é importante 

estudar a resposta do sistema a este distúrbio, para assim aplicar uma ação de 

controle para evitar os efeitos negativos (Abashar; Elnashaie, 2010; Paz Astudillo; 

Cardona Alzate, 2011). A análise dinâmica de um sistema fornece muitas informações 

importantes que podem ser aplicadas para a síntese de um sistema de controle 

eficiente. Além disso, permite identificar os problemas operacionais, examinar a 

produtividade do reator e delinear as regiões operacionais que podem ser seguras ou 

ideais (Ajbar; Alqahtani; Musa, 2022; Ciesielski; Grzywacz, 2019).  

A aplicação de cálculo fracionário para a análise dinâmica de sistemas 

complexos, como biorreatores, pode contribuir para a obtenção de uma representação 

matemática mais precisa do sistema, e quanto melhor esta representação, mais 

preciso é o seu controle. Dessa forma, a utilização de ordem fracionária permite que, 

mesmo para sistemas complexos, sejam obtidos modelos matemáticos mais precisos, 

melhorando assim o desempenho do controle, quando este é aplicado (Chen et al., 

2020; Munoz-Vázquez; Martínez-Reyes, 2019; Singh et al., 2021; Tusset et al., 2022).  

Neste contexto, o presente estudo conduziu a análise dinâmica de um 

biorreator isotérmico que em seu interior ocorre uma reação autocatalítica. As reações 

autocatalíticas podem ser aplicadas na análise de bioprocesso, pois representam 

muitas reações bioquímicas (Painuly; Pushpavanam; Kienle, 2005). 

Este estudo foi inspirado no estudo conduzido por Abasaeed (2000). No 

entanto, o objetivo aqui é apresentar, por meio de diagramas de bifurcação, as regiões 

onde o sistema se comporta de forma caótica e analisar como cada um dos 

parâmetros analisados contribuiu para a ocorrência de caos. Além disso, foi 

considerado o caso em que a análise dinâmica foi feita em ordem fracionária, para 

considerar os efeitos de memória do sistema. Por fim, com o intuito de otimizar a 

produção de etanol, verificou-se a possibilidade de aplicação de controle ao sistema.  

1.1 Justificativa  

Conforme a população mundial cresce e se desenvolve, há maior demanda 

de energia. Logo, é um desafio a nível global atender à demanda energética, com 

acesso equitativo aos recursos e desenvolvimento sustentável. Para isto, faz-se 
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necessária uma transição de combustíveis fósseis para fontes renováveis. Neste 

contexto, os biocombustíveis, como o etanol, são combustíveis mais sustentáveis ao 

petróleo, e como são renováveis, podem contribuir significativamente para a redução 

dos impactos ambientais e garantia da segurança energética (Gayen; Chatterjee; Roy, 

2024; Rial, 2024; Tiburcio; Macêdo; Pereira Neto, 2023). 

O crescente interesse em biocombustíveis impulsionou muitos estudos 

visando melhoria nos bioprocessos. Uma vez que o biorreator é a parte principal de 

um bioprocesso, a análise dinâmica desse sistema é fundamental para a identificação 

dos parâmetros que afetam o modelo que o descreve, uma vez que este contém 

incertezas, oriundas da complexidade presente nos bioprocessos (Ochoa et al., 2016). 

Dessa forma, a análise dinâmica do biorreator conduzida no presente estudo 

possibilitou verificar como as variações dos parâmetros influenciam no 

comportamento do sistema, e com isso, identificar a região de operação onde é 

possível obter maior produção do produto desejado. Além disso, foi possível propor 

um sistema de controle para levar o sistema a operar na região onde se obtém maior 

concentração do produto desejado.  

Este estudo limitou-se à análise de um combustível líquido, no caso, o etanol. 

A escolha deste combustível reflete não apenas a relevância industrial e ambiental do 

etanol, mas também considera outros aspectos técnicos, que tornam esta abordagem 

mais adequada ao escopo da pesquisa. De acordo com a literatura, os biorreatores 

do tipo tanque agitado (STBR) são os mais utilizados para a produção de etanol em 

escala laboratorial e industrial. De acordo com Alhumaizi (1999), as reações 

autocatalíticas que ocorrem em um reator CSTR se configuram em um dos sistemas 

mais simples para estudos de bifurcação. Portanto, a escolha do etanol como 

combustível líquido é justificada pela simplicidade experimental oferecida pelo CSTR 

para estudos dinâmicos e pela relevância do etanol como alternativa sustentável aos 

combustíveis fósseis.  

No estudo de bioprocessos, como o que ocorre na produção de etanol, a 

utilização de reações autocatalíticas na análise é relevante, pois estas reações 

representam muitas reações bioquímicas, que são complexas e de cinética não linear. 

Quando se considera o caso com mutação, a complexidade do sistema é ainda maior.  

Ao investigar a análise dinâmica e o controle do comportamento caótico de 

um sistema definido por um conjunto de reações autocatalíticas, este estudo contribui 
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para o conhecimento em sistemas complexos, ao aplicar métodos para a modelagem, 

análise e controle de bioprocessos industriais. A relevância do estudo também está 

alinhada com as demandas globais de produção de energia mais renováveis e 

sustentáveis.  

Assim, o estudo contribui para uma das grandes áreas da Engenharia de 

Produção, que é a Pesquisa Operacional, dentro do tópico “Modelagem, Simulação e 

Otimização”, pois visa buscar aprimoramento do processo de obtenção de um 

combustível renovável. Com isso, o estudo também atende aos seguintes ODS: 

Energia limpa e acessível (ODS 7), Indústria, inovação e infraestrutura (ODS 9) e 

Consumo e produção responsáveis (ODS 12), cujos símbolos estão apresentados na 

figura 1.  

Figura 1 – ODS atendidos pela pesquisa de Mestrado 

 

Fonte: Adaptado de Nações Unidas Brasil (2025) 

 

Dentro desses ODS, o estudo pode contribuir com as seguintes metas:  

 

• ODS 7, Meta 7.2: Até 2030, aumentar substancialmente a participação de 

energias renováveis na matriz energética global.  

 

• ODS 9, Meta 9.4: Até 2030, modernizar a infraestrutura e reabilitar as indústrias 

para torná-las sustentáveis, com eficiência aumentada no uso de recursos e maior 

adoção de tecnologias e processos industriais limpos e ambientalmente corretos; com 

todos os países atuando de acordo com suas respectivas capacidades. 

 

• ODS 12, Meta 12.2: Até 2030, alcançar a gestão sustentável e o uso eficiente 

dos recursos naturais.  
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1.2 Objetivo Geral 

 

• Conduzir a análise dinâmica de um biorreator isotérmico que em seu interior 

ocorre uma reação autocatalítica e identificar a região de maior produção do produto 

desejado.  

 

1.3 Objetivos Específicos 

 

• Aplicar a metodologia Methodi Ordinatio para construir um portifólio de artigos 

relacionados ao tema; 

• Identificar o cenário da literatura disponível sobre o tema; 

• Conduzir a análise dinâmica do sistema em ordem inteira e em ordem 

fracionária; 

• Identificar a contribuição de cada um dos parâmetros no comportamento do 

sistema; 

• Propor um sistema de controle para conduzir o sistema à região de maior 

produção de produto desejado; 

• Indicar as contribuições do estudo para preencher as lacunas de pesquisa 

identificadas.  
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 
 

2.1 Desafios relacionados à matriz energética mundial 

 

A produção de energia global é majoritariamente proveniente de fontes não-

renováveis, principalmente de combustíveis fósseis, como petróleo, carvão e gás 

natural. Tais fontes de energia possibilitaram a transformação da civilização humana 

de agrícola para industrial e têm como principal vantagem o custo baixo. No entanto, 

são recursos finitos e que deverão se esgotar futuramente, uma vez que não podem 

ser substituídas na natureza, pois são oriundas da decomposição de animais e plantas 

ao longo de milhares de anos (Ribeiro; Braghini Junior, 2023).  

O gráfico 1 apresenta a distribuição da matriz energética global no ano de 

2023. O gráfico foi elaborado com os dados apresentados por Ritchie e Rosado (2020) 

(publicado no site Our World in Data em 2020 e revisado em 2024). 

  

Gráfico 1 – Matriz Energética Global em 2023 

 
Fonte: Autoria própria (2024) 

 

De acordo com o gráfico 1, as fontes não renováveis foram responsáveis em 

atender cerca de 81% da demanda global de energia em 2023, enquanto as fontes 

renováveis foram responsáveis por atender aproximadamente 15% da demanda 

global, evidenciando assim o perfil da matriz energética global atual. 
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O gráfico 2 apresenta a distribuição do consumo de energia em relação ao 

tipo de fonte. O gráfico foi elaborado com os dados apresentados por Ritchie e Rosado 

(2020) (publicado no site Our World in Data em 2020 e revisado em 2024). 

 

 Gráfico 2 – Consumo de energia de acordo com o tipo de fonte 

 
Fonte: Autoria própria (2024) 

 

De acordo com o gráfico 2, as fontes não renováveis, como petróleo, carvão 

e gás natural foram responsáveis pela produção de mais de 140 mil TWh de energia. 

Somadas, as fontes renováveis produziram cerca de 25 mil TWh de energia. De 

acordo com Montoya et al. (2021), em razão do fato de a matriz energética global ser 

majoritariamente não renovável, o setor de energia é caracterizado como a principal 

fonte de emissões, responsável por cerca de 73% das emissões de gases de efeito 

estufa. Dessa forma, a transição para uma matriz energética renovável é necessária 

para reduzir as emissões de gases e mitigar os efeitos das mudanças climáticas.  

Além da questão ambiental, a transição para uma matriz energética renovável 

é necessária em razão dos desafios associados à dependência de fontes não-

renováveis, que são limitadas e distribuídas de forma desigual entre os países, o que 

as torna vulneráveis à volatidade dos preços, políticas internacionais e cenários de 

crise como pandemias, guerras e conflitos, o que pode comprometer o atendimento 
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da demanda necessária, gerando assim uma crise energética (França et al., 2023; 

Ribeiro; Braghini Junior, 2023).  

 Visando o desenvolvimento sustentável, muitos países buscam implementar 

legislações e regulamentações para enfrentar os desafios atuais do consumo e 

produção de energia. O Protocolo de Kyoto (1997) e o Acordo de Paris (2015) são 

exemplos de esforços para a cooperação e colaboração internacional para a mudança 

climática, que fornecem a base para a transição para uma matriz energética de baixo 

carbono. Apesar de vantajosa e promissora, a utilização de energias renováveis 

enfrenta desafios e obstáculos que precisam ser superados, como o alto custo inicial 

e complexidade técnica dos projetos, infraestrutura adequada, questões burocráticas, 

bem como a dificuldade em substituir os combustíveis fósseis em termos de 

dominância (Gayen; Chatterjee; Roy, 2024; Tian et al., 2022).  

 

2.2 Produção de biocombustíveis no Brasil 

 

Os biocombustíveis possuem um papel fundamental na redução da 

dependência dos combustíveis fósseis, e assim, contribuem com a transição para uma 

matriz energética renovável. São produzidos a partir de processos químicos e 

bioquímicos e apresentam vantagens como propriedades oxigenadas interessantes, 

são sustentáveis, uma vez que são provenientes de biomassa, e são considerados 

neutros em termos de carbono, pois a combustão dos biocombustíveis libera dióxido 

de carbono (CO2), e estas emissões são compensadas durante a fotossíntese. O setor 

de transporte é um dos principais impulsionadores do consumo e produção de 

biocombustíveis. Estados Unidos, Brasil e União Europeia são atualmente os maiores 

produtos de biocombustíveis (Canabarro et al., 2023; Mumtaz et al., 2022; Prasad et 

al., 2024).  

O Brasil se destaca no cenário global como um dos maiores produtores e 

consumidores de biocombustíveis, tanto etanol como biodiesel. O país é o segundo 

maior produtor de etanol e o terceiro maior produtor de biodiesel. O Brasil produz dois 

tipos de etanol: o anidro, que é misturado na gasolina comercial, e o hidratado, que é 

vendido separadamente como combustível. Mais de 98% da produção de etanol do 

país utiliza a cana-de-açúcar como matéria-prima, sendo o milho também utilizado 
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para a produção do biocombustível. Com relação às matérias-primas utilizadas para 

a produção de biodiesel no Brasil, 68% é soja, 11% é sebo, 2% é óleo de palma e 

19% é outros (gordura de frango ou porco, óleo de algodão, óleo de cozinha usado, 

óleo de milho e óleo de canola) (Canabarro et al., 2023; Tiburcio; Macêdo; Pereira 

Neto, 2023).  

O gráfico 3 apresenta a distribuição da produção de biocombustíveis no Brasil 

em 2023, de acordo com os dados do Anuário Estatístico Brasileiro do Petróleo, Gás 

Natural e Biocombustíveis, fornecido pela ANP.  

 

Gráfico 3 – Produção brasileira de biocombustíveis em 2023 

 

Fonte: Autoria própria (2024) 

 

De acordo com os dados da ANP, 42,91 bilhões de litros de 

biocombustíveis foram produzidos no Brasil em 2023, sendo que 82,46% (35,38 

bilhões de litros) é referente à produção de etanol (anidro e hidratado) e 17,54% (7,53 

bilhões de litros) se refere à produção de biodiesel.  

Algumas políticas nacionais foram responsáveis pelo destaque do Brasil 

no cenário de biocombustíveis. Desde 1931, era obrigatória a adição de pelo menos 

5% de etanol anidro na composição da gasolina. Em 1970, foi lançado o Programa 

Nacional do Álcool (Proálcool) que aumentou este percentual para 25% e introduziu o 

etanol hidratado (95% etanol e 100% água) para uso como combustível em veículos 

leves. Atualmente, o percentual obrigatório de álcool na gasolina é de 27%. Em 2005 

foi promulgada a lei 11.097 que dispõe da introdução do biodiesel na matriz energética 
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nacional, onde a quantidade obrigatória de biodiesel adicionado ao diesel iniciou em 

2% (B2) e atualmente este percentual é de 12% (B12), com previsão de aumento para 

13% em 2024 (B13) e 14% em 2025 (B14) e 15% em 2026 (B15). Em 2017, por meio 

da Lei 13. 576, foi estabelecida a Política Nacional de Biocombustíveis (RenovaBio) 

que, por meio de inciativas como a geração de créditos de carbono, visa promover a 

expansão adequada dos biocombustíveis na matriz energética nacional, e assim, 

assegurar a previsibilidade para o mercado de combustíveis, induzir ganhos de 

eficiência energética e de redução de emissões de gases causadores do efeito estufa 

na produção, comercialização e uso de biocombustíveis (Canabarro et al., 2023; 

Tiburcio; Macêdo; Pereira Neto, 2023; Brasil, 2023; Brasil, 2017).  

O gráfico 4 apresenta a distribuição da produção de biocombustíveis entre as 

regiões do Brasil e o gráfico 5 apresenta os estados brasileiros que se destacam na 

produção de etanol e biodiesel, de acordo com os dados da ANP.  

 

Gráfico 4 – Distribuição da produção brasileira de biocombustíveis em 2023 por região 

Fonte: Autoria própria (2024) 
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Gráfico 5 – Maiores produtores nacionais de biocombustíveis em 2023 

 

Fonte: Autoria própria (2024) 

 

Ao analisar os gráficos, verifica-se que as regiões Sudeste e Centro-Oeste 

são as maiores produtoras de biocombustíveis no país, principalmente o etanol. Com 

relação à produção de biodiesel, destaque para a região Sul, que possui produção 

nos três estados que a compõe. O estado de São Paulo se destaca na produção de 

etanol, 13,7 bilhões de litros produzidos em 2023, e o estado do Rio Grande do Sul é 

o maior produtor de biodiesel, com 1,70 bilhões de litros produzidos em 2023.  

 

2.3 Panorama da produção de etanol  

 

O consumo de etanol tem emergido no mundo todo. É considerado um tipo 

de energia verde, uma vez que este combustível é derivado de culturas agrícolas, que 

são fontes biológicas e renováveis. O etanol pode ser comercializado como etanol 

hidratado, quando é comercializado sozinho nas bombas de combustível, ou como 

etanol anidro, quando está misturado com gasolina. Dessa forma, espera-se que a 

produção em larga escala deste biocombustível possa reduzir significativamente a 

dependência de combustíveis fósseis (Canabarro et al., 2023; Murata et al., 2021; 

Nuanpeng et al., 2023; Qu et al., 2021).   

No cenário atual (década de 2020), o Brasil ocupa posição de destaque na 

produção e consumo de biocombustíveis. O país é o segundo maior produtor global 
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de etanol e é responsável por aproximadamente 90% da produção total de 

biocombustíveis na América Latina (Canabarro et al., 2023; Mumtaz et al., 2022; 

Tiburcio; Macêdo; Pereira Neto, 2023).  

O etanol é produzido por meio da fermentação de açúcares utilizando 

leveduras. As fontes de açúcares utilizadas para a produção de etanol podem ser 

classificadas em: culturas à base de amido, culturas ricas em açúcar livre e biomassa 

lignocelulósica. O etanol à base de amido e açúcar livre dominam a produção mundial, 

com taxas de 60% e 40%, respectivamente. Os produtores do etanol utilizam 

principalmente culturas à base de amido para a produção de etanol, como os grão de 

milho nos Estados Unidos e trigo ou beterraba na União Europeia. No caso do Brasil, 

o etanol é majoritariamente produzido a partir da cana-de-açúcar (Li et al., 2022; Qu 

et al., 2021).  

De acordo Robak e Balcerek (2018), dependendo do tipo de matéria-prima e 

do processo empregado, o etanol pode ser classificado como etanol de primeira 

geração (1G), etanol de segunda geração (2G) e etanol de terceira geração (3G).  

O etanol 1G utiliza como matéria-prima culturas com altos teores de açúcar e 

amido, que também são utilizadas como alimentos, como cana-de-açúcar, milho, 

cevada, entre outras. A produção em larga escala do etanol 1G gera preocupações 

quanto às suas consequências socioeconômicas e ambientais, uma vez que a 

produção de etanol compete com a produção de alimentos por água e terra arável, o 

que pode levar à escassez de recursos e aumento nos preços (Robak; Balcerek, 

2018).  

O etanol 2G utiliza biomassa lignocelulósica, oriunda de resíduos 

agroindustriais, que é uma matéria-prima renovável, não alimentícia, de baixo custo e 

abundante. No entanto, por razões técnicas e econômicas, ainda não são produzidas 

em larga escala, em razão da exigência de um pré-tratamento da matéria-prima antes 

da fermentação. Dessa forma, ainda são necessários estudos para otimizar o 

processo de produção de etanol 2G (Vedovatto et al., 2021).  

Por fim, o etanol 3G utiliza a biomassa de algas como matéria-prima. O cultivo 

de algas apresenta como vantagens a capacidade de se adaptar a diferentes 

ambientes, alta eficiência na fixação de CO2, alto potencial de acúmulo de 

carboidratos, além de causar impacto na produção de alimentos. Embora a produção 

de etanol 3G ainda não esteja otimizada, há muitas pesquisas em todo o mundo para 
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explorar métodos que viabilizem a produção em larga escala e que, no futuro, este 

combustível oferecerá muitas vantagens como utilização de resíduos e esgoto para 

cultivo, redução da pegada hídrica, aumento da segurança alimentar e disponibilidade 

de energia renovável (Müller et al., 2023).  

2.3.1  Produção de etanol 

O processo padrão para obtenção de etanol a partir de cana-de-açúcar no 

Brasil consiste nas seguintes etapas principais: limpeza, extração do caldo e 

separação do bagaço, tratamento e concentração do caldo, fermentação, destilação. 

No caso de etanol anidro, a última etapa do processo é a desidratação. Nas plantas 

de etanol 1G, ocorre a cogeração de energia, onde o bagaço é utilizado para gerar 

energia a partir da queima da biomassa (Oliveira; Cruz, 2023). Nos casos de produção 

de etanol 2G, o bagaço da cana-de-açúcar passa pelas etapas de pré-tratamento, 

hidrólise enzimática, fermentação, destilação e desidratação (etanol anidro) (Robak; 

Balcerek, 2018).   

A figura 2 apresenta a sequência das macros etapas empregadas para a 

produção de etanol anidro e hidratado. No fluxograma, são apresentadas as etapas 

para a produção de etanol de primeira geração (1G) e etanol de segunda geração 

(2G).  

Figura 2 – Macro etapas empregadas para a produção de etanol 1G e 2G 

 

Fonte: Autoria própria (2024) 
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Nos tópicos a seguir, estão detalhadas as macros etapas da produção de 

etanol, de acordo com as descrições do processo apresentadas nos estudos de 

Zanardi e Costa Junior (2016) e Oliveira e Cruz (2023). 

• A cana-de-açúcar, matéria-prima para a fabricação de etanol 1G, é 

composta de suco (água e sólidos solúveis, como glucose, sucrose, sais e ácidos 

orgânicos) e fibras (bagaço – componentes lignocelulósicos e cinzas). Após a limpeza, 

a cana-de-açúcar é enviada para um conjunto de moendas, onde o caldo é extraído 

das fibras por aplicações sucessivas de pressão.  

• O caldo é separado do bagaço e enviado para a etapa de tratamento, 

que envolve as etapas de adição de químicos como fosfato e leite de cal (calagem) 

para a remoção de compostos voláteis, decantação (onde ocorre a remoção de 

sólidos) e filtração (onde a lama é lavada e se obtém o filtrado). A etapa de tratamento 

é finalizada com a concentração do caldo limpo em evaporadores.  

• Após, o caldo é enviado para a fermentação, onde ocorre a conversão 

de açúcares em etanol e CO2. As leveduras são os microrganismos mais empregados 

na fermentação e o tipo Saccharomyces cerevisiae (S. cerevisiae) é a mais estuda e 

empregada em escala industrial. O produto obtido da fermentação é denominado 

vinho bruto, que contém células de levedura em suspensão. O vinho bruto é 

centrifugado, obtendo o creme de levedura, que é recuperado, tratado, purgado e 

reciclado para ser utilizado em uma nova fermentação, e o vinho final que é enviado 

para a destilação. A composição do vinho final é de aproximadamente 88 a 93% de 

água, 7 a 12% de etanol e pequenas proporções de outros álcoois.  

• Para obter etanol de alta pureza, emprega-se a destilação, que separa 

os componentes de uma mistura de acordo com sua volatilidade. A destilação ocorre 

em várias colunas, onde no fundo retira-se a vinhaça, efluente do processo, e no topo 

obtém-se os vapores ricos em etanol. Ao final deste processo, obtém-se o etanol 

hidratado, com concentração de 93,2 ºINPM2.  

• Uma vez que a mistura de etanol e água é uma mistura azeotrópica3, 

não é possível obter etanol anidro ao final do processo de destilação. Faz-se 

necessária a aplicação de métodos químicos e físicos para promover a desidratação 

 
2 °INPM é a razão em gramas de álcool absoluto contido em 100 gramas duma mistura hidro-
alcoólica.  
3  São aquelas que se comportam como uma substância pura durante o processo de ebulição.  



26 

 

 
 

do etanol, como a desidratação azeotrópica por cicloexano, que o método mais 

utilizado no Brasil. Neste processo, o etanol hidratado é misturado com o cicloexano 

em uma coluna desidratadora, que apresenta a seguinte distribuição: na região 

superior tem-se o ternário, água, etanol e desidratante, na zona intermediária tem-se 

a mistura etanol e desidratante, e, na zona inferior, o obtém-se o produto final, etanol 

anidro, com concentração 99,3 ºINPM.  

 

Na etapa de moagem, além do caldo, obtém-se o bagaço, que pode ser 

empregado como biomassa para queima nas caldeiras, e assim produzir energia 

elétrica, ou ser utilizado para a obtenção do etanol 2G.  

De acordo com Prasad et al. (2024) e Robak e Balcerek (2018), o bagaço da 

cana-de-açúcar é uma biomassa lignocelulósica com grande potencial para a 

produção de etanol. Em seus estudos, os autores apresentam as etapas empregadas 

para a produção de etanol 2G, que estão descritas nos seguintes tópicos.  

 

• Em razão de sua estrutura complexa, com lignina não biodegradável e 

celulose cristalina e hemicelulose com baixa digestibilidade, faz-se necessário um pré-

tratamento da biomassa antes da fermentação. Os processos empregados no pré-

tratamento podem ser biológicos, químicos ou físicos. A escolha de qual pré-

tratamento será adotado depende da composição da biomassa lignocelulósica e são 

a principal causa do alto custo da produção de etanol 2G. 

• Após o pré-tratamento, a biomassa segue para a etapa de hidrólise 

enzimática, quem tem o objetivo que quebrar os polímeros celulose e hemicelulose 

em açúcares mais simples, que podem ser convertidos em etanol durante a 

fermentação. A hidrólise dos polímeros é realizada por enzimas, como a 

endoglucanase (EG), exocelobiohidrolase (CBH) e β-glucosidase (BGL).  

• Após hidrólise enzimática, o material hidrolisa obtido segue para as 

etapas de fermentação, destilação e desidratação, como ocorre na produção de etanol 

1G.  

2.4 Biorreatores e a complexidade dos bioprocessos 

Os biorreatores são vasos onde em seu interior ocorre um bioprocesso, isto 

é, uma reação biológica. Os biorreatores são o núcleo de diversos processos 
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biológicos que envolvem microrganismos (bactérias, fungos, leveduras etc.), enzimas, 

células animais e vegetais e tecidos. Para cada bioprocesso específico, há um tipo de 

biorreator adequado. Os diversos tipos e configurações de biorreatores existentes 

surgiram dos estudos aprofundados do sistema biológico, incluindo crescimento 

celular, metabolismo, manipulação genética, entre outros fatores, para entender as 

exigências dos processos biológicos (Wang; Zhong, 2007).  

Os biorreatores do tipo STBR têm sido amplamente aplicados para a 

produção de etanol, tanto em escala laboratorial quanto industrial. A ação dos 

agitadores promove um sistema homogêneo e uma mistura uniforme no interior do 

STBR, no entanto, também é responsável por um alto consumo de energia (Sriputorn 

et al., 2021). Os biorreatores STBR com agitação contínua, denominados CSTBR, 

possuem uma ampla disponibilidade comercial, onde a entrada de nutrientes e a 

retirada de produtos ocorre de forma regular. Os substratos são alimentados no 

sistema com concentração e taxas de fluxo definidas e o número de células é 

controlado pela sua remoção do biorreator (Karagoz; Bill; Ozkan, 2019).  

Na literatura, há diversos estudos que utilizaram reatores CSTBR para a 

produção de etanol, como o trabalho de Liu et al. (2020) onde um CSTR foi empregado 

na fermentação anaeróbica de águas residuais de melaço, que serviram de substrato 

para a produção de etanol e hidrogênio. O trabalho de Sun et al. (2019) utilizou um 

CSTR para a produção de etanol a partir do gás de síntese utilizando biochar de 

resíduos da avicultura como meio. Em seu estudo, Lee et al. (2017) empregou o CSTR 

na produção de etanol a partir do glicerol, um subproduto da produção de biodiesel. 

De acordo com os autores, além de uma alternativa para a reutilização desta 

substância residual, a produção de etanol a partir do glicerol apresenta um processo 

simplificado, obtendo assim redução dos custos de produção.  

Independentemente do tipo biorreator utilizado, este deve oferecer as 

condições ideais para a condução do bioprocesso e para melhor rendimento do 

produto. O biorreator deve ser projetado visando maximizar o nível de produção e 

minimizar o quanto for possível o consumo de energia. Algumas variáveis de processo 

afetam a performance biológica em um biorreator e precisam ser monitoradas. A 

temperatura é um dos parâmetros mais críticos, uma vez que afeta o crescimento dos 

microrganismos. A mistura adequada também deve ser controlada para garantir o 

suprimento de nutrientes necessários. Outro fator importante é o suprimento de 
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oxigênio dissolvido, que afeta tanto o crescimento dos microrganismos como a 

formação de produtos. O pH também dever ser monitorado, uma vez que durante a 

fermentação, este valor pode mudar em razão dos metabólitos liberados no meio. 

Portanto, se faz necessário examinar o sistema biológico afetado e as circunstâncias 

que aumentam a atividade do microrganismo e taxa de conversão, visando obter 

maior concentração do produto (Novia et al., 2023; Zhong, 2010).  

Tais parâmetros afetam o crescimento do microrganismo no interior do 

biorreator e, consequentemente, a eficiência do bioprocesso. Este fato, somado com 

a natureza transformadora do bioprocesso e sua cinética não linear e incerta, faz com 

o biorreator seja um sistema difícil de modelar e controlar (Hajaya; Shaqarin, 2022; 

Mohan et al., 2022). A modelagem de bioprocessos é desafiadora, pois estes 

processos são consideravelmente mais difíceis de caracterizar que os processos 

químicos, em razão das reações metabólicas e dinâmica do fluido da cultura. Além 

disso, os bioprocessos são altamente sensíveis às mudanças nas condições 

operacionais do processo. O comportamento dos bioprocessos ainda não é bem 

compreendido, assim, é difícil descrever com precisão os mecanismos que ditam o 

comportamento dos microrganismos (Forster et al., 2023; Petsagkourakis et al., 2020). 

Os principais fatores que contribuem para a complexidade dos biorreatores estão 

apresentados na figura 3.  
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Figura 3 – Fatores que afetam a complexidade dos biorreatores 

 
Fonte: Autoria própria (2024) 

 

Em seu estudo, Asif, Ali, Ajbar (2013) apresentam outros fatores que 

contribuem para a complexidade dos bioprocessos. Segundo os autores, no interior 

do biorreator ocorre o fenômeno da competição entre as espécies microbianas, o que 

é comum em ecossistemas naturais. Na competição simples, as espécies competem 

pelo recurso que afeta o crescimento de todas elas. Além disso, ao analisar o 

comportamento dinâmico do bioprocesso, os autores identificaram um 

comportamento complexo, com duplicação de período e ocorrência de caos. Em seu 

trabalho, Ajbar, Alqahtani, Musa (2022) afirmam que os biorreatores contínuos são 

altamente não lineares e podem apresentar problemas operacionais, como 

multiplicidade de estado e oscilações indesejadas, que comprometem a operação 

segura e eficiente do biorreator, e devem ser, portanto, evitadas.  

2.5 Análise dinâmica e controle de bioprocessos 

De acordo com Ladyman, Lambert e Wiesner (2013), não existe na literatura 

uma forma concisa para definir sistemas complexos, muito menos uma definição na 

qual todos os cientistas concordem. 

Em seu estudo, os autores revisaram outros estudos que tentaram 

caracterizar sistemas complexos e analisaram um conjunto de recursos que são 
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associados a sistemas complexos na literatura por estudiosos da área. Como 

resultado, os autores propuseram uma tentativa de definição de complexidade, 

considerando o aspecto físico. Segundo os autores, “um sistema complexo é um 

conjunto de elementos que estão interagindo de forma desordenada, resultando em 

uma organização e memória robustas”.  

A operação de um bioprocesso pode apresentar limitações, uma vez que a 

interação entre as células e o ambiente no interior do biorreator é um processo 

complexo. Quando o comportamento dinâmico de um biorreator é conhecido, é 

possível definir as melhores condições de partida e operação, visando os melhores 

resultados da fermentação, e assim, evitar fenômenos indesejados ou aproveitar 

aqueles que levam aos resultados esperados (Paz Astudillo; Cardona Alzate, 2011) . 

Dessa forma, a análise da estabilidade é importante no estudo de 

biorreatores, pois permite obter informações importantes sobre sua operação, como 

estabelecimento das condições estáveis, conhecer o comportamento do sistema ao 

longo do tempo e determinação da existência dos estados estáveis, que estão 

diretamente relacionados aos estados de operação. Além disso, o projeto e o 

desenvolvimento de um sistema de controle eficiente devem incluir o cálculo dos 

estados estáveis, dessa forma, o comportamento dinâmico do biorreator deve ser 

conhecido. Para conduzir a análise de estabilidade do sistema, faz-se necessário o 

desenvolvimento de um modelo matemático que reproduza o comportamento 

dinâmico do processo. Estes modelos matemáticos mostram-se ferramentas úteis 

para explorar os fenômenos complexos que ocorrem no interior de um biorreator, além 

disso, podem ser usados para estudos paramétricos do sistema e fornecer 

informações sobre meios de aumentar a produtividade do processo (Ajbar; Alqahtani; 

Musa, 2022; Alqahtani et al., 2021; Paz Astudillo; Cardona Alzate, 2011).   

Em seu estudo, Paz Astudillo e Cardona Azate (2011) afirmam que um dos 

modelos mais aplicados para a análise dinâmica de sistema é a teoria de bifurcação, 

que descreve as mudanças bruscas que ocorrem em um sistema quando um 

parâmetro de controle é alterado. Nos diagramas de bifurcação, as variáveis de saída 

do sistema são plotadas em relação a um parâmetro crítico. A teoria de bifurcação 

permite identificar os parâmetros que influenciam a estabilidade do sistema, bem 

como determinar um intervalo de valores adequado para eles, o que é fundamental 

para as estratégias de otimização e controle.  
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Na literatura, há exemplos de estudos que conduziram a análise dinâmica de 

biorreatores e obtiveram resultados interessantes. A análise não linear de estado 

estável de um biorreator do tipo CSTR aplicado para a produção de etanol foi 

conduzida no estudo de Ciesielski e Grzywacz (2019). A taxa de diluição e a 

concentração de glicose na alimentação foram utilizadas como parâmetros de 

bifurcação. De acordo com os autores, os diagramas de bifurcação ilustraram bem a 

complexidade do modelo, possibilitaram identificar situações a serem evitadas e a 

região onde ocorre a maior concentração de etanol.  

O estudo de Altimari et al. (2022) consistiu em analisar a competição entre 

bactérias e microalgas em um biorreator do tipo CSTR. A análise de bifurcação 

possibilitou a determinação das regiões de estabilidade de monoculturas de bactérias 

e microalgas, também na situação de consórcio entre elas. A análise forneceu 

expressões que definem os limites de espaço de parâmetros, o que garante a 

estabilidade dos diferentes estados estacionários, e consequentemente, oferece 

diretrizes para o projeto e controle do biorreator.  

Em seu trabalho, Villafuerte-Segura et al. (2023) apresenta um modelo 

matemático Lotka-Volterra com atraso de tempo para um biorreator. O tempo de 

paralisação foi utilizado como parâmetro para identificação das condições para as 

condições de bifurcação. De acordo com os autores, os resultados obtidos contribuem 

para melhorar a estabilidade da fermentação, a qualidade do produto e fornecer 

informações sobre a dinâmica do sistema analisado. Modelagem e simulações 

numéricas foram empregadas no estudo de Abashar (2018) para investigar a 

influência das excitações da membrana na produção de etanol em um fermentador 

forçado. Por meio de diagramas de bifurcação, os autores identificaram a ocorrência 

de fenômenos interessantes, como caos, hiper caos e grandes janelas de bolhas. Os 

resultados mostraram também que a região caótica apresenta maior potencial para 

implementação das excitações da membrana.  

Os resultados obtidos com a análise dinâmica possibilitam o desenvolvimento 

de um sistema de controle para biorreatores. No entanto, o controle de biorreatores é 

uma tarefa desafiadora em razão de seu comportamento dinâmico complexo e não 

linear, presença de distúrbios externos e dificuldade de medir variáveis 

representativas. Além disso, os biorreatores podem apresentar sensibilidade aos 

parâmetros de bifurcação e comportamento caótico. Apesar de desafiador, o controle 
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de bioprocessos é necessário para minimizar o custo do processo, garantir 

produtividade e preservar a qualidade do produto final (Carrillo-Ahumada et al., 2020; 

Fernández et al., 2019; Pachauri; Rani; Singh, 2017). Por esta razão, muitos estudos 

têm se dedicado no desenvolvimento de sistemas de controle eficientes para 

biorreatores.  

Em seu estudo, Tusset et al. (2022) propuseram um projeto de controle LQR 

para controlar a temperatura de um biorreator. O trabalho dos autores contribuiu para 

o entendimento do controle de ordem reduzida, pois para o controle foram 

consideradas apenas as equações que representam a variação de temperatura no 

reator e na camisa.  

No trabalho de Natarajan, Moghadam e Jagannathan (2021) é proposto um 

controlador adaptativo baseado em redes neurais para o rastreamento de um 

bioprocesso. Este controlador apresenta a capacidade de autoaprendizagem em 

condições de circuito fechado em razão da fase de aprendizagem online. De acordo 

com os autores, o controlador proposto pode ser utilizado para explorar os desafios 

do controle de bioprocessos e, no futuro, poderá ser aplicado para o rastreamento 

eficiente de bioprocessos onde a dinâmica não é completamente conhecida.  

Um esquema de controle inferencial baseado em rede neural adaptativa 

(ADALINE) foi proposto por Pachauri, Singh e Rani (2017) para o controle do processo 

de fermentação de etanol. A concentração de etanol é estimada a partir do perfil de 

temperatura do processo utilizando um sensor suave. Os autores ainda propuseram 

um meio de melhorar a precisão da previsão do ADALINE por meio do retreinamento 

com medições anteriores imediatas.  

O estudo de Petre, Selişteanu e Roman (2021) apresenta um projeto de 

esquemas de controle avançados para um processo contínuo de produção de etanol. 

Estes esquemas envolvem leis de controle adaptativo e algoritmos de estimativa não 

linear, como observadores de modo deslizante e estimadores de estados e 

parâmetros, para monitorar a concentração de substrato e a temperatura durante a 

fermentação. Apesar da ocorrência de incertezas e perturbações, o sistema proposto 

atingiu com sucesso a meta de produção de etanol, minimizando a quantidade de 

substrato residual. 

No trabalho desenvolvido por Fonseca et al. (2013) foi proposto o uso de 

controladores fuzzy-PI e fuzzy-PID em conjunto com uma estratégia de intervalo 
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dividido para controlar a temperatura de um biorreator que foi modelado como um 

CSTR. O desempenho desses sistemas de controle foi comparado por meio da 

integral de erro, demanda de utilidade e esforço de controle. De acordo com os 

autores, o sistema de controle proposto foi capaz de regular a temperatura 

adequadamente em todos os testes e apresenta como vantagens o baixo consumo 

de utilidades e sinal de saída suave, o que evita a necessidade de manutenção não 

programada.  

2.6 Ocorrência de comportamento caótico em biorreatores 

O design eficiente, a operação e o controle de reatores, bem como sua 

operação e performance são afetados profundamente por distúrbios foçados 

(intencionais) ou naturais (não intencionais). No entanto, nenhum reator é capaz de 

operar livre de distúrbios em sua alimentação. Dessa forma, é importante estudar a 

resposta do sistema a tais distúrbios, para utilizá-los nas situações em que são 

benéficos, ou então, evitá-los, por meio de controladores, quando os efeitos são 

negativos (Abashar, 2011). Em seu estudo, Abashar e Elnashaie (2010) analisaram a 

resposta dinâmica de um biorreator empregado na produção de etanol às 

perturbações sinusoidal da concentração de entrada. Como resposta a tais 

perturbações, sistema apresentou uma dinâmica rica e complexa, como a ocorrência 

de caos.  

De acordo com Brown e Chua (1996), ao longo dos anos houve várias 

tentativas de estudioso para definir o que é caos. Segundos os autores, a dependência 

sensível às condições iniciais é amplamente associada como um sinônimo de caos. 

Em seu estudo, os autores apresentam dois conceitos que consideram o núcleo do 

entendimento sobre caos: a perda rápida da correlação entre futuro e passado e a 

perda rápida da informação ao longo do tempo.  

O trabalho de Cattani et al. (2017) apresenta uma definição de caos 

determinístico que, segundo os autores, ocorre quando as medições do estado de um 

sistema em um momento específico podem não permitir prever seu futuro, mesmo 

que as equações que regem o sistema sejam conhecidas.  

Uma outra definição é apresentada no estudo de Gan (1996), que diz que um 

sistema dinâmico caótico é um sistema determinístico que apresenta comportamento 

aleatório por meio de sua dependência sensível às condições iniciais. Ainda segundo 
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os autores, o caos também apresenta características fractais, ou seja, apresenta 

autossimilaridade.  

De acordo com as definições apresentadas, os sistemas caóticos apresentam 

grande sensibilidade às condições iniciais e, uma vez que podem percorrer uma 

grande parte do espaço de fase, quando ocorre uma variação em um parâmetro do 

sistema ou em uma condição inicial, mesmo que pequena, todas as regiões visitadas 

podem ser alteradas consideravelmente (Bandyopadhyay; Ravikumar; Kulkarni, 

1993). O comportamento oscilatório afeta o desempenho do processo e prejudica sua 

otimização. Este fenômeno não é indesejável apenas do ponto de vista do controle de 

processos, mas no caso em que se trabalha com substâncias tóxicas, o 

comportamento oscilatório pode originar situações perigosas, que comprometem a 

operação segura do biorreator (Lenbury; Sukprasong; Novaprateep, 1996).  

A ocorrência de fenômenos complexos, como o caos, é indesejável e 

problemática em processos químicos e em bioprocessos, pois pode estar associada 

à ocorrência de limitação de difusão, efeitos de gel em reatores de polimerização, ou 

inibição de substrato em biorreatores. Em razão da problemática relacionada à 

ocorrência de caos e da necessidade de projetar reatores mais eficientes e seguros, 

pesquisas relacionadas ao controle de caos têm despertado a atenção dentro no 

campo de dinâmica não linear (Ho; Chuang; Li, 2005; Zhang; Seider; Chen, 2016). Um 

desses trabalhos é o de Rasoulian e Shahrokhi (2010) que propôs um sistema de 

controle da concentração do produto desejado em um CSTR não isotérmico que 

apresenta comportamento caótico. Para isso, um controlador feedback de estado ideal 

foi projetado. Em razão das singularidades e não linearidades do sistema, foi proposta 

a estratégia de controle feedback de estado linear. Dessa forma, os autores visaram 

controlar o comportamento caótico do reator acima de seu ponto de equilíbrio. Um 

outro exemplo foi o trabalho desenvolvido por Vaidyanathan (2015), onde foi feita a 

análise dinâmica de um reator químico com comportamento caótico, que permitiu 

obter a descrição detalhada da dinâmica do reator, bem como identificar os valores 

nos quais o sistema apresentou comportamento caótico. Após esta análise, os autores 

propuseram uma lei de controle adaptativo para o controle global do caos do reator 

com parâmetros desconhecidos.  
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2.7 Modelagem matemática de sistemas utilizando cálculo fracionário  

Os modelos matemáticos são importantes para a engenharia, pois são uma 

forma de descrever o que acontece em fenômenos reais. A partir dos dados coletados 

sobre um determinado fenômeno, um modelo matemático é proposto com o intuito de 

prever como as variáveis de saída se comportam em razão da variação de outros 

fatores. Na área de engenharia, os processos são modelados para prever sua 

dinâmica, transformar a escala de laboratório em escala industrial e otimizar 

processos por meio condições operacionais e projetos de equipamentos. No entanto, 

é importante ampliar os modelos obtidos para incluir as interações do sistema em 

várias escalas. A análise de alguns sistemas mostrou que alguns fenômenos e 

processos não podem ser modelados adequadamente utilizando as equações 

diferenciais de ordem inteira. Neste contexto, destacam-se as derivadas fracionárias 

para a modelagem de fenômenos físicos complexos (Flores-Tlacuahuac; Biegler, 

2014; Lopes Ferrari et al., 2024).  

O cálculo fracionário existe há muitos anos e tem sido cada vez mais 

explorada na literatura e aprimorada por vários pesquisadores para a modelagem de 

sistemas e desenvolvimento de controladores. O cálculo fracionário apresenta 

vantagens interessantes, como efeito de memória e herança, graus de liberdade 

extras e maior flexibilidade, o que permitem desenvolver modelos matemáticos mais 

precisos fenômenos físicos avançados, bem como projetar controles mais robustos 

para sistemas dinâmicos complexos. Quando comparados com os de ordem inteira, 

os controladores de ordem fracionária apresentam melhor resposta, uma vez que o 

cálculo fracionário permite que os sistemas sejam mais bem definidos, descritos e 

modelados, e quanto melhor a descrição matemática do sistema, mais preciso é o seu 

controle (Chen et al., 2020; Munoz-Vázquez; Martínez-Reyes, 2019; Singh et al., 

2021). A figura 4 apresenta um resumo das vantagens da utilização do cálculo 

fracionário na modelagem de sistemas.  
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Figura 4 – Resumo das vantagens da aplicação do cálculo fracionário na modelagem de 
sistemas complexos 

 
Fonte: Autoria própria (2024) 

 

Na literatura, há exemplos de estudos que empregaram o cálculo fracionário 

para a modelagem de processos químicos e bioprocessos. O estudo de Aranha et al. 

(2024) teve como objetivo ajustar modelos cinéticos de secagem e extração de lipídios 

de sementes de maracujá, utilizando os modelos tradicionais e o cálculo fracionário. 

Os resultados do estudo mostraram que o modelo de ordem fracionária ofereceu 

ajustes iguais ou superiores aos modelos tradicionais para a cinética de extração do 

óleo e secagem das sementes. O trabalho desenvolvido por  Silva et al. (2024) 

apresentou um modelo de cálculo fracionário como um modelo cinético generalizado 

para prever o rendimento máximo de metano e a cinética de degradação em ensaios 

de potencial de biometano (BMP). De acordo com os autores, o modelo fracionário 

superou os modelos cinéticos comuns de primeira ordem e apresentou a capacidade 

de capturar as complexidades da produção de metano sem perder a precisão do 

modelo.  

Há também estudos que utilizaram o cálculo fracionário no desenvolvimento 

de sistema de controles para sistemas complexos, como os biorreatores, em razão de 

seu desempenho superior. Em seu estudo, Pachauri, Singh e Rani (2018) projetaram 

e implementaram um controlador PID com ordem fracionária e dois graus de liberdade 

(2DOOF-FOPID) para o controle da temperatura de um biorreator. Os autores 
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utilizaram os algoritmos genéticos para estimar os parâmetros do controlador. O 

desempenho do controlador proposto foi comparado com um PID de ordem inteira no 

rastreamento do setpoint, supressão de ruído, rejeição de distúrbios e análise de 

robustez. Os resultados obtidos mostraram que o controlador proposto obteve 

desempenho superior em todos os testes feitos e foi capaz de fornecer um controle 

eficiente, preciso e robusto e pode ser aplicado para o controle da temperatura em 

diferentes aplicações industriais.  

O trabalho de Mohan et al. (2022) apresentou uma estratégia de controle em 

cascata baseada em PD/PI fuzzy de ordem fracionária (FOFPD/PI) para controlar o 

processo de fermentação dentro de um biorreator. O FOFPI é usado para controlar a 

concentração de etanol no loop interno, enquanto o FOFPD é usado para o controle 

de temperatura do biorreator no loop externo. O desempenho do controlador 

FOFPD/PI projetado foi comparado com o de outros controladores, inclusive seu 

equivalente de ordem inteira (IOFPD/PI), 2DOF FOPID, 2DOF PID e o controlador PID 

clássico. Sob diferentes condições de operação, o controlador FOFPD/PI proposto 

demonstrou controle preciso em comparação com os outros controladores. Por outro 

lado, o controlador PID clássico apresentou o desempenho mais fraco, o que confirma 

a superioridade do controlador de ordem fracionária em relação ao PID clássico. 

2.8 Aplicação de reações autocatalíticas como um meio de descrever a 
complexidade de processos químicos e bioquímicos 

As reações autocatalíticas são aquelas onde produto gerado é responsável 

por aumentar a taxa do processo, isto é, o produto atua como o catalisador da reação. 

A autocatálise resume a capacidade dos sistemas vivos de reprodução e acredita-se 

que este processo esteve presente desde as formas primitivas de metabolismo, nos 

primeiros estágios da origem da vida. Em uma reação autocatalítica, o produto da 

primeira reação pode aumentar a taxa de outra reação, e o produto desta aumenta a 

taxa da primeira reação. Este efeito é conhecido como loop feedback positivo. 

Reações químicas e bioquímicas podem ser analisados no contexto de processos 

autocatalíticos (Gadgil; Kulkarni, 2009; Unterberger; Nghe, 2022). 

A partir da segunda metade do século 20, houve um aumento do interesse no 

estudo da dinâmica complexa, com foco em sistemas de reações químicas que 

apresentam fenômenos não lineares, como oscilações e padrões especiais. Neste 

contexto, as reações autocatalíticas se destacam, pois apresentam comportamentos 
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interessantes, como o efeito feedback positivo e fenômenos dinâmicos complexos, 

como a ocorrência de caos, sendo uma ferramenta útil para o estudo e análise de 

processos químicos e biológicos (Arcadia et al., 2021; Schuster, 2019).  

No estudo de sistemas que apresentam complexidade estática e dinâmica, o 

reator CSTR auto térmico é um clássico paradigma. Nos últimos anos, um outro 

sistema que tem despertado a atenção dos pesquisadores é o CSTR isotérmico com 

reação autocatalítica, que se configura como um dos sistemas mais simples para 

estudos de bifurcação. O processo autocatalítico, em razão do efeito feedback, 

fornece ao sistema multiplicidade de estados variáveis, oscilações sustentadas e até 

mesmo caos (Alhumaizi; Abasaeed, 2000; Birol; Teymour; Keener, 2000).  

De acordo com Alhumaizi (2000), quando se adiciona à autocatálise o 

processo de mutação, adiciona-se maior complexidade ao sistema, uma vez que a 

espécie mutante compete com o autocatalisador original. Em seu estudo, o autor 

examinou uma reação autocatalítica que ocorre em um CSTR, onde o autocatalisador 

sofre mutação. A análise dinâmica do sistema mostrou que este apresenta 

comportamento caótico, bem como múltiplas transições entre comportamento 

periódico e caótico. Segundo o autor, o sistema proposto é útil para melhor 

compreensão do caos e oscilações químicas em sistemas químicos e biológicos, pois 

se trata de um sistema simples que permite a análise sistemática e detalhada de vários 

tipos de comportamentos dinâmicos complexos.  

Em seu estudo, Galanics, Sintár e Szalai (2023) empregaram um conjunto de 

quatro reações autocatalíticas, com propriedades complementares, para explorar os 

fenômenos não lineares em um reator de fluxo tubular. O objetivo do estudo foi obter 

evidências experimentais de fenômenos dinâmicos, como biestabilidade, 

excitabilidade e oscilações, e entender como esses fenômenos ocorrem em um 

ambiente onde o fluxo é laminar e a advecção domina o transporte. Além disso, o 

estudo buscou mostrar como a variação do tempo de residência ao longo do 

comprimento do reator resultou no surgimento de diferentes estados dinâmicos, 

contribuindo assim para uma melhor compreensão da química de luxo não linear.  
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3 METODOLOGIA 
 

3.1 Revisão Sistemática da Literatura 

A revisão sistemática da literatura foi realizada por meio da metodologia 

Methodi Ordinatio, proposta por Pagani, Kovaleski e Resende (2015) e atualizada por 

Pagani et al. (2022). 

A metodologia se baseia em um método de decisão multicritério para a 

obtenção de um portifólio de artigos, ordenados de acordo com sua relevância 

científica. Para isto, a metodologia considera o ano de publicação, o fator de impacto 

do periódico e a número de citações do artigo. Para cada um destes critérios, é 

atribuído um fator de relevância, que atribuído pelo pesquisador. A execução da 

metodologia Methodi Ordinatio deve seguir alguns passos. 

  

• Passo 1: Busca dos artigos nas bases de dados 

 

As bases de dados selecionadas para a busca de artigos foram a Scopus e 

Web of Science. A pesquisa nas bases de dados foi feita nos campos “Título, resumo 

e palavras-chave”. Para a pesquisa, foram utilizados seis conjuntos de palavras-

chave. O quadro 1 apresenta os conjuntos de palavras-chave utilizados na pesquisa, 

bem como a quantidade de artigos que foram encontrados nas duas bases de dados 

consultadas.  
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Quadro 1 – Conjuntos de palavras-chave 

Palavras-chave Scopus 
Web of 

Science 

"bioreactor" AND "chaotic behavior" AND "bifurcation analysis" 3 4 

"bioreactor" AND "chaos control" 2 4 

"bioreactor" AND ("fractional order systems" OR "fractional 

calculus") 
7 5 

"bioreactor" AND "autocatalytic reactio*" 8 2 

"autocatalytic reactio*" AND "chaotic behavior" 12 13 

"autocatalytic reactio*" AND ("CSTR" OR "CSTBR") 50 54 

Total 164 

Fonte: Autoria propria (2023) 

 

Conforme as informações do quadro 1, somando os resultados obtidos nas 

buscas nas duas bases de dados consultadas, foram encontrados 164 documentos. 

Em um primeiro momento, não foi colocada nenhuma restrição na pesquisa, isto é, 

foram considerados todos os tipos de documento, idiomas e não foi aplicado nenhum 

corte temporal. Os procedimentos de filtragem serão aplicados na próxima etapa da 

metodologia.  

 

• Passo 2: Procedimentos de filtragem 

 

Neste passo, foram aplicados procedimentos de filtragem para a construção 

do portifólio final. O primeiro procedimento aplicado foi a remoção de artigos 

duplicados. Esta etapa resultou na remoção de 55 artigos.  

Em seguida, foi feita a filtragem por tipo de documento. Para compor o 

portifólio, foram selecionados apenas artigos de pesquisa e artigos de revisão. Desta 

forma, documentos do tipo livros, capítulos de livros e artigos de conferência foram 

removidos. Esta etapa resultou na remoção de 7 artigos.  

Em seguida, foi feita uma leitura prévia dos artigos selecionados. Nesta etapa, 

foram removidos todos os artigos cujo idioma não era o inglês. Foram removidos 

também artigos incompletos ou sem os dados de acesso. Por fim, foi feita a remoção 

dos artigos cuja temática não estava de acordo com o objetivo da presente pesquisa. 

Esta etapa resultou em 56 artigos excluídos. Ao final dos procedimentos de filtragem, 

o portifólio final resultou em 46 artigos.  
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O quadro 2 apresenta o resultado dos procedimentos de filtragem aplicados.  

 

Quadro 2 – Procedimentos de filtragem 

Procedimentos de filtragem 
Total de documentos 

removidos 

Artigos duplicados 55 

Tipo de documento (livro, capítulo de livro, artigo de conferência) 7 

Fora da temática 41 

Idioma não é o inglês 4 

Artigo incompleto ou sem dados de acesso 11 

Total de artigos excluídos 118 

Total de artigos no portifólio 46 

Fonte: Autoria propria (2023) 

 

Após a filtragem e seleção dos artigos para análise, o próximo passo da 

metodologia consiste em ordenar os artigos em ordem de relevância. 

 

• Passo 3: Organização do portifólio 

 

Na metodologia Methodi Ordinatio, a organização do portifólio de artigos é 

feita de acordo com sua relevância, e para isto, é utilizada a equação InOrdinatio 2.0, 

apresentada na equação (1), que determina a importância dos artigos com base em 

três critérios: fator de impacto, número de citações e ano de publicação.  

 

𝐼𝑛𝑂𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜 2.0 = {[∆ ∗ (𝐼𝐹)] − [𝜆 ∗ (
𝑅𝑒𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑌𝑒𝑎𝑟 − 𝑃𝑢𝑏𝑌𝑒𝑎𝑟

𝐶𝑖𝑡𝑒𝑑𝐻𝑎𝑙𝑓𝐿𝑖𝑓𝑒
)] + Ω ∗ [

𝐶𝑖
(𝑅𝑒𝑠𝑎𝑟𝑐ℎ𝑌𝑒𝑎𝑟 + 1) − 𝑃𝑢𝑏𝑌𝑒𝑎𝑟

]}   (1) 

 

De acordo com Pagani et al. (2022), ∆ é um fator de ponderação, de valor que 

varia de 1 a 10, que indica a importância do fator de impacto do periódico (𝐼𝐹); 𝜆 é um 

fator de ponderação, de valor que varia de 1 a 10, que indica a importância do ano de 

publicação do artigo (𝑃𝑢𝑏𝑌𝑒𝑎𝑟); 𝑅𝑒𝑠𝑒𝑎𝑟𝑐ℎ𝑌𝑒𝑎𝑟 se refere ao ano no qual a pesquisa 

está sendo conduzida (neste caso, 2023); 𝐶𝑖𝑡𝑒𝑑𝐻𝑎𝑙𝑓𝐿𝑖𝑓𝑒 se refere à mediana da 

meia-vida citada de periódicos com JCR 2020; e Ω é um fator de ponderação, de valor 

que varia de 1 a 10, que indica a importância do número de citação (𝐶𝑖).  

Os valores dos fatores de ponderação ∆, 𝜆 e Ω são atribuídos pelo 

pesquisador e, quanto maior o valor destes fatores, maior é a importância dos 
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parâmetros analisados. Para o estudo em questão, os valores atribuídos para ∆, 𝜆 e 

Ω foram, respectivamente, 10, 8 e 8. O fator de impacto dos periódicos foi obtido por 

meio da métrica Journal Citation Reports (JCR), disponível no portal da CAPES e o 

número de citações foi obtido por meio da plataforma Google Scholar.  

O valor do InOrdinatio foi calculado para cada um dos artigos do portifólio, por 

meio da equação 1. Os artigos foram organizados em ordem decrescente do valor do 

InOrdinatio, cujos valores estão no intervalo de 193,40 a -29,20. Quanto maior o valor 

do InOrdinatio, maior a relevância do artigo para o tema estudado.  

O próximo passo da metodologia consiste na leitura dos artigos e condução 

das análises bibliométricas e/ou de conteúdo, conforme a necessidade da pesquisa.  

 

• Passo 4: Análise ordenada dos artigos do portifólio 

 

A análise dos artigos foi feita de acordo com a ordenação do portifólio, do mais 

relevante para o menos relevante. Esta análise teve como objetivo identificar algumas 

informações como a evolução temporal do tema estudado, as técnicas utilizadas, 

identificar os sistemas analisados e os resultados obtidos. Esta análise busca 

responder às seguintes perguntas de pesquisa: 

 

P1: Como é a distribuição temporal de publicações de estudos relacionados ao 

tema ao longo dos últimos anos? 

P2: Quais foram as técnicas utilizadas na análise dinâmica dos sistemas 

estudados? 

P3: Houve a identificação e análise de comportamento caótico? 

P4: Qual foi a lacuna de pesquisa identificada? 

 

Ao responder a estas questões, busca-se obter um panorama atual de 

estudos publicados sobre o tema. Também, busca-se apontar a relevância deste 

trabalho para literatura, isto é, mostrar como os resultados deste estudo podem 

contribuir para sanar as lacunas de pesquisa identificadas durante a análise do 

portifólio de artigos.  
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3.2 Modelo Matemático 

 

A figura 5 apresenta um biorreator isotérmico objeto deste estudo, que é 

modelado como um CSTR. Desta forma, o sistema estudado pode ser considerado 

um biorreator com agitação contínua (CSTBR).  

 

Figura 5 – Biorreator isotérmico com reação autocatalítica 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

No interior do biorreator ocorre uma reação autocatalítica com mutação. Esta 

reação autocatalítica conceitual foi proposta inicialmente no estudo de Abasaeed 

(2000), e é descrita como mostra a equação (2).  

 

𝑆 + 2𝑌 
𝑘1
→  3𝑌           (𝑅𝑒𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑌),    

(2) 

𝑌 
𝑘2
→ 𝑢1                       (𝐷𝑒𝑐𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑌),    

𝑆 + 2𝑌 
𝛼𝑘1
→   2𝑍 + 𝑌         (𝑀𝑢𝑡𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑌 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑍),   

𝑆 + 2𝑍 
𝛽𝑘1
→   3𝑍       (𝑅𝑒𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑍),    

𝑍 

𝑘2
𝛽
→ 𝑢2                         (𝐷𝑒𝑐𝑎𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑍),    
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onde:  S é a concentração do substrato, Y é a concentração do produto desejado 

(neste caso, o produto desejado é o etanol), Z é concentração do mutante, u1 e u2 são 

as concentrações dos produtos em decomposição, 𝛼 é o coeficiente da mutação, 𝛽 é 

a eficiência de mutação e k1 e k2 são as velocidades específica da reação.  

De acordo com Abasaeed (2000), o balanço de massa do sistema resulta no 

sistema apresentado na equação (3).  

 

𝑉
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=  𝜇(𝑆𝑓 − 𝑆) − 𝑉𝑘1𝑆𝑌

2 − 𝑉𝛼𝑘1𝑆𝑌
2 − 𝑉𝛽𝑘1𝑆𝑍

2,   

(3) 𝑉
𝑑𝑌

𝑑𝑡
=  𝜇(𝑌𝑓 − 𝑌) − 𝑉𝑘1𝑆𝑌

2 − 𝑉𝛼𝑘1𝑆𝑌
2 − 𝑉𝑘2𝑌 ,   

𝑉
𝑑𝑍

𝑑𝑡
=  𝜇(𝑍𝑓 − 𝑍) − 𝑉𝛽𝑘1𝑆𝑍

2 + 2𝑉𝛼𝑘1𝑆𝑌
2 − 𝑉

𝑘2
𝛽
𝑌,   

 

onde: V é o volume do reator,  𝜇 é a taxa de crescimento específico, 𝑆𝑓 é a 

concentração de substrato na alimentação, 𝑌𝑓 é a concentração de produto desejável 

na alimentação e 𝑍𝑓 é a concentração de mutante na alimentação.  

Em seu estudo, Magnitskii (2023) reescreveu o sistema apresentado por 

Abasaeed (2000) na forma adimensional, após considerar as seguintes substituições.  

 

𝑥1 =
(𝑆𝑓 − 𝑆)

𝑆𝑓
       𝑥2 =

𝑌

𝑆𝑓
        𝑥3 =

𝑍

𝑆𝑓
  

 

Após as substituições, o sistema se apresenta como descrito na equação (4).   

 

𝑥1̇ = −
𝑥1
𝜃
+ (1 + 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2

2 + 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3
2, 

(4) 𝑥2̇ = 
(𝛿 − 𝑥2)

𝜃
+ (1 − 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2

2−𝛾2𝑥2, 

𝑥3̇ = −
𝑥3
𝜃
+ 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3

2 + 2𝛼𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2
2 −

𝛾2
𝛽
𝑥3, 

 

onde: 𝜃 é o tempo de residência do reator, 𝛿 é a concentração adimensional do 

produto desejável na alimentação, 𝛾1 = 𝑘1𝑆𝑓
2  e  𝛾2 = 𝑘2.  
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Para modelagem, simulação e análise dinâmica do sistema proposto, foi 

utilizado o SIMULINK, um programa incorporado ao software Matlab®, onde as 

equações que descrevem o sistema foram resolvidas numericamente.  

3.3 Modelo Matemático em Ordem Fracionária 

O sistema objeto de estudo também foi modelado em ordem fracionária, 

considerando as derivadas fracionárias Atangana – Beleanu – Caputo, com a ordem 

q variável. O algoritmo utilizado é o mesmo proposto no estudo de Solís-Pérez, 

Gómez-Aguilar e Atangana (2018). Assume-se que quando 𝑡0 = 0 e 0,99 ≤ 𝑞 ≤ 1,01. 

Considerando este intervalo, a análise dinâmica do sistema em ordem fracionária 

possibilita a análise da influência da memória das reações químicas no 

comportamento caótico apresentado pelo biorreator.  

Ao contrário da ordem inteira, a ordem fracionária é um operador não local 

que considera, além do estado atual do sistema, o histórico de seu estado passado, o 

que permite trabalhar com correlações de tempo de longo alcance.  

O modelo em ordem fracionária do biorreator isotérmico onde ocorre uma 

reação autocatalítica é obtida por meio da substituição da derivada clássica para o 

operador, conforme apresentado na equação (5).  

 

𝐷𝑡
𝑞1

0

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑥1 = −

𝑥1
𝜃
+ (1 + 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2

2 + 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3
2 

(5) 𝐷𝑡
𝑞2

0

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑥2 = 

(𝛿 − 𝑥
2
)

𝜃
+ (1 − 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2

2−𝛾2𝑥2 

𝐷𝑡
𝑞3

0

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑥3 = −

𝑥3
𝜃
+ 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3

2 + 2𝛼𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2
2 −

𝛾2
𝛽
𝑥3 

 

Na equação (5), considera-se que as variações na concentração do substrato 

(x1), na concentração do produto desejado (x2) e na concentração do mutante (x3) são 

influenciadas pelo efeito de memória e podem ser modeladas por uma equação 

diferencial fracionária.  

De acordo com o estudo de Solís-Pérez, Gómez-Aguilar e Atangana (2018), 

considerando a derivada de ordem variável de Atangana – Beleanu – Caputo, obtém-

se a equação 6.  

𝐷𝑡
𝑞

0

𝑎𝑏𝑐
 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) (6) 
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Aplicando o teorema fundamental do cálculo fracionário na equação (6), 

obtém-se a equação (7).  

𝑦(𝑡) − 𝑦(0) =  
1 − 𝑞

𝑏(𝑞)
𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) +

𝑞

Γ(𝑞)𝑏(𝑞)
∫𝑓(𝜌, 𝑦(𝜌)(𝑡 − 𝜌)𝑞−1𝑑𝜌

𝑡

0

 (7) 

 

onde: 𝑏(𝑞) = 1 − 𝑞 +
𝑞

Γ(𝑞)
 . Então, para 𝑡𝑛+1 temos:  

𝑦𝑛+1(𝑡) = 𝑦(0) + 
Γ(𝑞)(1 − 𝑞)

Γ(𝑞)(1 − 𝑞) + 𝑞
𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛(𝑡))

+
𝑞

Γ(𝑞) + 𝑞(1 − Γ(𝑞))
∑ ∫ 𝑓(𝜌, 𝑦(𝜌)(𝑡𝑛+1 − 𝜌)

𝑞−1𝑑𝜌

𝑡𝑚+1

𝑡𝑚

𝑛

𝑚=0

 

(8) 

 

Aplicando a interpolação polinomial de Lagrange em duas etapas na função 

𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛(𝑡)) obtém-se: 

𝑃𝑘(𝜌) ≃  
𝑓(𝑡𝑚, 𝑦𝑚)

ℎ
(𝜌 − 𝑡𝑚−1) −

𝑓(𝑡𝑚−1, 𝑦𝑚−1)

ℎ
(𝜌 − 𝑡𝑚) (9) 

 

Substituindo a equação (9) na equação (8), obtém-se: 

 

𝑦𝑛+1(𝑡) = 𝑦(0) + 
Γ(𝑞)(1 − 𝑞)

Γ(𝑞)(1 − 𝑞) + 𝑞
𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛(𝑡))

+
𝑞

Γ(𝑞) + 𝑞(1 − Γ(𝑞))
∑ (

𝑓(𝑡𝑚, 𝑦𝑚)

ℎ
∫ (𝜌 − 𝑡𝑚−1)(𝑡𝑛+1 − 𝜌)

𝑞−1

𝑡𝑚+1

𝑡𝑚

𝑑𝜌

𝑛

𝑚=0

−
𝑓(𝑡𝑚−1, 𝑦𝑚−1)

ℎ
∫ (𝜌 − 𝑡𝑚)(𝑡𝑛+1 − 𝜌)

𝑞−1

𝑡𝑚+1

𝑡𝑚

𝑑𝜌) 

(10) 

Com: 

𝑎𝑞,𝑚,1 = ℎ
𝑞+1

(𝑛 + 1 −𝑚)𝑞(𝑛 − 𝑚 + 2 + 𝑞) − (𝑛 −𝑚)𝑞(𝑛 − 𝑚 + 2 + 2𝑞)

𝑞(𝑞 + 1)
 

(11) 

𝑎𝑞,𝑚,2 = ℎ
𝑞+1

(𝑛 + 1 −𝑚)𝑞 − (𝑛 −𝑚)𝑞(𝑛 − 𝑚 + 1 + 𝑞)

𝑞(𝑞 + 1)
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Integrando a equação (11) e substituindo na equação (10), obtém-se a 

seguinte aproximação:  

𝑦𝑛+1(𝑡) = 𝑦(0) + 
Γ(𝑞)(1 − 𝑞)

Γ(𝑞)(1 − 𝑞) + 𝑞
𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛(𝑡)) +

1

(q + 1)(1 − q)Γ(q) + q
× 

(12) 
∑(ℎ𝑞𝑓(𝑡𝑚, 𝑦𝑚)((𝑛 + 1 −𝑚)

𝑞(𝑛−𝑚+ 2+ 𝑞)− (𝑛 −𝑚)𝑞(𝑛−𝑚+ 2𝑎))

𝑛

𝑚=0

− ℎ𝑞𝑓(𝑡𝑚−1, 𝑦𝑚−1)((𝑛+ 1−𝑚)
𝑞 − (𝑛−𝑚)𝑞(𝑛 −𝑚+ 1+ 𝑞))) 

 

Aplicando a equação (11) em todas as equações do sistema apresentado na 

equação (5), obtém-se um algoritmo para a integração numérica do sistema em ordem 

fracionária.  

Para a concentração do substrato (x1), tem-se: 

 

𝑥1𝑛+1(𝑡) = 𝑥1(0) + 
Γ(𝑞1)(1 − 𝑞1)

Γ(𝑞1)(1 − 𝑞1) + 𝑞1
𝑓1 (𝑡𝑛, 𝑥1𝑛+1(𝑡), 𝑥2𝑛+1(𝑡), 𝑥3𝑛+1(𝑡))

+
1

(q1 + 1)(1 − q1)Γ(q1) + q1
× 

(13) ∑ (ℎ𝑞1𝑓1(𝑡𝑚, 𝑥1𝑚 , 𝑥2𝑚 , 𝑥3𝑚) ((𝑛 + 1 −𝑚)
𝑞1(𝑛 −𝑚+ 2+ 𝑞1)

𝑛

𝑚=0

− (𝑛−𝑚)𝑞1(𝑛−𝑚+ 2𝑎))

− ℎ𝑞1𝑓1(𝑡𝑚−1, 𝑥1𝑚−1 , 𝑥2𝑚−1 , 𝑥3𝑚−1)((𝑛+ 1−𝑚)
𝑞1

− (𝑛−𝑚)𝑞1(𝑛−𝑚+ 1+ 𝑞1))) 

 

Para a concentração do produto desejado (x2), tem-se: 

 

𝑥2𝑛+1(𝑡) = 𝑥2(0) + 
Γ(𝑞2)(1 − 𝑞2)

Γ(𝑞2)(1 − 𝑞2) + 𝑞2
𝑓2 (𝑡𝑛, 𝑥1𝑛+1(𝑡), 𝑥2𝑛+1(𝑡), 𝑥3𝑛+1(𝑡))

+
1

(q2 + 1)(1 − q2)Γ(q2) + q2
× 

(14) ∑ (ℎ𝑞2𝑓2(𝑡𝑚, 𝑥1𝑚 , 𝑥2𝑚 , 𝑥3𝑚) ((𝑛 + 1 −𝑚)
𝑞2(𝑛 −𝑚+ 2+ 𝑞2)

𝑛

𝑚=0

− (𝑛 −𝑚)𝑞2(𝑛 −𝑚+ 2𝑎))

− ℎ𝑞2𝑓2(𝑡𝑚−1, 𝑥1𝑚−1 , 𝑥2𝑚−1 , 𝑥3𝑚−1)((𝑛+ 1 −𝑚)
𝑞2

− (𝑛 −𝑚)𝑞2(𝑛 −𝑚+ 1+ 𝑞2))) 
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Para a concentração do mutante (x3), tem-se: 

 

𝑥3𝑛+1(𝑡) = 𝑥3(0) + 
Γ(𝑞3)(1 − 𝑞3)

Γ(𝑞3)(1 − 𝑞3) + 𝑞3
𝑓3 (𝑡𝑛, 𝑥1𝑛+1(𝑡), 𝑥2𝑛+1(𝑡), 𝑥3𝑛+1(𝑡))

+
1

(q3 + 1)(1 − q3)Γ(q3) + q3
× 

(15) ∑ (ℎ𝑞3𝑓3(𝑡𝑚, 𝑥1𝑚 , 𝑥2𝑚 , 𝑥3𝑚) ((𝑛 + 1 −𝑚)
𝑞3(𝑛 −𝑚+ 2+ 𝑞3)

𝑛

𝑚=0

− (𝑛 −𝑚)𝑞3(𝑛 −𝑚+ 2𝑎))

− ℎ𝑞3𝑓3(𝑡𝑚−1, 𝑥1𝑚−1 , 𝑥2𝑚−1 , 𝑥3𝑚−1)((𝑛+ 1 −𝑚)
𝑞3

− (𝑛 −𝑚)𝑞3(𝑛 −𝑚+ 1+ 𝑞3))) 

onde:  

𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =  −
𝑥1
𝜃
+ (1 + 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2

2 + 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3
2 

(16) 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 
(𝛿 − 𝑥

2
)

𝜃
+ (1 − 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2

2−𝛾2𝑥2 

𝑓3(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −
𝑥3
𝜃
+ 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3

2 + 2𝛼𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2
2 −

𝛾2
𝛽
𝑥3 

 

Para a análise do sistema em ordem fracionária, foram conduzidas 

simulações numéricas das equações por meio do software SIMULINK/Matlab®.  

3.4 Controle SDRE 

Considerando que o sistema estudado, um biorreator onde ocorre uma reação 

autocatalítica, apresenta comportamento caótico. De acordo com as informações dos 

trabalhos de Abashar e Elnashaie (2010) e Bandyopadhyay, Ravikumar e Kulkarni 

(1993), sistemas com comportamento caótico são sensíveis às variações nas 

condições iniciais. Dessa forma, o planejamento da produção de etanol (produto 

desejado) pode ser afetado negativamente, uma vez que tais variações na entrada no 

sistema compromete a possibilidade de previsibilidade.  

Para sanar este problema, o presente estudo propõe a inclusão de um 

controle SDRE ao sistema para suprimir o comportamento caótico e manter a 

produção de etanol em níveis desejáveis. A figura 6 mostra a o biorreator 

considerando a introdução do controle proposto. O controle proposto considera a 
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correção das variáveis x1, x2 e x3 através de um controle feedback que considera o 

erro de saída.  

 

Figura 6 – Biorreator isotérmico com reação autocatalítica com controle feedback 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

O controle geralmente envolve a parametrização das variáveis em uma matriz 

de estados X. O controle SDRE captura as não linearidades do sistema com a matriz 

SDC (State-Dependent Coefficient – Coeficiente dependente do estado), 

denominadas matrizes A e B.  

Considerando o sistema controlado na forma de equações de estado, 

conforme apresentado nos estudos de Bressan et al. (2019) e Tusset et al. (2020, 

2023a).  

𝑋̇ = 𝐴𝐶 + 𝐵𝑈, (17) 

 

onde B é a matriz de controle, A é a matriz de estado e U é o controle feedback, 

definido conforme a equação (18).  

 

𝑈 = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑒, (18) 
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onde: 𝑒 = [𝑋 − 𝑋∗], com 𝑋 representando os estados do sistema e 𝑋∗ os estados 

desejados.  

A matriz P é obtida por meio da solução da equação de Ricatti, definida na 

equação (19).  

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0 (19) 

 

O custo funcional do problema de controle de feedback é dado na equação 

(20).  

𝐽 =
1

2
∫ (𝑒𝑇𝑄𝑒 + 𝑈𝑇𝑅𝑈)𝑑𝑡
∞

𝑡0
, (20) 

 

onde Q e R são matrizes definidas positivas.  

 

Para verificar a eficácia do controle proposto, novamente foram conduzidas 

simulações numéricas das equações por meio do software SIMULINK/Matlab®.  

3.5 Análise Dinâmica 

Além da proposta de um controle da concentração do produto desejado, o 

presente estudo apresenta uma análise dinâmica detalhada do biorreator. A análise 

dinâmica foi feita por meio de históricos de tempo, retratos de fase e diagramas de 

bifurcação.  

Os expoentes de Lyapunov, o teste 0-1 e o índice de escala com base no teste 

de wavelet são aplicados para comprovar o comportamento do sistema. A presença 

de expoentes de Lyapunov positivos indica a presença de caos no biorreator 

(Vaidyanathan et al., 2015). Já o teste 0-1 determina um parâmetro K = [0:1] a partir 

de dados do sistema. O sistema é considerado caótico para valores de K próximos a 

1 e periódico para valores de K próximos a zero (Tusset et al., 2023b). No caso do 

índice de escala baseado no teste wavelet, determina-se um parâmetro iscale = [0:1] 

a partir de dados do sistema. O comportamento do sistema é considerado periódico 

para valores de iscale próximos a 0, e para valores de iscale próximos a 1, considera-

se um comportamento não periódico (Tusset et al., 2020).  

Para a construção dos diagramas de bifurcação e obtenção dos expoentes de 

Lyapunov, foram utilizados os algoritmos disponíveis no estudo de Tusset et al. 
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(2023a). Para o desenvolvimento do teste 0-1, foram utilizadas as equações 

apresentadas no estudo de Tusset et al. (2023b). Para o cálculo do teste de índice de 

escala baseado em wavelet, foram utilizadas as equações apresentadas no estudo de 

Tusset et al. (2020). 

Dos 46 artigos que compõem o portifólio obtido com a metodologia Methodi 

Ordinatio, 35 deles conduziram análise dinâmica dos sistemas objetos de estudo. 

Entre estes artigos, 28 deles (80%) aplicaram os diagramas de bifurcação nas 

análises. Uma vez que esta técnica possui ampla aplicação na literatura consultada e 

se mostrou eficiente para o propósito que foi empregada, optou-se por aplicá-la no 

presente estudo também.  

Entre os artigos do portifólio, 20 estudos (43,48%) empregaram técnicas para 

identificar a ocorrência de caos em seus sistemas. Após o emprego de diagramas de 

bifurcação, a técnica mais utilizada para identificação do comportamento caótico foi o 

Expoente de Lyapunov. Uma vez que esta técnica é comum na identificação de 

ocorrência de caos, e já foi validada em outros estudos, optou-se por utilizá-la neste 

estudo.  

Com relação ao teste 0-1, esta técnica tem se tornado popular nos últimos 

anos, uma vez que têm surgido diversos estudos que a aplicaram para a detecção de 

caos em sistemas dinâmicos, especialmente nos casos em que as abordagens 

clássicas são difíceis de aplicar. Esta técnica apresenta vantagens como simples 

implementação numérica e o fato de poder ser aplicado diretamente na saída do 

sistema, independente das características deste. Além disso, pode ser aplicada a 

qualquer sistema dinâmico para a identificação de caos (Bernardini; Litak, 2016; 

Piccirillo et al., 2016). Para validar a eficácia do teste 0-1, optou-se por aplicá-lo 

também neste estudo para a na identificação da ocorrência de caos. 

Para a obtenção dos diagramas de bifurcação, Expoente de Lyapunov e teste 

0-1, foram conduzidas simulações numéricas das equações que descrevem o sistema 

utilizando o software SIMULINK/Matlab®.  
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 

4.1 Análise dinâmica do sistema 

Nesta seção, será apresentada a análise dinâmica do sistema. Para isto, 

foram considerados os parâmetros 𝛼 = [0,26 ∶ 0,4], 𝛽 = [0,67 ∶ 0,75], 𝛿 = [0,04 ∶ 0,1], 

𝜃 = [0,1 ∶ 0,2], 𝛾1 = [400 ∶ 500], 𝛾2 = [11 ∶ 13].  

Para as simulações numéricas, foi considerada a equação (2) integrada pelo 

método de Runge-Kutta de 4ª ordem, com passo de integração ℎ = 0,01, com os 

parâmetros iniciais fixados em: 𝛼 = 0,272, 𝛽 = 0,68, 𝛿 = 0,067, 𝜃 = 0,10984, 𝛾1 = 450, 

𝛾2 = 11,25. 

Na figura 7 estão apresentados os diagramas de bifurcação, considerando o 

parâmetro 𝛼 = [0,26 ∶ 0,4].  
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Figura 7 – Diagramas de bifurcação e maior Expoente de Lyapunov para o caso 𝜶 = [𝟎, 𝟐𝟔 ∶
𝟎, 𝟒]. (a) Diagramas de bifurcação para 𝜶 versus 𝒙𝟏. (b) Diagramas de bifurcação para 𝜶 versus 

𝒙𝟐. (c) Diagramas de bifurcação para 𝜶 versus 𝒙𝟑. (d) Maior Expoente de Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Na figura 8 estão apresentados os diagramas de bifurcação, considerando o 

parâmetro 𝛽 = [0,67 ∶ 0,75].  
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Figura 8 – Diagramas de bifurcação e maior Expoente de Lyapunov para o caso 𝜷 = [𝟎, 𝟔𝟕 ∶
𝟎, 𝟕𝟓]. (a) Diagramas de bifurcação para 𝜷 versus 𝒙𝟏. (b) Diagramas de bifurcação para 𝜷 

versus 𝒙𝟐. (c) Diagramas de bifurcação para 𝜷 versus 𝒙𝟑. (d) Maior Expoente de Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Na figura 9 estão apresentados os diagramas de bifurcação, considerando o 

parâmetro 𝛿 = [0,04 ∶ 0,1].  
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Figura 9 – Diagramas de bifurcação e maior Expoente de Lyapunov para o caso 𝜹 = [𝟎, 𝟎𝟒 ∶
𝟎, 𝟏]. (a) Diagramas de bifurcação para 𝜹 versus 𝒙𝟏. (b) Diagramas de bifurcação para 𝜹 versus 

𝒙𝟐. (c) Diagramas de bifurcação para 𝜹 versus 𝒙𝟑. (d) Maior Expoente de Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Na figura 10 estão apresentados os diagramas de bifurcação, considerando o 

parâmetro 𝜃 = [0,1 ∶ 0,2].  
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Figura 10 – Diagramas de bifurcação e maior Expoente de Lyapunov para o caso 𝜽 = [𝟎, 𝟏 ∶
𝟎, 𝟐]. (a) Diagramas de bifurcação para 𝜽 versus 𝒙𝟏. (b) Diagramas de bifurcação para 𝜽 versus 

𝒙𝟐. (c) Diagramas de bifurcação para 𝜽 versus 𝒙𝟑. (d) Maior Expoente de Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Na figura 11 estão apresentados os diagramas de bifurcação, considerando o 

parâmetro 𝛾1 = [400 ∶ 500].  
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Figura 11 – Diagramas de bifurcação e maior Expoente de Lyapunov para o caso 𝜸𝟏 = [𝟒𝟎𝟎 ∶
𝟓𝟎𝟎]. (a) Diagramas de bifurcação para 𝜸𝟏 versus 𝒙𝟏. (b) Diagramas de bifurcação para 𝜸𝟏 

versus 𝒙𝟐. (c) Diagramas de bifurcação para 𝜸𝟏 versus 𝒙𝟑. (d) Maior Expoente de Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Na figura 12 estão apresentados os diagramas de bifurcação, considerando o 

parâmetro 𝛾2 = [11 ∶ 13]. 
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Figura 12 – Diagramas de bifurcação e maior Expoente de Lyapunov para o caso 𝜸𝟐 = [𝟏𝟏 ∶ 𝟏𝟑]. 
(a) Diagramas de bifurcação para 𝜸𝟐 versus 𝒙𝟏. (b) Diagramas de bifurcação para 𝜸𝟐 versus 𝒙𝟐. 

(c) Diagramas de bifurcação para 𝜸𝟐 versus 𝒙𝟑. (d) Maior Expoente de Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Ao analisar os diagramas de bifurcação apresentados nas figuras 7-12, 

verifica-se que a concentração de etanol (𝑥2) aumenta apenas quando os valores dos 

parâmetros 𝜃 (tempo de residência do reator) e 𝛾2 (constante) aumentam. Dessa 

forma, para otimizar a produção de etanol, conclui-se que se deve empregar no 

biorreator os valores máximos para 𝜃 e 𝛾2 e manter os valores mínimos para os demais 

parâmetros.  

Por meio da análise dos valores do Expoente de Lyapunov é possível 

identificar os intervalos dos parâmetros 𝛼, 𝛽, 𝛿, 𝜃, 𝛾1 e 𝛾2 onde ocorre comportamento 

caótico, que são, respectivamente: 𝛼 = [0,2639 ∶ 0,2791], 𝛼 = [0,2827 ∶ 0,2934], 𝛼 =

[0,2996 ∶ 0,3063] e 𝛼 = [0,3122 ∶ 0,3127], 𝛽 = [0,679 ∶ 0,68] e 𝛽 = [0,6811 ∶ 0,6819], 

𝛿 = [0,0663 ∶ 0,0741], 𝜃 = [0,1094 ∶ 0,1104], 𝛾1 = [448,7 ∶ 451,1], 𝛾2 = [11,24 ∶

11,27].  

O comportamento caótico é evidenciado em razão do valor positivo do 

Expoente de Lyapunov que foi obtido nestes intervalos de parâmetros. O expoente 
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positivo indica que há divergências, e conforme o expoente cresce, estas divergências 

aumentam, evidenciando assim a presença de caos no sistema.  Ao passo que, um 

expoente negativo indica que as divergências mudam com o passar do tempo. Logo, 

quando o valor do Expoente de Lyapunov é negativo, não é detectada a ocorrência 

de caos no sistema.  

A tabela 1 apresenta os valores de variações máximas do produto desejado 

(𝑥2), neste caso o etanol, considerando as variações paramétricas apresentadas nas 

figuras 7-12.  

 

Tabela 1 – Análise paramétrica 

Parâmetros 
Valor máximo 𝒙𝟐 

(etanol) 

Maior expoente de 

Lyapunov (𝝀𝟏) 
Comportamento 

𝜶 = 0,26 0,04 - 0,057 0,49 Caótico 

𝜷 = 0,67 0,0933 - 0,0956 - 0,003 Periódico 

𝜹 = 0,052 0,1104 – 0,0933 - 0,002 Periódico 

𝜽 = 0,157 0,1073 - 1,083 Periódico 

𝜸𝟏 = 400 0,1120 - 0,87 Periódico 

𝜸𝟐 = 12,7 0,1153 - 1,446 Periódico 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

De acordo com as informações descritas na tabela 1, ao utilizar os seguintes 

valores dos parâmetros 𝛼 = 272, 𝛽 = 0,68, 𝛿 = 0,067, 𝜃 = 0,10984, 𝛾1 = 450 e 𝛾2 =

12,7, o sistema atinge o melhor valor de produção de 𝑥2. Para estes valores dos 

parâmetros, o sistema apresenta comportamento periódico.  

Na figura 13, está apresentada a evolução histórica dos parâmetros ao longo 

do tempo. Na figura 13a, a construção é feita para os seguintes valores dos 

parâmetros: 𝛼 = 272, 𝛽 = 0,68, 𝛿 = 0,067, 𝜃 = 0,10984, 𝛾1 = 450 e 𝛾2 = 12,7. Na 

figura 13b, os seguintes valores de parâmetros são utilizados: 𝛼 = 272, 𝛽 = 0,68, 𝛿 =

0,067, 𝜃 = 0,10984, 𝛾1 = 450 e 𝛾2 = 11,25.  
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Figura 13 – Histórico de tempo. (a) Histórico de tempo para o sistema com comportamento 
periódico. (b) Histórico de tempo para o sistema com comportamento caótico. (c) Expoente 

Lyapunov 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Ao analisar a figura 13a, observa-se que, para o conjunto de valores adotados 

para os parâmetros, o comportamento do sistema é periódico, assim como mostra as 

informações da tabela 1, e o valor do expoente de Lyapunov é 𝜆1 = −1,446. Já na 

figura 13b, para os valores dos parâmetros adotados, tem-se que o comportamento 

do sistema é caótico, com valor do expoente de Lyapunov de 𝜆1 = 0,58. 

Na figura 14, estão apresentados os diagramas de fase do sistema com 

comportamento caótico.  
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Figura 14 – Diagramas de fase. (a) Diagrama de fase 𝒙𝟏 versus 𝒙𝟐. (b) Diagrama de fase 𝒙𝟏 
versus 𝒙𝟑. (c) Diagrama de fase 𝒙𝟐 versus 𝒙𝟑. (d) Diagrama de fase 𝒙𝟏 versus 𝒙𝟐 versus 𝒙𝟑 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

4.2 Análise dinâmica do sistema para ordem fracionária 

Esta seção irá apresentar a análise numérica da influência da ordem 

fracionária na dinâmica do sistema, considerando pequenas variações na ordem 

inteira da derivada (𝑞). Com esta análise, busca-se verificar a influência de pequenos 

resíduos de cada componente do biorreator, e assim, avaliar a memória do sistema.  

Para estabilidade e convergência do esquema numérico, serão consideradas 

as funções residuais apresentadas na equação 21, assim como feito nos trabalhos de 

Sene, N. (2021) e Garrappa, R. (2018).  

 

|𝑥1(𝑡𝑛) − 𝑥1𝑛| = ℘(ℎ
min{𝛼+1,2}, 

(21) |𝑥2(𝑡𝑛) − 𝑥2𝑛| = ℘(ℎ
min{𝛼+1,2}, 

|𝑥3(𝑡𝑛) − 𝑥3𝑛| = ℘(ℎ
min{𝛼+1,2}, 
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onde 𝑥1(𝑡𝑛), 𝑥2(𝑡𝑛) e 𝑥3(𝑡𝑛) são as soluções aproximadas do sistema caótico em 

ordem fracionária considerado na equação (5), enquanto 𝑥1𝑛, 𝑥2𝑛 e 𝑥3𝑛 são as 

soluções exatas da equação (5). De acordo com Sene, N. (2021) e Garrappa, R. 

(2018), a convergência do método numérico adotado ocorre quando ℎ → 0.  

A tabela 2 apresenta as variações da equação (21) para variações 

decrescentes do valor de ℎ.  

 

Tabela 2 – Análise de convergência (Eq. (20) para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = [𝟎, 𝟗𝟗 ∶ 𝟏, 𝟎𝟏] vs. 𝒉 = [𝟎, 𝟎𝟏 ∶ 𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟏] 
𝒉 𝒒 = 0,00 𝒒 = 0,999 𝒒 = 0,9999 𝒒 = 1,01 𝒒 = 1,001 𝒒 = 1,0001 

𝒉 = 0,01 

𝑒1 = 1,5.10-3 𝑒1 = 1,4.10-3 𝑒1 = 1,4.10-3 𝑒1 = 1,3.10-3 𝑒1 = 1,3.10-3 𝑒1 = 1,3.10-3 

𝑒2 = 1,2.10-3 𝑒2 = 1,1.10-3 𝑒2 = 6,4.10-3 𝑒2 = 1,0.10-3 𝑒2 = 1,0.10-3 𝑒2 = 1,0.10-3 

𝑒3 = 2,7.10-3 𝑒3 = 2,8.10-3 𝑒3 = 3,7.10-3 𝑒3 = 2,9.10-3 𝑒3 = 2,9.10-3 𝑒3 = 2,9.10-3 

𝒉 = 0,001 

𝑒1 = 2,1.10-4 𝑒1 = 2,2.10-4 𝑒1 = 2,2.10-4 𝑒1 = 2,1.10-4 𝑒1 = 2,1.10-4 𝑒1 = 2,0.10-4 

𝑒2 = 2,3.10-4 𝑒2 = 1,1.10-4 𝑒2 = 2,3.10-4 𝑒2 = 1,2.10-4 𝑒2 = 1,2.10-4 𝑒2 = 1,1.10-4 

𝑒3 = 3,7.10-5 𝑒3 = 4,7.10-5 𝑒3 = 2,1.10-4 𝑒3 = 4,3.10-4 𝑒3 = 4,3.10-4 𝑒3 = 4,7.10-4 

𝒉 = 0,0001 

𝑒1 = 2,4.10-6 𝑒1 = 2,0.10-6 𝑒1 = 2,0.10-6 𝑒1 = 2,0.10-6 𝑒1 = 2,0.10-6 𝑒1 = 2,0.10-6 

𝑒2 = 2,3.10-6 𝑒2 = 9,7.10-7 𝑒2 = 2,1.10-6 𝑒2 = 2,1.10-6 𝑒2 = 1,0.10-6 𝑒2 = 9,9.10-7 

𝑒3 = 2,2.10-6 𝑒3 = 4,2.10-7 𝑒3 = 2,2.10-6 𝑒3 = 2,2.10-6 𝑒3 = 4,2.10-6 𝑒3 = 4,2.10-6 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

De acordo com os dados apresentados na tabela 2, o modelo proposto (Eq. 

(5)) é estável e convergente. A figura 15 apresenta o diagrama de bifurcação para 

𝑞1,2,3 = [0,09 ∶ 1,01] e ℎ = 0,0001.  

 

Figura 15 – Diagramas de bifurcação para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = [𝟎, 𝟎𝟗 ∶ 𝟏, 𝟎𝟏] vs. 𝒙𝟏 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 
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Conforme apresentado na figura 15, o sistema é sensível às variações na 

ordem da derivada, exibindo comportamento caótico para valores próximos à ordem 

inteira e comportamento periódico para valores distantes da ordem inteira.  

Na figura 16 estão apresentadas as variações de 𝑥1, 𝑥2 e 𝑥3 para 𝑞1,2,3 =

[0,09 ∶ 1,01] e ℎ = 0,0001. 

 

Figura 16 – Histórico de tempo, diagrama de fase e expoente de Lyapunov. (a) Histórico de 
tempo, (b) Diagrama de fase, (c) Expoente de Lyapunov para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = 𝟎, 𝟗𝟗. (d) Histórico de 

tempo, (e) Diagrama de fase, (f) Expoente de Lyapunov para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = 𝟎, 𝟗𝟗𝟗. 

(continua) 
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Figura 16 – Histórico de tempo, diagrama de fase e expoente de Lyapunov. (g) Histórico de 

tempo, (h) Diagrama de fase, (i) Expoente de Lyapunov para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = 𝟎, 𝟗𝟗𝟗𝟗. (j) Histórico de 

tempo, (k) Diagrama de fase, (l) Expoente de Lyapunov para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = 𝟏, 𝟎𝟎𝟎𝟏. 

(continua) 

 

 

Figura 16 – Histórico de tempo, diagrama de fase e expoente de Lyapunov. (m) Histórico de 

tempo, (n) Diagrama de fase, (o) Expoente de Lyapunov para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = 𝟎𝟏, 𝟎𝟎𝟏. (p) Histórico de 

tempo, (q) Diagrama de fase, (r) Expoente de Lyapunov para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = 𝟏, 𝟎𝟏. 

(conclusão) 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 
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Na tabela 3, estão apresentados os resultados do índice de escala com base 

no teste de wavelet (𝑖𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒), do teste 0 – 1 (𝐾) e do maior valor do expoente de 

Lyapunov (𝜆1).  

 

Tabela 3 – Análise da dinâmica do sistema (Eq. (4)) para 𝒒𝟏,𝟐,𝟑 = [𝟎, 𝟗𝟗 ∶ 𝟏, 𝟎𝟏] 

Ordem da 

derivada 

Índice de escala 

com base no 

teste de wavelet 

(𝒊𝒔𝒄𝒂𝒍𝒆) 

Teste 0 – 1 (𝑲) 

Maior valor do 

expoente de 

Lyapunov (𝝀𝟏) 

Comportamento 

𝒒 = 0,99 0,30 0,00 𝜆1 = - 0,99 Periódico 

𝒒 = 0,999 0,88 0,90 𝜆1 = 0,35 Caótico 

𝒒 = 0,9999 0,87 0,96 𝜆1 = 0,60 Caótico 

𝒒 = 1,0001 0,90 0,98 𝜆1 = 0,41 Caótico 

𝒒 = 1,001 0,13 0,00 𝜆1 = - 0,01 Periódico 

𝒒 = 1,01 0,10 0,00 𝜆1 = - 0,10 Periódico 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Ao analisar os resultados apresentados na figura 16 e na tabela 3, verifica-se 

que o sistema é sensível às variações na ordem da derivada.  

Para os casos em que 𝑞1,2,3 ≅ 1, o comportamento do sistema muda de 

caótico para periódico para variações de ± 0,01 ou ± 0,001 em 𝑞1,2,3, retornando para 

comportamento periódico apenas quando se aproxima de 𝑞1,2,3 ≅ 1 novamente, com 

variações na ordem da derivada.  

O sistema apresenta comportamento caótico nos casos em que 𝑞1,2,3 ≅

0,9999 ou 𝑞1,2,3 ≅ 1,0001, o que é confirmado pelo teste 0 -1, com valor de 𝐾 = 0,96 e 

pelo índice de escala com base no teste de wavelet, com valor de 𝑖𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 = 0,87. O valor 

do expoente de Lyapunov é 𝜆1 = 0,60 para 𝑞1,2,3 ≅ 0,9999, 𝐾 = 0,9 e 𝑖𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 = 0,88. 

Para 𝑞1,2,3 ≅ 0,999, o valor do expoente de Lyapunov é 𝜆1 = 0,35, com 𝐾 = 0,98 e 

𝑖𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 = 0,90. Para o caso em que 𝑞1,2,3 ≅ 1,0001, o valor do expoente de Lyapunov é 

𝜆1 = 0,41.  

De acordo com o apresentado na figura 16, dependendo do valor da derivada 

o sistema transita de comportamento caótico para periódico, ou até um ponto fixo, 

dependo da variação.  
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4.3 Sistema com controle do tipo SDRE 

A análise dinâmica do sistema permitiu verificar que, quando é possível 

ajustar os parâmetros do sistema, diferentes comportamentos podem ser obtidos 

(caótico ou periódico), bem como guiar o sistema para produzir maior quantidade do 

produto desejado (𝑥2), que no estudo em questão, é o etanol. Nos casos em que não 

é possível alterar os parâmetros do sistema, a inclusão de controle de uma ou duas 

variáveis pode ser considerada.  

Neste contexto, a presente seção apresenta a proposta de um controle para 

fazer a transição do sistema de um comportamento caótico para um comportamento 

periódico, e assim, alcançar uma maior produção de etanol (𝑥2) por meio da 

manipulação de parâmetros.  

O sistema apresentado na equação (2) com controle pode ser representado 

na forma matricial, conforme apresentado na equação (22).  

 

[
𝑥1̇
𝑥2̇
𝑥3̇

] =

[
 
 
 
 
 −

1

𝜃
(1 + 𝛼)𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2 𝛽𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥3

−(1 − 𝛼)𝛾1𝑥2
2 −

1

𝜃
− 𝛾2 + (1 − 𝛼)𝛾1𝑥2 0

−𝛽𝛾1𝑥3
2 2𝛼𝛾1(1 − 𝑥1)𝑥2 −

1

𝜃
−
𝛾2
𝛽
+ 𝛽𝛾1𝑥3]

 
 
 
 
 

[

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] + 𝑩𝑼 (22) 

 

A escolha da matriz B determina quais variáveis de controle do sistema podem 

ser executadas. Considerando que o objetivo é alcançar uma maior produção de 

etanol, neste estudo, será considerada a inclusão de controle em todas as variáveis, 

iniciando pela variável 𝑥1, a concentração de substrato, que em situações reais, é a 

mais fácil de manipular. Neste caso, tem-se que: 𝐵 =  [
1
0
0
]. Definindo os estados 

desejados, tem-se que: [

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗
] = [

0,5636
0,1153
0,1161

]. A maior produção de etanol (produto 

desejado) é observada na tabela 1 e as matrizes Q e R são, respectivamente: 𝑄 =

[
1 0 0
0 104 0
0 0 1

] e 𝑅 = [104].  
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Na figura 17 estão apresentados os resultados do sistema sem controle e com 

o controle proposto.  

 

Figura 17 – Sistema sem e com o controle proposto. (a) Erro 𝒆𝟏 = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟏
∗ , 𝒆𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝒙𝟐

∗  e 𝒆𝟑 =
𝒙𝟑 − 𝒙𝟑

∗ . (b) Histórico de tempo para 𝒙𝟏. (c) Histórico de tempo para 𝒙𝟐. (d) Histórico de tempo 

para 𝒙𝟑. (e) Sinal do controle U.  

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Conforme pode ser observado na figura 17, quando o sinal do controle U 

(figura 17e) é aplicado na primeira equação do sistema (Eq. (8)), é possível controlar 

o sistema, trazendo o erro de controle a um valor próximo a zero, como mostra a figura 

17a. 
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No entanto, considerando o caso em que o objetivo é controlar a quantidade 

de etanol produzida (𝑥2), em aplicações reais, apenas a variável 𝑥1, a concentração 

de substrato, pode ser manipulada. Dessa forma, observa-se que o controle proposto 

é eficiente para efetuar a transição do comportamento do sistema de caótico para 

periódico, com precisão de 94,12%.  

4.4 Análise do portifólio de artigos 

4.4.1   Panorama da literatura sobre o tema 

Para obter o panorama atual da literatura sobre o tema objeto de estudo desta 

pesquisa de Mestrado, a análise dos artigos do portifólio foi feita com o objetivo de 

responder às três primeiras perguntas de pesquisa estabelecidas.  

A primeira pergunta diz respeito à distribuição temporal das publicações de 

estudo sobre o tema. Tal distribuição é apresentada no gráfico 6.  

 

Gráfico 6 – Distribuição temporal das publicações 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 
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De acordo com a distribuição temporal apresentada no gráfico 6, o maior 

número de publicações ocorreu na década 2010, com 12 publicações, e nas décadas 

de 90 e 2000, com 10 publicações em cada um destes períodos.   

Estes dados refletem dois problemas. O primeiro é o baixo número de 

publicações sobre o tema. Uma vez que foram analisados intervalos de 10 anos, 

considera-se que o total de publicações foi baixo em todas as décadas analisadas. 

Outro problema está relacionado com a dificuldade de encontrar estudos recentes 

sobre o tema, uma vez que na década de 2020 apenas 3 estudos foram publicados. 

Desta forma, as pesquisas atuais carecem de informações atualizadas sobre o tema.  

A segunda pergunta de pesquisa busca verificar quais técnicas foram 

aplicadas para a análise do comportamento dos sistemas. No gráfico 7 estão 

apresentadas as técnicas aplicadas para análise dinâmica e identificação da 

ocorrência de caos.  

Gráfico 7 – Análise do tipo de método empregado 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

O resultado da análise mostra que 28 artigos (60,87%) utilizaram diagramas 

de bifurcação para análise dinâmica e identificação da ocorrência de caos. Outra 

técnica que se destaca é o Expoente de Lyapunov, comumente empregada para a 

identificação da ocorrência de caos. Dentro do portifólio, 11 artigos não conduziram 

uma análise dinâmica do sistema.   
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De acordo com Ojeda Toro et al. (2021), uma análise de bifurcação permite 

identificar todas as características do modelo que são responsáveis pelo 

comportamento dinâmico de um reator, o que justifica a ampla aplicação desta técnica 

nos estudos analisados.  

O gráfico 8 mostra o panorama da literatura consultada com relação à 

utilização de ordem fracionária na análise dos sistemas. 

 

Gráfico 8 – Análise do emprego de ordem fracionária 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

Os dados do gráfico 8 mostram que apenas 6 dos 46 artigos aplicaram 

ordem fracionária em seus estudos. Porém, estes 6 artigos estão entre os 11 estudos 

que não conduziram uma análise dinâmica. Desta forma, não há no portifólio um artigo 

que contemple a análise dinâmica com o uso de ordem fracionária.  

A terceira pergunta de pesquisa busca analisar se os trabalhos que compõem 

o portifólio identificaram comportamento caótico nos sistemas estudados, por meio 

das técnicas de análise dinâmica empregadas, bem como verificar se analisaram qual 

o efeito do caos no sistema. O gráfico 9 apresenta o resultado da quantificação quanto 

à identificação da ocorrência de caos nos artigos analisados, também, a quantificação 

dos artigos que analisaram o efeito do comportamento caótico na performance da 

reação. 
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Gráfico 9 – Quantificação análise de ocorrência e efeito do caos nos sistemas 

 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 

 

De acordo com os dados do gráfico 9, menos da metade dos artigos do 

portifólio, 20 estudos ao todo (43,48%) identificaram a ocorrência de comportamento 

caótico. No entanto, apenas 7 deles (15, 22%) analisaram ou destacaram em seus 

estudos o efeito do caos nos sistemas analisados.  

4.4.2  Identificação das lacunas de pesquisa 

As respostas das três primeiras perguntas de pesquisa possibilitaram 

responder à quarta e última pergunta, que visa a identificação de lacunas de pesquisa 

que este estudo pode contribuir para sanar. Ao analisar o portifólio compostos de 46 

artigos, foram identificadas as seguintes lacunas.  

 

Lacuna 1: Há carência de estudos recentes sobre o tema, pois a maior parte das 

publicações foram feitas há mais de uma década. 
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Lacuna 2: Há campo para a exploração da ordem fracionária, pois poucos estudos 

que abordaram esta técnica, e nenhum dos estudos consultados a aplicaram para a 

análise dinâmica dos sistemas analisados.   

Lacuna 3: Mesmo que alguns estudos tenham identificado a ocorrência de 

comportamento caótico nos sistemas analisados, poucos verificaram quais são os 

efeitos deste comportamento no processo.  

 

Portanto, com a aplicação dos métodos e técnicas escolhidos para a análise 

dinâmica e com os resultados obtidos, este estudo pode contribuir para sanar as 

lacunas identificadas.  

Além de conduzir a análise dinâmica em ordem fracionária, o estudo aplicou 

o teste 0-1 na identificação do comportamento do sistema, uma técnica alternativa ao 

comumente utilizado Expoente de Lyapunov, contribuindo assim para validar os 

resultados desta técnica que têm emergido nos últimos anos na identificação de caos. 

Outro destaque é a verificação de como a alteração dos parâmetros influencia no 

comportamento do sistema e a proposição de um controlador, que se mostrou eficaz 

na transição do comportamento do sistema de caótico para periódico, uma vez que 

nesta região verificou-se que maior concentração do produto desejado é obtida.  

Na figura 18, estão resumidas as principais contribuições da pesquisa para 

sanar as lacunas de pesquisa identificadas e outras informações que suportam a 

relevância do presente estudo para a literatura.  

 

Figura 18 – Contribuições e relevância do estudo para a literatura 

 

Fonte: Autoria própria (2023) 
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5 CONCLUSÃO  
 

O presente estudo teve como objetivo conduzir a análise dinâmica de um 

biorreator isotérmico onde ocorre uma reação autocatalítica com mutação, bem como 

propor um controle para transitar o sistema de comportamento caótico para 

comportamento periódico. Para isso, foram aplicadas técnicas como a construção de 

diagramas de bifurcação, teste 0-1 e obtenção do valor do expoente de Lyapunov. 

Para o controle do sistema, foi proposto um controle do tipo SDRE. Com o intuito de 

verificar a influência da memória do sistema na dinâmica do biorreator, foi conduzida 

uma investigação utilizando ordem fracionária. Com o intuito de analisar as 

contribuições da literatura existente sobre o tema, foi utilizada a metodologia Methodi 

Ordinatio para a construção de um portifólio de artigos, ordenados de acordo com sua 

relevância. 

O sistema objeto de estudo do presente foi um biorreator modelado como um 

CSTR, configurando um sistema denominado CSTBR. Para verificar os efeitos da 

memória de processo já realizados no comportamento do sistema, foi conduzida uma 

análise dinâmica em ordem fracionária, o que não foi observado em nenhum dos 

estudos consultados.  Além de identificar os pontos de comportamento caótico do 

sistema, as análises indicaram como a ocorrência do caos pode impactar na 

concentração obtida do produto desejado. Verificou-se que, quando o sistema está 

sob efeito do comportamento caótico, menores concentrações de etanol são obtidas. 

Também, foi detectado que o parâmetro que mais influente para o comportamento 

caótico é o coeficiente de mutação (𝛼). Dessa forma, por meio dos métodos aplicados 

e os resultados obtidos, o presente estudo contribui para a literatura existente, 

fornecendo dados e informações atuais sobre o tema e contribuindo para sanar as 

lacunas de pesquisa relacionadas ao tema que foram identificadas na análise dos 

artigos do portifólio.   

Os resultados numéricos da análise paramétrica mostraram que o sistema é 

sensível a variações em todos os parâmetros, e tais variações podem levar o sistema 

a um comportamento caótico ou periódico. As simulações também mostraram que o 

sistema analisado representa um biorreator autoparamétrico, pois mesmo com 

condições iniciais próximas a zero, o sistema apresenta variações dinâmicas 

significativas para diferentes parâmetros. Verificou-se que este comportamento 
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resulta da dependência do sistema em relação ao parâmetro 𝛿, que representa a 

concentração do produto desejado na forma admensional.  

A análise dinâmica do sistema utilizando a ordem fracionária possibilitou a 

verificar a influência dos resíduos acumulados em processos já realizados, dessa 

forma, atuam como uma memória do sistema, influenciando os resultados futuros. Os 

resultados numéricos demonstraram que o sistema é suscetível a variações na ordem 

fracionária, com sensibilidade da ordem de 10-2. 

Considerando a sensibilidade do sistema e a necessidade de manter a 

produção de etanol (𝑥2) em níveis aceitáveis, o estudo propôs a implementação de 

um controle não linear no sistema. Os resultados numéricos confirmaram que o 

controle foi eficiente, mantendo o sistema em comportamento periódico, onde há 

maior produção de etanol. Os resultados mostraram que o menor valor de erro é obtido 

quando as três variáveis podem ser controladas. No entanto, em situações reais, é 

possível controlar apenas a variável da concentração de substrato (𝑥1). Ainda assim, 

o controle foi eficiente para este caso, mantendo o sistema no comportamento 

desejado com 94,12% de precisão.  

Este estudo contribuiu para a análise e entendimento do comportamento de 

sistemas complexos, como biorreatores, bem como apresentou um modelo de 

controle eficaz para conduzir o bioprocesso de forma mais eficaz. Estes resultados 

contribuem para otimização de processos, e assim, melhorar a produção de etanol, 

um biocombustível renovável, menos poluente e com potencial para substituição dos 

combustíveis fósseis.  
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