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RESUMO

SCHWARZ, Daniel Coradini. Analise de estimativa de erro aplicada a problemas de
Interacao Fluido-Estrutura, com formulacao totalmente euleriana, via Método dos
Elementos Finitos. 90 p. Dissertacao - Programa de P6s-Graduacao em Engenharia
Mecanica e de Materiais - Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

Analises de Interacao Fluido-Estrutura (FSI) constituem um tépico de grande relevancia
em diversas areas, como engenharia e ciéncias biomédicas. Estimadores de erro sao
conceitos de grande importancia em simulagdes numéricas, tendo por fungéo avaliar
a precisdo e qualidade das solugdes aproximadas. Estes estimadores também séo
essenciais para a aplicacdo de malhas adaptativas, que sao por sua vez ferramentas
atualmente indispensaveis para o desenvolvimento de algoritmos eficientes. O pre-
sente trabalho apresenta, neste contexto, um método para resolucdo de problemas
FSI pelo método dos elementos finitos. Emprega-se uma abordagem totalmente eu-
leriana com malha conforme, o sélido € neo-hookeano e fluido € newtoniano, ambos
incompressiveis. Realiza-se uma analise de estimativa de erro, os resultados séo en-
tao utilizados para geragdao de uma malha adaptativa. A geracao desta malha é feita
por refinamento do tipo h-adaptativo. O cédigo computacional é desenvolvido em Fre-
eFem++. Dois problemas séo propostos, os resultados obtidos sdo bastante proximos
aos disponiveis na literatura. O refinamento adaptativo proposto é comparado ao re-
finamento uniforme. Observa-se que o primeiro € mais eficiente, ou seja, resulta em
menores erros para um mesmo numero de elementos de malha.

Palavras-chave: Interacao Fluido-Estrutura. Estimativa de erro. Formulagao totalmente
euleriana.



ABSTRACT

SCHWARZ, Daniel Coradini. Error estimate analysis applied to Fluid-Structure In-
teraction problems, with fully Eulerian formulation, via Finite Element Method. 90
p. MSc Dissertation - Posgraduate Program in Mechanical and Materials Engineering,
Federal University of Technology - Parana. Curitiba, 2018.

Fluid-Structure Interaction (FSI) is a subject of great importance in many domains, as
engineering and biomedical sciences. Error estimates are of great relevance in numeri-
cal simulations, as they allow us to evaluate the accuracy and quality of the approximate
solutions. These estimates are also essential for the application of adaptive meshes,
which are currently indispensable tools for the development of efficient algorithms. This
study presents a finite element method, with a fully Eulerian approach and a conforming
mesh, for the analysis of FSI problems. The solid domain is modelled as neo-Hookean
and the fluid is considered Newtonian, both incompressible. Error estimates for the
FSI formulation are derived and employed in the implementation of an adaptive mesh.
This mesh is generated through an h-adaptive refinement. The computational code is
developed on FreeFem++. Two FSI problems are proposed, the results correlate well
with those available in the literature. The adaptive mesh is compared with an uniform
refinement. It's shown that the former is more efficient, resulting in smaller errors for an
equally sized mesh.

Keywords: Fluid-Structure Interaction. Error estimate. Fully Eulerian formulation.
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1 INTRODUCAO

O presente capitulo contém uma breve introducao aos tépicos a serem aborda-
dos neste estudo. Definem-se 0s objetivos, principal e secundarios, e a estrutura do
trabalho.

1.1 INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA

Analises de Interacdo Fluido-Estrutura (FSI, do inglés Fluid-Structure Interac-
tion) formam um grupo de problemas complexos. Isto porque s&o néo lineares e tém
natureza multidisciplinar. Em geral, ndo se consegue obter uma forma explicita da so-
lucao exata do problema e analises experimentais costumam ser limitadas e onerosas,
assim a analise numérica pode muitas vezes ser empregada como a melhor opgao
(CHAKRABARTI, 2005).

Muitas das aplicacdes vém das areas da engenharia e tecnologia. Na enge-
nharia, um exemplo é a simulacao de estruturas sujeitas a fluxos de ar, como no caso
de pontes e prédios altos. As cargas de vento devem ser consideradas durante o
dimensionamento e seu efeito pode ser melhor previsto quando se leva em conta o
comportamento do sélido e do fluido de maneira integrada. Outro caso de interesse
sao reservatérios de liquidos que tém por funcdo amortecer vibracdes ocasionadas
por terremotos, onde inicialmente empregavam-se modelos matematicos simples de
sistemas massa-mola com amortecimento, atualmente este tipo de problema pode ser
claramente melhor avaliado via FSI. Demais exemplos de aplicagbes de analises FSI
sao: abertura de paraquedas, funcionamento de air-bags, deflexdo de pas de turbinas
edlicas e asas de aeronaves (BAZILEVS; TAKIZAWA; TEZDUYAR, 2013; FORSTER,
2007).

As areas bioldgicas e biomédicas também tém varios problemas que necessi-
tam de analises FSI. No sistema respiratorio, o fluxo de ar interaje com o tecido flexivel
dos pulmées (FORSTER, 2007). Uma aplicacdo de grande importancia é a simulagéo
do fluxo de sangue por artérias, além de camaras e valvulas do coracdo. Os esfor-
cos cisalhantes resultantes nesses tecidos sao importantes para a compreensao de
problemas no sistema cardiovascular (RAZZAQ, 2011).

Existem diversos métodos para analise de problemas FSI, os quais podem ser
divididos em duas abordagens: particionada e monolitica. A abordagem particionada
soluciona os problemas no sélido e no fluido separadamente, sendo o acoplamento en-
tre eles feito explicitamente (DEGROOTE; BATHE; VIERENDEELS, 2009). Esta abor-
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dagem apresenta como vantagens ser facilmente formulada e ser computacionalmente
rapida. A abordagem monolitica soluciona os problemas de ambos os dominios, s6-
lido e fluido, em um Unico equacionamente, de modo que o acoplamento é implicito
a formulacao (HOU; WANG; LAYTON, 2012). Esta abordagem tem por vantagens ser
estavel e potencialmente mais precisa quando comparada a particionada.

Dentre as abordagens monoliticas algumas das mais utilizadas sao: formulacao
Euleriana-Lagrangiana Arbitraria ou ALE (do inglés Arbitrary Lagrangian-Eulerian)(BONITO;
KYZA; NOCHETTO, 2013; GASTALDI, 2001), formulacédo totalmente Euleriana (PI-
RONNEAU, 2016) (RICHTER, 2013), método de Lattice Boltzmann (BLAIR, 2012). Ha
um crescente interesse na formulacao totalmente euleriana, devido a sua robustez e
versatilidade, e por isso foi escolhida para este trabalho.

1.2 ESTIMATIVA DE ERRO

O Método dos Elementos Finitos (FEM, do inglés Finite Element Method) é
atualmente uma ferramenta de grande importancia em simulagées computacionais e
€ topico de diversas publica¢des cientificas. Um estimador de erro preciso e robusto
€ um dos principais parametros para se avaliar a qualidade de um método ou de um
cbdigo computacional. Os varios procedimentos de refinamento de malha disponiveis
s vitais para a eficacia de um abordagem via FEM (BABUSKA; GUO, 1992).

As solucdes de equacgdes diferenciais podem variar muito abruptamente em
regides pequenas do dominio analisado, nestes casos em especial pode-se aplicar
refinamento adaptativo com efetividade. As diferencas entre a qualidade das solucdes
obtidas por uma malha uniforme e uma adaptada as condi¢des de um problema espe-
cifico sdo muitas vezes bastante significativas (BRENNER; SCOTT, 2008). O conceito
de refinamento adaptativo é fortemente relacionado com o de estimativa de erro, para
que se possa determinar em quais regides do dominio a malha deve ser refinada é
necessario conseguir estimar previamente os erros da aproximagao numérica em cada
local.

As estimativas de erro podem ser divididas em dois grupos: a priori e a posteriori.
As estimativas a priori podem ser obtidas antes de qualquer solugao aproximada porém
sao expressas em fungao da solugao exata, o que limita a sua aplicacéo. As estimativas
a posteriori sao calculados em funcao de uma solugdo aproximada conhecida e sao
empregadas na geracao de malhas adaptativas (GUERMOND; ERN, 2004).

Os meétodos de adaptatividade de malha sdo divididos em: h-adaptativo, p-
adaptativo, hp-adaptativo. O refino h-adaptativo ajusta o tamanho dos elementos da ma-
Iha; o refino p-adaptativo ajusta o grau dos polindbmios de interpolacéo; o hp-adaptativo
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usa as duas estratégias no mesmo algoritmo. No presente trabalho implementou-se o
refino h-adaptativo, que é amplamente difundido na literatura especializada (BABUSKA;
GUO, 1992).

1.3 OBJETIVOS DO TRABALHO

No contexto apresentado, o objetivo principal do trabalho é realizar analises de
estimativa de erro em problemas de Interacao Fluido-Estrutura.

Sao também tragados objetivos secundarios:

» Desenvolvimento de modelo para analise FSI via FEM, com abordagem total-
mente euleriana.

Implementagéo e validagao do cédigo computacional FSI elaborado.

 Derivagdo de uma estimativa de erro, aplicada a problemas FSI.

Aplicagao dos estimadores elaborados para refinamento de malha h-adaptativo.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

O capitulo 2 apresenta a metodologia empregada para analise FSI, assim como
as hipoéteses consideradas. Inicia-se pela revisao dos principais métodos hoje existen-
tes para este tipo de analise. Em seguida s&o observadas as equagbes e modelos
necessarios para a descricdo do problema a ser resolvido (leis de balanco, proprieda-
des constitutivas, etc). Uma vez obtida a forma forte do problema FSI, a forma fraca
€ derivada e entdo sao feitas as discretizagdes, no tempo e no espago, necessarias
para uma solucao numérica via FEM. Assim, a formulacgao final para a simulacao FSI
é obtida.

O capitulo 3 se destina a andlise de erro. Uma revisdo dos conceitos centrais
é feita e sdo também apresentadas as principais formas de estimativas empregadas
em FEM. Apresenta-se a estimativa de erro obtida juntamento com as consideragdes
necessarias para sua obtencao. Faz-se no final deste capitulo uma breve introducao a
adaptatividade de malha e se apresenta 0 método empregado neste estudo.

O capitulo 4 apresenta dois problemas escolhidos para verificacdo da validade
do método de andlise FSI proposto e para avaliacao da eficacia do método de adapta-
tividade de malha elaborado. Primeiramente, descreve-se cada problema(geometria,
parametros constitutivos, condi¢cdes nas fronteiras...) € em seguida sao apresentados
os resultados e analises.
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O capitulo 5 contém a conclusao, posteriormente se encontram os apéndices
com alguns resultados e definicdes auxiliares.
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2 INTERAGAO FLUIDO-ESTRUTURA

2.1 MODELOS E FUNDAMENTACOES CORRELATAS A PROBLEMAS
FSI

Os métodos numéricos para resolucao de problemas FSI podem ser divididos
em dois grupos: abordagem monolitica e abordagem particionada. Nota-se contudo
que estas divisbes sao vistas de modos distintos em diferentes areas, segue-se em
geral as divisbes empregadas por Hou, Wang e Layton (2012).

A abordagem particionada modela o fluido e o sélido separadamente. Cada
parte é resolvida com seus algoritmos e malhas especificos. Os resultados na fronteira
sdo comunicados entre os dois algoritmos. Esta abordagem permite a utilizacdo de
cédigos ja desenvolvidos para tratamento tanto do dominio sélido quanto do fluido. Os
problemas surgem com o tratamento da interface. A localizagcao desta no espaco pode
ser complicada e levar a erros e instabilidades. A abordagem particionada é didati-
camente dividida em dois subgrupos: acoplamento fraco (ou explicito) e acoplamento
forte (ou implicito) (BODNAR; GALDI; NECASOVA, 2014).

O acoplamento fraco é um método de simples execucdo. Em cada passo tem-
poral os problemas no fluido e no sélido sao resolvidos uma Unica vez, a continuidade
da velocidade e da tens&o na interface ndo sdo garantidas com isso, 0 que torna o
método sujeito a instabilidades. Este método tende a funcionar bem em certas cir-
cunstancias, como na aeroelasticidade (FARHAT; ZEE; PHILIPPE, 2004), porém séao
instaveis quando a densidade do fluido € da mesma ordem de grandeza da densidade
do sélido (CAUSIN; GERBEAU; NOBILE, 2005).

O acoplamento forte por sua vez requer varias resolugdes do problema no sélido
e no fluido para cada passo temporal, porém € mais estavel. Varios esforgos foram
feitos no sentido de acelerar a convergéncia de métodos desta classe como Fixed
Point Procedure, método de Newton exato, método de Newton inexato (BODNAR;
GALDI; NECASOVA, 2014).

A abordagem monolitica modela o fluido e o sélido na mesma estrutura, um
s6 sistema de equacbes € gerado e é solucionado por um algoritmo unificado. As
interfaces sao descritas implicitamente neste modelo. Com esta abordagem, resultados
mais precisos sao potencialmente alcangados, porém o custo computacional € maior e
os algoritmos em si sdo de mais dificil elaboracéo. Dois desenvolvimentos importantes
nesta area sao o método IBM (do inglés Immersed Boundary Method), introduzido em
Peskin (2002), e a abordagem ALE (BONITO; KYZA; NOCHETTO, 2013; GASTALDI,
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2001).

Pode-se dizer assim que, em geral, a abordagem particionada é vantajosa
quando nao ha necessidade de resultados muito precisos e quando um método simples
e computacionalmente rapido é desejado. Contudo, deve-se observar se o problema a
ser estudado ndo apresenta instabilidades quando formulado nesta abordagem (como
no caso de fluidos com densidades semelhantes as do sélido). A abordagem monoli-
tica, por outro lado, deve ser empregada caso sejam necessarios resultados bastante
precisos ou caso o problema exija um tratamento implicito da fronteira solido-fluido
devido a questdes de estabilidade.

Também pode-se distinguir os métodos numéricos de acordo com a malha:
malha conforme, ilustrada na Figura 1a; malha ndo-conforme, ilustrada na Figura 1b.
Os métodos conformes tratam a interface sélido-fluido como fronteiras fisicas, a malha
deve ser formada de maneira a delinear esta interface. Em problemas transientes,
constantes adaptacdes da malha sdo necessarias ao longo da simulagdo. Em geral os
métodos particionados se enquadram neste grupo.

Os métodos ndo-conformes consideram a interface sélido-fluido e as condicoes
a ela relacionadas como restricdbes impostas a formulacao, assim esta interface nao
precisa ser delimitada pelas faces da malha. Isto possibilita a utilizagdo de uma malha
cartesiana, e ndo ha a necessidade de atualizar a malha em problemas transientes. O
método /BM citado anteriormente se enquadra nesta classe.

(a) Malha conforme

HHH
HAHH
HAHHHH

(b) Malha nao-conforme

Figura 1 — Conformidade da malha - Fonte: (HOU; WANG; LAYTON, 2012)
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Um dos principais obstaculos para a analise FSI é a diferenca no referencial
natural para solidos e fluidos. Analises estruturais séo realizadas, em geral, através de
uma descricdo material (ou descricdo lagrangiana). Isto é natural pois descreve-se o
movimento de particulas individuais de um corpo, o que torna a descri¢cao do desloca-
mento, que € usado nas equagdes constitutivas dos sélidos, direta. As propriedades
sédo tomadas como fungbes de X, coordenada na configuracao de referéncia, e do
tempo ¢. As andlises de fluidos por sua vez sao formuladas com base em uma descri-
¢ao espacial (ou descricao euleriana). As propriedades sao tomadas em funcao de z,
coordenada na configuracéo atual, e do tempo ¢. Em geral ndo ha interesse em uma
particula especifica no fluido, e sim deseja-se saber o valor de propriedades, como
velocidade e pressdo, em um determinado ponto no espaco. As equagdes constituti-
vas, como por exemplo as de Navier-Stokes, sdo expressas mais facilmente com esta
descricado (DUNNE; RANNACHER; RICHTER, 2010).

Pode-se estabelecer um mapeamento, ¢, entre a configuracao de referéncia,
5o, € a configuragao atual, 5;, conforme esquematizado na Figura 2.

~

B, ~——
1x

Figura 2 — Mapeamento entre configura¢cdes material e espacial

2.1.1 Meétodos ALE

O método ALE é uma das abordagens mais amplamente difundidas para ana-
lises FSI. Muitas das etapas empregadas no algoritmo totalmente euleriano utilizado
neste estudo sdo semelhantes as empregadas em métodos ALE, e o paralelo en-
tre estes dois métodos € de interesse, por isso descreve-se de maneira sucinta as
caracteristicas desta abordagem e seus principais métodos e derivagées. Aqui no-
vamente observa-se que diferentes fontes classificam as mesmas ideias de modos
distintos (ASKES; KUHL; STEINMANN, 2004). O método ALE apresenta uma terceira
configuracao, chamada de configuracdo ALE. A malha, que é definida nesta nova con-
figuracdo, acompanha o movimento do sélido, porém nao fica presa ao movimento do
fluido, pois isso geraria em pouco tempo uma distorcdo excessiva 0 que degeneraria
os elementos da malha.

A Figura 3 ilustra as trés configuracdes envolvidas na formulacdo ALE, além dos
mapeamentos entre elas. Observa-se que o mapeamento ¢, normalmente utilizado em
23
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uma descri¢cao lagrangiana, pode ser agora descrito pela composicao
P(X) = (¥ (X)), (2.1)
e o gradiente de deformagéo F' por

E=FoEy" (2.2)
A relagédo fundamental da configuragdo ALE, entre derivadas materiais e deri-
vadas em coordenadas ALE, é descrita na equacéao (2.3), para uma funcdo genérica

f(z.t) (RODRIGUEZFERRAN; PEREZ-FOGUET; HUERTA, 2002).

of) _of

X (2.3)
ox
onde w = a—”
Ely
¢
—
Bo

X

Figura 3 — Dominio de referéncia, ALE e espacial e mapeamentos

Os métodos ALE podem ser divididos em duas vertentes: ALE Total (T-ALE ou
formulagédo divergente) e ALE atualizado (U-ALE ou formulacdo convectiva). No pri-
meiro a configuracao inicial € tomada como a configuracao de referéncia. No segundo
a configuracéo passada, configuracao obtida no ultimo passo temporal, é tomada como
configuracao de referéncia. Neste estudo, a ndo ser que seja explicitado o contrario,
refere-se ao método T-ALE quando se menciona apenas ALE.

A qualidade dos mapeamentos mencionados € essencial para a eficacia e
estabilidade do algoritmo. No método T-ALE os trés dominios sdo mutualmente inde-
pendentes, e grandes disparidades entre eles com a evolu¢do do tempo. Isto pode
tornar dificil a definicao de mapeamentos efetivos devido a grandes deformacdes.
Neste ponto o método U-ALE leva vantagem pois 0 mapeamento entre a configuracao
de referéncia é igual a configuracdo do material do passo temporal anterior, restando
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apenas o mapeamento & como fonte de possiveis problemas neste sentido. Outro
ponto que separa as duas abordagens é a forma do termo convectivo que aparece
em funcdo do mapeamento para a configuracao de referéncia. Na formulacdo T-ALE
em geral faz-se uso de formulacéo total para as equacgdes constitutivas, o que pode
resultar na auséncia do termo convectivo adicional mencionado. Ja a formulagéo U-
ALE faz uso de uma forma incremental das equagdes constitutivas, o que resulta no
termo convectivo e necessita que as informacdes de cada iteracdo sejam mapeadas
na configuragao seguinte.

Pode-se fazer uma segunda divisdo nas abordagens ALE: métodos ALE mono-
liticos ou M-ALE e métodos ALE fracionados ou S-ALE (ASKES; KUHL; STEINMANN,
2004). No primeiro grupo, as equacgdes a serem resolvidas sdo todas calculadas na
mesma etapa, tanto as equacdes de equilibrio referentes a balanco de massa e ao
balan¢o de quantidade de movimento quanto as equacgodes relacionadas ao movimento
da malha. No segundo grupo estes dois conjuntos de equagdes sao resolvidos sepa-
radamente. O método M-ALE gera um conjunto de equacbes maiores, o que leva a
um maior custo computacional, por outro lado o método S-ALE tem etapas adicionais
relacionadas ao acoplamento dos conjuntos de equagdes mencionados.

Apesar dos avancgos no desenvolvimento do método ALE, a estabilidade é um
problema persistente (FORSTER, 2007; PIRONNEAU, 2016).

2.1.2 Meétodos Totalmente Eulerianos

As abordagens monoliticas totalmente eulerianas formam um grupo que tém
sido bastante estudado atualmente. A maior parte dos estudos que aplicam esta for-
mulacdo utilizam malhas nao-conformes (RICHTER; WICK, 2010; RICHTER, 20183;
RAZZAQ, 2011; DUNNE; RANNACHER, 2006). Contudo, o método FSI utilizado neste
trabalho baseia-se em grande parte no esquema proposto por Pironneau (2016), que
utiliza uma formulacéo totalmente euleriana com malhas conformes.

Esta abordagem, conforme o nome ja indica, trata o dominio sélido também
na descricdo euleriana. Contudo ha a necessidade de saber o deslocamento total dos
pontos no soélido devido a sua equacgao constitutiva. Dunne (2006) introduz o conceito
de conjunto de posic¢des iniciais, Initial Position set ou IP set, assim as posi¢des iniciais
de cada ponto material sdo "guardadas e transportadas" na descricao espacial. Em
Pironneau (2016), e também neste estudo, uma estratégia semelhante é utilizada,
os valores dos deslocamentos sdo calculados para cada coordenada espacial e sao
atualizados e transportados a cada passo temporal.

Uma das grandes vantagens dos métodos totalmente eulerianos € que, ao con-



Capitulo 2. INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA 22

trario dos métodos ALE, estes ndo enfrentam problemas de estabilidade numérica em
decorréncia de deformacgdes arbitrariamente grandes. Isto pois ndo ha a preocupacao
com 0 mapeamento para a configuragao de referéncia ou qualquer outra configuragao
(RICHTER; WICK, 2010).

2.2 LEIS DE BALANGO

O problema a ser resolvido, tanto no dominio sélido quanto no fluido, é go-
vernado pelo balanco de massa e pelo balanco de quantidade de movimento. Em
coordenadas eulerianas, a conservagao da quantidade de movimento linear é descrita
pela equacao a seguir:

pDiw =V - T = pf, (2.4)
onde p é a densidade e D,(-) é a derivada lagrangiana total no tempo. A equacéo da
conservacao de massa € dada por

Dip—pV - -v=0. (2.5)

Um material incompressivel pode ter seu balango de massa (2.5) expresso de modo
simplificado:
V.v=0. (2.6)

2.3 PROPRIEDADES CONSTITUTIVAS

A parte fluida do problema é descrita por dois campos, o campo de velocidades
v(z,t) = Dz, e pelo campo de pressdes p(z,t). O fluido € caracterizado como um
fluido newtoniano, cujo comportamento é descrito pela equacao constitutiva

T = —p(p)L + Ap)(tr(D(w)/2))L + 11(p) D(w), (2.7)
onde ) e p sdo coeficientes de viscosidade, e defini-se o operador D( ) :=V( ) +V(N)T.

Observa-se que, com tr(D(v)) = V - v e (2.6), a equagao constitutiva (2.7)
assume a seguinte forma para um fluido incompressivel:

T = —pL+ u(p)D(v). (2.8)

As equacdes constitutivas para o dominio sélido empregadas neste estudo
podem ser obtidas a partir da energia livre de Helmholtz «, do gradiente de deformacgéao
F, e do tensor de deformagao Cauchy-Green a esquerda B (LIU, 2013). Definem-se
estes dois ultimos por

I
<
86

xp(X,1);

(2.9)

Xy 2y
i
2y

R
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A parte soélida é caracterizada como um sélido neo-hookeano incompressivel. Um
material hiperelastico pode ter seu tensor de tensdes descrito das duas formas abaixo
(LIU, 2013):

() =2 2.10
T(B) = 2,08‘2%3)@ (2.11)

Um material isotrépico tem o tensor de tensbes e a energia livre descritos em funcao
dos invariantes de B. Encontram-se entdo as seguintes representagoes:

T=-pl+sB+s.B (2.12)
_ ., 9 _ Y
51 = QP@; S_1= 2PE7 (2.13)

onde s, e s, S&0 parametros constitutivos, /5 e 11 s&o invariantes da matriz B.

Assume-se neste modelo uma forma linear para a energia livre de Helmholtz.
Y =a(lp—3)+ B(11p —3). (2.14)

Com isso pode-se obter os parametros s; € s_; a partir das equagdes (2.13). Estas
consideragdes levam ao modelo de Mooney-Rivlin, com s; = 2pa € s_1 = —2pp.
Assume-se adicionalmente que 5 = 0, e logo s_; = 0. Obtém-se assim a equacao
constitutiva de um material neo-hookeano incompressivel:

T =-pl+sB. (2.15)

Deve-se obter contudo uma representacdo do tensor de tensdes em funcgao
do deslocamento u. Nota-se também que o problema sélido é resolvido também no
referencial euleriano, assim

pelo Teorema de Cayley-Hamilton 13*1 = Izl — B, assim

T =—pl+s(Igpl —B™");

~

(2.18)
T = (Igs1 — s1 — p)L + s1(D(u) — Vu' Vu).

Redefine-se a pressao por conveniéncia, de maneira a se obter o tensor de tensdes
para um solido neo-hookeano no referencial euleriano:

T = —pl +5(D(u) — Vo' V). (2.19)
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2.4 FORMULACAO DO PROBLEMA FSI

2.4.1 Formulacao Forte

Propbe-se a seguir uma formulacdo forte para analise do problema FSI, sob a
abordagem euleriana.

Sejam o intervalo I = (0,7] C R e o mapeamento ¢ : {J,; (8:,t) — Bo, isto
é, ¢(x,t) = ¢ (p(X,1),t) = X € f. Designa-se que 8 = Vo = F ' e J = det ().

Assume-se que o dominio Q2 C 3, € subdividido nos subdominios €2, dominio fluido
na configuracao atual j;, e €2, dominio sélido na configuracao atual j;, tais que:

Q;UQ, = Q.

(2.20)

Na sequéncia os subscritos (-), e (-) r sdo usados para indicar elementos definidos nos
dominios sélido e fluido, respectivamente.

As fronteiras dos dominios sdlido e fluido s&o, respectivamente, 02, e 9. A
interface solido-fluido, T';, € definida por

00, NNy =T,. (2.21)
A fronteira do dominio fluido 02, é constituida pela unido de trés partes,
0 =Tp ULy UTY, (2.22)

onde I'p s e I'y ; caracterizam, respectivamente, a condi¢cdo de velocidade prescrita (ou
condigcao de Dirichlet), e a condi¢ao de tensao prescrita (ou condigao de Newmann),
tais que:

vy = 'g][‘) emlp fr ( )
Timn=g;emDy; )

Como condicéo inicial tem-se:
Vf =Vro0 in Qf emt¢=0. (225)

As mesmas consideracao sao feitas para a fronteira do sélido, 952,. Deste modo tem-se
a sua divisdo em trés partes,

090, =Tp, UTyn, U}, (2.26)
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a caracterizacao das fronteiras de velocidade e tens&o prescritas,

Us = 'lNl’sD on I‘D,s; (227)
gsn’ = gé\f on FN,S7 (
e a condigdo inicial,
Us = Us IN Qs emt =0. (2.29)

O problema proposto apresenta uma fronteira solido-fluido I"; mével, ao con-
trario das demais fronteiras, cujas posi¢cées nao variam no tempo. Considera-se que
as velocidades sédo continuas e que a quantidade de movimento se conserva nesta
interface. Isto leva as seguintes condigoes:

3

A fronteira I'; tem n; = —n, = n, logo reescreve-se (2.31) como
Tm=Tmnonl; (2.32)

Acrescenta-se uma equacao para acoplar o deslocamento e a velocidade no dominio
solido,
vs = Dy (z(X,1),t) = Dyus (2(X, 1), 1) = Oids + Us - Vs (2.33)

Pode-se portanto destacar o seguinte conjunto de equacgdes para os dominios
sélido, fluido e para a interface:

prDwy =V -Ty=prf,emy
V- V= 0em Qf;

vy =v7onTlpy;
T = ijv em 'y ¢;

EPS,ODt'Qs -V %—15 = 3p5,0£5 em QS;
vs =0

atg's + Us - v%’s —vs=0em Qs; (234)
D
Us = U, em FD,87
N
Tin =g, emIyg;
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O sistema de equacdes obtido deve ser unificado, para isto é necessario deter-
minar se um ponto ¢ € ) pertence ao dominio fluido ou sélido. O método IPS (do inglés
Initial point set), introduzido em Dunne e Rannacher (2006), propde que se encontre a
posicao inicial de um ponto qualquer  na malha original 2.

A ideia é estabelecer uma velocidade convectiva w que conecte os pontos do
dominio atual a pontos do dominio inicial. A equacao (2.33) faz isto para pontos do
dominio sélido, ou seja, pode-se adotar

w = v, em . (2.35)

A mesma ideia, contudo, ndo pode ser aplicada ao dominio fluido. Isto levaria a um
entrelacamento devido ao movimento do fluido, além disto algumas das particulas
fluidas poderiam nao estar presentes no dominio inicial (caso o problema tenha fluxo de
massa nas fronteiras). Por isto propde-se que w no dominio fluido seja uma extensao do
campo de velocidades encontradas no dominio sélido, adicionalmente esta velocidade
€ nula em todas as fronteiras. A extensao é feita a partir do problema laplaciano,

Aw =0 em Qy;
W = Vs em I';; (2.36)
w = Q em PD U FN.

Pode-se com isto generalizar a equacéao (2.33), de modo que ela passe a atender todo
o dominio,
ou+w-Vu—w=0emQ, (2.37)

observa-se que, devido as consideragcdes acima, o deslocamento u nao corresponde
fisicamente ao deslocamento das particulas do fluido.

Duas fungdes caracteristicas sao definidas, para identificagcdo do dominio fluido
e sélido,

1, se x —u(z,t) € Qyp;
xs(z) = e xs(z)=1-xs(z) (2.38)
0, se x —u(z,t) € LoULp,

Reformula-se a seguir o problema (2.36) de modo que w é equacionado em
todo dominio €2 e pode ser resolvido juntamente com as demais equagdes:

Xs (W —v) — xra,Aw =0emQ, (2.39)

onde «,, € uma constante de valor pequeno. Com auxilio das fungbes caracteristicas
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pode-se redefinir as variaveis do problema, unificando fungcdes no sélido e no fluido:

P =XsPs + XrPr = (XpPf + XsIPs0) ;
T =xsTs+xsLy;
v

XsUs + XfUf;

&
I

XsUs + XfUs;
g" =x.gY + xs97;

Z &
I

~

As consideracdes feitas permitem que se escreva a forma forte do problema
FSI.

Problema 2.1 Formulag&o Forte - Determine (v, p, u, w), tais que:

pDww =V -T =pf emQ; (2.40a)
XtV -v=0emQ; (2.40b)
ou+w-Vu —w=0em; (2.40c)
Xs (W —2) — xyoAw =0 em &; (2.40d)
Tn =g" emTy; (2.40e)

v=v" emTDp; (2.40f)

w=0em I'pUTy; (2.409)

U= = 0 em §; (2.40h)

Vli—0 = vo €M Q; (2.40i)

vy =y, emly; (2.40j)
Tin=Tmneml; (2.40k)

Observacgao 2.1 As fungées {v,p,u,w} sdo definidas em { H*>, H', H?, H?}, onde H"
€ 0 espaco de Sobolev (ver apéndice A.1).
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2.4.2 Formulacéo Fraca

Sao inicialmente definidos os espacgos de fungdes empregados na formulagao
na forma fraca do problema FSI.

M= H(((0.7)): RY);

Hy = {feH|f=0emTp)
Hy = {feH|f=fp#QemDp}:
£ = (9 0,7),

(2.41)

onde L*(X) é o espacgo de fungdes quadrado integraveis (integral de Lesbegue) e
H'(X) é o espago de Sobolev (ver apéndice A.1). Definem-se adicionalmente os
espacos referentes as fungdes teste.

H = H'(QR?),
Ho =:{feH|f=0emTp};

Hp ={feH|f=fp#0emIp};
L =: L*(Q).

(2.42)

Destacam-se as equacoes (2.40a),(2.40b),(2.40c) e (2.40d) do conjunto (2.40),
sendo as demais condi¢des de fronteira e condi¢des iniciais que sdo abordadas adi-
ante. Estas quatro equacdes sdo multiplicadas, respectivamente, pelas funcdes teste
(v*, 9", ¢" e yP) e integradas no dominio (2. Empregam-se na sequéncia as seguintes
representacdes para a integral em determinado dominio X:

(a,b)y ::/abdx;
X

a-bdzx; (2.43)

Portanto tem-se

(2.44)

S
R
_|_
&
<
S
|
(S
<
e

2
[
QO
<C
IS
e
m
=

Pode-se transformar estas equag¢des com o teorema da divergéncia (ver os passos no
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Apéndice B.1). Assim, obtém-se

(th'g,'ng“)Q — (T, v"f )o = (Pf "w[’ )a ( %’U)FIW V’%Nbv € Hp;
(V- 9.0P)g =0, VP € L; 2.45)

“g =0, Vv,b € Ho;
o =

A condicao de fronteira de tensao prescrita, (2.40e), esta incluida no lado di-
reito da primeira equacao de (2.45). A condi¢cédo de velocidade prescrita, (2.40f) e de
velocidade convectiva nula, (2.40g), ficam delimitadas pelos espacos de fun¢des nos
quais as variaveis sao definidas. A relacao sobre a velocidade na fronteira, (2.40j),
€ garantida pois a velocidade v, que é continua, é definida no dominio completo €.
A relacao de tensdes entre o sélido e o fluido acrescentaria um termo adicional na
formulagao, porém a omissao de tal termo garante justamente a igualdade de tensdes
expressa em (2.40k) (DUNNE; RANNACHER, 2006).

Pode-se deste modo enunciar a forma fraca do problema FSI.

Problema 2.2 Forma Fraca la - Determine (v,p,u,w) € (Hj, x L* x H§ x HS), com
Vli=0 = Yo € uli=o = Q tais que:
(0D ") — (T, VY )q = (0f, %" )0 + (§7,¢");., » V" € Ho;
(V- 0,9%) =0, V@ € L;

)

) (2.46)
)Q =0, V’l,b € Ho;

o =

Alternativamente, é possivel enunciar o problema de uma forma mais compacta,
para isto definem-se novos espacos de fungdes:

Wy =: Hy x L x Hy x Hy; (2.47)
Wi =1 Hp x L x Hy x Hy, (2.48)
e 0s espacos das funcoes teste:

WO =: HO x L % Ho X HQ; (249)
Wp =:Hp x L x Hy x Hy. (2.50)

Define-se também uma forma semilinear, sendo U = {v,p, u, w} ey = {¢*,¢F, 4", "}
AU, ) = (pDew, ") — (T, V") — (0f, ")g
(), + (Y 0, + (0

+ (s (W —2),¥")g + (\yauwVw, Vip¥), .

~
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Problema 2.3 Forma Fraca Ib - Determine U € W;,, com U |-y = Uo{vo, 0, 10,0}, tal
que:
AU, ¢) =0, Vip € Wo. (2.52)

2.4.3 Discretizacao Temporal

Problemas transientes abordados via FEM sdo geralmente discretizados no
tempo pelo método de diferencgas finitas. O intervalo analisado [0, 7] € particionado em
N intervalos, de modo que 0 = t* < t! < t? < ... < T, e 6t" = t"*! — t". Propde-se
em (2.53) um sistema de equacgdes algébrico-diferenciais qualquer a partir do qual
pode-se exemplificar alguns dos métodos de discretizacdo mais usuais:

pre

- +Au = f, te[t", "] (2.53)

Os métodos  resultam em uma discretizacao na forma abaixo (KUZMIN, 2010),

(M + 05t Alu™™ = [M — (1 — 0)5tAlu" + 5tb™", (2.54)
onde ¢ € [0, 1] € uma constante.

De acordo com o valor de 6, tém-se os métodos:
» Euler Explicito para 6 = 0;

 Crank-Nicolson para 6§ = 1/2;

« Euler Implicito para 6 = 1.

Supde-se que o sistema (2.53) pode ser escrito como

du(t)
dt

=r(t,u(t)), t € (", t"*). (2.55)

)~

Os métodos citados podem ser caracterizados por:

Euler Explicito: W't =y (", u")ot + O(6t)*;

: 1
Crank-Nicolson: o' =u™ + §[£(t", uw") + (" u" ot + O(6t); (2.56)
Euler Implicito: W' =y (" "ot + O(6t)?,

onde O(4)* é o agrupamento dos termos de ordem igual ou superior a k.

O método 4 de passo fracionado é bastante aplicado em simulacdes FSI. Apre-
senta as vantagens de ser um método A-estavel (para a € (1/2, 1]) e ser um método de
segunda ordem (DUNNE; RANNACHER, 2006; RANNACHER, 1999). Neste método o
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intervalo §t é dividido em trés subintervalos: t* — t"+¢ — ¢n+1-0 _ ¢n+1_ Tem-se assim
dois passos intermediarios no célculo de »"*!. Tomando o mesmo exemplo anterior,

w' =y 4 [(1— ) (", u") + o (", w0)]06t;
,le,n-i—l —6 un+9 + [(1 . a)g(t”“‘e, %n-l-l—e) + ar(tnﬂ—@’ un+9)](1 _ 29)(%; (257)

’y,nJrl — un+1 0 + [(1 . &)Z(tn+179,un+179) + Ozz(tn+1 n+1)]9(5t

~

onde ¢ € (0,1) e a € [0, 1] s&o parametros constantes.

Emprega-se neste estudo o método de Euler Implicito. Este método € incon-
dicionalmente A-estavel , tem por desvantagem ser um método de primeira ordem
(BARTELS, 2016). O bilinear (2.51) assume entédo a seguinte forma:

WU, ) = (pD™ ™, 9") g — (T, VYY) guir — (0F™ T, %7) i
(g ) + (V)

( ,g/n—&—l +w vun—i-l n+1’,¢u)ﬂn+1

~

( ( o n+1) 7¢w)9n+1 + (Xfawvwn+la v%w)fpﬁ_l

~

(2.58)

O sistema obtido é contudo ndo-linear, nestas situa¢cdes uma opgéo é fazer uma
discretizacao implicita dos termos lineares e semi-explicita dos termos nao-lineares
(BRENNER; SCOTT, 2008). Neste contexto descrevem-se as modificagdes feitas para
que o sistema obtido seja linear, o que torna o método computacionalmente menos
custoso.

As integrais sdo tomadas todas no dominio 2", ao invés de toma-las no dominio
Qm+1. Com isto resta apenas um termo nao-linear, (pD;v, ") ... Considera-se entéo
que

(0De ) gns ~ (PUTE ™) ) g ~ (PUTE )0 9. (259)

~

Resta ainda a discretizagdo do termo da tensdo, (T"*',V4"),,..,, duas ex-
pressOes devem ser analisadas, T'; e T';. Este ultimo apresenta forma linear apés a
discretizacdo sem nenhuma modificagao necessaria,

Th = —p" ' + pD(x™+). (2.60)
Observa-se que T, € o Unico termo que acopla as duas primeiras equagdes
da formulacao fraca (2.46) com as duas ultimas, ou seja, o célculo dos campos de

velocidades e pressdes s6 depende das variaveis u e w por conta deste termo. Com
isto em vista, considera-se que

NP and (2.61)
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e assim,
T, = —pl+ s1(D(u) — Vu'Vu). (2.62)

Considera-se também que:

D(yln-i-l) _ vgn+1Tvgn+1 ~ D(u") + 5tD(y”+1) _ v%nTv%n

. . . (2.63)
— ot vyln Vyn—&—l — 5t vyn—i—l vyjn _ 6t2 V'Qn+1 V’Qn—i_l,

logo, desprezando os termos de segunda ordem, conclui-se que :.C;‘“ pode ser ex-

presso por
%‘vz-l-l _ _pn+1£ + Sl[D('lNLn) + (5tD<’lN7n+1) _ ngnTvyn

- . (2.64)
— 6t Vu" V" — 5t V"t V.

De modo anélogo ao que foi feito anteriormente, o tensor T"*' é obtido a partir
das funcdes caracteristicas,

gn—i—l — Xf%‘v?;-i-l 4 Xs£2+1‘ (265)

Apresenta-se assim o problema dividido em duas etapas para melhor compre-
ensdo. As variaveis w e u sao calculadas logo apéds o calculo de v € p, esta etapa é
explicada mais adiante, na secéo 2.4.5.

Como o problema foi discretizado no tempo as fungées ndao tém mais como en-
trada o parametro tempo 't assim estas sao definidas nos espagos sem os sobrescritos

I

Obtém-se ent&o o problema discretizado no tempo:

Problema 2.4 Forma Fraca lla - Encontre (v, p"*!) € (Hp, L), paran € 0..(N — 1),
com v’ = v, e u’ = 0, tais que:

(P = u")/ot + p(Vu" )u", 9", — (T, V'),

(,OJNanr Y’ ) (g U)FN’ V' € Ho; (2.66)
(Vo™ yP) . =0, VY € L;

Pode-se enunciar o problema de modo alternativo, como feito anteriormente,

com o auxilio dos seguintes espacos de funcdes:
QHO = Ho X [,; (267)
Wp=:Hp X L. (268)

Considera-se que para U = {v,p} e ¢ = {¢", ¢*}.

AU g) = (e~ w")/6t + oV ), (269)

— (T VYY) g~ (of ) o — (g,
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Problema 2.5 Forma Fraca IIb - Determine U € 20p, tal que U|;—y = Uy{vo,0}:

A (U, 4) = 0, Vb € W (2.70)

2.4.4 Discretizagao Espacial

A resolucéo do problema proposto pelo Método de Elementos Finitos de Ga-
lerkin se faz através da aproximacao dos espagos de velocidades H e de pressdes L
pelos espacgos de fungdes, H, € H e L, C L. O subescrito ( ), é empregado para
entidades referentes ao espaco discretizado.

O dominio 2 é aproximado pelo dominio €2, que é formado pela triangulacao
7. Esta é gerada de maneira a garantir as seguintes restricoes:

® Qh:UKEThK'

* a interseccao de dois elementos distintos de 7, € nula, é uma aresta ou entao
um vértice destes dois elementos.

» 0s vértices situados na fronteira I'p, I'y ou I'; para o tempo ¢ continuam a
pertencer a esta fronteira para t"**.

« as fronteiras I'p, I'y ou I'; sdo limitadas por vértices de elementos T pertencentes
a7

Os espacos H,, e L, definidos em (2.71), sdo espacos de fungdes polinomiais
por partes, ou seja, sao definidos por polinbmios distintos em cada elemento K da
malha. O elemento finito P2 é utilizado para o espaco de velocidades e o elemento
P1 é utilizado para o espago de pressdes, o que implica em fungbées quadraticas
descrevendo as velocidades e lineares descrevendo as pressoes.

Hy={¢ < C(Qp; R?); ¢l € Po(K) paracada K € T};

Ly, ={¢ € C(W); ¢|x € P.(K) para cada K € Ty};
Hon ={¢p € Hi;¢p =0emI'p};
Hpon={¢ € Hnip=¢p Z0emIp};

(2.71)

Com o proposito de se obter um problema com solugéo unica, é escolhido um
par de espacos, H;, e L, que atendem os requisitos conhecidos como condi¢des de
Babuska-Brezzi, ou condicao inf-sup (Apéndice A.1). Os elementos finitos P2, para o
campo de velocidades, e P1, para o campo de pressao, atendem estas condi¢des. Caso
espacos que nao atendessem a este critério fossem escolhidos, como em (DUNNE;
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RANNACHER, 2006) onde se usam elementos P1 para ambos os campos, o problema
pode ser alterado de modo a se tornar estavel. Isto é feito com auxilio de um termo de
estabilizacdo, como o introduzido em Becker e Braack (2001) para um problema de
Stokes.

Assim pode-se definir a formulacao fraca do problema, discretizada no tempo e
no espaco, na base de qual o cddigo computacional é elaborado.

Problema 2.6 Forma Fraca llla- Encontre (v;*', p}*™) € (Hpn, L1), paran € 0..(N'—1),
com vj) = vy, tais que:

(p(wn™ = wi)/ot + p(Vey i, ") o — (Th VY™,

= (Pfn " ) g + (87 %" )r,, YT € Hon (2.72)
(V- up ™ ?) g, = 0, Vo2 € Ly;
h

Apresenta-se o problema também na forma compacta. Para isto definem-se:

Won =: Hon X Lh; (2.73)
Whpn =: Hpn X Ly.

Considera-se que para U}, = {vn,pr} € P = {zwp”,wp}.

AT (U)o (p(oh* — o)/t + (VLo )y 275)
(T VY ) g — (5 )y — (6 87)

Problema 2.7 Forma Fraca IlIb - Determine U, € Wj,,, tal que U ,|i—o = U{v0,0}:

W Un, ) =0, Vip € W (2.76)

2.4.5 Atualizagao da Malha

Apos a resolucao do problema 'Forma Fraca IIl’, estabelecido acima, deve-se
calcular os deslocamentos u) "', calcular a velocidade convectiva w; e por Gltimo
atualizar a malha, 7, — 7,"*'.

Os deslocamentos dos vértices da malha a €2, sdo calculados primeiro, isto &,
deve-se encontrar os deslocamentos ' dos vértices ¢ € Q, ;. Nas passagens a se-
guir g™ e ¢"! sdo as posi¢cdes de um vértice ¢ da malha para t, e t, .1, respectivamente.
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E feita a seguinte aproximagéo de u" ™ (¢"*"):

%Z“(q”ﬂ) ~ Z( n+1) +Dtyn+1(qn+1>5t
%@Z( n+1) +QZ+1( )5t+vun+1< n+1)yz+1<qn+1) (5t
=y Vup (g o + T (g") ot+
un(q") — (¢"™) (¢") (2.77)
vuz+ (qn+1)vz+l< n+1)6t
=ui(q") — o (") Ve (@) S+ (0" ot
V(g™ et (g™ ot
logo,
wp (") Rt () =g (d) + et (g ot (2.78)

Esta aproximagao é util pois permite estabelecer diretamente as novas posi¢des
dos vertices pertencentes a (2 ,. Basta deslocar os vértices de acordo com a expres-
sdo v ! (¢") 5t. Os valores de u; "' (¢"*') séo atualizados, nota-se que o arranjo que
armazena com os valores nodais para os deslocamentos em 7," e t = t" é diretamente
acrescido de v} (¢") 6t, 0 arranjo resultante é armazenado como os valores nodais
de deslocamentos em 7,"*! e "t

Resta determinar os deslocamentos dos vertices que pertencem a 2y ,. Como
mencionado anteriormente, o deslocamento dos vértices no fluido ndo pode acom-
panhar o deslocamento das particulas do fluido. Isto ocasionaria um distorcdo muita
rapida da malha. Neste contexto retoma-se aqui o calculo de w que, por simplificacao,
nao foi calculado implicitamente na forma fraca (2.4). Assim um segundo problema é
entdo proposto, com o objetivo de encontrar o campo de velocidades w, que € uma
extensao do campo de velocidades encontrado no sélido. A forma forte deste problema
é:

Aw =0 emQy,
w=v emT, (279)

A forma fraca é dada por:

Problema 2.8 Forma Fraca - Velocidade de referéncia - Determine w € H, tal que:
(xs (Wi —opt) 9%, + (Xpow VR ™, Vap) , = 0, Vi € Hy, (2.80)
onde «,, € uma constante de valor pequeno.
Uma vez que este problema seja também resolvido podem-se determinar as

posigdes dos vértices em "1, deslocando-se os vértices no fluido em wj*!(g"1).4t.
Com os vértices tanto no sélido quanto no fluido atualizados, fica definida a nova
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triangulagéo 7,"*'. Os valores de v} e p/™ sdo aproximados na nova malha para
serem usados na proxima iteragéo. O processo é repetido até se atingir t* = 7', o fim
da simulacéo.

O codigo computacional foi implementado em FreeFem ++, que € um programa
computacional para resolucao de equacdes diferenciais parciais com linguagem base-
ada em C++ (HECHT, 2012).

2.5 SUMARIO DO CAPITULO

* Introducéo a FSI, apresentacdo dos principais métodos;

Leis de balanco:

— Balanco de quantidade de movimento;

— Balango de massa;

Propriedades Constitutivas:

— Dominio Sélido: neo-hookeano incompressivel;

— Dominio Fluido: newtoniano incompressivel;

» Formulacao totalmente euleriana;

Malha Conforme;

Discretizagéo temporal: Euler implicito;

Discretizacao espacial:

— Velocidade: elemento P2;

— Pressao: elemento P1.
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3 ESTIMATIVA DE ERRO

Este capitulo apresenta primeiramente uma breve introducdo a estimativa de
erro, em seguida sao mostrados os desenvolvimentos feitos referentes a estimativas
de erro para o problema FSI.

3.1 CONCEITOS BASICOS DE ESTIMATIVA DE ERRO

As estimativas de erro podem ser divididas em dois grupos: a priori € a poste-
riori. A primeira tem como base as informagdes disponiveis antes de qualquer resolu-
¢ao numérica do problema. Sao utilizados somente dados referentes a postulacao do
problema (como equagdes diferenciais, dominio, condi¢gbes iniciais e de contorno) e
referentes ao método de resolucao (como elemento finito, malha e discretizacdo tem-
poral). Uma estimativa a posteriori por sua vez nao € dada em funcao da solugéo exata
e sim da solugao aproximada.

Propbe-se um problema geral na forma fraca para a analise das caracteristicas
de estimativas de erro. Encontre u € W tal que:

a(u,P) =f(y), VeV, (3.1)

onde W e V séo espacos de fungoes, f € V', e a é uma funcéo bilinear.

Considera-se a aproximacgao descrita pela equacéo (3.2). Encontre u,, € W, tal
que:
ah(%’h? ’%)h) = fh<’(,é)h)7 v’féh S th (32)

onde W, e V}, sdo espacos para aproximacoes taisque W, c WeV, C V,ay, € f; s@o,
respectivamente, uma fungéo bilinear aproximada de a e uma fungao linear aproximada
de f.

3.1.1 Estimativa de Erro a priori

Uma estimativa de erro a priori nos permite verificar a eficiéncia de um mé-
todo, mais especificamente, prevé quao rapida € a redug¢ao no erro em funcédo de uma
reducdo do tamanho de malha. Geralmente este tipo de estimativa tem forma seme-
lhante a da equacao (3.3). Ou seja, obtém-se uma relacao entre o erro na variavel wu,
|lu —ul| ., € 0 valor de ||u|| . O pardmetro ¢ € uma constante independente de u, e
€ um parametro referente ao tamanho dos elementos da malha. Quanto maior o valor
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«, mais rapida é a convergéncia para a solugao exata.

I — wnllx < ch®llullx (3.3)

Existem poucos resultados de estimativa de erro a priori para problemas FSI,
destacam-se a sequir dois resultados disponiveis obtidos em contextos semelhantes.
Gastaldi (2001) deriva uma estimativa para um problema de advecgao-difusao transi-
ente bidimensional. Uma abordagem ALE é empregada pois o dominio varia no tempo.
Faz-se uma discretizagao espacial por elementos finitos, e uma discretizacdo no tempo
pelo método do ponto médio. Em Bonito, Kyza e Nochetto (2013), deriva-se uma es-
timativa a priori para um problema de advec¢ao-difusdo transiente formulado com o
método de Galerkin descontinuo. Novamente, a abordagem é ALE e o dominio variavel
no tempo. Uma variedade de abordagens para discretizagdo temporal e espacial sao
discutidas, em geral, com métodos de ordem superior.

3.1.2 Estimativa de Erro a posteriori

Uma funcéo da forma ¢(h, u,, f) pode ser classificada como uma estimativa de
erro a posteriori quando se consegue estabelecer uma relagao da forma:

I = wnllx < e(h,un, f). (3.4)

E possivel em alguns casos definir um estimador local e (us, f), chamado de
indicador local de erro.

e(houn f) = | D exlun, f)* (3.5)

KeTy

Observa-se que o limite superior, representado em (3.4), € global e, em geral,
nao é possivel obté-lo localmente (GUERMOND; ERN, 2004). O fato de ser um limite
superior, permite que se possa afirmar que o erro € menor do que uma determinada
tolerancia, o que é bom no sentido de avaliacdo da precisdo da solugao aproximada
u;, € faz com que possa ser utilizado como critério de parada em um processo iterativo
para geracao de uma malha adaptativa. Contudo esta estimativa é global e com isso
nao € possivel através dela identificar quais regides do dominio necessitam de uma
malha mais refinada.

Os indicadores de erro representados em (3.5), por outro lado, séo locais e
inferiores. Com isto pode-se garantir gue uma malha grosseira em determinado ponto
leva a um erro relativamente grande. Porém, nao se pode garantir o contrario, isto &,
que uma malha refinada em determinado ponto vai levar a um erro pequeno neste
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mesmo local. Pode-se interpretar que erros de discretizacdo em pontos distantes da
malha "poluem" a resposta em certo local, mesmo que a malha ali seja bastante
refinada. Este tipo de indicador € empregado na geracao de malhas adaptativas para
a identificacao das regides onde a malha esta muito ou pouco refinada.

3.1.3 Normas para Estimativas de Erro

O erro representado nas equacgdes anteriores foi tomado em funcdo de um
norma genérica ||-|| . Muitas vezes a norma escolhida € a norma de energia:

[ull g = v alu, u). (3.6)

Devido a desigualdade de Schwarz, ver A.3.1, pode-se relacionar a norma de energia
com o produto interno:

la(w, Y)| < llullpll¥lly Ve, eW. (3.7)

Para um w € W, qualquer, tem-se:

(3.8)

=
|
S
=
IA
3
|
S
=
&
e
|
&
=N

onde utiliza-se a ortogonalidade de Galerkin, ver anexo A.4, para concluir que a(u —
un, w — uy) = 0. Daqui em diante adota-se a notagéo e, = u — wuy, por simplicidade.
Pode-se assumir um infimo do lado direito da desigualdade, obtendo-se

lenll < infi{llw —wl, : w € Wi, (3.9)

Ja que u, € W, tem-se

inf{llu—wllp:we Wy <lenls (3.10)
s6 a igualdade atende ambas equacdes anteriores, logo,
lenllp = inf{llu — wlz:we Wi} (3.11)

sabendo que existe um elemento u, para o qual o infimo € alcancado, assim escreve-
se:
lexll = min{|lu — wl; - w € Wa}. (3.12)

A relacao (3.12) diz que a solugao wu,, é 6tima com relagdo a norma de energia,
ou seja, ndo ha outra solugéo no espago W, que resulte em valor menor de | e;|| -
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Contudo esta norma geralmente esta bastante atrelada a postulacao do problema e
também pode levar em conta o erro nominal (e, ) assim como o erro na derivada V(ey,).
Também é usual calcular o erro através da norma L?(0, 1) (BRENNER; SCOTT, 2008),
definida por,

1
H%HL?(OJ) - \//0 u(z) - u(z) dz. (3.13)

O erro sob esta norma apresenta um valor consideravelmente menor do que o obtido
com a norma de energia (BRENNER; SCOTT, 2008).

3.1.4 Estimadores de Erro para Formas Lineares

Os métodos discutidos até aqui tem por objetivo minimizar uma norma |||, do
erro, ou seja, minimizar |le||y = |lu — us||. Contudo, € mais interessante em muitos
casos minimizar um funcional J(e,). O processo de refinamento com base em um
estimador deste tipo é conhecido na literatura como goal oriented (DUNNE, 2006).

Um problema dual é muitas vezes empregado como ferramenta para obtencao
de um estimador relacionado a um funcional. Faz-se a seguir um breve introducao ao
método, baseada nos conceitos apresentados em Bangerth e Rannacher (2003).

Considera-se, por simplicidade, uma matriz A € R™" e um vetor f € R". Os
vetores u € wu; Sao, respectivamente, a solugcdo exata e a solucdo aproximada do
problema em questao, descrito pelo sistema linear

Au=f, (3.14)

~

e o residuo é caracterizado por

r=f-Aun=Au-Au =4

~

X (3.15)

20

Deseja-se minimizar o erro do funcional linear J(u — u;), supondo que este
admita uma funcéo de densidade tal que

J(x)=(J(z),z) Yz eR", (3.16)

onde (-, -) é o produto interno. Faz-se entdo a seguinte decomposicao

n

J(en) = (r.2) =Y nz Yz eR" (3.17)

=1

Manipulando as equagdes acima encontra-se

(en. T (en)) = J(en) = (r.2) = (Aen 2) = (en, A" 2), (3.18)

~
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e obtém-se assim o problema dual a ser resolvido:

J(en)=A4A"z (3.19)

Nota-se que a decomposi¢cédo (3.17) mostra a parcela de cada ’residuo local’
r; na composi¢do do erro total J(ey), e os coeficientes z;, obtidos pela resolugéo do
problema dual, ponderam o efeito destes residuos.

Uma abordagem de interesse que se enquadra nesta classe de estimadores é o
Método dos Residuos Duais Ponderados, ou DWR (do inglés Dual Weighted Residual
Method), fornece uma base para a obtencdo de uma estimativa de erro e demais
critérios utilizados num processo de adaptatividade de malha (RICHTER; WICK, 2015).
Mais especificamente, visa-se a obtencdo de uma estimativa a posteriori baseada em
um funcional linear de interesse, ou seja, deseja-se minimizar o erro em um funcional
especifico. Isto é colocado no contexto de resolugdo de um problema variacional linear
ou ndo-linear via FEM.

3.2 ESTIMATIVA DE ERRO EM PROBLEMAS FSI

3.2.1 Derivadas Direcionais

Seja uma forma fraca
AU, ) =0, Vp e W, (3.20)

obtida a partir de (2.52) por uma discretizacao por diferencas finitas da variavel tem-
poral e uma discretizagéo pelo método de Galerkin do dominio espacial. Inicialmente,
trata-se o problema de forma geral, sem as aproximagdes feitas anteriormente durante
a discretizagdo temporal, assim obtém-se um sistema nao-linear para cada passo
temporal. A resolucdo deste sistema pode se fazer através do método de Newton,
no qual sistemas lineares, obtidos pela linearizacdo do problema original, sdo subse-
quentemente resolvidos até que se obtenha um resultado satisfatério para o passo
temporal. Com este objetivo podem-se estabelecer as derivadas direcionais (derivada
de Géateaux) de (U, )

AU, ¢; @) = AU +e@)(¢) (3.21)

e=0

Sejam x e x, as func¢des caracteristicas definidas em (2.38). Definem-se tam-
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bém as variaveis auxiliares:

lev' QQZV'U

~

Cig = Xf3 Cis = Xs;
Q1520201; 016=V'Q1;

Observacéo 3.1 No referencial euleriano tem-se que F~' = I — Vu.

Assim, é possivel expressar o operador 2l na seguinte forma:

AU, ) = ((xspr + XsIps0) Div, "), — (T, V')
— ((xso5 +xs3p0) £ — (g% 4" )1,

~

+ (V0,97 (Ou+w - Vu —w,¥"),

~ ~ ~ ~

+ (Xs (w - Q) 7%1”)9 + (Xfawv’li% v¢w)ﬂ :

AU, ) = ((pyCrz + ps,0C13Cs) 0:C1,9°), — ((pChz + ps,0C13Cs) Cis, P*)

— (C12€10 + C13C 1, VY*) g — ((prCr2 + psoCi13Cs) £, ")
- (QNa "fv)FN + (C12C16, ¥’ ) + (0:C3 + CaC5, ")
+ (C13(Cs5 — C1), ") + (Cr20,C1a, VY¥) g .

(3.23)

(3.24)

Definicao 3.1 A derivada direcional (derivada de Gateaux) de C; em U na diregao ®*

é definida por

d
Ci(w; @) = —-Cilu+ed")|  , @" € H".
e=0

Lema 3.1 A derivada direcional de Cs em U na direcdo ®“ é dada por

Cy(u, ") =(—0:27)(1 — 0o ®3) — 0o P{O1uy
+ (1 - 81u1)(—02®§‘) — 02u181<b§‘.

Prova:
1— 01 (Ul + E(ny) ag(ul + Eq)qf)

O1(ug + €@y) 1 — Os(ug + €dY)
=1 — 01(ug + e®})(1 — Oa(ug + €Py)
— Oz(uy + €DY)0) (ug + €P3);
- Cylu +e@") =(-0:27)(1 — 02 ®3) + (1 — Orur ) (—02P3)
— Do) 01 Py — 0y D01 us m

Cs(u + e®@") =det

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Lema 3.2 A derivada direcional de C; em U na dire¢do ®" € dada por

Cr(u, ") = ~CrCs(w)(2")Cr; (3.28)
Prova: Observa-se que C-Cs = I, logo

(3.29)

Defini¢ao 3.2 Seja n. o vetor unitario normal a fronteira de X, apontando para fora, e
sejam g; €g,, 0s tragos de g na interface I';, dado por

g; = lim g¢( — ens);
L ) (3.30)
g7 = lim g(x — ens),

para o fluido e de modo analogo para o solido. As distribuicbes de Dirac é; e &,
definidas em g € L(Q) N H(y) NH(Qy), S0 tais que:

/5fgd:r:/ gy dz;
Q I
/5sgdx:/ g, dzx.
Q T,

Se é verdade que g € H'(Q2) entdo ou g|r, € Hi), OU g|r, = g5 = gs.

(3.31)

Lema 3.3 A derivada direcional de Cy, e Ci3 em U na dire¢do ®“, para g € L(Q2) N
H(r) NH(S), S&o

Clo(u, D" —ng - ®Yo4g;
12(u, ®%)g = -1y 19 (3.32)
CiB(lNL ®")g = —ns - “dsg.
Prova: Seja 2y o dominio fluido, logo
.1 u .
lim = (/ Xf(z — P )gdw—/Xf( )gdx) =/ (079)(—B" - nuyp da
@ L (3.33)

:/ _Z:lf @ug— dl’,
r;

a partir do qual obtém-se a equacao desejada para o fluido pela definicdo 3.2, um
procedimento andlogo para o dominio solido completa a prova g
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Lema 3.4 As derivadas direcionais de C;, parai = 1,2,3,...,17 em U na diregcdo ®"
sédo

C1=0; C,=0; Cy =2 ¢, =Vey

C;=0; Co=—C; Cr = —CrCeCs

C{ = (—019%)(1 — Oaug) — PV O ug + (1 — Oruy ) (—02 DY) — Dauy 2 PY; (3.34)
Cy = CCT + C: ¢t Cho=0; Ch =T

Clo = —ny - 2"op; Ciz — s - ®05; Oy = C1,C 00 + C13C1H + CiaCly;

g/15 =0 Cl = 0; Q/N =0

Prova: A derivada de C; vem do Lema 3.2, Cs vem do Lema 3.1 e ambas (', € 3 vém
do Lema 3.3. As demais derivadas sao obtidas diretamente pela definicdo de derivada
direcional g

Lema 3.5 As derivadas direcionais de C;, parai = 1,2,3,...,17, em U e na direcdo "
sédo
~ Q’Q = Ve, Q/M = Clzglo;

C =2
(3.35)
C's = CyC1 + CCY; Cie=V-Ci,

as demais derivadas sdo nulas.
Prova: As derivadas sdo consequéncia da definicao de derivada direcional g

Lema 3.6 As derivadas direcionais de C;, parai =1,2,3,...,17, em U e na direcdo o
séao

Qllo = _(I’p£§ an = _©p£§ QIM = Cmglm + 012Q/11a (3.36)
As demais derivadas direcionais sdo nulas.

Prova: As derivadas sdo consequéncia da definicao de derivada direcional g

Lema 3.7 As derivadas direcionais de C;, parai = 1,2,3,...,17, emU e na direcdo ®*
sédo
Ch = —"; Clr = Ve, (3.37)

~

As demais derivadas direcionais sdo nulas.

Prova: As derivadas sdo consequéncia da definicdo de derivada direcional g
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Lema 3.8 Supondo, por simplicidade, que gN = 0, as derivadas direcionais de 2l em
U nas direcées @, ®°, ®* e PP sgo:

r~ )

AU, ¢; @) = (psC120:,C1(U; "), 9") (Pf012015( ; @),
+ (Cr2C1(U <l’ ): V') + (Cr2016(U; ), 97 )q
+ (C1i3C1 (U5 @Y),9")g + (Cr2C'6(U; ‘I’v) Y)g —

Y )q

\—/@

AU, ;@) =~ (pss - B"(0C1)7, YY), — (Psofts - BY(C8); 0. C1,9"),

~

+ (ps0C13C5(U; 8)C1, Y% ) g, — (05er - (Crs5)7,9")
— (Ps,0Ts - @u08Q1571£U)Q + (priay ‘? ([)] v),
(Ps.0

Prova: As derivadas sdo consequéncia da definicao de derivada de Gateaux g

3.2.2 Estimativa de Erro DWR

A anadlise de erro € desenvolvida segundo o método DWR (RICHTER; WICK,
2015). Com este objetivo é estabelecido inicialmente um problema genérico, formulado
a sequir.

Problema 3.1 - Encontre U € {X + U"} tal que
AU, ¢) =0, Vp € X, (3.39)
onde o espago X é, para o problema FSI apresentado, o espago W".

Da mesma forma propde-se a seguir o mesmo problema discretizado pelo método de
Galerkin:



Capitulo 3. ESTIMATIVA DE ERRO 46

Problema 3.2 - Encontre U, € {X,, + UP} tal que
AUn p) =0, Vp € X, (3.40)

onde o espago X, é, para o problema FSI apresentado, o espago W,.

Considera-se, entdo, que o objetivo do Problema 3.2 é o calculo do funcional
linear J(U,), aproximacao de J(U). Estima-se o erro na aproximacgao, J(U) — J(U},),
através de Euler-Lagrange. Assim, introduz-se a variavel dual Z € X e defini-se a
fungéo lagrangiana 2 (U, Z),

2ZU. Z)=JU)-2AU, 2). (3.41)
A derivada de (3.41) em Z na diregao v resulta no problema primal:
LU, Zp) =AU, ¢) =0, Vip € X. (3.42)
A derivada de (3.41) em U na dire¢cao ®, que resulta no problema dual:
LU, 2:%)=J(U;®) - AU, Z;®) =0, VP € X, (3.43)

Deste modo obtém-se o erro na aproximacao de J(U ), que é usado na sequén-
cia para derivagao de uma estimativa de erro a posteriori:

JU) = JUn) = ZU, Z) - Z(Un Zn). (3.44)

~

Proposicao 3.1 Seja um funcional L(-), definido em X, trés vezes Gateaux diferencia-
vel e com ponto estacionario x € X, entao

L'(z,0) =0, Y € X. (3.45)

Seja X, um subespaco de dimens&o finita contido em X . A aproximacdo de Galerkin
é dada por
L'z, y,) = 0, Vi, € X, (3.46)

sendo z;, € X, a sua solugdo discreta. Entdo, obtém-se a seguinte representacao para
o erro no funcional L(z):

L) — Lla) = 5Lz — ) + R, Vi € X, (3.47)

onde o termo residual R, € cubico no erro e = x — x;, € é dado por:

1 1
Ry = 5/ L"(xp — sese,e,e)s(s — 1) ds. (3.48)
0
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Prova: Observa-se inicialmente que

L(z) — L(zy) = /0 L'(x), — se;e)ds, (3.49)

e pela aproximacao polinomial de Lagrange tem-se

1 1 1 1
| ) as =300+ 1wy + 5 [ st - 1y as, (350
0 0
assim obtém-se
L(z) — L{zy) = %L’(xh; e+ ,) + %L’(mh +ese) + R, (3.51)
nota-se que L'(z,e) =0e L'(zp;4,) =0, logo

L) — Lian) = 5L (aiie — ) + Ra, Yoy, € Xim (3.52)

Lema 3.9 Sejam (U,Z) e (U,, Z,) solugbes de (3.45) e (3.46), respectivamente.
Entao, vale a sequinte identidade

1 1
JU)-J(Un) = §Q(U, Z_%)h>+§g*(gha U-®y, Z1n)+Ry V(). ¥)) € X x Ay, (3.53)

e com 0s sequintes residuos, primal e dual:

oUn,-) = =AU, -);

/ / (3.54)
Q*(gha Zh? ) =J (gfw ) -2 (qu Zhv )

O termo residual R}, da equagéo (3.53), é cubico no erro primal e dual ¢ =
{Ev'E*} = {Q - th Z - Zh}

1 [t
Vo= 5/ R;'s(s —1)ds, (8.55)
0
onde
Ry =J" (U + sE;E,E,E) —A"(Uy+ sE, Z + sE"; E, E, E) (3.56)
— 3" (Uy +sE.E" B, E). '

Prova: Sejam os espagos

y:XXX;yh:XhXthy7 (357)

e sejax = {U, Z} a solugéo de (3.43) e (3.42). Nota-se que L(x) = Z(U, Z), assim
tem-se

JU) = JU) = L(z) — Lizp) = %L’(mh; T —y) + Ru, Yo € Vo, (3.58)

=
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onde se usou (3.45). Também obtém-se

L(zpx —yn) =L (U Z1; Z — ) + L' (Un, Zn;U —

J - ®,)
= =AU Z —,) +J(UnU - ) - A(Up, Zn;Un — ®,) (3.59)

~

:Q(ghv Z - ’(Nﬁbh) + Q*(Ufw Zh> g - @h)
Observa-se que se £ (U, Z) ¢ linear em relagao a Z, entéo

L///<$h+$6; €, €, 6) :J//,(gh+3E; E?E?E) _Ql,//<gh+3E7Zh+SE*;E7E>E)_
=3 Un+sE.ESE E)=R)n

(3.60)

Algumas aproximacdes sao necessarias para a obtencdo de uma forma aplica-
vel do erro proposto neste lema:

* R} é desprezado;

» Acrescenta-se o termo de estabilizacdo aos problemas primal e dual quando este
se faz necessario;

« O método de projecao local é "fracamente consistente", ou seja, quando a solucéo
{U, Z} é aplicada ao problema aproximado néo se obtém a igualdade, existe um
erro que é da mesma ordem de grandeza do erro de discretizacao;

* Ostermos U — ®, e Z — 1, sdo aproximados, respectivamente, por 17, U, — Uy
el}, Z,— Zn de modo que

JU) - J(Uw) = EUs, Zn), (3.61)

~ ~

onde

9]

1 1
EUn, Zy) = z0Un 17,41 — Zn) + 0" (Un, Zn: 17, Un — Un), (3.62)
2 2

~

e 17, € um interpolante de ordem 2.

Observa-se que a existéncia de solucdes para os problemas primal e dual nao
sao garantidas pelas argumentacdes apresentadas neste trabalho. Este é um objetivo
diferente e nao trivial, poucos estudos disponiveis na literatura mostram este tipo de
resultado para problemas FSI.

A derivada de Gateaux para o problema primal da formulagdo geral de um
problema FSI ndo precisa ser exata, ela precisa ser somente "bem comportada"o
suficiente para garantir a convergéncia da resolucao pelo método de Newton, de modo
que se obtém uma reducdo no residuo do sistema de equacdes nao-linear. Assim
a qualidade da solugdo do problema primal é avaliada pelo residuo resultante da
aproximacgao do sistema n&o-linear.
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Nao ha, contudo, um meio semelhante pelo qual se possa avaliar a solugao
discreta para o problema dual. Isto se deve ao comportamento do deslocamento u
na derivada de Gateaux. No formalismo euleriano isto se manifesta pela presenca de
integrais de Dirac nas fronteiras, que surgem das derivadas de forma, sendo particu-
larmente notaveis nesta descricao devido a dependéncia das varidveis em relacao as
fronteiras. Observa-se que, de modo geral, este problema estd presente na aborda-
gem de qualquer problema nao-linear, ja que as derivadas de Gateaux dependem da
solucao primal e sdo usualmente aproximadas pela solugao primal discreta.

Considera-se que a interface discretizada é semelhante a interface atual, ou
seja, I';, =~ I';. Formula-se entdo o problema dual com I';;, como uma interface fixa.
Consideragdes deste tipo foram feitas com éxito em problemas semelhantes, como
problemas de elastoplasticidade.

Observacao 3.2 O problema FSI formulado em uma descricdo euleriana emprega
fungbes caracteristicas, como em (2.38), que sao definidas em fungdo de wu. Estas
fungbes sdo, em geral, Lipschitzianas porém nao diferenciaveis. Esta questao pode
contudo ser solucionada pelo emprego do teorema estrutural de Hadamard, assume-
se que a interface salido-fluido constitui uma variedade de dimens&o inferior ao dominio
Q) e a diferenciagao é feita em um contexto integral. (SOKOLOWSKI; ZOLESIO, 1992)

Retorna-se ao Lema 3.9, no qual R} é cubico em relagéo aos erros E e E* e
pode ser assim desprezado. Formula-se entdo o indicador de erro

min Q(lrv]h7 Z - Soh) + 5 min Q*<gh7 wa g - @h) (363)
(,NDEX;L ~

DN | —

n(gha Zh) =
A relacao entre os residuos primal e dual é dada pela seguinte proposicao.
Proposicao 3.2 Sgja Ao tal que

iy 0 Un, Zn, U — on) = 5 oUn. Z —¢n) + Ao

1 (3.64)
Do~ [ ROW+5E. Zu+ 5B BB) - J'(Us + 5B E.B)] ds
0
Obtém-se assim uma simplificacao para a representacao do erro:
JU) = J(Un) = min o(Un, Z — ¢) + R}, (3.65)

(PGXh

onde o termo residual quadratico é dado por

R =" (Uy + sE. Zu + sE E.E) — J'(Uy+ sE: E.E) ds.  (3.66)
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Prova: Seja
9(s) = T(u+sE)U — @) — AUy + sE U — @,: Zn — sE), (3.67)

assim tem-se
9(1) = J'(U;U — ) = A (U, U — ¢, Z), (3.68)

obtida pela definicdo de Z. Logo

( ) JH<U +SE E u_¢h)_Q[//(Qh_‘_sgug_(Bh;Eagh—’—S'E*)

(3.69)
—A(Un+sEU -, E).
Portanto obtém-se
1 1
/ J'(s)ds = 0"(Un, Zn, U — 1) = / [A"(Un+sE.U — @, E. Zn+ sE")
0 0 ) (3.70)
_J//(Qh+SE7E7Q_(£h)} ds + Q[/(gh+5-E7g - fhaE*) dS>
0
entao,
1 1
/ Ql/(gh—i-S.E,g—(Bh,E*)dS:/ [Ql,/(gh+3E,lJ_(Eh,E,Zh‘i‘S-E*) (3 71)
0 0 .

Observa-se que o ultimo termo € o residuo primal, no qual pode-se substituir E* por
Z — ¢, com um valor qualquer U, € &},. Integrando-se por partes

1
R”:—/ (U, + sE, Z: E) — J(Uy + sE; E)| ds
0

(3.72)
+A' (U, Z: E) - J(U; E).
Pela definicdo de Z tem-se que A'(U, Z; E) — J'(U; E) = 0. Entéo
—1 1 "
J(U) = J(Un) =5 gorflérzlch oUn,Z —pn) + 5 soﬂ}flg)l(h o'(Un ZnU —¢n) + R
(8.73)
= Z —
(Prfégh oUnZ —¢,) +R'm

Observacgao 3.3 Caso o funcional J( - ) e o problema variacional sejam ambos line-
ares, a ultima proposicao mostra que os residuos primal e dual coincidem. Em geral
a diferenca é quadratica em E e assim pode-se supor que para muitas aplicagées
praticas seja pequena o suficiente para ser desprezada. O termo Ao da uma indicacdo
do grau de ndo-linearidade do erro.

A préxima proposicao estabelece uma representacao alternativa para o erro, na
qual nao sobra nenhum residuo.
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Proposicao 3.3 Seja a aproximagdo de Galerkin A(U, ;) = F(p;,) = 0,V € X
Entao tem-se a seguinte representagdo para o erro
JU)—J(Un) = min o(Un Z — @), (3.74)

‘EhGXh ~

onde Z é definido pelo problema adjunto
1 1
/ XU +sE, Z;p)ds = / J(Un+sE;p)ds, Vo € X. (3.75)
0 0

Prova: Introduz-se a seguinte notag@o para um funcional qualquer F( - )(-,,...):

~ R

FOU,)(,-..) = /01 F U +sE)(-,-,..)ds, Y(,-,.) EX x X x ...x X. (3.76)

Entdo pode-se afirmar que

~ ~

1
WU, ) =AU ) = / WU+ sE, @ E)ds =A(UU,)(E), (3.77)
0

faz-se 0 mesmo para J(U) — J(U). Assume-se que ¢ = E no problema adjunto e
entao

1 1
| 2w -sB.zig)is— [ S+ 5B p)as
0 0

(3.78)
Ql/(ggh, Z? E) = J/(gghv E)v
unindo-se as relagdes anteriores obtém-se
JU) = J(Un) =A(UUw Z: E) =AU, Z) —AU» 2). (3.79)
Emprega-se entéo a ortogonalidade de Galerkin,
JU)—-JUy) =AU, Z — — AUy, Z — =
U) (Un) (U, Z ‘Eh) (Un th) (3.80)

Formula-se entdo um problema de otimizagdo, semelhante ao proposto em
(3.41).

Sejam U e U, dois elementos fixos de X e E = U — U,,. Defini-se um lagran-
giano linear

-

1 1
0.2 = [ I+ sBU-Unds— [ AW+ 20 -Unds, (381
0 0
que tem um ponto estacionario (U*, Z*) definido de modo que

AU ) =AU, ) Ve € X, (3.82)
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e tem-se

WU Z" @) =T WU @) VpeX. (3.83)

Seja (U, Z,) € X, x X, a aproximacao de Galerkin das equacdes acima. Caso
escolha-se U = U e U, = U, pode-se notar que U* = U e Z* = Z, disto segue
que as equacgOes anteriores sao reduzidas as formas originais. Assim suas analogas
discretas resultam em

XUUn, Znipr) = J(UUn @), Ve, € X, (3.84)

~ = ~ ~ =
~

com Z, € X),. A seguir emprega-se o lema 3.9 e obtém-se

1. 1.,

JU) = I(WUs) = 50Un Z — @) + 50" WnU — . Zn). (3.85)
j4 que ndo ha termos residuais devido a linearidade de .. Devido as consideracdes
acimatem-se H(Un, p) = p(Un, p) € 0" (Un, Un; Z1) = J(U)—J(U+), € assim obtém-se
o resultado desejado.

Esta dltima proposi¢cdo ndo pode ser diretamente aplicada, isto pois é formu-
lada com o problema adjunto que por sua vez depende da solu¢do desconhecida u.
Contudo, com o objetivo de mensurar o efeito da nao-linearidade pode-se resolver o
problema adjunto (3.78) através de uma variavel U, obtida através de X, C X, que é
um espaco enriquecido em relacéo a A}, ou seja

W(OU, Zip) = J' (UUn @), Ve € X. (3.86)

Assume-se que U = U}, e entdo a Ultima equacdo reduz-se a
W(Un, Z; ) = JUn ), Vg € X, (3.87)

e a situacao apresentada ao lema 3.9. Na sequéncia apresenta-se uma analise tedrica
da aplicacéo da aproximagao sugerida no problema adjunto.

Proposicado 3.4 Seja U, < X, um aproximagdo aprimorada da solugdo U com um
erro dado por E = U — U,,. Seja Z € X a solucdo do problema adjunto linearizado

W(UUn Z;p) = J([UUs @) Yo € X. (3.88)
Pela aproximacao de Galerkin tem-se
AUn, on) = Flpn), Vo, € A, (3.89)
e obtéem-se um erro expresso por

JU)—J(Ur) = min o(Un Z —¢,) + R, (3.90)

fhexh,
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onde o termo residual é limitado por

RI< s max |J'&E E) -2 ZEE), (3.91)

§€I~]thh

DN | —

onde a notagdo UU U, faz referéncia a um "tridngulo” no espago X determinado
pelas combinagées lineares de {U, Uh. Ut

Observacdo 3.4 O termo residual R é nulo ja que 2(-,-) e J(-) sé&o lineares.

Prova: Seja E, = U, — U},. Entao tem-se

1
Q) = IUN) =T TURE) + [ [J U+ SBE) -~ T U+ s B)] ds, (3.92)
0

WU, Z) - AUx Z) =A(UU», Z: E)

Toma-se ¢ = E no problema adjunto e juntamente com as equagdes anteriores obtém-
se
JU) = JUn) =AU, 2) - AU Z2) + RUUWUWE.E Z),  (394)

com R dado por

(3.95)

Retoma-se aqui a primeira equagéo de (3.92), e observa-se que Uy, + sE —
U, + sE, = sE. Reescreve-se integral do lado direto de (3.92) como

1
| [rwis sBiB) - 7@+ B ) as
0

1 1 } (3.96)
-/ { | @ sk sk B sE) dt} ds
0 0
faz-se procedimento analogo para a (3.93). Nota-se a seguir que
Up+sEn+stE = (1—s)Uy, +tsU + s(1 — t)U,, (3.97)

é uma combinac&o linear convexa dos pontos U, U e U . Assim garante-se que

IR| < max _|J'(GEE)-U"(§,Z.E,E)|. (3.98)

h VR R YR~
§€gghl~]h

N | —
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Emprega-se novamente a ortogonalidade de Galerkin, 20U, ¢;,) —A(Ux, ),) =
0, Ve, € X, € obtém-se

JU) - I(Us) = oW Z — 1) + R, (3.99)

para um ¢, € &} qualquer. Conclui-se entdo que o termo do resto R € nulo quando
A(-,-) e J(-) s@o lineares u

Obtém-se, das proposicoes (3.2) e (3.4),

~ ~ ~

JU) ~ J(Un) =~ oUn Z — 1) =AUn Z — @3- (3.100)
Aplica-se a ortogonalidade de Galerkin e obtém-se
AU, ;) —A(Un ¢) =0, Y, € A, (3.101)

e, com a condigdo que o operador (-, -) seja linear, a sua coercividade (ver definicao
no Apéndice A.5) garante que

la —bllp <cm sup [Ag Z)—-2A0b Z)| Va,be X, (3.102)

ZeX || z||=1

onde |-||; € a norma da energia em X’. Novamente, pela ortogonalidade de Galerkin,
tem-se

lenllp <cem sup AU, Z) =AU Z)| = cm  sup  |JU) = J(Ux)| (3.103)

=~ ~

ZeXx | z||=1 ZeX,||Z|l=1

Logo, pela equacao (3.73),

lenllg < cm  sup | min o(Un, Z — )| <cn  sup  [o(Un, Z —pp)|-  (3.104)

~ ~

zex || Z|=1 PrEXn ZeX | Z||=1

3.2.3 Dominio Fluido

Definem-se os seguintes espacos de fungdes

V::{lE c (D())?| V-,sz};
g ::V|H3(Q); (3.105)
9 =V,

onde D(f2) é o espago de fungdes C>°({2) com suporte compacto.

Observacao 3.5 O diagrama comutativo na Figura 4 seguir apresenta a relacdo entre
0s espacos de fungdes, o espaco de Raviart-Thomas esta definido no Apéndice A.5.



Capitulo 3. ESTIMATIVA DE ERRO 55

V-
(H'(K))? U L2(K)
H.Z‘ %27
RT.(K) VO Pu(K) ——0

Figura 4 — Diagrama comutativo - Espacos de fungdes

Formalizam-se a velocidade e a pressao pelos mapeamentos:

v:Qx[0,T] = R

3.106)
p:Q2x[0,7] - R. (

Assim tem-se pela propriedade constitutiva do fluido que:

(Vo 9")q, + 7 (O0/0t 4" )g, + 1 (Dw, 9" )g, + o (VR)L, 9" )g, =0, (3.107)

assim,
(pp", @)an — (V- "fv)nf + pr (Ov/0L, %’U)Qf (3.108)
(Vo) 7)o, + 1 (Vu, VYP©)o + pr (Vo) 9%)q, =0,
logo,
pr (Ou/Ot,°)q +pr (VR)B, ¥%)g, + 1 (VE, Vi), =0, V' € T; (3.109)
Sopr (Dot °) g + p(Ve, Vi) =0, vib* €,

ondeveUepeSN.

Considera-se, entdo, uma aproximacgdo v, para um determinado tempo ¢!,
para um elemento K da malha tem-se:

0F =py (Oun/0t,9") i + pr (Vun)un, ¥°)  + 1 (Von, V')

(3.110)
=ps (Diwn, ") ¢ + 1 (Vun, VY©) i ;

Com isso a bilinearidade do operador 2( é mantida. Pela formulagcao de Navier-
Stokes tem-se que:

pr (Diw/0t, ") e = =1 (Vu, Vip©) i . (3.111)
Logo,

(3.112)
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Pode-se limitar entdo o termo o com as seguintes aproximagoes:

ot | < pel(Dew, ¥°) | + pl(Von, Vi) |
< 3u|(Van, V) | (3.113)

< 3N||VQh||L2(K)||V'v~bw||L2(K)'

Agora, como 3¢’ > 0 tal que [|Vh*| ., < O,
|02 | < 3uC Vol 2y < 31C" wnll ey (3.114)
Do Teorema do Traco (DOBROWOLSKI, 2006) sabe-se que 3C” > 0 tal que
”Uh“H?(K) < C”H(vvh)@HHl/?(F?)’ (3.115)

entao,
|of ] <21C C[(Vor) @l o oy

K Yall - .
K K
ol <€ ZH(VU}L)@HHW(F?)?
K

onde ||o1]| = > o]

3.2.4 Dominio Sélido

Pode-se concluir, com argumentos semelhantes aos empregados para o domi-
nio fluido, que 3C5 > 0 tal que

S 1e5 T = lloall < Co STITwell gy o (3.117)
K K

Observacdo 3.6 E possivel mostrar que 3C" > 0 tal que
]

a partir de Teoremas do Trago e da definicdo de H,(I'), através do operador —Ar
(DAUTRAY; LIONS, 2012).

oy < O 2y Vs € R, (3.118)
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3.2.5 Estimativa de Erro para Problemas FSI

Retorna-se ao problema primal, para o qual pode-se mostrar que 3C;,C, > 0
tal que

|05 | =1 (Bwn /0t + (Vun)wn — w, ¥")  + (xs(wn — va), ¥")
+ (X Vwn, ) | < Cilof| + Col ok ;

ey <0101||(Vvh)n||H1/2(rK + CoCo| T oo s

2 o5 T <Csll(Ven) @l ey + CllTR ),

(3.119)

onde C; = C,C, e C, = C5C,. Juntamente com a equacéo (3.104) obtém-se:

lenlly <Ca sup  [J(U) — J(Ux)

ZeX | z||=1

(3.120)

<Cq sup |o(Un)(Z — ¢n)l-
ZeX | z||=1
Pode-se mostrar que 3C > 0talque sup | Z — || < C. Assim,
ZeX || z||=1 -
lenll z < CaClo(Un)] < CuC | Cy ZH Vur) @l sy + Cs ZH | oo rcy
+ @ZH wn) | ey +O4Z||T@||Hl/2<rg) (3.121)

<20,C (@ZH (Va2 e e +CGZ|| ||H1/2(F§)>,

onde C5 = max{C1Cs} e Cs = max{CyC,}. Obtém-se a estimativa de erro adequada
para o problema FSI:

lenllp < C7 ZH )R s iy + G ZHTWHHm (T (3.122)

onde C; = 2C,CCs e Cg = 20,CC5.

3.3 ADAPTATIVIDADE DE MALHA

A geracdo de uma malha adaptativa pode ser descrita pelo algoritmo (GUER-
MOND; ERN, 2004).

1. Gera-se uma primeira malha grosseira 7,°, atribui-se i=0.

2. Resolve-se o problema para 7,, de modo a obter a solucédo U".
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3. Calcula-se um indicador de erro local ¢ (U, f) para cada elemento de K € T;'.

4. Calcula-se o estimador de erro global. Se o resultado atender a precisao desejada,
considera-se U" a solugéo final.

5. Caso contrério, gera-se uma nova malha. Atribui-se i=i+1 e volta-se ao passo 2.

A etapa 1, a geracao de uma malha inicial, pode ser feita por diversos métodos,
sendo que os mais utilizados seguem o critério de Delaunay. Este critério estabelece
uma légica para a interligagao de uma série de pontos no dominio de modo a se formar
uma malha triangular. Para isso deve-se primeiramente gerar uma nuvem de pontos.
Os pontos nas fronteiras sdo normalmente determinados primeiro, em seguida um
método, como o de Voronoi, é empregado para a determinacao da posicdo dos pontos
interiores (OWEN, 2000).

A etapa 5, a geracdo de uma nova malha, pode ser executada por diversos
métodos. Estes podem ser divididos primariamente em trés grupos: h-adaptativo, p-
adaptativo, hp-adaptativo. O refino h-adaptativo ajusta o tamanho dos elementos da ma-
Iha; o refino p-adaptativo ajusta o grau dos polindbmios de interpolacéo; o hp-adaptativo
usa as duas estratégias no mesmo algoritmo (BABUSKA; GUO, 1992).

No refinamento h-adaptativo, executam-se dois passo: o primeiro € a selecao
dos elementos a serem alterados, o segundo compreende a alteragdo da malha com
base nos elementos selecionados. Pode-se destacar trés estratégias para o ajuste da
malha: o refino propriamente dito ou divisdo de elementos da malha (mesh-refinement),
a mesclagem de dois ou mais elementos (mesh coarsening), e a suavizacao da malha
(smoothing) (VERFURTH, 2013). A divisdo dos elementos pode ser executada por
algoritmos como refinamento Vermelho-Verde-Azul, ou VVA, (do inglés Red-Green-
Blue refinement) e biseccao de arestas (edge bisection) (BARTELS, 2016).

Neste estudo, a malha inicial ou € cartesiana (e a geragao da malha é elemen-
tar), como no Problema 1 apresentado no capitulo 4, ou entdo a malha é gerada por
um algoritmo de Delaunay-Voronoi, disponivel diretamente no software FreeFem++. A
etapa numero 2, a simulagao, é realizada pelo método FSI proposto no capitulo 2. A
etapa 3 e 4 sdo melhor detalhadas no capitulo 3, apresenta-se a seguir os estimadores
empregados na implementagcao computacional.

O estimador de erro local, para um triangulo K, é dado por

Vo)l g, oy TN g, e
glocal<K) = /2( ) ) + Hl/z(rs ) (3123)

Lfluido Lsolido

O parametro L s;.,;4, €stabelece um limite para || (V’L’)@|’Hl/2(r;<) no dominio fluido.
Caso o valor deste ultimo termo seja superior a L f14ido, Eiocat (/) S€ra maiordoque 1 e 0
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triangulo sera selecionado para ser refinado. O mesmo se aplica ao parametro L.;q0,
que estabelece um limite analogo para o dominio sélido.

A estimativa de erro global é dada por:

R ZKGE (Slocal)2
global — s
NT

(3.124)

onde NT é o nUmero de elementos da malha.

A geracao da nova malha, etapa 5, é feita por um refinamento h-adaptativo. O
método utilizado é o refinamento VVA, que é descrito a seguir.

3.3.1 Refinamento Vermelho-Verde-Azul

Tém-se como dados de entrada a malha a ser refinada, 7/, e um conjunto de
elementos a serem inicialmente refinados, M,.r, selecionados por terem indicadores
de erro locais ;.. maiores que 1. O algoritmo para o refinamento VVA consiste das
seguintes etapas:

A') Marcam-se todas as arestas que pertencem a cada elemento T € M,.;.

B) Marcam-se adicionalmente demais arestas de modo que todo triangulo 7' € 7}
que tenha alguma aresta marcada tenha também sua maior aresta marcada.

C) Divide-se cada elemento 7" € 7, com arestas marcadas pelo refinamento ver-
melho, azul ou verde se ele tiver, respectivamente, trés, duas ou uma arestas
marcadas. As divisées possiveis sdo ilustrados na Figura 5.

VAN~

a) Tridngulo Original b) Refinamento Vermelho
c¢) Refinamento Azul ) Refinamento Verde

Figura 5 — Refinamento VVA
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Um exemplo de aplicagao do algoritmo de refinamento VVA é feito a seguir.

A Figura 6 mostra a malha original proposta para este exemplo. Supde-se que
apenas um elemento (ilustrado em cinza) tem ¢,,.,, maior do que 1, ou seja, ha apenas
1 tridngulo pertencente a M, ...

A etapa A do algoritmo VVA marca as trés arestas do tridngulo a ser refinado,
como mostrado na Figura 7.

Figura 6 — Malha original com um ele- Figura 7 — Vértices  adicionados na
mento em M,..; (triangulo em etapa A (circulos brancos)
cinza)

A etapa B marca mais uma aresta, como mostrado na Figura 8. Observa-
se que se esta ultima aresta ndo fosse marcada um triangulo teria uma de suas
arestas menores marcadas sem ter sua maior aresta marcada. Isto geraria triangulos
distorcidos (com um dos angulos internos muito grande).

A etapa C faz os refinamentos de acordo com o numero de arestas marcadas
para cada triangulo, como mostrado na Figura 9.

Figura 8 — Vértice adicionado na etapa Figura 9 — Malha refinada
B (circulo branco)
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As etapas A e C do refinamento VVA nao apresentam grandes dificuldades, a
etapa B contudo ndo é trivial de ser implementada. Nesta marca-se a maior aresta de
um triangulo caso esta ndo esteja ainda marcada porém pelo menos uma das demais
arestas esteja. Contudo quando se marca uma aresta deste modo deve-se garantir que
esta biparticao nao vai ocasionar o mesmo problema no triangulo adjacente. Elaborou-
se um codigo computacional para execugao do refinamento VVA, no Apéndice C ha
um fluxograma do algoritmo com base no qual se implementou este cédigo.

3.4 SUMARIO DO CAPITULO

* Introducéo a estimativa de erro, apresentagdo dos principais conceitos;

Derivadas direcionais do operador bilinear 2;

Aplicacdo do método DWR:

— Definicao da funcéo lagrangiana;

— Derivacao dos problemas dual e primal;
 Caracterizacdo do erro no dominio sélido;

 Caracterizacéo do erro no dominio fluido;

Definicao da estimativa de erro adequada;

Introducéo a adaptatividade de malha;

» Apresentacgao do algoritmo de adaptatividade empregado.
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4 RESULTADOS

Apresentam-se aqui as simulagdes realizadas e os resultados obtidos. Os mé-
todos empregados referentes as analises FSI, estimativa de erro e adaptatividade de
malha sao descritos nos capitulos 2 e 3. Dois problemas sdo analisados: o problema
da cavidade com fundo elastico e o problema do escoamento em torno de cilindro com
placa.

4.1 PROBLEMA 1 - CAVIDADE COM FUNDO ELASTICO

A geometria é mostrada na Figura 10, as dimensdes e os parametros das
propriedades constitutivas estdo na Tabela 1. O sélido constitui a parte inferior do
dominio e o fluido a parte superior. Nas fronteiras inferior, esquerda e direita tem-
se a condicdo de contorno de velocidade nula. A fronteira superior tem condicao de
velocidade prescrita descrita pela fungao (4.1).

Vs(X) Tabela 1 — Problema 1 - Dimensdes e
T parametros constitutivos
y Dimensdes da cavidade
- : 1
X H 1
h 0.25
0 H Parametros constitutivos
f pf 1
. 1 0.101
Ps
{ Qs S1 0.05
— Parametros adaptatividade
| | . -
| L | Lsolzdo 1e-6
L t1uido 1e-3
. . Lglobal 1.2
Figura 10 — Geometria do problema 1
4x(1 —
vs(z) = [ z( 0 x)] . (4.1)

O problema proposto € em regime permanente, porém sao empregados pseudo-
passos temporais para a obtengcédo da configuracéao final. Os termos dependentes do
tempo sao excluidos da formulacao geral e iteracbes feitas até que os valores de
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deslocamento no sélido e de velocidade no fluido ndo sejam mais significativamente
alterados.

Inicialmente é utilizada uma malha grosseira, mostrada na Figura 11. A partir
desta malha inicial sao realizados refinamentos subsequentes até que a estimativa de
erro global seja menor que L. O refinamento é feito de modo uniforme e adaptativo,
os parametros para refinamento estao na Tabela 1.

A Figura 12 apresenta, para a primeira iteragdo do processo de refinamento, os
indicadores de erro locais. Mostra-se o logaritmo de ¢,,.,; para se obter uma melhor
visualizacdo de sua distribuicdo. Assim, os triangulos a serem refinados séo os que
apresentam um valor de ¢;,.,; maior do que 1, ou seja, log(&;o.q;) Maior do que 0.

Hy v

2.325

1.75

1.175

0.6

Figura 11 — Malha inicial do problema 1 Figura 12 — Problema 1 - log(£1ocat)

A Figura 14 mostra a magnitude da velocidade para a malha adaptativa mais
refinada simulada, que esta na Figura 13.

Observa-se que a velocidade no dominio sélido é nula, o que faz sentido ja
que a simulagéo é em regime permanente. H4 uma recirculacéo do fluido dentro da
cavidade provocada pela velocidade na fronteira superior. Pode-se observar também
a posi¢ao da interface sélido-fluido, destacada em laranja.

Os erros globais em fungédo do numero de triangulos da malha estao na Figura
15. Pode-se notar que as duas estratégias tem desempenho idéntico nas primeiras ite-
ragdes do processo de refinamento. Isto pois o refinamento adaptativo dividiu todos os
elementos da malha inicial bastante grosseira, resultando na mesma malha obtida pelo
refinamento uniforme. Nas iteragbes posteriores nota-se que o refinamento adaptativo
obtém resultados melhores para um mesmo numero de elementos, como esperado.
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0.75

B

0.5

0.25

_ 0

Figura 13 — Problema 1 - Malha adapta- Figura 14 — Problema 1 - Campo de veloci-
tiva final dades

s
|

Refinamento Adaptétivo —
Refinamento Uniforme ——

100 1
10 1
1t J

100 " ""1000 10000

Eglobal

NT
Figura 15 — Problema 2.1 - Erro global

A Figura 16 mostra o residuo obtido em cada iteragao. Os residuos sao calcu-
lados com base na quantidade de movimento, para este problema e também para os
demais. O comportamento é semelhante ao do erro global, para um mesmo nimero de
elementos o residuo é menor para o refinamento adaptativo. Os tempos de simulagao
por iteracdo sdo mostrados na Figura 17.
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' Refinamento Adapta'tivo —
Refinamento Uniforme —<—
0.1t i
(@)
>
NS
%))
Q
o
0.01% 100 — ”1600 — 10000 |
NT
Figura 16 — Problema 2.1 - Residuo
40000 - — - - —
Refinamento Adaptativo ——
35000 | Refinamento Uniforme ——«— |
30000 1
0 25000 1
(@)
2 20000 1
&
(O}
= 15000 1
10000 1
5000 1
% 1 2 3 4 5 6

Iteracao

Figura 17 — Problema 2.1 - Tempo de simulacéo por iteragao

Neste problema observa-se adicionalmente o deslocamento de um ponto ma-
terial no sélido, de acordo com a equacgéao (4.2). Este mesmo ponto foi marcado em
vermelho na Figura 10 para melhor visualizagdo. Os resultados obtidos estdo na Tabela
2. Na ultima linha da tabela encontra-se o resultado obtido por Richter (2013), artigo
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do qual a descricao deste problema foi retirada.

Us

a(1/4;1/4) = (4.2)

Y

Tabela 2 — Problema 1 - Deslocamentos ponto de observagéo

Adaptativo Uniforme

NT U, Uy NT U, Uy
128 | -2.8598 | 1.6628 128 | -2.8598 | 1.6628
512 | -2.8236 | 1.817 512 | -2.8236 | 1.817
1826 | -2.8261 | 1.9258 || 2048 | -2.8263 | 1.9255
3255 | -2.8221 | 1.9846 || 8192 | -2.8265 | 1.9802
3977 | -2.8185 | 2.0085 || 32768 | -2.8262 | 2.0073
4639 | -2.8371 | 2.0101

Resultado literatura, (RICHTER, 2013)
-2.8244 \ 2.0510 H

~ 1e6

4.2 PROBLEMA 2 - ESCOAMENTO EM TORNO DE CILINDRO COM
PLACA

A geometria do problema é representada nas Figuras 18 e 19, as dimensdes
estdao na Tabela 3. As condi¢cOes de contorno sao: velocidade nula na parte superior
e inferior da cavidade e no cilindro, de velocidade prescrita na fronteira esquerda da
cavidade, e tensao nula na fronteira direita da cavidade. Deste modo, o fluido entra
no dominio pela fronteira esquerda até sair pela fronteira direita e a placa ao centro
interage com o escoamento.

A velocidade prescrita na fronteira esquerda da cavidade € descrita por:

ve(y) = [M:y(HO_ v)/ HQ] . (4.3)
=
X
O—— o g

| L

Figura 18 — Problema 2 - Geometria da cavidade
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Q Tabela 3 — Problema 2 - Dimensoes

S h L

| I | h

: ! Cx
Cy

Figura 19 — Problema 2 - Geometria da |
placa r

2.5
0.41
0.02

0.2

0.2
0.35
0.05

Este Problema é dividido em trés partes. Os parametros de simulacao, incluindo
propriedades constitutivas, estdo na Tabela 4. As simulagbes, como no problema 1,
sao feitas com refinamento adaptativo e uniforme de malha.

Problema 2.1 - Simulagdo CFD, Dinamica de Fluidos Computacional (do inglés
Computational Fluid Dinamics): o dominio sélido é mantido rigido, avalia-se somente
o comportamento do fluido. A simulacdo é em regime permanente e pseudo-passos
temporais sdo utilizados para a obtencéo da configuracao final.

Problema 2.2 - Simulagao CSM, Mecénica dos Sélidos Computacional (do inglés
Computational Solid Mechanics): somente o solido é simulado. A placa, presa ao
cilindro fixo, cai sob a¢ao da gravidade em cavidade vazia (sem nenhum fluido). Esta
€ uma simulagao em regime transiente, observa-se a oscilagéo da placa.

Problema 2.3 - Simulacao FSI: simulacéao final com o algoritmo completo para
andlise FSI. A placa oscila devido a interacdo com o escoamento, trata-se de um
simulagdo em regime transiente.

Tabela 4 — Problema 2 - Pardmetros de simulacao

Problema 2.1 | Problema 2.2 | Problema 2.3
51 - 500.000 350.000
Ps - 1.000 4.000
v 1 - 1
pf 1.000 - 2.000
Te 0.2 - 1
g 0 -2 0
Parametros adaptatividade
Lsolido - 5e-2 2e-2
Lfluido 1e-5 - 1e-1
Lgiobal 1 1 1.5

4.2.1

A Figura 20 mostra a primeira malha utilizada, e a Figura 21 mostra os indicado-
res de erro locais (normalizados e em escala logaritmica, como explicado no problema

Problema 2.1 - Simulagdo CFD
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1).

Figura 20 — Problema 2.1 - Malha inicial

v

0.6 1.375 2.15 3.525 3.7

Figura 21 — Problema 2.1 - log(€jcal)

A Figura 23 mostra o campo de velocidades obtido com a malha adaptativa
mais refinada simulada, que esta na Figura 22. A Figura 24 mostra os erros globais
obtidos com o refinamento adaptativo e com o refinamento uniforme.

NN NN ANZANZ4
ANNZAVZAZAZavze

Figura 22 — Problema 2.1 - Malha adaptativa final

[ am—

0.105 0.21 0.315 0.42

Figura 23 — Problema 2.1 - Campo de velocidades



Capitulo 4. RESULTADOS 69

Refinamento Adapta'tivo —
1000 Refinamento Uniforme —— ]

100} ;
2
w@
10} -
1 L ]
~1000 10000 100000
NT

Figura 24 — Problema 2.1 - Erro global

A Figura 25 mostra o residuo obtido em cada iteracdo. Os tempos de simulacéo
por iteracao estdo na Figura 26.

' Refinamento Adapta'tivo —
Refinamento Uniforme ——
10 1
o
>
NS
0
(O]
@
1 1000 T 10000 ‘H 100000
NT

Figura 25 — Problema 2.1 - Residuo
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5000 - . . . . —
Refinamento Adaptativo ——
Refinamento Uniforme ——<«—
4000 .
©»3000+ 1
(@]
o
£
22000t -
1000 1
0% 1 2 3 4 5 6

Iteracao

Figura 26 — Problema 2.1 - Tempo de simulagao por iteragao

A Tabela 5 contém as forgas de arrasto e sustentacdo obtidas com o refino
uniforme e o refino adaptativo. Os resultados encontrados sao bastante proximos aos
disponiveis na literatura.

Tabela 5 — Problema 2.1 - Forcas de arrasto e de sustentagao

Refinamento adaptativo Refinamento Uniforme

NT Farrasto | Fsustentagcéo NT Farrasto | Fsustentagéo

755 13.8229 1.23363 755 13.8229 1.23363
3020 | 14.0907 1.15336 3020 | 14.0907 1.15336
11915 | 14.1739 1.13787 12080 | 14.1739 1.13787
34082 | 14.2109 1.12745 48320 | 14.2109 1.12748
47837 | 14.2303 1.12208 193280 | 14.2298 1.12215
52396 | 14.2436 1.11937

Resultado literatura, (TUREK; HRON, 2006)
589824 | 142929 | 1.11905 || \ \

4.2.2 Problema 2.2 - Simulacao CSM

Salienta-se que nesta simulacao a placa esta engastada pela lateral esquerda,
pois esta presa ao cilindro que € um fronteira fixa. N&o ha fluido na cavidade, simula-se
somente o solido.

A Figura 27 mostra a primeira malha utilizada, e a Figura 28 mostra os indica-
dores de erro locais.
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O

Figura 27 — Problema 2.2 - Malha inicial

| 1 | 1
0.725 145 2.175 2.9

Figura 28 — Problema 2.2 - log(giocal)

A Figura 29 mostra a malha adaptativa final. A Figura 30 mostra os desloca-
mentos da placa para t=6.2.

X
a8

Figura 29 — Problema 2.2 - Malha Final

———pccccses |
0 0.093 0.185 0.278 0.37

Figura 30 — Problema 2.2 - Deslocamento em t=6.2
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Figura 31 — Problema 2.2 - Erro global

A Figura 32 mostra o residuo obtido em cada iteracdo. Os tempos de simulacao
por iteracao estdo na Figura 33.
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Figura 32 — Problema 2.1 - Residuo
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Figura 33 — Problema 2.1 - Tempo de simulagéo por iteragao

Observa-se também o deslocamento da extremidade direita da placa em fungao
do tempo, conforme a equacao (4.4). O resultado obtido € mostrado no grafico 34. A
Figura 31 mostra a evolucao dos erros globais com o refinamento adaptativo e com o
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refinamento uniforme.
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Figura 34 — Problema 2.2 - Deslocamento na extremidade da placa

4.2.3 Problema 2.3 - Simulagao FSI

A malha inicial e os indicadores de erro locais estdo nas Figuras 35 e 36,
respectivamente. Estas simulagdes sao feitas com refinamento uniforme e com refina-
mento adaptativo, com tempo total de simulacdo 7" = 5. Neste exemplo foi necessario
calcular os estimadores de erro a cada 20 passos temporais para se ter um resultado
adequado, a média obtida € utilizada para o refinamento adaptativo.

Figura 35 — Problema 2.1 - Malha inicial
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ii 5 Add AMh O VV‘
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Figura 36 — Problema 2.1 - log(€1cal)

A Figura 38 mostra o campo de velocidades final para a malha mais refinada
simulada com refinamento adaptativo, que esta na Figura 37.
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Figura 37 — Problema 2.3 - Malha adaptativa final

~
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0 0.55 1.1 1.65 2.2

Figura 38 — Problema 2.3 - Campo de velocidades em t=5

Os erros globais obtidos com o refinamento adaptativo e uniforme estdo na
Figura 39. Idealmente mais iteracdes poderiam ser realizadas, o que seria alcangado
ajustado-se os limites de erro Lguiido,L fiuido € Lgiobar- 1St0 N0 foi realizado devido a
limites computacionais, o resultado é suficiente para se verificar o bom funcionamento
do método.
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Refinamento Adaptafivo —
Refinamento Uniforme ——
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NT
Figura 39 — Problema 2.3 - Erro global

A Figura 40 mostra o residuo obtido em cada iteracdo. Os tempos de simulacéo
por iteracao estdo na Figura 41.
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Figura 40 — Problema 2.1 - Residuo
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Figura 41 — Problema 2.1 - Tempo de simulagéo por iteragao

Os resultados apresentados até aqui para o Problema 2.3 sao para 7' = 5.
O resultado a seguir é para uma simulacao feita com 7' = 50, que foi executada
apenas com a malha inicial devido ao tempo de simulagdao muito longo. Este intervalo
permite que o sistema atinja "regime permanente" (a amplitude maxima da oscilagéo
da placa estabiliza no tempo). Assim como foi feito no Problema 2.1, observa-se o
deslocamento da extremidade da placa, segundo (4.4). A Figura 42 mostra U,(t) da
placa para ¢ € [42, 44].
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Figura 42 — Problema 2.3 - Deslocamento da extremidade da placa
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5 CONCLUSAO

Um modelo para analise de problemas FSI via FEM, com formulagao totalmente
euleriana e malha conforme, foi proposto. As etapas para elaboracdo deste modelo
foram apresentadas e discutidas. O modelo foi implementado no programa computa-
cional FreeFem++.

Quatro problemas foram propostos e resolvidos com o codigo FSI elaborado.
Dois destes (problemas 1 e 2.1) tiveram seus resultados comparados com os disponi-
veis na literatura. Observou-se apenas pequenas diferencas, mostrando a eficacia do
cédigo proposto.

Os dois problemas restantes (problemas 2.2 e 2.3) também mostram resulta-
dos coerentes. Contudo, ndo foram encontrados resultados semelhantes disponiveis
na literatura para comparacao dos resultados. Péde-se estudar o comportamento do
cbdigo em regimes transientes nestes dois problemas.

Uma analise de erro de problemas FSI foi realizada. Iniciou-se por definir as
derivadas direcionais do operador que caracteriza o problema FSI. Foi proposta uma
analise via DWR, definiu-se uma fungao Lagrangiana da qual s&o derivados os proble-
mas primal e dual, caracteristicos do método. A metodologia e considera¢cdes neces-
sarias sao apresentadas e, por fim, obtém-se os estimadores de erro finais, que foram
entao aplicados no processo de adaptatividade de malha.

Implementou-se um algoritmo de adaptatividade de malha. Empregou-se um
refinamento do tipo h-adaptativo e os elementos a serem refinados foram selecionados
pelos estimadores de erro a posteriori propostos. A geragdo na nova malha foi feita pelo
método VVA. O algoritmo para execugao deste método foi desenvolvido e apresentado
no capitulo 3.

Os problemas utilizados para verificar a eficacia do cédigo FSI foram resolvidos
com refinamentos adaptativo e uniforme de malha, este ultimo usado como referéncia.
Em todos os exemplos foi verificado que, para um mesmo numero de elementos, o
refinamento adaptativo resulta em um erro menor que o uniforme.

Este estudo abordou varios assuntos bastante complexos, como consequéncia
alguns deles podem ser analisados com maior profundidade. Neste sentido sdo desta-
cados a seguir alguns tépicos que poderiam ser estudados mais detalhadamente em
trabalhos posteriores:

» Demais técnicas de andlise FSI: como abordado no inicio do capitulo 2, existem
diversas técnicas para analise FSI. Os métodos com malha ndo-conforme, por
exemplo, oferecem vantagens interessantes em relacdo ao método aqui empre-
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gado.

» Estimativa de erro para discretizagdo temporal: a anédlise de erro feita neste
trabalho avalia apenas os erros relativos a discretizagdo espacial. Contudo, ha
também um erro referente a discretizagcdo temporal em casos de problemas
transientes. Seria possivel analisar os erros da discretizacao temporal e, entao,
avaliar entdo os erros da simulacao FSI como um todo.

» Adaptatividade de malha: o objetivo central deste estudo foi a analise de erro
em simulacdes FSI. A adaptatividade de malha foi feita principalmente por ser
uma das aplicagdes dos estimadores propostos, validando assim os resultados
obtidos. Contudo, em contextos um pouco diferentes dos expostos nos problemas
apresentados o método de adaptatividade implementado seria insuficiente ou
pouco eficiente. Métodos envolvendo "reinicializagdo da malha", a "mescla de
elementos" ao invés de somente divisao de elementos, refinamento p-adaptativo,
entre outros podem ser de interesse.

» Modelos constitutivos: os modelos constitutivos escolhidos para este estudo séo
relativamente simples, o foco foi mantido no desenvolvimento do algoritmo FSI.
Outros modelos poderiam ser implementados, principalmente para o soélido, ja
que nao ha muitos resultados disponiveis na literatura referentes ao sélido neo-
hookeano em analises FSI.
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APENDICE A - TEOREMAS E PROPRIEDADES

A.1 ESPACOS DAS FUNCOES

Definicao A.1 Espacos de fungbes continuas - Seja N o conjunto dos numeros inteiros
positivos. Uma n-dpla o = (a1, as, . .., «,) em N" é chamado um multi-indice, e |a| =
a1+ ag + ... + a,, € 0 comprimento de o. Assim define-se 0 = 9*10** ...0% em que
0;=0/0x;paraj=1,....,n

Seja Q2 um conjunto aberto emR™ e k € N entdo denota-se:

1. C*(Q) o conjunto de todas as fungées u definidas em Q) com valores reais, tal que
0%u é continua para todo o com || < k;

2. C=(Q) =0 C*(Q);

3. C*(Q) o conjunto de todas as fungdes u € C*(2), tal que 0“u pode ser extendida
continuamente de Q) para Q);

4. C=(Q) = Mz C* ().

Definicdao A.2 Espaco de Banach - Sejam Q) € R™ um conjunto mensuravel e 1 < p <
oo, define-se o espago L,(§2) como o conjunto das classes de equivaléncia de todas
as fungées u : Q — R tal que |u|” é integravel segundo Lebesgue sobre ). O espago

L,(?) munido com a norma
lullf, (/ lu(z |pd:B) : (A.1.1)

é um espaco de Banach.

Definicao A.3 Espaco de Hilbert - Em particular quando p = 2, o espago L,(§2) é um
espaco de Hilbert com o produto interno dado por

(1) ) = [ ul@o()de, Vo € La(@), (A1.2)
Q
Definicao A.4 Espaco de Sobolev - Seja um conjunto aberto 2 C R", entdo para

1 < p < o0, 0 espago de Sobolev W} () é definido como

WkQ) = {u € L,(Q)]0% € L,(Q), |a] < k}. (A.1.3)

p
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O espago W) (), com a norma

S

— (Z 8%’;(9)) , (A1.4)

o<k

paral < p < oo, € com a norma

lullwe ) = ‘rﬁg\\aauhw(g), (A.1.5)

parap = oo € um espaco de Banach. Quando p = 2, este espago também é um espago

de Hilbert com o produto interno dado por

(u,v)WQk(Q) = Z (0%, 0") 1,0y » Y, v € W (). (A.1.6)

lal <k
Neste caso designa-se WX () por H* ().
Fonte: (CIARLET, 2013)

Definicao A.5 Espaco de Raviart-Thomas - Seja os campo vetorial u € H(V-, (), para
o qual
H(V-,Q) ={u € (La(V)*|V-u € LQ}. (A1.7)

Para qualquer h € N* , 0 espago de RT ,; no tridangulo K é definido como

RT u(K) =P (K) @ (z,y)Pu(K). (A.1.8)
Fonte: (RAVIART; THOMAS, 1977)

Teorema A.1 Condigdes de Babuska-Brezzi

Refere-se ao seguinte enunciado de problema de sela para estabalecer as
condig¢bes de Babuska-Brezzi. Determine (u,p) € V x Q

a(y,p) + by, p) =hL(v),
b(u, q) = (),
onde (v,q) € VxQ,ely € V' el € Q sdo funcionais conhecidos. a e b séo,

respectivamente, uma forma bilinear e uma forma linear. Os espacos V' e () SG0 espacos
de Hilbert.

X

Assume-se que as consicdes do teorema de particdo de Brezzi sgo atendidas.
(Vi)nso € (Qn)r=0 S0, respectivamente, familias de subespacos de V' e () tais que
Vh > 0:
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1. Existe oy, > 0 tal que
Vo, € K, = {vn € Vi : b(br, ;) = 0 Vg, € Qn},
temos
a(vn, vn) > onllonlly

2. Existe g, > 0 tal que

b
inf sup @) o g
an€Qn V€V, ”UhHVHQhHQ

Supde-se que existe um par o, 3 > 0, tal que o, > a € B, > BV h > 0. Entao
existe, ¥V h > 0, um par (us, p,) € Vi x Qy, tais que
a(Wn, py) + 0(hpn) = li(wn),
b(wn, Qh) = l2(gh>7
V (vh,qy) € Vi X Q.

Prova: (BARTELS, 2016)

A.2 TEOREMA DA DIVERGENCIA

Teorema A.2 Seja R uma regido regular limitada em ¢, e sejam ¢ : R — R, h : R —
V.8 :R — L(V) campos suaves. Entgo:

¢onda= | Vodv (A.2.1)
R R
/ v-nda= [ V-vdv (A.2.2)
OR R
/ Snda= | V-§dv (A.2.3)
OR R

Prova: (LIU, 2013)

A.3 DESIGUALDADE DE SCHWARZ

Teorema A.3 Seja (-, -) um produto interno em um espago linear X, e sejamx,y € X.
Entao,

[z, y)| < (. 2)"*(y.y)"° (A.3.1)

Prova: (LIMAYE, 2016)



APENDICE A. TEOREMAS E PROPRIEDADES 85

A.4 ORTOGONALIDADE DE GALERKIN

Teorema A.4 Ortogonalidade de Galerkin é obtida a partir do Lema de Céa, postulado
a sequir:

Teorema A.5 Lema Sejam V' um espaco de Hilbert, a : V x V' — R uma forma bilinear
limitada e coerciva, b : V. — R uma forma linear e limitada e V;, um subespaco de
dimenséo finita tal que V,, C V. Entdo existe uma aproximag¢do unica u; € V, que
satisfaz

alwn,}) = b(W}) Vi € Vi
Sendo a solugéo fraca definida por

a(w, ") = b(y") VY eV,

tem-se a Ortogonalidade de Galerkin

Prova: (BARTELS, 2016)

A.5 COERCIVIDADE

Teorema A.6 Seja 2l um operador bilinear e H € um espaco de Hilbert. Entdo 2 é
coerciva se:

Ja > 0 tal que A(u,u) > al|u|’,Vu € H.
Fonte: (BARTELS, 2016).
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APENDICE B — DETALHAMENTO DE CALCULOS

B.1 FORMULACAO FRACA - EQUACAOQ 2.45

Reescreve-se primeiramente o conjunto de equacgdes (2.44) que se tem inicialmente.
(thyu %U)Q - (V : ;Ev wU)Q = (p.f7 %)U)Qa v%]v € HE;
)o =0, V¢’ € L7
(Ou+w-Vu — w,w )o =0, V" € Hg;
‘)

Inicia-se pela primeira equacgao. O segundo termo é o unico que néo fica na sua forma
original, faz-se uso da equacao de Gauss, ver apéndice A.2, e obtém-se

/(V‘%’)wvdx:/V~(£¢”)d:{:—/i£:v¢”dazz ’.El/)”@dS—/%”:Vi/)”d:c.
Q ~ Q ~ Q ~ - Q -

Ta
O termo na fronteira I', pode ser dividido nas fronteira I'p, e T'y.

Ty’ -nds= Ty' -nds+ Ty’ -nds (B.1.1)

Io r'p Iy
v o v v
Ty’ -nds= TY" nds+ Ty" -nds
I'o I'p I'n

O termo em I'p € nulo, ja que ¥" = Q em I'p. Na fronteira I'y, 0 tensor T' €
simétrico, ja que esta fronteira é exclusiva ao dominio fluido e Ty € simétrico, logo

tem-se
[ zermds= [ groatnas— [
'y 'y 'y

Com isto chega-se a

(V'ZW”)Q:/F W‘%”nds—/g’gszdx: (9% %), = (T.VY')q.

~ ~

g

3
&8
QU
&

Resta o segunda termo da quarta equacéo, os demais termos seguem sem alteracoes,

Xf/Aw-g/jwda::Xf/V~[(Vw)%w}dx—xf/Vw:V%wdx:
0 v e
= [ V[(Vw)p) nds - / Vag : VU de,
0

g
o termo na fronteira é nulo pois w € Hj. Assim

(XrAw, ") = (\yVw, Vp*),

Agrupando-se os termos chega-se na forma (2.45).
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APENDICE C - ALGORITMO REFINAMENTO VVA

Descreve-se brevemente o arquivo de malha utilizado pelo FreeFem++:

1. Aprimeiralinha com as seguintes informagdes sobre a malha: numero de vértices,
namero de triangulos, nimero de arestas nas fronteiras.

2. As proximas linhas sao referentes aos vértices da malha. Cada linha contém:
coordenada horizontal do vértice, coordenada vertical e um nimero de identifi-
cacao.

3. Na sequéncia o arquivo contém as linhas com as informacgdes de cada triangulo.
Cada linha contém: numero do vértice 0 do triangulo, nimero do vértice 1, nimero
do vértice 2, numero de identificacao.

4. O ultimo grupo de linhas é referente as arestas pertencentes as fronteiras. Cada
linha contém: nimero do vértice 0 da aresta, numero do vertice 1, niUmero de
identificacao.

A etapa referente a identificacdo dos novos vértices altera o grupo 2 da estrutura
descrita acima. Novas linhas sao inseridas para os vértices adicionados.

Apds todos os novos vértices serem determinados os refinamentos vermelho,
verde e azul alteram o grupo 3. Exclue-se a linha referente ao tridngulo original e
adicionam-se 0s novos tridangulos.

Observacao: omitiu-se no fluxograma apresentado na sequéncia, por simplici-
dade, a parte referente as arestas em fronteiras (grupo 4). Este processo é relativa-
mente trivial: quando uma aresta é bipartida as arestas geradas (caso pertengcam a
alguma fronteira) pertencem a mesma fronteira da aresta original.

Por ultimo, as informagdes do cabecgalho sdo atualizadas (grupo 1) e o arquivo
da malha refinada é escrito.

Utiliza-se uma matriz intermediaria para a execugao algoritmo proposto, a matriz
M. Ela é atualizada durante o processo de identificacdo dos novos vértices e € usada
para a execucao dos refinamentos vermelho, verde e azul.

Cada linha da matriz M é referente a um tridngulo a ser refinado e contém as
seguintes informagdes: numero do tridngulo, nimero do vértice bipartindo a aresta 0
do tridngulo (valor -1 caso aresta ndo seja bipartida), numero do vértice bipartindo a
aresta 1, niumero do vértice bipartindo a aresta 2, nimero de arestas bipartidas no
triangulo. Apresenta-se o fluxograma com os processos descritos acima:
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( INiCIO }

Y

ENTRADA MALHA ATUAL
Vértices: Matriz 'v'
Tridangulos: Matriz 'triang'
Fronteiras: Matriz 'front’

v

ENTRADA TRIANGULOS REFINADOS
Vetor 'ref'

v

i=0

i < dim(ref)?

ref(i) esta adiciona-s triangulo
ref(i)a M
j=0
NAO

cria-se novo vértice
no ponto médio da aresta;
atualiza-se aresta bipartida
em M(i) com novo vértice

aresta j de ref(i)
estd bipartida?

SIM existe vizinho de SIM vizinho
ref(i) por aresta j? pertence a M?
i NAO
NAO SIM

Y
i=j+1 W atualiza-se aresta em | adiciona-se triangulo

) N M com novo vértice | vizinho a M
i=i+1 <€

Continua na
préxima péagina
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i <dim (M)?

SIM

define-se lado maior
de triangulo M(i)

cria-se novo vértice
no ponto médio da aresta;
atualiza-se aresta bipartida
em M(i) com novo vértice

lado maior
estd bipartido?

SIM existe vizinho de SIM vizinho
ref(i) por aresta j? pertence a M?
NAO
SIM NAO
Y
i—i+1 P atualiza-se aresta em | adiciona-se triangulo
o M com novo vértice | vizinho a M

w | Escreve-se arquivo
71 danova malha

M(i) tem 1 aresta
bipartida?

refinamento Vermelho

FIM

M(i) tem 2 arestas
bipartidas?

refinamento Azul

M(i) tem 3 arestas
bipartidas?

refinamento Verde

YVYYVY

i=i+1
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