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RESUMO

DUARTE, Thiago Gabriel de Almeida Honorato. Controle robusto de um sistema torcional.
59 f. Trabalho de Conclusão de Curso – Engenharia de Controle e Automação, Universidade
Tecnológica Federal do Paraná. Cornélio Procópio, 2017.

Este trabalho apresenta uma metodologia para o controle de posição angular de um sistema
torcional configurado em três modos de operação diferentes. Para isto, são identificados os
parâmetros que compõe o modelo fı́sico do sistema por meio de uma combinação de entradas e
saı́das. Após a identificação, é realizada a sı́ntese de um único controlador para os três modos
de operação. Utiliza-se uma planta fı́sica para os testes de identificação e o Matlab/Simulink
para simulações e sı́ntese dos controladores.

Palavras-chave: sistema torcional, identificação, estabilidade, controle robusto.



ABSTRACT

DUARTE, Thiago Gabriel de Almeida Honorato. Robust Control of a torcional system. 59
f. Trabalho de Conclusão de Curso – Engenharia de Controle e Automação, Universidade
Tecnológica Federal do Paraná. Cornélio Procópio, 2017.

This work presents a method for controlling the angular position of a torcional system configu-
red in three different operating modes. To do so, the parameters composing the physical model
of the system are identified through a combination of inputs and outputs. After the identifica-
tion, the synthesis of one controller for the three operation modes is performed. A physical plant
is used for the tests, as well as Matlab / Simulink for simulations and synthesis of controllers.

Keywords: torcional system, identification, stability, robust control.
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–FIGURA 2 Diagrama de blocos do controle por realimentação de estados . . . . . . . . . 20
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–FIGURA 5 Esquemático ilustrando a comunicação da planta com o computador . . . 25
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–TABELA 4 Parâmetros do sistema com 2DOF encontrados pelo algoritmo genético
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1 INTRODUÇÃO

O uso de elementos rotativos é muito comum nas mais diversas atividades que o ser hu-

mano realiza. Dentro desse contexto, muitos equipamentos dependem dos sistemas mecânicos

torcionais para funcionarem adequadamente, como perfuratrizes de poços de petróleo, eixos

de transmissão de motores, sistemas de engrenagem e correia, etc. Tais equipamentos, quando

apresentam alguma irregularidade nos parâmetros do seu mecanismo, podem não cumprir o seu

objetivo, serem avariados e até mesmo provocar algum acidente com quem faz o seu manuseio.

Um dos problemas que tem afetado a exploração de petróleo é a necessidade da perfuração

de poços em águas profundas, pois a complexidade de operação das brocas de perfuração em

tais nı́veis de profundidade é muito superior do que em locais mais acessı́veis. Isso ocorre

devido ao aumento de fatores que não são comumente considerados como, a flexibilidade da

coluna de perfuração que passa a exercer movimentos axiais, torcionais e flexionais (COLETTI,

2011).

As variações na dinâmica da perfuração podem estar relacionadas com a composição

do solo, profundidade da coluna, momento de inércia da broca, atrito viscoso com a água do

mar, etc (COLETTI, 2011). Para efetuar o controle de rotação e posicionamento da broca, é

necessário então verificar a influência que esses parâmetros tem sobre o modelo do sistema e

como administrar tais mudanças (NAVARRO-LÓPEZ; SUÁREZ, 2004). Tratando-se de custos

operacionais da perfuração, a avaria de uma coluna significaria um prejuı́zo financeiro muito

grande para a empresa (CHRISTOFOROU; YIGIT, 2003). Por conta disso, a busca por tecnolo-

gias que evitem o acontecimento de eventos indesejados é essencial, e o estudo de controladores

robustos a variações da dinâmica de funcionamento pode ser uma solução interessante (TRIN-

DADE; SAMPAIO, 2005).

O sistema torcional investigado é composto por discos que são ligados por hastes

flexı́veis, cujo objetivo é controlar sua posição ou velocidade, sendo que a planta pode as-

sumir várias configurações de funcionamento. Existem algumas técnicas de controle que, se

adaptadas, podem solucionar esse tipo de problema, como sistemas inteligentes que utilizam

redes neurais (SILVA et al., 2010) ou Fuzzy (SHAW, 1999), e sistemas baseados em modelos
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como PID (OGATA et al., 2003) e realimentação de estados (CHEN, 1995). Neste trabalho é

realizado o estudo do projeto de um controlador robusto que, por meio de uma realimentação

de estados, possa controlar um sistema torcional com um problema semelhante ao apresentado

pelas perfuratrizes.

Dessa forma, será realizada a identificação do modelo da planta do sistema torcional e

posteriormente calculado um único ganho de realimentação de estados que estabilize o sistema

configurado em três diferentes modos de operação.
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2 PROBLEMA E JUSTIFICATIVA

Os sistemas torcionais são largamente utilizados em diversas atividades exercidas pelo

ser humano. No entanto, quando um sistema desse tipo encontra-se em situações adversas como

mudança das condições de trabalho, variação no momento de inércia de seus componentes e até

mesmo desgaste fı́sico, pode ter o funcionamento comprometido e peças danificadas.

Além disso, os controladores industriais comumente utilizados podem não considerar

as limitações presentes no sistema quanto ao atuador de controle. Assim, uma técnica de con-

trole pode satisfazer o problema teórico mas não funcionar adequadamente com o equipamento.

O projeto de controladores que evitem ou reduzam os efeitos de desgaste dos materiais

que compõem o mecanismo é um desafio, pois além de proporcionar robustez para o sistema,

deve ser adequado às limitações fı́sicas como saturação do atuador e capacidade de proces-

samento. Assim, é importante investigar técnicas de controle aplicáveis para esses problemas

citados, a fim de reduzir o desgaste dos materiais que compõem o mecanismo e também realizar

a tarefa desejada pelo usuário de forma satisfatória.

Como a planta torcional pode assumir várias configurações diferentes, é difı́cil encon-

trar um controlador para cada modo de funcionamento. Assim, é proposta a sı́ntese de um

controlador que atue de forma satisfatória para as diferentes configurações que o mecanismo

assumir.
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3 OBJETIVOS

3.1 OBJETIVOS GERAIS

Estudar e simular um controlador para um sistema torcional que seja robusto a incer-

tezas estruturais e mudanças no modo de funcionamento.

3.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

• Estudar técnicas adequadas para aquisição do modelo da planta;

• Identificar o modelo do sistema em três modos de funcionamento;

• Validar o modelo encontrado;

• Projetar um controlador robusto para todas as configurações previstas;

• Validar o funcionamento do controle em todas as configurações por simulação no Ma-

tlab/Simulink.
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4 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

4.1 IDENTIFICAÇÃO DO SISTEMA

Técnicas de controle robusto, que são capazes de computar controladores que garantam

a estabilidade de sistemas afetados por incertezas, são técnicas baseadas em modelos. Portanto,

é necessário realizar uma identificação dos parâmetros desconhecidos do modelo da planta a ser

controlada.

Existem muitas maneiras de abordar técnicas de modelagem (AGUIRRE, 2004) e uma

delas reúne os métodos em três categorias, que são a modelagem caixa branca, modelagem caixa

preta e a modelagem caixa cinza. A modelagem caixa branca consiste em descrever o sistema

em estudo por meio das leis da fı́sica e observação dos fenômenos envolvidos. A modelagem

caixa preta, pelo contrário, despreza qualquer conhecimento prévio, exigindo apenas a relação

de entrada e saı́da do sistema. A modelagem caixa cinza, por sua vez, alia a relação de entrada

e saı́da com algumas informações relevantes que permitem alcançar um modelo mais preciso.

Fica, portanto, a cargo do usuário verificar o valor de cada um desses parâmetros para obter a

representação completa (AGUIRRE, 2004).

A partir das informações citadas a respeito das técnicas de modelagem caixa cinza, será

aplicada uma metodologia para aproximar essas constantes de forma que o modelo encontrado

tenha um comportamento similar com o sistema real. Para isso, é introduzida uma determinada

entrada no sistema fı́sico em malha aberta e a saı́da é armazenada. Por meio de um procedimento

de identificação, os parâmetros desconhecidos serão determinados com o objetivo de minimizar

o erro entre a saı́da da planta real e do sistema simulado. Esse procedimento é realizado para

diversas configurações da planta, a fim de encontrar um modelo em espaço de estados para cada

variação do sistema.

O algoritmo utilizado para realizar a identificação do modelo que representa o sis-

tema é o algoritmo genético, que é baseado na evolução dos seres vivos, ou seja, representa

uma metáfora do processo biológico de evolução natural. Diferente de métodos que utilizam

derivadas para encontrar pontos de máximo de uma função e estão sujeitos a ficarem retidos
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em máximos locais, o algoritmo genético (abreviado por AG) utiliza técnicas heurı́sticas de

otimização global (LINDEN, 2008; HAUPT, 2004).

Nos algoritmos genéticos populações de indivı́duos são criadas e submetidas aos ope-

radores genéticos como ilustra a Figura 1. Por meio de uma avaliação, esses operadores ge-

ram um processo de evolução natural destes indivı́duos, que eventualmente deverá gerar um

indivı́duo que caracterizará uma boa solução para o problema.

Definir a função de custo, variáveis 
e parâmetros do AG

FIM

Gerar população 
inicial

Selecionar 
pares para 

cruzamentos

Encontrar o custo de 
cada indivíduo

Realizar 
cruzamentos

Realizar 
mutações

Verificar 
convergência

Atingiu o critério de 
parada?

INÍCIO

Não

Sim

Figura 1: Fluxograma que ilustra o funcionamento do algoritmo genético.
Fonte: Adaptado de (HAUPT, 2004)

A população inicial é definida baseada na escolha de n indivı́duos, que são as possı́veis

soluções do problema. A função de avaliação deve refletir os objetivos a serem alcançados na

resolução de um problema e é derivada diretamente das condições impostas por este problema.

Portanto, ela deve ser escolhida com grande cuidado, para embutir todo o conhecimento que se

possui sobre o problema a ser resolvido, tanto suas restrições quanto seus objetivos de qualidade

(HAUPT, 2004).

Na seleção de cruzamentos, a escolha dos indivı́duos para participarem do processo

se baseia na sua aptidão: quanto maior a aptidão do indivı́duo, maior sua probabilidade de ser

um dos pais do processo de cruzamento. Assim como acontece na natureza, são mantidos em

menor quantidade os indivı́duos que não demonstraram bons resultados, mas são importantes

para gerar novas populações diferentes. O cruzamento é responsável por gerar novos indivı́duos

descendentes, baseados nos pais e mães selecionados na etapa anterior (HAUPT, 2004).



18

Depois de compostos os filhos, entra em ação o operador de mutação que é responsável

por inserir informações nos indivı́duos que apenas no cruzamento podem não ter sido produ-

zidas. Dessa forma são encontrados indivı́duos fora de mı́nimos locais. O uso do operador

de mutação de forma eficaz garante uma boa exploração de todo o espaço de busca (HAUPT,

2004).

Finalmente, no critério de parada é avaliado se um número máximo de iterações foi

realizado ou se as soluções convergiram para um ponto e não se movem mais. Caso um desses

critérios seja atingido, o algoritmo para de ser processado (HAUPT, 2004).

4.2 ESTABILIDADE

Um sistema é assintoticamente estável se sua saı́da atinge assintoticamente um dado

valor desejado. Nesse contexto é primordial definir o conceito de equilı́brio. Considere um

sistema dinâmico dado por

ẋ = f (x(t), t), (1)

sendo x(t0) = x0, x(t) ∈ Rn o vetor de estados e f : Rn ×R → Rn uma função assumindo

valores vetoriais (BOYD et al., 1994; AGUIRRE et al., 2007). Um ponto de equilı́brio é um

vetor constante, xeq, tal que f (xeq, t) = 0, para todo t.

Teorema 1 O sistema (1) é assintoticamente estável se, e somente se, existir uma função V (x),

chamada de função de Lyapunov, que satisfaça as condições (2), (3) e (4) (KHALIL, 2002).

V (xeq) = 0, (2)

V (x)> 0, x ∈ D−{0} (3)

V̇ (x)< 0. (4)

Seja um sistema linear invariante no tempo (LTI), dado por

ẋ = Ax, (5)

sendo x(t0) = x0 e x = 0 o único ponto de equilı́brio garantido. O teorema de Lyapunov a seguir

apresenta um dos principais critérios de verificação de estabilidade.

Teorema 2 A origem de um sistema linear é assintoticamente estável se, e somente se, existir
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uma função de Lyapunov da forma

V (x) = x′Px, (6)

que satisfaça as condições (2), (3) e (4).

Portanto, aplicando o Teorema 2 ao Teorema 1, o sistema LTI ẋ = Ax, é assintotica-

mente estável se, e somente se, existir

P = P′ > 0, tal que A′P+PA < 0. (7)

4.2.1 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

A história das LMIs (Linear Matrix Inequalities - Desigualdades Matriciais Lineares)

na análise de sistemas dinâmicos surgiu quando Lyapunov publicou o seu trabalho (LYAPU-

NOV, 1992) apresentando os Teoremas 1 e 2. Devido ao desenvolvimento de pacotes computa-

cionais, a resolução de problemas de otimização convexos na análise e sı́ntese de controladores

e, consequentemente, o uso de LMIs como as mostradas em (7) está viável e possı́vel em tempo

polinomial, como apresentado em (LÖFBERG, 2004) e (STURM, 1999). Uma desigualdade

matricial linear em uma variável x ∈ Rm é descrita na equação (8)

F(x) = x1F1 + x2F2 + · · ·+ xmFm ≤ F0, (8)

sendo que Fi = F ′i ∈ Rn×n, i = 0, . . . ,m, são matrizes simétricas de ordem n (BOYD et al.,

1994). As LMIs são ferramentas importantes para diversas áreas de controle, como na sı́ntese

de controladores robustos.

4.3 REALIMENTAÇÃO DE ESTADOS

O controle de sistemas pode envolver diferentes técnicas e abordagens como controle

realimentado (feedback), controle por realimentação direta (feedfoward), controle preditivo,

controle Fuzzy, etc. Dessa forma, as especificações do projeto que vão ditar a abordagem ado-

tada pelo projetista. O controle realimentado é uma importante técnica amplamente difundida

nos processos industriais e pode ser utilizada de diversas maneiras como em controladores PID,

compensadores, realimentação de estados, realimentação de saı́da, etc.

A abordagem de realimentação de estados, dependendo da controlabilidade do sistema,

especifica a localização de todos os polos de malha fechada (CHEN, 1995). Considere o sistema
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n-dimensional SISO descrito pelas equações (9) e (10)

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t), (9)

y(t) =Cx(t), (10)

sendo x(t) o vetor de estados, u(t) a entrada e y(t) a saı́da do sistema. Na realimentação de

estados, a entrada u(t) é dada por

u(t) = r(t)+Kx(t), (11)

sendo K o ganho de realimentação de estados que estabiliza o sistema, e r(t) a entrada de

referência.

Em grande parte dos sistemas controlados, ao menos um dos estados ou a combinação

linear deles deve seguir um sinal de referência. Neste trabalho é adotada uma estrutura alter-

nativa para que tal objetivo seja atingido. Exitem algumas maneiras de resolver esse problema,

como o uso da estrutura de controle feedforward (FUJIMOTO et al., 2001) e a abordagem es-

truturada com um integrador (CHEN, 1995; OGATA et al., 2003), ilustrada na Figura 2, sendo

H(s) a função de transferência que representa o sistema.

 

A,B 

Figura 2: Diagrama de blocos do controle por realimentação de estados.
Fonte: Adaptado de (CHEN, 1995).

É necessário determinar os ganhos K e Kq que garantam a estabilidade do sistema

controlado. Seja q(t) a saı́da do integrador incluı́do no sistema. A dinâmica do integrador é

dada por q̇(t) = r(t)− y(t). Admitindo q(t) como uma variável de estado do sistema, a entrada

de controle é dada por

u(t) = Kx(t)+Kqq(t) =
[

K Kq

]x(t)

q(t)

 . (12)
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Dessa forma, o sistema aumentado é dado por

ẋ(t)

q̇(t)

=


 A 0

−C 0

+
B

0

[K Kq

]
x(t)

q(t)

+
0

1

r(t). (13)

Assim, para computar os ganhos K e Kq, basta aplicar a técnica de controle escolhida

considerando as matrizes A e B aumentadas no procedimento de sı́ntese.

4.4 INCERTEZAS

Durante a fase de modelagem um dos principais problemas encontrados é a falta de

conhecimento preciso de todos os parâmetros que compõem o sistema. Como nenhum modelo

matemático é capaz de representar perfeitamente um sistema fı́sico, é necessário estabelecer

alguma forma de representar e quantificar a incerteza a respeito do modelo utilizado. Uma

incerteza é dita estruturada quando a pertinência dos parâmetros de um modelo a um dado

conjunto é uma representação estruturada do erro de modelagem, ou seja, supondo-se conhecida

a estrutura do modelo, a incerteza reside apenas nos valores numéricos dos seus parâmetros.

Em representações que existem incertezas não estruturadas do erro de modelagem, não se sabe

extremamente as fontes da incerteza, apenas é representado o efeito final do erro (CRUZ, 1996).

A classe de incertezas paramétricas é relacionada a várias estruturas que podem ser

aplicadas segundo o problema que está sendo tratado. Uma abordagem é modelar a incerteza

como um subsistema conectado ao sistema nominal e utilizar o teorema do pequeno ganho

(HADDAD; BERNSTEIN, 1993) e da positividade real (ANDERSON, 1972; VIDYASAGAR,

2002; BITMEAD et al., 1990) para garantir robustez, ou seja, que o sistema seja estável inde-

pendente das incertezas. Entre outras maneiras de tratar as incertezas, existe também a forma

politópica (BERNUSSOU et al., 1989) que aborda de uma maneira mais simples e descreve

o problema pela combinação convexa de um conjunto de vértices conhecidos (AGULHARI,

2013).

4.4.1 POLITOPO

Um politopo é um conjunto poliedral limitado, ou seja, é a casca convexa de um con-

junto finito de vértices, onde todo elemento no politopo pode ser gerado pela combinação con-

vexa dos seus vértices (AGUIRRE et al., 2007). Um ponto em uma determinada região com

quantidade finita de vértices pode ser descrito pela equação (14)
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P(α) = α1P1 +α2P2 + · · ·+αNPN , (14)

sendo P1,P2, . . . ,PN os vértices do politopo. Da teoria de combinação convexa se tem que

α1,α2, . . . ,αN ≥ 0 e α1 +α2 + · · ·+αN = 1.

Semelhantemente, pode ser considerado que cada vértice do politopo representa uma

situação extrema no comportamento do sistema A(α). Assim A(α) = α1A1+ · · ·+αNAN desde

que α1,α2, . . . ,αN ≥ 0 e α1 +α2 + · · ·+αN = 1. Dessa forma, o sistema é analisado como um

politopo de N vértices (GHAOUI; NICULESCU, 2000).

4.4.2 CONTROLE ROBUSTO

A teoria de controle robusto considera que os modelos que são usados para projetar

sistemas de controle contêm erros de modelagem. Fundamentalmente a teoria presume que

existe incerteza ou erro entre a planta real e seu modelo matemático e inclui essa incerteza no

processo de projeto do sistema de controle (OGATA et al., 2003). Como neste trabalho serão

consideradas matrizes precisamente conhecidas, se trata de uma técnica alternativa de sı́ntese.

Considere o sistema (15)

ẋ = A(α)x+B(α)u. (15)

Se o sistema for estabilizável, então é possı́vel computar um ganho K ∈ Rm×n, cha-

mado ganho de realimentação de estados, tal que u(t) = Kx(t) estabiliza o sistema. Assim,

substituindo no sistema (9)

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)Kx(t) = (A(α)+B(α)K)x(t),

o objetivo é computar um ganho K tal que A(α)+B(α)K seja estável.

A partir dos conceitos apresentados nos Teoremas 1 e 2 aplicados ao problema de

realimentação de estados juntamente à teoria de conjuntos convexos (BOLDRINI et al., 1980)

(BOYD et al., 1994), considere o Teorema 3.

Teorema 3 Se as condições a seguir forem satisfeitas

P > 0,

A(α)P+PA(α)′+B(α)Z +Z′B(α)′ < 0,
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então o ganho K que estabiliza o sistema (9) pode ser calculado como

K = ZP−1.
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5 METODOLOGIA

Neste trabalho é utilizado um dispositivo torcional fabricado pela Educational Control

Products (ECP), como ilustrado na Figura 3.

 

Figura 3: Planta didática
torcional fabricada pela ECP.
Fonte: Manual da ECP

O funcionamento do sistema é baseado em um motor acoplado ao disco inferior que

atua variando a posição angular dos discos. Como os discos superiores estão ligados por uma

haste elástica, podem sofrer um deslocamento diferente do disco acoplado ao motor e essa

diferença varia segundo o momento de inércia de cada disco, que pode ser modificado por meio

da adição de massas distanciadas do centro da circunferência.

Para realizar a aquisição de dados desse sistema, todos os discos possuem um encoder

que fornece a posição angular e envia por meio de um DSP (Digital Signal Processor) para

o computador. Para processar os sinais recebidos da planta e computar os sinais de controle

apropriados, será utilizado o pacote Simulink, contido no programa Matlab. Vide Figuras 4, 5
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e 6. Assim, é possı́vel ter acesso à posição, sendo a velocidade obtida ao calcular a derivada de

sua posição. No disco inferior também é acoplado um motor que é controlado pelo usuário a

partir do Simulink.

 

Encoder #3 

Encoder #2 

Disco #3 

Disco #2 

Disco #1 

Encoder #1 

Servomotor 

k2 

k1 

(a) (b) 

Figura 4: Vistas frontal (a) e lateral (b) da planta didática torcional.
Fonte: Adaptado do manual da ECP.

Controlador de Tempo Real & I/O 

DSP Caixa de Controle 

Planta Eletromecânica 

Software para Interface 

Figura 5: Esquemático ilustrando a comunicação da planta com o computador.
Fonte: Adaptado do manual da ECP.



26

 

(a
) 

(c) 

(b
) 

(d
) 

(e) 

Figura 6: Esquemático utilizado no Simulink para comunicação do computador com a planta
didática. (a) Geração de referências; (b) Leitura de posição dos discos; (c) Malha de controle; (d)
Bloco de comunicação do DSP com a planta; (e) Geração de sinais em malha aberta.
Fonte: Autoria própria.
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Este equipamento pode ser configurado para trabalhar em diversos modos de funciona-

mento e de acordo com a configuração escolhida pelo usuário, atinge até três graus de liberdade

na composição dos discos (CRAIG, 2012). Neste trabalho foram adotados três modos de funci-

onamento: 1 DOF (Degree of Freedom - Graus de Liberdade), 2 DOF e 3 DOF, como ilustrado

na Figura 7.

Figura 7: Esquemático que ilustra as três configurações para o sistema torcional
utilizadas nesse trabalho. (a) 3 graus de liberdade; (b) 2 graus de liberdade; (c) 1 grau de
liberdade.
Fonte: Autoria própria.

Para a configuração com 1 grau de liberdade, o movimento do disco é modelado pela

equação (16) no domı́nio do tempo.



28

J1θ̈1 + c1θ̇1 + k1θ1 = T (t), (16)

sendo θ1 a posição do disco 1 e T (t) o torque. Dessa forma a representação no espaço de

estados pode ser dada pelas equações (17) e (18).

ẋ =

 0 1

−k1
J1
−c1

J1

x+

 0

Khw
J1

u, (17)

y =

1 0

0 1

x, (18)

sendo x =

[
θ1 θ̇1

]′
o vetor de estados, u a entrada, y a saı́da, k1 a constante da mola, J1 o

momento de inércia do disco, c1 a viscosidade do disco 1 e Khw uma constante de conversão do

sistema.

Quando o sistema é configurado para trabalhar em 2 graus de liberdade, pode ser mo-

delado pelas equações (19) e (20) , no domı́nio do tempo.

J1θ̈1 + c1θ̇1 + k1θ1− k1θ2 = T (t), (19)

J2θ̈2 + c2θ̇2 +(k1 + k2)θ2− k1θ1 = 0, (20)

Tais equações expressas no espaço de estados resultam em (21) e (22)

ẋ =



0 1 0 0

−k1
J1
−c1

J1

k1
J1

0

0 0 0 1

k1
J2

0 − (k1+k2)
J2

−c2
J2


x+



0

1
J1

0

0


u, (21)
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y =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


x, (22)

sendo x =
[

θ1 θ̇1 θ2 θ̇2

]′
o vetor de estados, u a entrada, y a saı́da, k1 a constante da mola

inferior, k2 a constante da mola superior, Ji o momento de inércia do disco i e ci a viscosidade

do disco i.

As equações no domı́nio do tempo que modelam o movimento desse sistema configu-

rado em 3 graus de liberdade, são descritas de (23) a (25).

J1θ̈1 + c1θ̇1 + k1θ1− k1θ2 = T (t), (23)

J2θ̈2 + c2θ̇2 +(k1 + k2)θ2− k1θ1− k2θ3 = 0, (24)

J3θ̈3 + c3θ̇3 + k2θ3− k2θ2 = 0. (25)

Tais equações são expressas no espaço de estados como nas equações (26) e (27),

ẋ =



0 1 0 0 0 0

−k1
J1
−c1

J1

k1
J1

0 0 0

0 0 0 1 0 0

k1
J2

0 − (k1+k2)
J2

−c2
J2

k2
J2

0

0 0 0 0 0 1

0 0 k2
J3

0 −k2
J3
−c3

J3



x+



0

1
J1

0

0

0

0



u, (26)
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y =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



x, (27)

sendo x =
[

θ1 θ̇1 θ2 θ̇2 θ3 θ̇3

]′
o vetor de estados, u a entrada, y a saı́da, k1 a constante

da mola inferior, k2 a constante da mola superior, Ji o momento de inércia do disco i e ci a

viscosidade do disco i.

O procedimento para sı́ntese do controlador robusto é dividido em algumas etapas.

Primeiramente, será necessário identificar todos os parâmetros desconhecidos das equações dos

três sistemas no espaço de estados. Em seguida, será feito o projeto de um controlador robusto

a incertezas na identificação e na configuração da planta.

Por fim, serão realizados testes experimentais para verificar o funcionamento do con-

trolador projetado. A Figura 8 mostra uma sı́ntese desses procedimentos, representados em um

fluxograma, evidenciando os passos necessários em cada etapa.
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Identificação Projeto do Controlador Resultados Experimentais

Configuração do sistema 
torcional

Gerar sinal de entrada

Aplicar a entrada no 
sistema

Definir critérios de 
desempenho

Aplicar o ganho de 
controle K no sistema

Gerar sinal de 
referência

Coletar a saída de cada 
encoder

Iniciar o algoritmo 
genético

Determinar os 
parâmetros do modelo

Validar modelo com 
outros tipos de entrada

Resultado é 
satisfatório?

Não

Definir parâmetros do 
controlador

Iniciar algoritmo para 
calcular a LMI

Sim

Determinar o ganho de 
controle K

Coletar a saída de cada 
encoder

Resultado é 
satisfatório?

FIM

Não

Sim

Figura 8: Metodologia adotada para resolução do problema proposto.
Fonte: Autoria Própria
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6 RESULTADOS

A fim de verificar o funcionamento das técnicas propostas na Seção 5, foram realizados

os passos propostos na Figura 8. Essa metodologia foi aplicada na planta torcional da ECP

Systems (vide Figura 3) para três configurações mostradas na Figura 7. Nas próximas seções

são mostrados os resultados obtidos experimentalmente.

6.1 IDENTIFICAÇÃO DO SISTEMA

6.1.1 SISTEMA CONFIGURADO COM UM GRAU DE LIBERDADE

Para realizar a identificação do modelo presente na proposta, o sistema foi configurado

para funcionar com um grau de liberdade. Assim, foi utilizada a representação no espaço de

estados fornecida pelo fabricante, como mostra a equação (17) .

A identificação dos parâmetros k1, c1 e J1 foi realizada por meio do algoritmo genético,

ou seja, foi aplicada uma entrada no sistema (vide Figura 9) e armazenada a saı́da de posição e

velocidade do encoder. Em seguida, esses dados foram transferidos para uma toolbox de AG do

Matlab e os parâmetros de configuração do algoritmo são os padrões da biblioteca, mostrados

na Tabela 1.
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Tabela 1: Parâmetros de configuração do algoritmo genético para identificação dos parâmetros do sistema
com 1DOF.

Parâmetro Situação

Tamanho da População 40

Máximo de Gerações 52

Tipo de Codificação Real

Estratégia de Seleção Amostragem Estocástica

Tipo de Cruzamento Disperso

Tipo de Mutação Adaptativo

Função fitness Erro Quadrático Médio

A Tabela 2 mostra o resultado encontrado pelo algoritmo e a Figura 10 mostra a

comparação entre as saı́das do sistema real e o simulado.

Tabela 2: Parâmetros do sistema com 1DOF encontrados pelo algoritmo genético por meio de comparação
entre os sinais reais e simulação.

Parâmetro Magnitude

c1 0.1615

J1 0.0645

k1 8.2009

O sinal de entrada foi escolhido com o objetivo de excitar diversas componentes de

frequência do sistema, além de que a referência do tipo degrau unitário é o principal tipo de

sinal que será considerado no trabalho.
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Figura 9: Sinal de entrada utilizado para realizar a identificação do sistema com
1DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 10: Comparação da resposta de posição do sistema real com o sistema
estimado para realizar identificação com 1DOF.
Fonte: Autoria própria.

Após o processo de identificação foi necessário validar o sistema estimado, introdu-
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zindo uma outra entrada na planta a fim de comparar com a simulação da saı́da simulada. As

Figuras 11 e 12 mostram os resultados obtidos nesse procedimento.
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Figura 11: Sinal de entrada utilizado para realizar a validação do modelo com
1DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 12: Comparação da saı́da do disco para realizar a validação do modelo
com 1DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Portanto, o modelo do sistema sem a dinâmica do integrador é dado pelas equações

(28) e (29).

ẋ =

 0 1

2.5057 127.2217

x+

 0

26.0757

u, (28)

y =

1 0

0 1

x, (29)

6.1.2 SISTEMA CONFIGURADO COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE

Para realizar a identificação do modelo com dois graus de liberdade,será utilizado o

algoritmo proposto na Seção 5. Assim, foi utilizada a representação no espaço de estados

fornecida pelo fabricante, como mostra a equação (21).

A identificação dos parâmetros k1, k2, c1, c2, J1, J2 foi realizada por meio do algoritmo

genético, ou seja, foi aplicada uma entrada no sistema (vide Figura 13) e armazenada a saı́da de

posição e velocidade dos encoders. Os passos seguintes são os mesmos apresentados na Seção

6.1, somente aumentando o número de parâmetros identificados.

A Tabela 3 mostra as informações de configuração do algoritmo genético.

Tabela 3: Parâmetros de configuração do algoritmo genético para identificação dos parâmetros do sistema
com 2DOF.

Parâmetro Situação

Tamanho da População 60

Máximo de Gerações 52

Tipo de Codificação Real

Estratégia de Seleção Amostragem Estocástica

Tipo de Cruzamento Disperso

Tipo de Mutação Adaptativo

Função fitness Erro Quadrático Médio

A Tabela 4 mostra o resultado encontrado pelo algoritmo e as Figuras 13 a 15 mostra
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a comparação entre as saı́das do sistema real e o simulado.

Tabela 4: Parâmetros do sistema com 2DOF encontrados pelo algoritmo genético por meio de comparação
entre os sinais reais e simulação.

Parâmetro Magnitude

c1 0.0690

c2 22.0299

J1 0.0483

J2 0.0101

k1 4.8375

k2 30
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Figura 13: Sinal de entrada utilizado para realizar a identificação do sistema com
2DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 14: Comparação da resposta de posição do disco 1 do sistema real com o
sistema estimado para realizar identificação com 2DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 15: Comparação da resposta de posição do disco 2 do sistema real com o
sistema estimado para realizar identificação com 2DOF.
Fonte: Autoria própria.

Apesar do resultado ilustrado na Figura 15 não ser bom, essa identificação será consi-
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derada pois foi o melhor resultado obtido (vide Figura 14).

Após o processo de identificação foi necessário validar o sistema estimado, introdu-

zindo uma outra entrada na planta a fim de comparar com a simulação da saı́da simulada. As

Figuras 16, 17 e 18 mostram os resultados obtidos nesse procedimento.
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Figura 16: Sinal de entrada utilizado para realizar a validação do modelo com
2DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 17: Comparação da saı́da do disco 1 para realizar a validação do modelo
com 2DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 18: Comparação da saı́da do disco 2 para realizar a validação do modelo
com 2DOF.
Fonte: Autoria própria.

Portanto, o modelo do sistema 2DOF sem a dinâmica do integrador é dado pelas
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equações (30) e (31)

ẋ =



0 1 0 0

−100.2 −1.4 100.2 0

0 0 0 1

479 0 −3449.5 −2181.3


x+



0

20.7

0

0


u, (30)

y =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


x. (31)

6.1.3 SISTEMA CONFIGURADO COM TRÊS GRAUS DE LIBERDADE

Para realizar a identificação do modelo com três graus de liberdade,será utilizado o

algoritmo proposto na Seção 5. Assim, foi utilizada a representação no espaço de estados

fornecida pelo fabricante, como mostra a equação (26).

Da mesma maneira dos anteriores, identificação dos parâmetros k1, k2, c1, c2, c3, J1, J2

e J3 foi realizada por meio do algoritmo genético, ou seja, foi aplicada uma entrada no sistema

(vide Figura 19) e armazenada a saı́da de posição e velocidade dos encoders. Os passos seguin-

tes são os mesmos apresentados na Seção 6.1, somente aumentando o número de parâmetros

identificados. A Tabela 5 mostra as informações de configuração do algoritmo genético.
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Tabela 5: Parâmetros de configuração do algoritmo genético para identificação dos parâmetros do sistema
com 3DOF.

Parâmetro Situação

Tamanho da População 80

Máximo de Gerações 52

Tipo de Codificação Real

Estratégia de Seleção Amostragem Estocástica

Tipo de Cruzamento Disperso

Tipo de Mutação Adaptativo

Função fitness Erro Quadrático Médio

A Tabela 6 mostra o resultado encontrado pelo algoritmo e as Figuras 20 a 22 mostram

a comparação entre as saı́das do sistema real e o simulado.

Tabela 6: Parâmetros do sistema com 3DOF encontrados pelo algoritmo genético por meio de comparação
entre os sinais reais e simulação.

Parâmetro Magnitude

c1 1.0206×10−4

c2 1.1738×10−4

c3 0.0158

J1 0.0303

J2 1.1616×10−4

J3 1.2858×10−4

k1 0.5000

k2 0.5000
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Figura 19: Sinal de entrada utilizado para realizar a identificação do sistema com
3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 20: Comparação da resposta de posição do disco 1 do sistema real com o
sistema estimado para realizar identificação com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 21: Comparação da resposta de posição do disco 2 do sistema real com o
sistema estimado para realizar identificação com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 22: Comparação da resposta de posição do disco 3 do sistema real com o
sistema estimado para realizar identificação com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.

Após o processo de identificação foi necessário validar o sistema estimado, introdu-
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zindo uma outra entrada na planta a fim de comparar com a saı́da simulada. As Figuras 23 a 26

mostram os resultados obtidos nesse procedimento.

Tempo (s)
0 5 10 15 20 25 30

A
m

pl
itu

de

0

5

10

15

20

25

30
Validação - Sinal de Entrada no Motor

Figura 23: Sinal de entrada utilizado para realizar a validação do sistema com
3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 24: Comparação da resposta de posição do disco 1 do sistema real com o
sistema estimado para realizar validação com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 25: Comparação da resposta de posição do disco 2 do sistema real com o
sistema estimado para realizar validação com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 26: Comparação da resposta de posição do disco 3 do sistema real com o
sistema estimado para realizar validação com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.

Portanto, o modelo do sistema sem a dinâmica do integrador é dado pelas equações
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(32) e (33).

ẋ =



0 1 0 0 0 0

−16.5 0 16.5 0 0 0

0 0 0 1 0 0

4304.7 0 −8609.2 −1 4304.5 0

0 0 0 0 0 1

0 0 3888.8 0 −3888.8 −122.6



x+



0

32.9

0

0

0

0



u, (32)

y =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



x, (33)

A partir dos resultados obtidos nessa seção, foi observado que as curvas de validação

não foram tão fiéis como esperado, porém dentro da proposta foi o melhor resultado. Com-

parando os parâmetros obtidos para cada configuração, é possı́vel ver que há uma diferença

significativa entre mesmos parâmetros de configurações diferentes e isso se justifica pelo algo-

ritmo calcular esses coeficientes de forma independente para cada configuração.

Tais dificuldades para calcular exatamente os valores desses coeficientes, justificam a

escolha de utilizar técnicas de controle robusto para controlar o sistema.

6.2 PROJETO DO CONTROLADOR

Como o objetivo é determinar um único controlador robusto para as três configurações

do sistema, uma das principais contribuições deste trabalho é uma abordagem diferente para a

modelagem em espaço de estados. O sistema 1-DOF é modelado por

ẋ1D = A1Dx1D +B1Du, A1D ∈ R2×2, (34)
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o sistema 2-DOF é modelado por

ẋ2D = A2Dx2D +B2Du, A2D ∈ R4×4, (35)

e o sistema 3-DOF como

ẋ3D = A3Dx3D +B3Du, A3D ∈ R6×6. (36)

Pela necessidade de aplicação de um mesmo controlador no controle de sistemas com

ordem diferentes, os estados nas três configurações com a saı́da do integrador, são dados por

x̂ = [θ1 ω1 q θ2 ω2 θ3 ω3],

sendo

x̂1D = [θ1 ω1 q],

x̂2D = [θ1 ω1 q θ2 ω2],

x̂3D = [θ1 ω1 q θ2 ω2 θ3 ω3].

Dessa forma, as matrizes de estado serão dadas por

Â1D =

 A1D 0

[−1 0] 0

 ,

Â2D =


A(1,1)

2D 0 A(1,2)
2D

[−1 0] 0 [0 0]

A(2,1)
2D 0 A(2,2)

2D

 ,

Â3D =



A(1,1)
3D 0 A(1,2)

3D A(1,3)
3D

[−1 0] 0 [0 0] [0 0]

A(2,1)
3D 0 A(2,2)

3D A(2,3)
3D

A(3,1)
3D 0 A(3,2)

3D A(3,3)
3D


,

sendo A(i, j) o bloco (i, j) de cada matriz e que cada bloco possui dimensão 2×2.

Consequentemente, o ganho de realimentação de estados é dado na forma

K = [K1 Kq K2 K3], (37)
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sendo

K1D = [K1 Kq],

K2D = [K1 Kq K2],

e

K3D = [K1 Kq K2 K3].

A partir dos conceitos de estabilidade e controle apresentados na Seção 4.4.2, assuma

a variável Z como

Z = [Z1 Zq Z2 Z3]

e a matriz simétrica P ∈ R7×7, neste caso, particionada nas seguintes submatrizes

P =


P1 P12 P13

? P2 P23

? ? P3

 , sendo P1 ∈ R3×3, P2 ∈ R2×2 e P3 ∈ R2×2.

Portanto, obedecendo a proposta do Teorema 3 com as adaptações necessárias para o

problema apresentado, considere o Teorema 4.

Teorema 4 Se as condições a seguir forem satisfeitas,

P > 0,

Â1DQ1 +Q1Â′1D + B̂1D[Z1 Zq]+ [Z1 Zq]
′B̂′1D < 0,

sendo Q1 = P1,

Â2DQ2 +Q2Â′2D + B̂2D[Z1 Zq Z2]+ [Z1 Zq Z2]
′B̂′2D < 0,

sendo Q2 =

P1 P12

? P2

 , e

Â3DQ3 +Q3Â′3D + B̂3D[Z1 Zq Z2 Z3]+ [Z1 Zq Z2 Z3]
′B̂′3D < 0,

sendo Q3 = P, então o ganho K, dado em (37), que estabiliza os sistemas (34), (35) e (36) é

calculado como

K = [Z1 Zq Z2 Z3]P−1.
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Dessa forma, por meio do Teorema 4, dos resultados obtidos na Seção 6.1, dos pacotes

SeDuMi (STURM, 1999) e Rolmip (AGULHARI et al., 2012) aplicados no software Matlab

para solução da LMI proposta, o ganho K que estabiliza os três sistemas apresentados neste

trabalho é dado por

K = [−7267.4 −66.6 5312.8 859.0 −48.8 −6492.3 −23.9].

Como nessa fase de implementação do controlador, a planta não estava disponı́vel

para testes, os três sistemas foram implementados no software Simulink a fim de avaliar o

comportamento e os resultados serão apresentados a seguir, sendo que em todos os casos foi

introduzida uma perturbação emulando uma intervenção no Disco 1, ilustrado na Figura 27.
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Figura 27: Sinal de distúrbio aplicado ao sistema durante simulação do
controlador no Simulink.
Fonte: Autoria própria.

6.2.1 RESULTADOS EXPERIMENTAIS COM UM GRAU DE LIBERDADE

Para avaliar o comportamento do controlador no sistema com um grau de liberdade, o

ganho K também foi simplificado segundo o que foi proposto em (37). Portanto

K1D = [−7267.4 −66.6 5312.8].
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O sistema implementado no Simulink é apresentado na Figura 28 e o resultado do teste mostrado

na Figura 29.
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Figura 28: Esquemático utilizado no Simulink para validação do controlador no sistema com 1DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 29: Resposta do sistema 1DOF utilizando o controlador projetado.
Fonte: Autoria própria.

6.2.2 RESULTADOS EXPERIMENTAIS COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE

Para avaliar o comportamento do controlador no sistema com dois graus de liberdade,

o ganho K foi simplificado segundo o que foi proposto em (37). Portanto

K2D = [−7267.4 −66.6 5312.8 859.0 −48.8].

O sistema implementado no Simulink é apresentado na Figura 30 e o resultado do teste mostrado

na Figura 31.
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Figura 30: Esquemático utilizado no Simulink para validação do controlador no sistema com 2DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 31: Resposta do sistema 2DOF utilizando o controlador projetado.
Fonte: Autoria própria.

6.2.3 RESULTADOS EXPERIMENTAIS COM TRÊS GRAUS DE LIBERDADE

Para avaliar o comportamento do controlador no sistema com três graus de liberdade,

o ganho K foi simplificado segundo o que foi proposto em (37). Portanto

K3D = [−7267.4 −66.6 5312.8 859.0 −48.8 −6492.3 −23.9].

O sistema implementado no Simulink é apresentado na Figura 32 e o resultado do teste mostrado

na Figura 33.
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Figura 32: Esquemático utilizado no Simulink para validação do controlador no sistema com 3DOF.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 33: Resposta do sistema 3DOF utilizando o controlador projetado.
Fonte: Autoria própria.

6.3 CONSIDERAÇÕES

O método proposto para identificação do sistema mostrou-se eficaz com algumas res-

salvas, pois para alguns casos o modelo encontrado para determinados discos foi muito distinto

do comportamento real da planta. Assim, considera-se que os parâmetros do algoritmo e da

coleta de sinais exigem um estudo mais aprofundado.

Quanto ao sistema de controle, o teorema proposto mostrou-se muito satisfatório para

calcular um único ganho de realimentação de estados que tenha performance aceitável para

todas as configurações e pode ser promissor se forem adicionados critérios de desempenho.
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7 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi possı́vel avaliar uma técnica de identificação de sistemas lineares

por meio de algoritmo genético, sendo uma importante contribuição para os casos em que os

parâmetros não são precisamente conhecidos e seja possı́vel extrair um conjunto de entradas e

saı́das do sistema.

Utilizando o modelo obtido para cada configuração do sistema torcional, foi projetado

um único controlador que atende as especificações de sistemas de ordem distintas, agregando

uma interessante abordagem para problemas como os que foram apresentados.

No entanto, quanto à identificação dos modelos utilizando o método proposto, nem

todos os resultados foram satisfatórios, visto que para alguns discos os sinais identificados fo-

ram muito distintos do real. Apesar dessas incertezas poderem ser futuramente consideradas

no cálculo do controlador, alguns parâmetros do algoritmo utilizado na identificação podem ser

ajustados a fim de aproximar os resultados.

Com relação ao sistema de controle, foi observado que em todos os casos as respostas

foram coerentes. Todavia, os cálculos foram todos baseados somente na teoria de estabilidade

de Lyapunov, ou seja, não foram desenvolvidos critérios para avaliação de desempenho, visto

que o objetivo deste trabalho é determinar um controlador que estabilize esse sistema nas três

configurações.

Diante disso, dentre os possı́veis trabalhos que poderão ser desenvolvidos futuramente,

destacam-se:

• Ajuste da técnica de identificação dos modelos da planta;

• Utilização de critérios de desempenho do controle;

• Aplicação de outras técnicas de controle robusto para fins de comparação;

• Implementação do controlador encontrado no sistema real.
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OGATA, K.; MAYA, P. Á.; LEONARDI, F. Engenharia de controle moderno. [S.l.]: Prentice
Hall, 2003.

SHAW, I. S. Controle e modelagem fuzzy. [S.l.]: Edgard Blucher, 1999.

SILVA, I. d.; SPATTI, D. H.; FLAUZINO, R. A. Redes neurais artificiais para engenharia e
ciências aplicadas. [S.l.]: São Paulo: Artliber, 2010. 33–111 p.

STURM, J. F. Using SeDuMi 1.02, a MATLAB toolbox for optimization over symmetric
cones. [S.l.]: Optimization methods and software, Taylor & Francis, 1999. 625–653 p.

TRINDADE, M. A.; SAMPAIO, R. Active control of coupled axial and torsional drillstring
vibrations. In: Proceedings of 18th COBEM International Congress of Mechanical Engi-
neering, Ouro Preto, MG, in CD-ROM. [S.l.: s.n.], 2005.

VIDYASAGAR, M. Nonlinear systems analysis. [S.l.]: Siam, 2002.


