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RESUMO

BETETO, Marco Antonio Leite. Sintese de controladores robustos LQR-LMI via
realimentacao derivativa: aplicacoes em sistemas dinamicos com falhas estruturais. 2016.
61 f. Trabalho de Conclusdao de Curso (Gradua¢do), Engenharia de Controle e Automacao.
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2016.

Neste trabalho € proposta a resolu¢do do problema do regulador linear quadratico (do inglés,
Linear Quadratic Regulator - LQR) por aproximacao via desigualdades matriciais lineares (do
inglés, Linear Matrix Inequalities - LMIs) para sistemas lineares e sistemas lineares incertos, ou
sujeitos a falhas estruturais. Ainda, no projeto dos controladores € considerada a realimentacao
da derivada do vetor de estados (realimentacdo derivativa). Um fator para a escolha de
realimentar a derivada do vetor de estados € sua facil implementacdo em determinados sistemas
mecanicos, como no controle de vibracdes, por exemplo. As matrizes de ponderacido do vetor
da derivada dos estados e do vetor do sinal de controle para o projeto LQR sdo obtidas por
meio de um algoritmo genético (do inglés, Genetic Algorithm - GA). O uso de uma técnica
de busca e otimizagdo, o GA, se da pelo fato da necessidade de ponderar adequadamente as
matrizes de ponderacao do problema LQR de modo a atingir certos requisitos de projeto, como
tempo de estabelecimento, por exemplo. Ao final, sdo feitas simulacdes como forma de ilustrar
a eficiéncia dos teoremas propostos.

Palavras-chave: Regulador Linear Quadrtico (LQR), Desigualdades Matriciais Lineares
(LMIs), Realimentacdo Derivativa, Estabilidade Robusta, Taxa de Decaimento, Falhas
Estruturais.



ABSTRACT

BETETO, Marco Antonio Leite. Synthesis of robust controllers LQR-LMI via state-
derivative feedback: applications in dynamic systems with structural failures. 2016.
61 f. Trabalho de Conclusdao de Curso (Gradua¢do), Engenharia de Controle e Automacao.
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2016.

In this paper, the resolution of the problem of the linear quadratic regulator (LQR) by
approximation via linear matrix inequalities (LMIs) for linear systems and uncertain linear
systems, or subject to structural failures, is proposed. Still, in the controllers design it is
considered the state-derivative feedback. The factor for the choice of the state-derivative
feedback is your easy implementation in certain mechanical systems, such as in vibrations
control, for example. The weighting matrices the vector of state-derivative and the signal vector
of control are obtained by a genetic algorithm (GA). The use of a search and optimization
technique, the GA, is given by the fact of the need to properly consider the LQR problem
of determining the weighting matrices to achieve certain design requirements, such as setting
time, for example. Finally, simulations to illustrate the efficiency of the proposed theorems are
performed.

Keywords: Linear Quadratic Regulator, Linear Matrix Inequalities, State-Derivative Feedback,
Robust Stability, Decay Rate, Structural Failures.



FIGURA 1

FIGURA 2
FIGURA 3
FIGURA 4
FIGURA 5
FIGURA 6
FIGURA 7
FIGURA 8
FIGURA 9
FIGURA 10
FIGURA 11
FIGURA 12
FIGURA 13
FIGURA 14
FIGURA 15
FIGURA 16
FIGURA 17
FIGURA 18
FIGURA 19
FIGURA 20
FIGURA 21
FIGURA 22
FIGURA 23
FIGURA 24
FIGURA 25

LISTA DE FIGURAS

— Regido de restricdo dos polos do sistema com restricdo de taxa de

decaimento . ... .......uutiii e 19
— Fluxograma de funcionamento de um algoritmo genético ............. 36
— Respostacomindice ITAE ...... ... i, 37
— Exemplo de isolamento de vibragdo ..................ooiiiii.... 38
— Estados do sistema parao Teorema 1 ............................... 40
— Derivada dos estados parao Teorema 1 .............................. 40
— Sinais de controle parao Teorema 1 ................. ... ... ... ... 41
— Estados do sistema parao Teorema 3 ............... ... ... ..., 42
— Derivada dos estados parao Teorema 3 ...............ccoivveeen.... 42
— Sinais de controle parao Teorema 3 ................... ... .. ...... 43
— Estados do sistema parao Teorema 5 ............. ... ... ... ... 45
— Derivada dos estados parao Teorema 5 ..., 46
— Sinais de controle parao Teorema 5 ................... ... .. ...... 46
— Estados do sistema parao Teorema 2 .................cccvvvviiinn... 48
— Derivada dos estados parao Teorema 2 .............coiiieeeeea.... 48
— Sinais de controle parao Teorema 2 ................................ 49
— Regido de restri¢cao dos polos do sistema para o Teorema?2 ............ 49
— Estados do sistema parao Teorema 4 .................. ... ... .... 50
— Derivada dos estados parao Teorema 4 .......... ..., 50
— Sinais de controle parao Teorema 4 .............. ..., 51
— Regido de restricao dos polos do sistema incerto para o Teorema 4 .. ... 51
— Estados do sistema parao Teorema 6 ......................ccoouunn.. 54
— Derivada dos estados parao Teorema 6 ...............ccoeeeeee.... 54
— Sinais de controle parao Teorema 6 ............... ... ... .. ..., 55
— Regido de restri¢ao dos polos do sistema incerto para o Teorema 6 ..... 55



SUMARIO

I INTRODUCAO ... e 9
2 PROBLEM A 12
3 JUSTIFIC AT IV A o e 13
4 OBIJETIVOS .o 14
4.1 OBJETIVO GERAL . ... e 14
4.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS .. ... ..ot 14
S METODOLOGIA ... e e e 15
6 FUNDAMENTACAO TEORICA .......uu e 16
6.1 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV . ... e 16
6.2 REALIMENTACAO DERIVATIVA ... ...ooiiiiii i 17
6.2.1 Condicao de Estabilidade ............ ..., 17
6.2.2 Condic¢do de Estabilidade com Restricdo na Taxa de Decaimento ................. 18
6.3 CONTROLADOR LQR ... e 19
6.4 CONTROLADOR LQR-DERIVATIVO ... 21
6.5 CONTROLADOR LQR-DERIVATIVO VIALMIS ........coiiiiiiiiieiiia... 23
6.5.1 Condicao de Estabilidade .......... ... .. i 24
6.5.2 Condicao de Estabilidade com Restri¢do de Taxa de Decaimento ................. 26
6.6 REALIMENTACAO DERIVATIVA PARA SISTEMAS INCERTOS .............. 29
6.6.1 Condicao de Estabilidade ............ ... e, 30
6.6.2 Condicao de Estabilidade com Restri¢do de Taxa de Decaimento ................. 31
6.7 CONTROLADOR LQR-DERIVATIVO VIA LMIS PARA SISTEMAS INCERTOS 31
6.7.1 Condicao de Estabilidade ............ ... i, 31
6.7.2 Condic¢do de Estabilidade com Restricdo de Taxa de Decaimento ................. 33
6.8 ROBUSTEZ NAS MATRIZES DE PONDERACAO ...............ccooiiiiin... 34
6.8.1 Condicao de Estabilidade ............. ... i, 34
6.8.2 Condic¢do de Estabilidade com Restricao de Taxa de Decaimento ................. 35
6.9 ALGORITMO GENETICO .........oouuuiiiitii e 35
6.9.1 Funco ObDJetIVO ...t e e e e 37
7 EXEMPLO ILUSTRATIVO .. e 38
7.1 CONDICAO DE ESTABILIDADE .........ciiiiiiiiaie i 39
72 CONDICAO DE ESTABILIDADE COM RESTRICAO DE TAXA DE
DECAIMENTO ... e 47
8 CONCLUSOES ... ..ttt ettt e e 57

REFERENCIAS ..ot 59



1 INTRODUCAO

A teoria de controle 6timo cada vez mais € usada no projeto de sistemas de controle
modernos, determinando os sinais de controle por meio da minimiza¢do (ou maximizacao) de
uma func¢do objetivo (ou fungdo custo) (KIRK, 2012). A otimizagdo da fun¢do objetivo garante
a estabilidade do sistema em malha fechada e satisfaz as restri¢des do projeto (ROBANDI et al.,
2001; ZHAI et al., 2014; DAS et al., 2013). Em muitos casos, a fun¢do objetivo é uma fun¢do
de custo quadrético, sendo a definicao desta uma parte importante no projeto de controle 6timo,

uma vez que determina o bom desempenho do sistema (OGATA, 1995).

O controle linear 6timo é uma parte especial do controle 6timo, no qual assume-se
que o sistema e o controlador sdo lineares, sendo estes obtidos por meio de indices quadraticos
(ANDERSON; MOORE, 1971). Ainda, em ANDERSON; MOORE (1971), os métodos que
permitem alcangar uma lei de controle 6timo sdo denominados de métodos quadraticos lineares
(do inglés, Linear Quadratic - LQ). Um dos diversos métodos LQ é o Regulador Linear
Quadratico (do inglés, Linear Quadratic Regulator - LQR). Tal método vem sendo amplamente
abordado, como pode ser visto em diversos trabalhos, por exemplo (CHOI et al., 1998), que
aproxima o LQR via posicionamento de autoestrutura; em (KANIESKI et al., 2010), que utiliza
o LQR no controle de um condicionador de energia; em (DAS et al., 2013), o qual utiliza o

LQR na sintonia de controladores PID 6timos; entre outros.

Controladores do tipo LQR possuem trés principais caracteristicas: (a) € possivel
utilizar o modelo em espacgo de estados; (b) o sinal de controle 6timo € obtido pela resolugdo
da Equacdo de Riccati (do inglés, Algebraic Riccati Equation - ARE); (c) é possivel ponderar
os vetores de estado e controle por meio das matrizes de ponderacdo 2 e #, respectivamente
(CAUN etal., 2015; DAS et al., 2013). A escolha adequada das matrizes de ponderagdo garante
que a amplitude dos estados e do sinal de controle estejam dentro das especificacdes do projeto

(BURNS, 2001).

A ARE pode ser resolvida de diversas maneiras, sendo uma delas utilizando

Desigualdades Matriciais Lineares (do inglés, Linear Matrix Inequalities - LMI). Estratégias
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via LMIs s@o baseadas no critério de estabilidade de Lyapunov e possuem certas vantagens,
como a simplicidade de se tratar incertezas no modelo dindmico e a facilidade de incluir
indices de desempenho na abordagem do problema (BOYD et al., 1994). Ainda, LMIs podem
ser resolvidas eficientemente por meio de algumas ferramentas disponiveis na literatura de
programacdo matemdtica, como o software MatLab® (GAHINET et al., 1995). Diferentes
trabalhos tém abordado técnicas fundamentadas em LMIs, por exemplo, em (SILVA et al.,
2009), que aborda o uso de LMIs no controle de sistemas ndo-lineares; em (TANAKA et al.,
1998), que utiliza LMIs juntamente com sistemas de controle Fuzzy; em (BUZACHERO et
al., 2012), que utiliza LMIs na sintese de controladores robustos para sistemas lineares com
incertezas politopicas; (AGULHARI et al., 2010), que aborda o uso de LMIs no projeto de
controladores robustos para sistemas lineares discretos com incertezas politdpicas; em (GE
et al., 2002), o qual apresenta a solu¢do da ARE via LMIs; em (CAUN et al., 2015), que
também apresenta a solucdo da ARE via LMlIs, contudo aborda a utilizacdo de um indice
de desempenho no projeto dos controladores, a taxa de decaimento, responsavel pela rapidez
da resposta transitoria. Nesses dois ultimos trabalhos € utilizada a realimentagcdo do vetor de

estados na formulagdo da fun¢do quadrética do problema LQR.

Neste trabalho serd apresentada a formulacdo da funcdo quadritica do problema
LQR utilizando a realimentacao derivativa, como visto em (ABDELAZIZ; VALA§EK, 2005;
ABDELAZIZ, 2010; KWAK et al., 2002). No entanto, a solucio da ARE sera feita pela
resolucao de LMIs, além de utilizar uma técnica de busca e otimizagdo, o algoritmo genético
(do inglés, Genetic Algorithm - GA), para computar as matrizes de ponderacdo, 2 e Z.
O controle baseado na realimentacdo derivativa é vantajoso uma vez que em determinados
sistemas, geralmente os sistemas mecanicos, sinais da segunda derivada dos estados podem
ser utilizados para realimentagdo. Tais sinais sdo obtidos por meio de sensores do tipo
acelerdometros. A partir do sinal da aceleracdao é possivel reconstruir o sinal da velocidade
com boa precisdo, mas nao o sinal de deslocamento (ABDELAZIZ; VALAgEK, 2004). Logo,
os sinais utilizados para a realimentacdo sdo aceleragcdes e velocidades, isto €, as derivadas
da velocidade e deslocamento, que na maioria das vezes representam os estados do sistema.
Segundo SILVA et al. (2012), acelerometros t€m sido utilizados para a solu¢do de varios tipos

de problemas de engenharia devido a sua estrutura simples e ao baixo custo operacional. Por
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exemplo, em (KWAK et al., 2002), os acelerometros sdo utilizados no controle das vibracdes de
componentes de aeronaves de grande escala; em (DUAN et al., 2005), no controle de vibracdes
de cabos de pontes suspensas; em (REITHMEIER; LEITMANN, 2003), no controle de sistemas
de suspensdes ativas de automoéveis; em (ABDELAZIZ, 2010), no controle de vibracdes de

sistemas mecanicos.

A partir dessas informacdes, neste trabalho sdo propostas condi¢cdes suficientes
baseadas na técnica de controle LQR-derivativo aproximado via LMI. A sintese dos
controladores tem como objetivo garantir a estabilidade com ou sem restricdes na taxa de
decaimento de sistemas lineares invariantes no tempo. A restricdo de taxa de decaimento €
um importante indice de desempenho, responsavel pela rapidez de resposta do sistema (BOYD
et al., 1994). O parametro da taxa de decaimento seré calculado utilizando o GA. Os resultados
obtidos serdo generalizados para sistemas incertos invariantes no tempo, uma vez que a técnica
pode ser aplicada a sistemas sujeitos a falhas estruturais, as quais sdo um caso particular de
incertezas. Falhas estruturais podem ser causadas por diversos motivos, por exemplo, desgaste
fisico do equipamento, quebra por fatores externos, entre outros (SILVA et al., 2009). Por fim,

simulagdes digitais em sistemas dinamicos serao feitas para validar a técnica proposta.

A contribuicdo deste trabalho estd no fato de propor uma nova técnica de controle
LQR baseado em LMIs via realimentacao derivativa, bem como utilizar o algoritmo genético

para ponderar as matrizes 2 e # do controlador LQR.

O trabalho est4 organizado como segue: No Capitulo 2 € feita a problematizac¢do do
trabalho. No Capitulo 3 sdo apresentadas algumas das vantagens de utilizar o controlador LQR,
bem como utilizar LMIs no projeto. No Capitulo 4 sdo apresentados os objetivos deste trabalho.
No Capitulo 5 estdo presentes os procedimentos necessarios para a obtencao dos resultados. No
Capitulo 6 estdo presentes algumas propriedades necessdrias ao decorrer do trabalho e alguns
lemas, os quais utilizam a realimentacao derivativa, propostos na literatura. Ainda, é feita uma
introducdo a respeito do controlador LQR e do controlador LQR-derivativo, bem como sao

apresentados os teoremas propostos. No Capitulo 7 € apresentado um exemplo ilustrativo.
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2 PROBLEMA

A obtencdo dos modelos dinamicos nem sempre € exata. Devido a problemas de
medi¢des, a maioria dos modelos apresentam incertezas que devem ser consideradas no projeto
dos controladores. Um caso particular de incertezas sao as falhas estruturais, que podem ocorrer
a qualquer momento em sistemas dinamicos, devido, por exemplo, ao desgaste natural de algum

componente, quebra por fatores externos, entre outras (ISERMANN, 2006).

Devido a isso, optou-se na utilizagdo de controladores robustos, levando em
consideracdo as incertezas dos componentes do sistema desde o estidgio de projeto dos
controladores (SILVA et al.,, 2009). A escolha do LQR ¢ devido a possiveis limita¢des
nos estados e sinal de controle. No entanto, normalmente, as matrizes 2 e &% sio obtidas
empiricamente. Neste trabalho sera utilizado o GA para o célculo dessas matrizes de
ponderacdo, baseado no critério de desempenho ITAE (do inglés, Integral of Time-weight

Absolute Error).

Além disso, garantir a estabilidade do sistema nem sempre é suficiente. Assim, é

proposto o projeto com a restricdo de taxa de decaimento.
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3 JUSTIFICATIVA

A abordagem do controle LQR trata da otimizacdo de uma fung¢do custo ou indice de
desempenho (OGATA, 1995). Dessa forma, é possivel ponderar o vetor dos estados, assim
como o vetor do sinal de controle, de forma a buscar um transitério com desempenho adequado

(OLALLA et al., 2007).

A contribuicdo deste trabalho é formular o problema do LQR via realimentacao
derivativa, além de ponderar adequadamente as matrizes 2 e % por meio de uma técnica
de busca paralela e global, os algoritmos genéticos (GAs). Ainda, o LQR-derivativo sera
solucionado utilizando LMIs, as quais emergiram hd pouco tempo como uma ferramenta na
busca de solu¢des numéricas de problemas de otimizacdo de natureza convexa, através de

pacotes computacionais, por exemplo, o LMI-tool (CAUN et al., 2015; BOYD et al., 1994).

No uso de LMIs, pode-se incorporar facilmente o conceito de alocagcdao de polos,
caracterizando regides de operacdes que atendam requisitos de projetos em sintese de
controladores (CHILALI; GAHINET, 1996), assim como o conceito de sistemas lineares
incertos caracterizados por incertezas decorrentes de imprecisdes em medidas, erros cometidos
nas aproximagdes por modelos lineares ou linearizados, falhas estruturais, entre outros

(ASSUNCAO et al., 2007).
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4 OBJETIVOS

4.1 OBJETIVO GERAL

Desenvolver uma técnica de controle fundamentada na resolu¢do do problema do
regulador linear quadratico (LQR) por aproximacdo via desigualdades matriciais lineares
(LMIs) para sistemas lineares e sistemas lineares incertos, ambos invariantes no tempo,
considerando a realimentacio derivativa. Tal técnica pode ser aplicada a sistemas sujeitos a

falhas estruturais.

4.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

* Formular o problema LQR via realimentacdo derivativa;
¢ Solucionar a ARE via LMIs;

* Encontrar as matrizes de pondera¢do, 2 e #, do problema LQR usando o algoritmo

genético, considerando o indice ITAE;
* Adicionar a restricdao da taxa de decaimento no projeto dos controladores;

* Encontrar o parametro, ¥ > 0, da taxa de decaimento usando o algoritmo genético,

considerando o indice ITAE;

* Analisar o desempenho dos controladores propostos por meio de simulagdes digitais.
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S METODOLOGIA

Primeiramente foi feito um levantamento bibliografico, com o intuito de identificar os
principais trabalhos envolvendo o tema. Com base nos trabalhos ABDELAZIZ; VALASEK
(2005) e ABDELAZIZ (2010), a formulagao do problema LQR via realimentagdo derivativa foi
analisada. Da mesma forma, a resolu¢ao da ARE por aproximacdo LMIs foi estudada através

de (GE et al., 2002) e (CAUN et al., 2015).

Para o projeto dos controladores foram consideradas as condi¢Oes de estabilidade e
estabilidade com restricdo de taxa de decaimento. Ambos projetos utilizam a realimentagdo
derivativa (ASSUNCAO et al., 2007). Tais condicdes foram consideradas no projeto dos

controladores LQR-derivativos.

No final, € realizada uma extensdo dos resultados obtidos para sistemas lineares
sujeitos a falhas estruturais. Também, serdo realizadas simula¢des digitais como forma de

verificar o desempenho dos controladores projetados.
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6 FUNDAMENTACAO TEORICA

6.1 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

Considere o sistema linear e invariante no tempo, dado por (1):

(1) = Ax(1), (D

sendo A € R™" a matriz de dinimica do sistema e x(r) € R" o vetor de estados. Considere,
agora, uma candidata a fungdo de Lyapunov do tipo V (x(¢)) = x(¢t)T Px(t) > 0, sendo P = PT ¢
R™ " com V (x(¢)) < 0 para todo x(¢) # 0, onde

V(x(r)) = x(2)T Px(r) +x(r)T Px(r). ()

Substituindo x(7) pelo sistema (1), tem-se

V(x(r)) = x(t)TAT Px(r) + x(t)T PAx(¢) < 0, 3)
V(x(r) =x()T(ATP+ PA)x(r) < 0. 4)
Uma condicdo necessdria e suficiente para a estabilidade quadratica do sistema (1) é

que exista uma matriz P tal que as condic¢des (5) e (6) sejam satisfeitas (BOYD et al., 1994):

ATP+PA <O, ®)

P>0. (6)

A Secdo 6.2 apresenta a condicdo de estabilidade para sistemas realimentados,

envolvendo a realimentagdo derivativa.
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6.2 REALIMENTACAO DERIVATIVA

Considere o sistema controldvel, linear e invariante no tempo descrito por:
x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t9) = x(0), (7)

sendo A € R"*" e B € R matrizes que descrevem o comportamento do sistema, x(¢) € R" é

o vetor de estados e u(r) € R™ é o vetor de entrada de controle.

Admitindo que a matriz A é ndo singular, ou seja, det(A) # 0. O objetivo é encontrar

uma matriz K € R™*", tal que a entrada de controle, u(z), seja:

u(t) = —Ki(t), 8)

de modo a viabilizar a realimentac@o derivativa e a matriz (I + BK) seja invertivel. Assim, o

sistema em malha fechada se torna
%(t) = Ax(t) — BKx(t) < i(t) = (I + BK) ' Ax(1), )

sendo I € R™" a matriz identidade. Para maiores detalhes vide (ABDELAZIZ; VALAgEK,
2004).

6.2.1 Condi¢ao de Estabilidade

Considerando a candidata a fun¢@o de Lyapunov (2) e substituindo x(¢) pelo sistema
em malha fechada (9), tem-se o lema a seguir, o qual apresenta condi¢des necessarias e

suficientes para que o sistema seja estabilizavel.

Lema 1 Admitindo que o sistema (7) ndo possua polos na origem (ou, det(A) # 0), o sistema
(9) é estabilizdvel se, e somente se, existir uma matriz simétrica X € R"" e uma matriz Y €

R™*" que satisfacam as LMIs:

XAT 4+ AX +BYAT +AYTBT <0, (10)

X >0. (1)
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O ganho de realimentagdo da derivada dos estados pode ser dado por K =YX 1.

Prova 1 Vide (ASSUNCAO et al., 2007).

As LMIs do Lema 1, quando factiveis, sdo resolvidas eficientemente por meio de
ferramentas disponiveis na literatura de programacdo matemadtica, como, por exemplo, o

software MatLab® (GAHINET et al., 1995).

Contudo, existem casos em que garantir apenas a estabilidade do sistema nem sempre
¢ suficiente, sendo que alguns projetos necessitam de restricoes de desempenho. Um indice de
desempenho muito importante € a taxa de decaimento, responsavel pela rapidez de resposta do

sistema (BOYD et al., 1994).

6.2.2 Condigao de Estabilidade com Restricdo na Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento, ou maior expoente de Lyapunov, é definida como a maior

constante positiva 7, tal que

lim " |1x(t)|| = 0, (12)

t—eo

se mantém para toda trajetoria x(z).

Pode-se usar a fungio quadritica de Lyapunov V (x(t)) = x(¢)T Px(¢) > 0, sendo P =
PT ¢ R, para estabelecer um limite inferior na taxa de decaimento do sistema (9), com

V(x(t)) < —2yV(x(t)) para todo x(t) # 0, > 0 (BOYD et al., 1994). Assim,

V(x(r)) < =29V (x(1)) &

(13)
()T Px(t) +x(t)T Pi(t) < —2yx(t)T Px(t).

Substituindo x(¢) pelo sistema em malha fechada (9), tem-se o Lema 2, o qual
apresenta condi¢Oes necessdrias e suficientes para o sistema ser estabilizavel com restricao de

taxa de decaimento. A Figura 1 mostra a restri¢ao dos polos utilizando a taxa de decaimento.
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Figura 1: Regiao de restricao dos polos do sistema com restricao de
taxa de decaimento.
Fonte: Autoria Propria.

Lema 2 Admitindo que o sistema (7) ndo possua polos na origem (ou, det(A) # 0) e dado
Y > 0, o sistema (9) é estabilizdvel com restri¢cdo de taxa de decaimento se, e somente se, existir

uma matriz simétrica X € R e uma matriz Y € R™*" que satisfacam as LMIs:

XAT + AX + BYAT +AYTBT X +BY
<0, (14)

X+y'g? —X/(27)
X >0. (15)

O ganho de realimentagdo da derivada dos estados pode ser dado por K =YX 1.

Prova 2 Vide (ASSUNCAO et al., 2007).
6.3 CONTROLADOR LQR

Considere o sistema controldvel, linear e invariante no tempo descrito por (7).

O problema LQR consiste em determinar uma lei de controle
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u(t) = —Kx(t), (16)

que minimize uma funcao quadratica, tal que:

J(x(2),u()) =/ (x(r)" 2x(t) +u(t)" Su(r))dr, (17
0
sendo 2 uma matriz simétrica n X n definida positiva e % uma matriz simétrica m X m

definida positiva. 2 e Z s@o as matrizes de pondera¢do dos estados e do sinal de controle,

respectivamente.

Substituindo (16) em (17), o indice J pode se minimizado através de (18),

J= / ()7 2x(t) +x(t) KT K x(1))dt = /wa(t)T(Q—l—KT,@K)x(t)dt. (18)

Suponha que se possa encontrar uma matriz simétrica definida positiva P que minimize

(18). Entao

x(T(2+ KT %#K)x(t) = —%(X(I)TPX(I)) = —xi(t)TPx(t) —x(t)T Px(z). (19)

Assim, o indice pode ser reescrito como:

J= /wa(t)T(o@+KT%K)X(t)dt — () Palt) | = —x(=) Pa(e) + 2(0) PX(0).  (20)
0

Substituindo (16) em (7), o sistema em malha fechada torna-se,

x(t) = Ax(t) — BKx(t) = (A — BK)x(t). (21)

Partindo do pressuposto que todos os autovalores de (21) tenham partes reais negativas,

entdo x(eo) — 0. Assim, o indice converge para o valor 6timo quando
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J = x(0)T Px(0). (22)

O indice J pode ser obtido em termos da condi¢@o inicial x(0) e pela matriz P. Dessa
forma, a lei de controle 6timo do problema LQR, quando o indice de desempenho é dado por

(17), é:

u(t) = —Kx(t) = -2 BT Px(r), (23)

de modo que P satisfaca a equagdo de Riccati (ARE)

ATP+PA—PB# 'BTP+2=0. (24)

O controlador linear quadrético 6timo (LQR) pode ser visto com maiores detalhes em

(OGATA, 2010).
6.4 CONTROLADOR LQR-DERIVATIVO

Considere o sistema controldvel, linear e invariante no tempo descrito por (7).

O controle com bom desempenho dinamico € alcangado por meio do projeto do

controlador que minimize a funcdo quadratica ou indice de desempenho do tipo:

u

J((1),u(t)) = min /0 " ()T () + u(t) Bult) dt, (25)

sendo 2 uma matriz simétrica n x n definida positiva e & uma matriz simétrica m x m definida
positiva. As matrizes 2 e & sao as matrizes de ponderagao da derivada dos estados e do sinal de
controle, respectivamente. Nota-se que essa formulacio € semelhante ao LQR original, porém

o indice é baseado na derivada dos estados, nao nos estados.

A lei de controle que soluciona o problema do LQR ¢é dada por

u(t) = —Ki(t) = —Z2 'BT AT Px(r), (26)
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de modo que P satisfaca a equagdo de Riccati (ARE)

PAT'+ATTP—pPA ' B% 'BTAT TP+ 2 =0. (27)

Substituindo (8) em (25), o indice J pode ser minimizado através de (28),

J= / T 2x(t) + (Kx(t))" #(Kx(t)))dt = /w(x(r)T(£+KT%K)x(z))dz. (28)
0

O problema de projeto é encontrar um ganho de realimentagdo K de modo que J
seja minimizado sujeito a restricdo dindmica (9). Logo, o problema LQR com realimentagao

derivativa para sistemas lineares € dado por:

Problema 1 Dada a dindmica do sistema linear (7) e as matrizes simétricas 2 > 0 e % > 0,
deve-se encontrar a matriz de ganho de realimentacdo K € R™*" de entrada de controle (8)
que minimize o valor da fungdo custo (28) e estabilize o sistema em malha fechada (9) para

algum estado inicial x(0).

O principal objetivo é minimizar o indice (28) para a obtencdo do ganho de
realimentacdo K. Suponha que pode-se encontrar uma matriz simétrica definida positiva, P,

que minimize (28), entdo

()T (2+ KT #K)i(t) = —%(X(I)TPX(I)) = —i(1)T Px(t) — x(2)T Px(r). (29)

Desse modo, o indice pode ser reescrito como:

(o)

J = /Ooo(x(t)T(g‘f’KT%K)x(l))df = —X(I)TPX(I} = —x(oo)TPx(oo) +x(O)TPx(O)_ (30)
0

Levando em consideracdo que o sistema em malha fechada é assintoticamente estavel,

isto é, todos os autovalores de (9) possuem parte real negativa, entéo x(eo) — 0. Assim, o indice
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converge para o valor 6timo quando

J = x(0)T Px(0). (31)

O indice J pode ser obtido por meio das condi¢des iniciais x(0) e pela matriz P. O

LQR-derivativo pode ser visto com maiores detalhes em (ABDELAZIZ; VALASEK, 2005).

6.5 CONTROLADOR LQR-DERIVATIVO VIA LMIs

O problema LQR, basicamente, consiste na resolu¢cdo da ARE e, considerando sua

natureza matricial, pode ser solucionado via LMIs.

A Propriedade 1 e o Lema 3 sdo utilizadas para a demonstragdo, em termos de LMIs,

do controlador LQR-derivativo.

Propriedade 1 Uma matriz M é invertivel se M +M"' < 0 para qualquer matriz M ndo

simétrica (M # MT ) (SLOTINE; LI, 1991).

Lema 3 Considere a LMI

Mi(x) M>(x
R RS (32)
Ma(x)" Ms(x)
sendo que My (x) = My (x)T, M3(x) = M3(x)T e My(x) dependem de modo afim de x. A LMI (32)
é equivalente a

M;3(x) > 0, M (x) — M>(x)(M3(x)) "My (x)T > 0, (33)

ou ainda,

M (x) > 0,M3(x) — My(x)T (M (x)) "' Ma(x) > 0. (34)

Conhecido na literatura como complemento de Schur.

Prova 3 Vide (BOYD et al., 1994).
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6.5.1 Condigao de Estabilidade

Considerando a candidata a fun¢io de Lyapunov (2) e substituindo x(z) pelo sistema
em malha fechada (9), o Teorema 1 propde condi¢des LMIs suficientes para que o sistema seja

estabilizdvel por meio do controlador LQR-derivativo.

Teorema 1 (LQR-Derivativo via LMI) Dado 2 € R"*", %% € R™" ¢ x(0) € R™™, o sistema
(9) é estdvel e com desempenho otimizado se existir uma matriz simétrica X > 0 € R"*" e uma

matriz Y € R™*" que satisfacam as LMIs:

min [
X=x">0yY
Sujeito a
x(0)T
SR Y (35)
x(0) X
vV X YT
x -2 0 |<0, (36)

y o -
sendoV=A"'X+XA"T +A"'BY +YTBTA~T. O ganho de realimentacio da derivada dos

estados pode ser dado por

K=vx ! (37)

comX =P

Prova 4 Aplicando o complemento de Schur na LMI (35), tem-se

x(0)"X~x(0) < . (38)

Em muitas situagées prdticas, o objetivo (31) pode ser modificado por (38), onde | é

o limite superior especificado.
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Separando a LMI (36) em blocos matriciais:

1% X YT
X -9 0 <0. (39)
Y 0 ‘ 7

~| |2y o] <o, (40)

que reorganizando,

V+YT®y X
| < 0. 41)
X -9~

Aplicando, novamente, o complemento de Schur e substituindo a varidvel V, tem-se:

A X+ XA T+ A ' BY +YTBTA T+ YT %Y + X2X <0, (42)

Considerando a mudanca de varidvel Y = KX e multiplicando a direita e a esquerda

por X1 =P, tem-se:

PA '+ A TP+PAT'BK+KTBTA TP+ KT#K + 2 < 0, (43)

organizando, temos

PATY(I+BK)+(I+BK)TA TP+ KT %K + 2 < 0. (44)
Aplicando a Propriedade 1 em (44) conclui-se que as matrizes (I + BK) e A sdo
invertiveis.

Multiplicando & esquerda por AT (I+BK)~T, a direita por (I1+BK) A e substituindo

Aq=(I+BK )*IA, sendo A.; a matriz de dindmica do sistema em malha fechada, tem-se
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AP+ PA, +ALKT #KA+ AL 24, < 0. (45)

Multiplicando a esquerda por x* () e a direita por x(t), tem-se que:

x()T AL Px(t) +x(2)T PAx(t) + x(t) TALKT BKA x(2) + x(t)TAL 24x(1) < 0. (46)

Substituindo %(t) = Ayx(t) = (I+BK)~'Ax(t), tem-se:

()T Px(t) +x()T Pi(r) < —x(t)T (KT Z#K + 2)i(r). (47)

Assim,

V(x(1)) < 0. (48)

A prova do Teorema 1 estd concluida.

6.5.2 Condig¢ao de Estabilidade com Restri¢ao de Taxa de Decaimento

Considerando a candidata a fungio de Lyapunov (13) e substituindo x(z) pelo sistema
em malha fechada (9), o Teorema 2 propde condi¢des LMIs suficientes para a estabilizacdo com

restri¢do de taxa de decaimento do sistema por meio do controlador LQR-derivativo.

Teorema 2 (LQR-Derivativo via LMI, y) Dado 2 € R™", % € R™"™, x(0) e R"™ ey >0,
o sistema (9) é estdvel com restrigdo de taxa de decaimento e com desempenho otimizado se

existir uma matriz simétrica X > 0 € R"™" e uma matriz Y € R™*" que satisfacam as LMIs:

min [

X=x">0Y
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Sujeito a
x(O)T
x0T, (49)
x(0) X
A X YT XA T4+yTBTA T
X —9-1 0 0
<0, (50)
Y 0 — 7! 0
A7'X+A7BY 0 0 —X/(27)

sendo A=A"'X +XA"T +A7'BY +YTBTA~T. O ganho de realimentacio da derivada dos

estados pode ser dado por

K=vx ! (51)

comX =P

Prova § Separando a LMI (50) em blocos matriciais:

A X YT o7
X -2 0 0
<0, (52)
Y 0 %! 0
i o 0 0 —X/(2y) |
onde ®=A"'X+A"'BY.
Aplicando o complemento de Schur, tem-se:
A X YT o7
X —2' o |—|o|(=Xx/@y"! [ap 0 0] <0, (53)
Yy o -z 0

que reorganizando,



A+®T2yx— 1 X Yy’
X -2 0 | <O.
Y 0 -z

Agora, separando a LMI (54) em blocos matriciais:

A+OT2yx " 1d X YT
X ~27! 0 <0.
Y 0 ‘ ~ %!

Aplicando, novamente, o complemento de Schur, tem-se:

A+dT2yx 1o X YT
X —97! 0

que reorganizando,

A+®T2yx 'o+YT%Y X
X ~27!

<0.
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(54)

(55)

(56)

(57)

Aplicando, mais uma vez, o complemento de Schur e substituindo a varidvel A, tem-se:

ANX+ XA T4+ A By +YTBTA T 4 oT2yx "o+ YT %Y + X 2X <0,

(58)

Considerando a mudanga de varidvel Y = KX, ® = A~'X +A~'BY e multiplicando a

direita e a esquerda por X' = P, tem-se:

PA7' +ATTP+PAT'BK+KTBTATTP+ (AT + KTBTA™T)2y)P(A"' +A7'BK) + KT #K + 2 < 0,

organizando, temos

(59)
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PATY(I+BK)+ (I+BK)'A"TP+(1+BK)TA™T(2y)PA" (I + BK) + KT ZK + 2 < 0. (60)

Aplicando a Propriedade 1 em (60) conclui-se que as matrizes (I + BK) e A sdo

invertiveis.

Multiplicando a esquerda por AT (I+BK)~T, a direita por (I1+BK)~'A e substituindo

Aqg=(I+BK )*IA, sendo A¢; a equagdo do sistema em malha fechada, tem-se

AP+ PA, +2yP+ALKT KA, + AL 24 < 0. (61)

T

Multiplicando a esquerda por x(t)" e a direita por x(t), tem-se que:

x()TAL Px(t) +x(t)T PAx(2) + x(£)T2yPx(t) +x(t)TALKT #KAx(2) + x(1)T AL 2A4x(2) < 0. (62)

Substituindo %(t) = Ayx(t) = (I+ BK)~Ax(t), tem-se:

(0T Px(t) +x(6)T Px(t) +2yx(t)T Px(r) < —x(t)T (KT ZK + 2)x(r). (63)

Assim,

V(x(t))+2yV(x(t)) <0, y>0. (64)

A prova do Teorema 2 estd concluida.
6.6 REALIMENTACAO DERIVATIVA PARA SISTEMAS INCERTOS

Considere o sistema linear incerto e invariante no tempo descrito como uma

combinacao convexa dos vértices do politopo:
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1))=Y oAix(t)+ Y BiBjult), (65)
i=1 j=1

’
>0, i=1,.,r, ¥ o=1
‘ l:sl (66)
[),1207 J=1...9, _Zlﬁizl
]:

onde r e s sdo o numero de vértices do politopo de A e B, respectivamente. Em (66), a;,i =

1,2,...,re B;,j=1,2,....s, sdo nimeros reais constantes e desconhecidos.

Substituindo u(t) por (8), tem-se o sistema incerto em malha fechada:

:iale iB/B Kx l‘)Z(I—i-iBijK)_liOCiAix(t). (67)
i=1 j=l1 i=1

j=1
6.6.1 Condicao de Estabilidade

Considerando a candidata a fun¢io de Lyapunov (2) e substituindo x(z) pelo sistema
incerto em malha fechada (67), o Lema 4 propde condi¢des robustas suficientes para a

estabilizacdo do sistema incerto.

Lema 4 O sistema (67) é estabilizdvel se existir uma matriz simétrica X € R™" e uma matriz

Y € R™" que satisfacam as LMIs:

, . o i=1,2,..,r
XA; +AX +B;YA; +AY"B; <0, : (68)
j=12,..s,

X >0. (69)

O ganho de realimentagdo da derivada dos estados pode ser dado por K =YX\,

Prova 6 Vide (ASSUNCAO et al., 2007).
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6.6.2 Condigao de Estabilidade com Restri¢ao de Taxa de Decaimento

Considerando a candidata a fungio de Lyapunov (13) e substituindo x(z) pelo sistema
incerto em malha fechada (67), o Lema 5 propde condi¢des robustas suficientes para a

estabilizacdo com restri¢do de taxa de decaimento do sistema incerto.

Lema S Dado y > 0, o sistema incerto (67) é estabilizdvel com restri¢do de taxa de decaimento

se existir uma matriz simétrica X € R"" e uma matrizY € R™*" que satisfacam as LMIs:

XAl +AX +BYA] +AY"B] X+ BjY 0 i=1,2,.,r 70)
T T Y . Y
X+Y"B! —-X/(2y) i=1,2,..,s,

X >0. (71)

O ganho de realimentagdo da derivada dos estados pode ser dado por K =YX\,

Prova 7 Vide (ASSUNCAO et al., 2007).

6.7 CONTROLADOR LQR-DERIVATIVO VIA LMIS PARA SISTEMAS INCERTOS

6.7.1 Condigdo de Estabilidade

Considerando a candidata a fun¢io de Lyapunov (2) e substituindo x(z) pelo sistema
incerto em malha fechada (67), o Teorema 3 propde condi¢des robustas suficientes para a

estabilizacdo do sistema incerto.

Teorema 3 (LQR-Derivativo Robusto via LMIs) Dado 2 € R"™", % € R™"™ e x(0) €
R™ ™ o sistema incerto (65) é estdvel e com desempenho otimizado se existir uma matriz

simétrica X > 0 € R"™" e uma matriz Y € R™*" que satisfacam as LMIs:

min [

X=x">0yY
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Sujeito a
x(0)T
O (72)
x(0) X
Vi, X YT
i=1,2,..,r
X -2 o0 |<0, : (73)
j=12,..s,

y o0 -z
sendo V; j = A;IX —}—XAI.’T —l—A;lBjY + YTBJT.AI.*T. O ganho de realimentagdo da derivada dos

estados pode ser dado por

K=vx ! (74)
comX =P

Prova 8 De (66), considerando V; j e multiplicando a esquerda por A; e a direita porAiT, segue

que

r N
Y oY BiXAT +AX +BYA] +AYTB] =
=1 j=1

—x (; oc,-A,-T> <j;ﬁj> + <; aiAi> (; Bj) X+

—+ i Bij) Y (i OC,‘AIT) + (i OC,'A,') YT <i [%B?) =
' i=1 i=1 j=1

j=1

=X (i OCiAiT> + ( s OCiA,') X+ (i Bij) Y (i OC,'A,-T> + (Zr’ OCiA,) YT (i BjBJT-> <0.
i=1 i=1 =1 i=1 i=1 =1

Logo, a condi¢do (36) do Teorema 1 se mantém para o sistema incerto (65), onde
A=A +...4+ A, e B= B1B| +...4+ BsBy. Agora, as condigdes (72) e (74) sdo equivalentes
as condicdes (35) e (37). Finalmente, a partir do Teorema 1, a existéncia das matrizes X = X'

eY tal que (72) e (73) se mantém é uma condi¢cdo suficiente para a solucdo de (9).
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6.7.2 Condig¢ao de Estabilidade com Restri¢ao de Taxa de Decaimento

Considerando a candidata a fungio de Lyapunov (13) e substituindo x(z) pelo sistema
incerto em malha fechada (67), o Teorema 4 propde condi¢des robustas suficientes para a

estabilizacdo do sistema incerto.

Teorema 4 (LQR-Derivativo Robusto via LMIs, y) Dado 2 € R™", % € R™"™ x(0) €
R™ "™ ¢ vy > 0, o sistema incerto (65) é estdvel com restricdo de taxa de decaimento e com
desempenho otimizado se existir uma matriz simétrica X > 0 € R™" e uma matriz Y € R™"

que satisfacam as LMIs:

min U
X=x">0Y
Sujeito a
x(0)T
SR S (75)
x(0) X
Aij X yT  XA;T4+YTBTAT
X —-2-1 0 0 i=1,2,..,r
<0, . (76)
Y 0o —z! 0 j=1,2,..,s,
AT'X+AT'BYY 0 0 —X/(2y)

sendo A; j = Al._lX +XAi_T +AlejY + YTB]TAI._T. O ganho de realimentagdo da derivada dos

estados pode ser dado por

K=YX"! (77)

comX ' =P.

Prova 9 Segue passos similares a prova do Teorema 3, considerando as LMIs (75) e (76). As

condigoes (75) e (77) sdo equivalente as condigoes (49) e (51).
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6.8 ROBUSTEZ NAS MATRIZES DE PONDERACAO

Considere agora, a existéncia de matrizes de ponderagado para cada vértice do politopo.
Assim, tem-se 2y e %, comk € N | k=1,2,...,1, sendo [ o nimero de vértices do politopo.
Dessa forma, os Teoremas 5 e 6 apresentam condi¢des robustas suficientes para a estabiliza¢do

do sistema incerto (65).

6.8.1 Condicao de Estabilidade

Teorema 5 (LQR-Derivativo Robusto via LMIs, 2;, %)) Dado 2, € R"", %, € R™" ¢
x(0) € R™™ o sistema incerto (65) é estdvel e com desempenho otimizado se existir uma

matriz simétrica X > 0 € R"™" e uma matrizY € R™" que satisfacam as LMIs:

min U
X=x">0yY
Sujeito a
x(0)T
SR S (78)
x(0) X
‘/ivj X YT i:1,2,...,l’,
X -2;' 0 <0, j=1.2,.5s, ¢, (79)
Yy o -%' k=1,2...1,

sendo V; j = Al._lX +XAi_T —|—Ai_lBjY + YTB]TAi_T. O ganho de realimentacdo da derivada dos

estados pode ser dado por

K=YX"! (80)

comX ' =P.

Prova 10 Equivalente a prova do Teorema 3, considerando as LMIs (78) e (79).
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6.8.2 Condig¢ao de Estabilidade com Restri¢ao de Taxa de Decaimento

Teorema 6 (LQR-Derivativo Robusto via LMIs, v, 2, %) Dado 2; € R™", % € R™™,
x(0) e R ™ ey >0, o sistema incerto (65) é estdvel com restrigdo de taxa de decaimento e com
desempenho otimizado se existir uma matriz simétrica X > 0 € R"" e uma matriz Y € R™*"

que satisfacam as LMIs:

min U
X=Xx">0Y
Sujeito a
x(0)T
O 81)
x(0) X
Aij X YT XATT+YTBTAT
i=1,2,...,r,
X -2 0 0
<0, j=1,2,...,5, ¢, (82)
Y 0 - 0
k=1,2,...,1,
AT'X+AT'BY 0 0 ~X/(2y)

sendo A; j = Al.’lX +XAI.’T -I-Al.’lBjY +YTBJT.AI.’T. O ganho de realimentagdo da derivada dos

estados pode ser dado por

K=vx ! (83)

comX ' =P.

Prova 11 Equivalente a prova do Teorema 4, considerando as LMIs (81) e (82).

6.9 ALGORITMO GENETICO

Computagdo bioinspirada compreende mecanismos de processamento de informagao
fundamentados em estratégias empregadas por organismos vivos para se adaptarem a mudancgas

do meio, tomarem decisOes na presenca de incertezas e aprenderem com a experiéncia
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(AGUIRRE et al., 2007).

Dentro da computagdo bioinspirada estd presente a computacdo evolutiva. Como o
proprio nome ja diz, € uma parte especial da computacdo inspirada no processo de evolugdo

natural (EIBEN; SMITH, 2003).

Fundamentalmente, a evolugdo baseia-se em trés métodos: geracdo de informacao de
genética nova, avaliagdo e selecdo (AGUIRRE et al., 2007). A selecdo natural favorece os
individuos mais eficazes na busca por recursos, em outras palavras, aqueles individuos que
melhor se adaptam ao ambiente em que vivem (EIBEN; SMITH, 2003). Durante o processo de
evolucido, as mudangas que favorecem esses individuos permanecem, caracterizando o processo

de evolucdo a partir dos antigos individuos (KONAK et al., 2006).

Nesse contexto, GAs sdo um ramo da computagdo evolutiva, podendo ser definidos
como uma técnica de busca baseada numa metdfora do processo bioldgico de evolucdo natural
(LINDEN, 2012). O funcionamento de um GA ¢ visto no fluxograma da Figura 2. Maiores

informacdes sobre o funcionamento de GAs podem ser vistas em (KONAK et al., 2006).

Inicia Populagao

Avalia Populagao

Deve Parar?

Seleciona Reprodutores

Cruza Selecionados Atualiza Populacao

Muta Resultantes

Figura 2: Fluxograma de funcionamento de um algoritmo genético.
Fonte: Autoria Propria.

Avalia Resultantes

Como o GA ¢é uma técnica heuristica de otimiza¢do baseada numa metifora do
processo bioldgico de evolugdo natural, € necessario definir uma funcdo objetivo para ser

otimizada (minimizada ou maximizada) (LINDEN, 2012).
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6.9.1 Fungao Objetivo

Neste trabalho, a funcdo objetivo a ser minimizada é definida pela integral do erro

absoluto entre a entrada e saida do sistema, e(¢), vezes o tempo, ¢:

T,
ITAE = /0 tle(1)|dr. (84)

Esta func@o objetivo € conhecida como indice de desempenho ITAE (do inglés,
Integral of Time-weight Absolute Error). O indice de desempenho ITAE fornece a melhor
seletividade dos indices de desempenho, isto €, o valor minimo da integral é prontamente
discernivel a medida que os parametros dos sistema sao variados (DORF; BISHOP, 2012).
A Figura 3 mostra um exemplo de como a minimiza¢ao do indice /ITAE influencia na resposta

do sistema. O erro € a somatoria das areas hachuradas ao longo do tempo.

1.2

o
©

() ()
e] ©
=0 2
= = 06
g— , g— erro
< <,
0.2
‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)
(a) (b)

Figura 3: (a) Resposta ao degrau com indice /TAE elevado; (b) Resposta ao degrau com
indice /TAE minimizado.
Fonte: Autoria Propria.

Nota-se pela Figura 3a que a resposta do sistema a uma entrada degrau possui um erro
elevado. Considerando a minimizac¢do do indice de desempenho ITAE, € possivel diminuir este

erro conforme minimiza-se o indice, o que pode ser visto na Figura 3b.
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Considere o sistema mecanico de isolamento de vibracdo, mostrado na Figura 4. A

dindmica do sistema, assumindo o angulo ¢ pequeno, pode ser descrito na forma de espaco de

estados usando o vetor de estados x(¢) = [x1(¢) x2() %1 (1) %2(¢)]

x(t)

0
0
—kycy

—kico

0
0
—kyco

—kacy

1 0

0 1
—bic1 —byep
—bicp —bzcl_

x(t)+

T

0
0
1

2

0
0
€2

C1

como.:

“l (85)

uz

onde ¢c; = 1/m+L*/I,co = 1/m—L*/I,x3 = 0,5(x; +x2) ¢ @ = 0,5(x; +x2)/L,m e I

representam a massa € o momento de inércia, k1 e k, sd@o as constantes da mola, by e by sao

as constantes dos amortecedores, x| € xp representam o deslocamento de massa em ambos os

lados, x3 € o deslocamento vertical do centro de massa, ¢ é o angulo de inclinagdo da massa

com a horizontal, 2L € a distancia entre os dois pontos de suporte, € u] € up sao as entradas de

controle.

Figura 4: Exemplo de isolameyto de vibracao.
Fonte: (ABDELAZIZ; VALASEK, 2005).

Os parametros do modelo sido dados como m = 10 kg,I = 1 kg.m*>,L = 1 m,k; =

500 N/m,ky =700 N/m,b; = 10 N.s/m e by = 20 N.s/m (ABDELAZIZ; VALASEK, 2005).
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Considerando que pode-se adicionar uma carga ao sistema, a massa total (m) sera a
soma da massa da estrutura mais a massa da carga, a qual possui um valor igual a 10 kg. Dessa
forma, a massa m pode ser considerada uma incerteza do sistema, ja que pode assumir valores
entre 10 kg (massa da estrutura) e 20 kg (massa da estrutura mais a carga). Isso significa que a

massa m pode pertencer ao intervalo 10 < m < 20 (kg).

Ainda, além de considerar a massa do sistema incerta, considerou-se a ocorréncia de
uma eventual falha em cada amortecedor, by e by. Assim, caso ocorram as falhas, implicard em
by = by = 0, neste caso b e b, sdo incertos e pertencentes aos intervalos 0 < by < 10 (N.s/m)

e 0 < by <20 (N.s/m), respectivamente.

Para a resolucao das LMIs foi utilizado o software MatLab®, juntamente com o solver
”SeDuM;i”© (STURM, 1999). As matrizes de ponderagdo, 2 e %, foram obtidas por meio
do GA, minimizando o critério de desempenho /TAE. Para a realizagdo das simulacdes foi
utilizada a funcdo ODE45 do software MatLab®, considerando a condigdo inicial x(0) =
[—0,01 0,02 —0,02 O,OI]T, que € a mesma condi¢do inicial usada nas LMIs (35), (49),
(72), (75), (78) e (81).

7.1 CONDICAO DE ESTABILIDADE

Ap6s a execucdo do GA, as matrizes de ponderacdo que obtiveram o melhor critério

de desempenho foram:

451,9514 0 0 0

0 451,9647 0 0
9= , (86)

0 0 101,9989 0

0 0 0 101,4929
59053 0
= (87)
0 2,9021

Entdo, por meio das matrizes de ponderacdo, (86) e (87), e das LMIs (35) e (36),

projetou-se o seguinte controlador:
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51,1608 —5,0043 2,9920 —1,1689
K= ; (88)
—7,2733 68,5775 —0,6316 4,8394
o qual garante que as condi¢des de projeto do controlador LQR-derivativo do Teorema 1 sejam

atendidas.

Nas Figuras 5 e 6 sdo mostrados os estados e a derivada dos estados do sistema
considerando o controlador (88). A Figura 7 mostra os sinais de controle do sistema de

isolamento de vibragao.

0.2
.......... 1’2
_____ x?}
0.1 5y
0| e
o ST T
yo] e
©c O0F
b
(7))
Ll
-0.1r -
_02 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Tempo (s)
Figura 5: Estados do sistema para o Teorema 1.
Fonte: Autoria prépria.
5 .
—
8 ............ i
T e X3
i Ty
(%))
W~
S 0 e o
@©
o
@©
=
 —
L
@]
5 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Tempo (s)
Figura 6: Derivada dos estados para o Teorema 1.
Fonte: Autoria propria.
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Figura 7: Sinais de controle para o Teorema 1.
Fonte: Autoria propria.

Considerando as mesmas matrizes de ponderacao, (86) e (87), e as LMIs (72) e (73),

projetou-se o seguinte controlador robusto:

63,6964 —3,6194 31527 —1,1338
K = ; (89)
—5,2603 88,7509 —0,4888 4,9657
o qual garante que as condicdes de projeto do controlador LQR-derivativo do Teorema 3 sejam

atendidas.

Nas Figuras 8 e 9 s@o mostrados os estados € a derivada dos estados do sistema na
ocorréncia de falhas, levando em conta o controlador robusto (89). Contudo, nas Figuras 8(a) e
9(a) considera-se apenas a massa da estrutura, ou seja, m = 10 kg. Ja para as Figuras 8(b) e 9(b),
levou-se em conta a massa da estrutura mais a massa da carga, ou seja, m = 20 kg. A Figura 10
mostra os sinais de controle para ambas as situagdes, sendo a Figura 10(a) param = 10 kg e a

Figura 10(b) para m = 20 kg.
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0.2 I
—z; (m = 10 kg)
T T ——— e xy (m = 10 kg)| |
S 25 (m = 10 ke)
x4 (m = 10 kg)
(7)) _O 2 | | | | |
e o
_c% 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
a
g (a)
Ll 0.2 \ \
—z; (m = 20 kg)
s A A zy (m = 20 kg)| |
U O e [ xzz (m = 20 kg)
x4 (m = 20 kg)
_02 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
(b)
Tempo (s)

Figura 8: (a) Comportamento dos estados considerando a falha em cada um dos
amortecedores b e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento dos estados considerando
a falha em cada um dos amortecedores b; e b, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.

5 I
wn i1 (m = 10 kg)
_8 0 e ——— Ty (m = 10 kg)u
[ === (m = 10 kg)
E iy (m = 10 kg)
5 \ \ \ \ \
nw O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
o
= (@)
-g 5 \ I
© —i; (m = 20 kg)
E 0 i ——— iy (m = 20 kg)||
(D) ===y (m = 20 kg)
0O iy (m = 20 kg)
-5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
(b)
Tempo (s)

Figura 9: (a) Comportamento da derivada dos estados considerando a falha em cada um
dos amortecedores b; e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento da derivada dos
estados considerando a falha em cada um dos amortecedores b, e by, com massa m = 20
kg.
Fonte: Autoria prépria.
Agora, considerando o Teorema 5, para encontrar um controlador robusto que atenda

as condi¢des de projeto, além do fato de existir uma matriz 2 ¢ # para cada vértice do politopo,

foram obtidas novas matrizes de ponderacao por meio do GA.

Dessa forma, apds a execucdo do GA, as matrizes de ponderagdo que obtiveram o

melhor critério de desempenho foram:
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Figura 10: (a) Sinais de controle considerando a falha em cada um dos amortecedores b,
e by, com massa m = 10 kg; (b)Sinais de controle considerando a falha em cada um dos
amortecedores b; e br, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.

507,9126
0
0
0

2,

526,2356
0
0
0

D, =

494, 4525
0
0
0

489, 1421
0
0
0

24 =

0
483,3359
0
0

0
498,3387
0
0

0
476,1726
0
0

0
514,9296
0
0

0
0
129,1088
0

0
0
129,7271
0

0
0
136,7403
0

0

0
120,5596

0

0

0

0
133,2900 |

0
0
0
115,5053 |

0
0
0

135,042

0
0
0

136,3586 |
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(90)

O

92)

93)



R =

468,9319 0
0 494,4293
95—
0 0
0 0
488,0850 0
0 475,2484
D —
0 0
0 0
494.0275 0
0 491,5418
2, —
0 0
0 0
495,9037 0
0 497,8958
D —
0 0
0 0
6,6421 0
; (98)
0 3,1287
6,7493 0
= ; (99)
0  5,8629
6,6612 0
; (100)
0 6,9009
7,9745 0
, (101)
03,7092

sendo o controlador projetado:

0

0
125,0390

0

0

0
119,9351

0

0

0
110,4671

0

0
0
114,4910
0

0

0

0
11,5202

0

0

0
122,8719

0

0

0
125,6781|

0
0
0

106,5773 |

7,3795
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(95)

(96)
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(102)

(103)

(104)

(105)



66,5637 —3,0864 3,4349 —1,1450
—4,6797 94,3467 —0,4736 5,5984
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(106)

Nas Figuras 11 e 12 sdao mostrados dos estados e a derivada dos estados do sistema

na ocorréncia de falhas, levando em conta o controlador robusto (106). Contudo, nas Figuras

11(a) e 12(a) considera-se apenas a massa da estrutura, ou seja, m = 10 kg. Ja para as Figuras

11(b) e 12(b), levou-se em conta a massa da estrutura mais a massa da carga, ou seja, m = 20

kg. A Figura 13 mostra os sinais de controle para ambas as situagdes, sendo a Figura 13(a) para

m = 10 kg e a Figura 13(b) para m = 20 kg.

0.2 \
—z; (m = 10 kg)
0 bt T ——— e xy (m = 10 kg)| |
""" xzz (m = 10 kg)
x4 (m = 10 kg)
n -0.2 \ \ \ \ I
o 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
e
e (@)
)
W o2 ‘
z1 (m = 20 kg)
""""" xy (m = 20 kg)| |
-z (m = 20 kg)
x4 (m = 20 kg)
0.2 \ \ \ \ I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
(b)
Tempo (S)

Figura 11: (a) Comportamento dos estados considerando a falha em cada um dos
amortecedores b| e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento dos estados considerando
a falha em cada um dos amortecedores b; e b, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria propria.
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Figura 12: (a) Comportamento da derivada dos estados considerando a falha em cada um
dos amortecedores b, e b>, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento da derivada dos
estados considerando a falha em cada um dos amortecedores b; e b>, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 13: (a) Sinais de controle considerando a falha em cada um dos amortecedores b,
e by, com massa m = 10 kg; (b)Sinais de controle considerando a falha em cada um dos
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amortecedores b e b>, com massa m = 20 kg.
Fonte: Autoria prépria.

Observe que o controlador LQR-derivativo se mostrou eficiente, uma vez que
estabilizou o sistema em um curto periodo de tempo, inclusive na ocorréncia de falhas. Note
que a amplitude das derivadas dos estados e dos sinais de controle ndo sdo elevadas, devido ao

fato da escolha adequada das matrizes de ponderacao do problema LQR-derivativo.

Analisando agora os resultados dos Teoremas 3 (Figuras 8, 9 e 10) e 5 (Figuras 11,

12 e 13), nota-se que adicionar uma matriz 2 e uma matriz % para cada vértice do politopo
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nao alterou significativamente a resposta do sistema, sendo os resultados bem semelhantes para

ambos 0s teoremas.

7.2 CONDICAO DE ESTABILIDADE COM RESTRICAO DE TAXA DE DECAIMENTO

ApOs a execugdo do GA, as matrizes de ponderacdo e o parametro Yy que obtiveram o

melhor critério de desempenho foram:

9498 0 0 0
0 19,8117 0 0
9_ (107)
0 0 14995 0
0 0 0 901,0048
0,9 0
B — (108)
0 0,9
¥ = 6,0001. (109)

Entao, por meio das matrizes de ponderagdo, (107) e (108), do parametro y e das LMIs

(49) e (50), projetou-se o seguinte controlador:

71,0469

0,1495

—0,0846  0,5610
~2,2163

92,8469

~2,2535
1,8936

(110)

o qual garante que as condi¢des de projeto do controlador LQR-derivativo do Teorema 2 sejam

atendidas.

Nas Figuras 14 e 15 sd@o mostrados os estados e a derivada dos estados do sistema

considerando o controlador (110). A Figura 16 mostra os sinais de controle do sistema de
isolamento de vibracdo. Ja na Figura 17 € possivel ver a regido de restricio dos polos do

sistema.
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Figura 14: Estados do sistema para o Teorema 2.
Fonte: Autoria propria.
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Figura 15: Derivada dos estados para o Teorema 2.
Fonte: Autoria prépria.

Considerando as mesmas matrizes de ponderacao, (107) e (108), o parametro ¥, (109),

e as LMIs (75) e (76), projetou-se o seguinte controlador robusto:

o |72:568 24427 —10011 33211
R — )
3,4802 97,5343 —3,2222 0,1437

(111)

o qual garante que as condi¢des de projeto do controlador LQR-derivativo do Teorema 4 sejam
atendidas.

Nas Figuras 18 e 19 sdo mostrados os estados e a derivada dos estados do sistema na
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Figura 16: Sinais de controle para o Teorema 2.
Fonte: Autoria propria.
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Figura 17: Regiao de restricao dos polos do sistema para o Teorema 2.
Fonte: Autoria prépria.

ocorréncia de falhas, levando em conta o controlador robusto (111). Contudo, nas Figuras 18(a)
e 19(a) considera-se apenas a massa da estrutura, ou seja, m = 10 kg. J& para as Figuras 18(b)
e 19(b), levou-se em conta a massa da estrutura mais a massa da carga, ou seja, m = 20 kg.
A Figura 20 mostra os sinais de controle para ambas as situacdes, sendo a Figura 20(a) para
m = 10 kg e a Figura 20(b) para m = 20 kg. J4 na Figura 21 € possivel ver a regido de restri¢cao

dos polos do sistema incerto, considerando todos os vértices do politopo.
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Figura 18: (a) Comportamento dos estados considerando a falha em cada um dos
amortecedores b; e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento dos estados considerando
a falha em cada um dos amortecedores b; e b, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 19: (a) Comportamento da derivada dos estados considerando a falha em cada um
dos amortecedores b; e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento da derivada dos
estados considerando a falha em cada um dos amortecedores b; e b,, com massa m = 20 kg.
Fonte: Autoria propria.

Agora, levando em conta o Teorema 6, para encontrar um controlador robusto que
atenda as condi¢Oes de projeto, além do fato de existir uma matriz 2 e & para cada vértice do

politopo, foram obtidas novas matrizes de ponderacdo por meio do GA.

Dessa forma, apds a execucdo do GA, as matrizes de ponderacdo que obtiveram o

melhor critério de desempenho foram:
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Figura 20: (a) Sinais de controle considerando a falha em cada um dos amortecedores b
e by, com massa m = 10 kg; (b)Sinais de controle considerando a falha em cada um dos
amortecedores b e b>, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 21: Regiao de restricao dos polos do sistema incerto para o Teorema 4.

Fonte: Autoria propria.
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0,5621 0 1,0041 0
K = ) (122) Ko = ; (125)
0  0,8495 01,2820
0,6246 0 1,2566 0
Ry = ; (123) K7 = ; (126)
0  0,8987 01,7008
0,9183 0 0,6336 0
K5 = ) (124) Ky = ; (127)
01,2098 00,9482
Y= 16,2165, (128)

sendo o controlador projetado:

70,9007 11,6202 —1,2646 —2,9827
Kgr = . (129)

0,5933 97,5114 —-3,4207 0,0120
Nas Figuras 22 e 23 sao mostrados dos estados e a derivada dos estados do sistema
na ocorréncia de falhas, levando em conta o controlador robusto (129). Contudo, nas Figuras
22(a) e 23(a) considera-se apenas a massa da estrutura, ou seja, m = 10 kg. Ja para as Figuras
22(b) e 23(b), levou-se em conta a massa da estrutura mais a massa da carga, ou seja, m = 20
kg. A Figura 24 mostra os sinais de controle para ambas as situacdes, sendo a Figura 24(a) para

m = 10 kg e a Figura 24(b) para m = 20 kg. J4 na Figura 25 € possivel ver a regido de restri¢cao

dos polos do sistema incerto, considerando todos os vértices do politopo.
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Figura 22: (a) Comportamento dos estados considerando a falha em cada um dos
amortecedores b; e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento dos estados considerando
a falha em cada um dos amortecedores b; e b, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 23: (a) Comportamento da derivada dos estados considerando a falha em cada um
dos amortecedores b; e by, com massa m = 10 kg; (b) Comportamento da derivada dos
estados considerando a falha em cada um dos amortecedores b; e b, com massa m = 20 kg.
Fonte: Autoria prépria.

Novamente o controlador LQR-derivativo se mostrou eficiente ao estabilizar o sistema
em um curto periodo de tempo. Devido a restri¢do da taxa de decaimento, que diminui o tempo
que o sistema leva para atingir o regime, os controladores (110), (111) e (129) se mostraram

levemente superiores aos controladores (88), (89) e (106).

Aqui, analisando os resultados dos Teoremas 4 (Figuras 18, 19 e 20) e 6 (Figuras 22,

23 e 24), novamente os resultados foram semelhantes. Contudo, comparando as Figuras 19(a)
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Figura 24: (a) Sinais de controle considerando a falha em cada um dos amortecedores b;
e by, com massa m = 10 kg; (b)Sinais de controle considerando a falha em cada um dos
amortecedores b e b>, com massa m = 20 kg.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 25: Regido de restricao dos polos do sistema incerto para o Teorema 6.
Fonte: Autoria propria.

e 23(a) e as Figuras 20(a) e 24(a), nota-se uma diferenca no comportamento das derivadas dos
estados, X3 e X4, € dos sinais de controle, u; € u,, quando considerada a falha nos amortecedores,
b e by, e a massa m = 10 kg. Assim, o controlador (129) obteve um desempenho superior ao

controlador (111).

Contudo, observou-se no projeto que o valor do parametro y dependia dos valores da
matriz &%. Ao aumentar o valor de Y, aumenta-se a rapidez de resposta do sistema. Dessa

forma, € necessdrio mais energia, ou seja, mais sinal de controle u(r). Como a matriz % estd
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relacionada com o sinal de controle u(z), e para que a energia de u(f) ndo seja muito elevada, é
preciso dar importancia para a matriz %, o que, no controle LQR-derivativo, é feito aumentando
seus valores. Porém, o valor de ¥ ndo podia ser muito elevado, pois ndo era possivel alcancar

solucoes factiveis.
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8 CONCLUSOES

O principal objetivo deste trabalho foi propor novas condi¢des para a sintese de
controladores 6timos de sistemas dindmicos e sistemas dindmicos incertos, ou com falhas
estruturais, sendo os projetos dos controladores baseados em LMIs. Tais condicdes LMIs
foram expostas na forma de teoremas e, quando factiveis, sdo facilmente resolvidas por meio
de microcomputadores, utilizando, por exemplo, o software MatLab® (GAHINET et al., 1995).
Além disso, uma outra vantagem do uso de LMIs € a facilidade de inclusdo de incertezas do tipo
politépicas presentes no modelo do sistema e, também, de indices de desempenho no projeto

do controlador, como a taxa de decaimento (7).

Ainda, utilizaram-se leis de controle baseadas na realimentagcao da derivada do vetor
de estados, ou realimentagdo derivativa (u(r) = —Kx(t)). A realimentacdo derivativa apresenta
resultados interessantes em algumas aplicacdes mecanicas, como, por exemplo, no controle
de vibracdes, onde pode-se utilizar sensores do tipo acelerdbmetros para medir o sinal da
segunda derivada (aceleracdo) do estado (posicdo) do sistema. Os acelerometros tém sido
utilizados para a solucdo de varios tipos de problemas de engenharia, podendo reduzir custos

de implementagdo, j4 que possui uma ficil implementag¢do e um baixo custo operacional.

O controlador LQR-derivativo se mostrou uma importante ferramenta quando é
necessario atingir certos requisitos de projeto, como, por exemplo, amplitude do sinal de
controle ou tempo de estabelecimento, ja que € possivel ponderar o vetor da derivada dos estados
e o vetor do sinal de controle utilizando as matrizes de ponderagio do problema LQR, 2 ¢ Z.
Um método para ponderar adequadamente tais matrizes foi o uso do algoritmo genético, método
apresentado neste trabalho. O uso do algoritmo genético em conjunto com a defini¢ao adequada
de uma funcgao objetivo mostrou-se eficaz nas defini¢des das matrizes 2 e & do problema LQR.

No caso deste trabalho, escolheu-se como fungao objetivo o indice ITAE.

As metodologias presentes neste trabalho permitem que o projetista projete
controladores com o objetivo de estabilizar o sistema, além de garantir alguns indices de

desempenho (amplitude do sinal de controle, amplitude da derivada dos estados, tempo de
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estabelecimento). Ainda, o projetista pode restringir os polos do sistema por meio da restricdo

de taxa de decaimento.

Agora, analisando os teoremas que consideram a restricdo de taxa de decaimento,
estes apresentaram resultados superiores aos teoremas que consideram apenas a condi¢ao de
estabilidade, tanto para o tempo de estabelecimento quanto para a amplitude da derivada dos
estados e sinais de controle. Isso se deve a escolha adequada das matrizes de ponderacdo, bem
como a escolha adequada do parametro y da taxa de decaimento, o qual € responsavel por

diminuir o tempo que o sistema leva para atingir o regime.

Ainda, para os teoremas que consideraram uma matriz £ e uma matriz % para cada
vértice do politopo (Teoremas 5 e 6), estes apresentaram resultados semelhantes aos Teoremas

3e4.

Os resultados deste trabalho foram publicados em dois congressos, Congresso

Brasileiro de Automatica (CBA) e INDUSCON.
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