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RESUMO

SOUZA, Maycon Henrique de. Estudo do Teorema de Lagrange e Aplicacoes em Problemas
de Otimizacao. 2019. 63 f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao) — Licenciatura em
Matematica. Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2019

No estudo de problemas de otimizacdo com restricdes de igualdade, o método dos multipli-
cadores de Lagrange permite que sejam determinados maximos ou minimos de uma fungao,
respeitando restricdes de igualdade. Para isso, apresentam-se os conceitos de andlise no R”,
tais como métricas, normas, conjuntos abertos, fechados e compactos, fungdes continuas, limites
e derivadas de funcdes de R™ — R™, bem como os principais resultados sobre esses conceitos
e suas inter-relacoes, até chegar no método dos multiplicadores de Lagrange. Por fim, sdo
apresentadas aplicagdes dos multiplicadores de Lagrange na otimizagdo de fungoes.

Palavras-chave: Andlise. Multiplicadores de Lagrange. Otimizag@o. Problemas.






ABSTRACT

SOUZA, Maycon Henrique de. Study of Lagrange Theorem and Applications in Optimization
Problems. 2019. 63 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagao) — Licenciatura em
Matematica. Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2019

In the study of optimization problems with equality constraints, the Lagrange multipliers method
allows the maximum or minimum of a function, to be determined while respecting equality
constraints. For this, we present the concepts of analysis in R”, such as metrics, norms, open
sets, closed and compact sets, continuous functions, limits and derivatives of R™ functions in
R™, as well as the main results about these concepts and their interactions, until you reach the
Lagrange multiplier method. Finally, applications of the Lagrange multipliers are presented in the
optimization of functions.

Keywords: Analysis. Lagrange Multipliers. Optimization. problems.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZAGCAO

A analise matematica, ou simplesmente analise, lida com conceitos introduzidos pelo
célculo diferencial e integral, medidas, limites, séries infinitas e fungdes analiticas. Segundo
Jahnke (2003), a andlise surgiu do estudo dos nimeros e fungdes reais, mas sua abrangéncia
cresceu, de forma a estudar os nimeros complexos, bem como espagos mais gerais, tais como
0S espagos metricos, espagos normados e 0s espagos lineares topoldgicos (ELT).

A analise foi desenvolvida formalmente no século XVII, durante a Revolugao Cientifica,
mas muitas das suas ideias remontam aos matematicos de tempos anteriores. Os primeiros
resultados em analise estiveram implicitamente presentes nos primérdios da matematica grega
antiga. Mais tarde, matematicos gregos tais como Eudoxo e Arquimedes fizeram uso mais
explicito, mas informal, dos conceitos de limite e convergéncia, quando usaram o método da
exaustao para calcular areas e volumes de regides e sélidos. O primeiro uso explicito de
infinitesimais aparece na obra "O Método dos Teoremas Mecéanicos", de Arquimedes, que foi
redescoberta no século XX (JAHNKE, 2003).

No século XVIII, Euler introduziu a nocao de funcéo, e a analise comegou a emergir como
disciplina independente quando o matematico boémio Bernard Bolzano introduziu a definicao
moderna de continuidade em 1816. No século XIX, Cauchy ajudou a sistematizar o calculo
infinitesimal em fundamentos légicos firmes, com a introducédo do conceito de sequéncia de
Cauchy. Foi ele também que iniciou a teoria formal da anéalise complexa. Poisson, Liouville,
Fourier e outros mais estudaram a andlise harménica. Com as contribui¢cdes destes e de outros
matematicos como Weierstrass, foi-se estabelecendo a ideia moderna de rigor matematico
(JAHNKE, 2003).

E sabido que cada area da matematica tem o seu "habitat", que em termos matematicos,
se chama de dominio ou espaco viavel, que é onde uma determinada teoria faz sentido. Neste
trabalho, o espaco viavel que sera considerado, € o R"™, um espaco vetorial euclidiano n-
dimensional. Trata-se entdo de um trabalho na area de andlise no R".

Como o titulo sugere, o principal foco deste trabalho serd o estudo da teoria necessaria
para se entender o Teorema de Lagrange, e aplica-lo a problemas de otimizagdo. Quanto ao
referido teorema, seu criador, Joseph Louis Lagrange, (Turim, 25 de janeiro de 1736 - Paris, 10
de abril de 1813) foi um grande matematico italiano, que deu grandes contribuicdes a matematica
e a fisica. Uma dessas contribuigdes, foi o Método dos Multiplicadores de Lagrange, pelo qual,
€ possivel encontrar o ponto de minimo ou de maximo, de uma func¢ao real de uma ou mais
variaveis, sujeita a uma ou mais restri¢oes.

E, em matemética, o termo otimizacao, refere-se ao estudo de problemas em que
se busca minimizar ou maximizar uma funcao através da escolha sistematica dos valores de
variaveis reais dentro de um conjunto viavel. Desse modo, resolver um problema de otimizagao,
significa encontrar os pontos de maximo e/ou de minimo de uma fungéo, e € nisso que o método
dos multiplicadores de Lagrange sera utilizado. Mas para isso é necessario estudar os conceitos
de analise no R" que antecendem esse método, ou seja, primeiro € necessario construir uma
base, sobre a qual a teoria desse método estara alicercada. Portanto, os primeiros capitulos
deste trabalhos serdo dedicados a revisao bibliografica de andlise no R", e depois disso virdo as
aplicagdes.
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Gerais

O objetivo principal deste trabalho é utilizar o Método dos Multiplicadores de Lagrange
para resolver problemas de otimizacao.

1.2.2 Especificos

Estudar os conceitos basicos da analise no R", tais como normas, conjuntos abertos,
fechados e compactos, limites, continuidade, derivabilidade e diferenciabilidade de fun¢des de
que vao de R™ em R ou de R" em R™ . Depois de compreendido todos esses conceitos, sera
estudado o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange numa versao bastante geral, que é o caso
das fungdes de R" em R™, com a finalidade de resolver problemas de otimizagao.

1.3 JUSTIFICATIVA

A otimizagao é usada em muitos campos da ciéncia, industria, comércio entre outras
atividades. Por exemplo, pode-se utiliza-la para encurtar um caminho para ganhar tempo,
economizar para comprar algo, tomar decisdo com base em investimentos, etc. Logo, este
trabalho pode culminar na solucdo de problemas de grande importancia para a sociedade
académica, ou para a sociedade civil da regiao de Cornélio Procépio, caso se opte por resolver
problemas a ela relacionados.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: o Capitulo 1 descreve os elementos
da introdugao, o Capitulo 2 aborda os conteidos de métricas e normas, o Capitulo 3 descreve
a topologia de espacos vetoriais normados, o Capitulo 4 aborda os limites e continuidade de
funcdes, o Capitulo 5 descreve a teoria de fungdes diferenciaveis, e na sequéncia, é apresentado
o Capitulo 6, que enuncia e demonstra o teorema dos multiplicadores de Lagrange, e o capitulo
7 apresenta uma aplicagao desse teorema na ciéncia de foguetes, e finalmente, o Capitulo 8
aborda a Concluséo e apés isso sao apresentadas as Referéncias usadas neste trabalho.
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2 METRICAS E NORMAS

Todos as definigdes e resultados aqui apresentados, seguem a mesma linha de racio-

cinio que a apresentada por Cipolatti (2002). Para medir distancias entre pontos de um dado
conjunto A, devemos considerar uma fungdo que a cada dois elementos = e y de A associe um

ndmero

real positivo, denominado distancia de = a y. Tal fungao deve satisfazer as propriedades

usuais da distancia euclidiana definidas para pontos do plano. Denominamos Métricas as fung¢des
gue permitem "medir distancias" entre pontos de um dado conjunto A. Mais precisamente,

Definicao 2.1 Seja X um dado conjunto. Uma métrica em X é qualquer fungdod : X x X — R
que satisfaca as sequintes propriedades:

) >0

)=0

)=d(y,z), Y,y e X

) <d(xz,z)+d(z,y), Vr,y,z € X.

Definicdo 2.2 Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é qualquer fungdo || || que
satisfaca as seguintes propriedades:

) ll2ll > 0, Vo € X;

i) ||z] =0 < x=0;

i) Azl =|Al-|lzl], VA€R e Vo € X;

) [lz +yll < ll=ll + lyll, Yo,y e X.

O conceito de métrica é subsidiario para definirmos o conceito de norma, e o de norma

€ um conceito fundamental para se entender toda a analise no R".

Lema 2.1 Se|| || é uma norma em X, entdo para todo x,y € X temos,

[zl =Tyl T < llz +ylle [zl =yl | < llz =yl

Demonstracdo: Da desigualdade triangular, ||z|| = [z —y +yl| < |lz+ 9yl + || — v =

12+ yll + lly

, logo

]l = llyll < [l + yll (1)
Analogamente, |[y|| = [ly — = + || < [lz + y[| + || = z]| = [« +y|[ + [l=]|, logo,

Iyl =l < [l + ]I (2)

As desigualdades (1) e (2) nos fornecem a primeira concluséo:

[zl =1yl T < llz =+ yll (3)

, logo

Da desigualdade triangular segue que ||z|| = ||z + —y + y|| < |lz —y|| + |ly

]l = llyll < fl = yll (4)
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Analogamente, [ly[| = [ly + 2 —z[| < || =z +yll + [zl = || = (@ = y)l| + [l=]| =
I =yl + [ll], logo,

[yl = Nzl < [l =yl (5)

Das desigualdades (4) e (5), segue a segunda concluséo:

[l ll =Myl < fle = yll- (6)

Por (3) e (6) concluimos o resultado.

Definicdo 2.3 Seja X um espago vetoriale || ||, || ||+« duas normas definidas em X. Dizemos
que estas normas s&o equivalentes se:

Jda,b > 0 tais que allz|. < ||z]lw < ||z, Vo e X.

2.1 NORMAS EM R"

Sabe-se que o conjunto R™ munido das operacdes de soma e produto por escalar € um
espaco vetorial de dimensédo n. Se = = (x1, x3, ..., =,) € R", as expressodes abaixo definem
normas equivalentes em R",

[zl =z [+ Jzo| 4 4 2,

lell2 = VIw1 2 + [ 2+ o+ [2a 2,

”x”OO:ma’X{‘le |ZE2|, cey |xn|}

O principal objetivo desta se¢do é mostrar que, se 1 < p < +o0, entdo a expressao
|lzll, = (Jz1 |P + |29 [P+...+ |2, [P)}/? define uma norma em R". A demonstragéo deste
fato faz uso da Desigualdade de Young e de suas consequéncias, que serao enunciadas e
demonstradas a seguir.

1 1
Lema 2.2 (Desigualdade de Young) Sejamp eq taisque 1 < p,g < +o0 e — + — = 1.

P q
Entao, para todo =,y € R, vale a desigualdade
T |P q
oyl < L2 1wl
p q

Demonstracao: A fungdo real ¢t — Int é concava e crescente. Portanto, para todo o e 3
positivos,

In(Aa+ (1 =X)B) > Alna+ (1 —X)Ing, VYA e€]0,1][.

1 1
Considerando A = —, temos (1 — \) = —, e assim,
p q

In (%a + 56) > % In(a)+-In(5) = In (al/pﬁl/q) ) (7)

1
q
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Considerando |z |P = o e |y|? = [, em (7) temos

i (3 Jal 5 lol") 21 (A1) (19197)

que implica

m('f”'” +@) > (jz] - |yl)=ln(jz-y]),

p q
portanto
x|P q
gl
p q
Definicdo 2.4 Se x = (1, 29,...,2,) €y = (Y1, Y2, ..., Yyn) S80 vetores de R", definimos o

produto escalar usual de R™ por
(wy) = @y
=1
Como consequéncia do lema acima, temos a desigualdade de Hdélder;

1 1
Corolario 2.1 (Desigualdade de Hélder) Sejampeqtaisque 1 < p,q < +oc0 e —+— = 1.

p q
Entao, para todo =,y € R", vale a desigualdade
o) | < llzllp llylly.
Demonstracédo: Se © = (r1,%2,...,2Z,) €y = (y1,Y2,- - -, Yn), Obtemos da desigualdade de
Young,
n n )\p ) 1 .
‘<)\$;y>|ﬁz)\|$i||yi|§2 ?|$z| +5‘yz| ; YA > 0. (8)
=1 =1
Dividindo ambos os lados (8) por A, obtemos
e 1
|<x;y>|sz( . |xi|p+A—q|yz-|q),vx>o ©)
=1

Para x e y fixos, o lado direito da desigualdade (9) define uma fungao na variavel
A€ (0,+00):

)\ Apil p 1 q
P (A) = p 15 + AqHqu-
Portanto, decorre de (9) que | (x;y) | < rxmg o (N).
>
Como ¢ é continua e diferenciavel em (0, +00), e lim ¢ = +o0, e lim ¢ = +o0o,
A—0t A—4-00

segue que  possui minimo.
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p—1 1
Como ¢ (A) = [|]|B + /\—HZ/ 4, derivando e igualando a zero, temos:
q
5 1 llyllg A lzlly 1 llyllg
/)\: -1 )\(p72) p__ - q:0 o N p_ - q
Y'(A) =(p—-1) PR v (p ))\2]) N
_1 q a\ 1/p
00 gy - W, (2 A o
p q P=1q =l
1 1 1 1 —1
masde —+-=1 vem: —=1—-= (p—1) = p=(p—1)q, logo, em (10) temos:
p q p p
1 1/p
A:(gwwm>@ B 1 e 1
pllzllp [l [E4[
oo o i oo v 6 Il , "
omo o Unico ponto critico de ¢ € g = T segue que esse € o ponto de minimo.
p

Para calcular o minimo, fazemos:

/p\ P!
lyllé” Iyl 1 1
)\ = - = - - —_ . p - q
o SO(H.%up ER pxp+<wq”> mm
q -q

||a7||p
N W ] ell, [yl
=lylle = 25 H pr - (11)
el ylld” 4
Como i vi . B (p—1q . .
omo ja visto acima, p=(p—1)q¢ = I 1, assim, em (11) temos:
||y|!q~5-HIHp+T Nyl (12)
1 1 1 1 1 -1 -1
masde -+ -=1, temos: - =1—-- = . S 1:(q—)p = p=
| P 4q p q p q q
— = p= L, logo em (12) temos:
)
q
Uil bty 2 el e = Ll el + L el e~ o0
P q P q P q P q p q p q

1 1 . <1 1)
= —Wllq 1llp + = llzllp |Yllg = | =+ = | IZlp Yllg = 1 - 1zllp [[¥llq;
pH g 1]l qH I» 1l i 1y lyllq (1 [1yllq

concluimos assim, que |(z;y)| < [|z|l, [|yll4-

Observacao 2.1 A desigualdade de Hélder no caso p = 2 € denominada Desigualdade de
Schwarz.



17

Agora, vamos enunciar e demonstrar o teorema que foi referido como principal objetivo

desta sec¢ao, no inicio desta.

Teorema 2.1 Se 1 < p < +oo, entdo ||z, = (|z1 [P + |22|P + ...+ |2, |P)V/? é uma norma
emR".

Demonstracao: Para demonstrar este resultado, provaremos que valem as quatro condigdes
da definicdo de norma. Sejam A € Re z,y € R” tais que = = (z1,%2,...,2,) € y =
(y17y27 cee ayn)

)

ii)

iv)

Queremos provar que ||z||, > 0, Vz € R".

Por definicéo, ||z|, = ¢/|z1 [P + |za|? +...+ |z, [P, mas como | z; | > 0, para cada
i=12...,n e 1<p<+oo, temosque |z1P + |x2|P +...4+ |z,|P >0, e

portanto {/> " | |x;|? >0, logo |[z]|, >0, VzeR™

Primeiramente, vamos provar que ||z|, =0 = z = 0:
Por contra positiva, suponhamos que = # 0, entdo z,. # 0 para algum r € {1,2,...,n},
assim, teremos

0# /P < /larlP +.oo4 |z + .+ zalr = 2],

ou seja, |||, # 0.
Agora, vamos provar que z =0 = |[|z||, = 0.
Suponhamos entdo que = = 0, logo z; = 0, paratodo i € {1,2,...,n}. Temos:

|z]l, = /|07 + [0 +...+ [0]? = ¥/0 = 0.

Se NeR e z=(x1,29,...,2,) € R", Ax = (Az1, Ax2, ..., Ax,).

INally = /1 Aza P + [Aza [P+ 4 [ Az [P = (/(\/\! )4 (AL [ ])

= VI - Jaalr + o (AP -z e = AP (J21 P + 22|+ 2 ?)

= A -/ |21 |P + |22p +.. .+ 2P = A - ||2]lp, YA ER, Vo € R"
Se v = (z1,%9,...,%,) € Yy = (Y1,Y2, - - -, Yn), temos da definigao:

H-T‘H/ngz\$i+yi|p:\$1+y1\p+---+\$n+yn’p
i=1

Ll L T T R U R VRN | P Ry

<lotun (ol + D+ e+ v P (2] + [ yal)
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= |1 | o+ P+ |l P74 ] 2t P+ [ al - [ty P

n

R AR TR e N I RN FR 7 L

i=1 i=1

Considerando os vetores a = (|z1],...,|za|), b = (vils---s|yn]) € ¢ =

(|oy + 1 [P7Y .. |2, +yn [P71), podemos expressar a desigualdade acima como
lz+yll; < (a;0) + (b;c) . (13)

Decorre entao do corolario 1.1 (desigualdade de Hélder), que

Iz +ylly < (a0 +(bse) < lallp - [lellg + 10l - flello-

Observemos que |la|l, = {/\ml P4z, P =zl 0], =
SNl 4+ + Ty [P = Nyl
Além disso,
llelly = (’/(le oy PO+ (e g [P (14)
Temos ainda:
1 1 1
_:_.BZ_'Ea (15)
q q P P q
1 -1
ede —+ - =1, vem —:(p )
q p
= p=(p-1)q (16)
e
—=(p-1). (17)

Usando (15) e (16) em (14) temos:

p/a
lelly = (/Ter Fon P+ Taa+val) = llell2”,

e usando (17) fica: HcHﬁ/q = |||z~

Em (13) obtemos:

lz+yllp < llzlly - e+ ylp™" + vl - le +yllp™
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Iz +yllp

= llz+ylly < Uzl +lyllo) -l +ylly™ = = < llzllp + llylly
p

= e +yly ™ <l +lyll, = le+yll, < el + 1yl

2.1.1 Espacgos Vetoriais de Polindmios

Seja V = P,, o conjunto dos polindmios de coeficientes reais, de grau menor ou igual
a n, munido das operagdes usuais de soma de polinbmios e multiplicagéo por escalar. Entao V'
€ espaco vetorial de dimensao n + 1.

As expressodes abaixo definem normas equivalentes em V':

Se P=ayg+ a1x+ayx>+ ...+ a,z",

n 1/p
HPHp=<Z|%V’> , € [1,+00),
=0

ou seja,

IPll, = {/aol? + a1 [P + |as|P +...+ [an P +, p € [1,40).

||P||OO = maX{|ai|; Z:172a7n}

Os exemplos a seguir ilustram o calculo da norma de polinémios.
Exemplo 1: Seja Pi(z) € Py, tal que Pi(z) = T2° — 92° + 42* + 52 — 222 + 10z + 2,
entao,

1P|z = /1T + [=9P + [4]2 + 52 + [ =2[* + [10]2 + 22

= V72492442 4524224102 4+22=+/49+81+16+25+4 + 100+ 4 = /279 ~ 16, 7.

Temos ainda,

|Pillc = max{|7],|=9],]4[,]5],]—2[,]10],|2],} = max{7,9,4,5,2,10,2} = 10.

Exemplo 2: Seja P(z) € Ps, tal que Pa(x) = 3z° — ba? + 3, entdo,

1P2lls = /1315 + [0 + [0 + [ =5[% + [0[F + [3]¥ = V2 35 + 5% =~ 5,02,
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| P2]|oc = max {|3],]0],| =5, } = max {0, 3,5} = 5.

2.1.2 Espagos Vetoriais de Matrizes

Seja V = M« (R) o conjunto das matrizes de ordem m x n com coeficientes reais,
munido das operacdes usuais de soma de matrizes e multiplicacdo por escalar. Entao V é
espaco vetorial de dimensao m - n.

As expressdes abaixo definem normas equivalentes em V: se

11 A2 - Aip

Q21 Q22 -+ dap
A= ,

Am1 Am2 - Amnp

entao

m n 1/1’
[A]l, = ( |a |p> , pe[l,+00),
=1 j=1

o =max{|a;|l;1=12,....om,3=12,...,n}.
A ii=1,2 i =1,2

Os exemplos a seguir ilustram o calculo da norma de matrizes.
Exemplo 1: Seja A € My (R), tal que

(2 1)

entao,

2 2 1/2
||A||2:< |a2-j|2> = Y5+ 1P+ 3P +|62=v25+1+9+36=V81=09,
i=1 j=1

e

[A]loc = max {|5],|1],|3], |6} = max {5,1,3,6} = 6.

Exemplo 2: Seja B € M- (R), dada por

2 -3
B=|9 5],
6 —3

entao,
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5 o 1/3
HB||3=< Z|aij|3> = Vlan P+ a1 + [ag P+ [ags > + [as P + |z [?
i=1 j=1

7

=VI2P+ =3P+ 9P+ [P +[6P+ |3 +=VB+P+P+5+63+33

= /84274729 + 125 + 216 + 27 = V1132 ~ 10, 42,

temos ainda que

| Blloo = max {|aq |, |ai2], a2 |, a2, a3 |, |as], }

= max {|2],] =3/, 19/, 15/,]6],]=3],} = max {2,3,5,6,9} = 9.

Pode-se facilmente perceber, que as defini¢des das normas || ||, com p € [1,+00),
definidas no R", nos espacgos vetoriais de polindmios, e nos espagos vetoriais de matrizes,
sdo bem parecidas. Isso nos conduz a ideia de construir normas em espagos vetoriais de
dimensao n, a partir de normas conhecidas em R". De fato, considerando o exemplo dos
polinémios, se T : P, — R"! é a aplicagéo definida por T'(P) = (ag,ai,...,a,), onde
P =ay+ a1x + asz® + ... + a,z", entdo T ¢ injetora, pois se P # Q, entdo T (P) # T (Q);
além disso, T' é sobrejetora, pois todo elemento de R"*! é da forma (ag, a;,as ..., a,), ou
seja, T (P,) = R™"!, logo T é um isomorfismo, isto &, uma aplicagéo bijetora que preserva as
estruturas algébricas (estruturas de espacos vetoriais) de P,, e R""!. Além disso, é possivel
verificar que

1Pl = T (P) lp, VP € Pn

onde || ||, representa, respectivamente, norma em P,, e R"*!. Este exemplo sera generalizado
no seguinte resultado.

Teorema 2.2 Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensaon, e'l' : V. — W um isomorfismo.
Se || |lw é normaem W, entdo a expressao

lvllv = T (v) lw (18)

define uma norma em V. Além disso, se || || e || ||z sdo normas equivalentes em W,
entao as normas de V definidas pela relagcdo (18) sdo normas equivalentes em V.

Demonstracao: Para provar a primeira afirmacao, precisamos mostrar que sao validas as quatro
condigbes da definicdo de norma, nas condigbes da igualdade (18).

i) Como || |lw € normaem W, entéo ||T (v) ||w >0, Yv € V,mas ||[T (v)||lw = ||v]v,
logo [|v]|y >0, Vv e V.

i) Suponha que ||z||y = 0, entdo |7 (z)|lw = 0, mas como | |lw € norma em W,
T (z)|lw =0 = T (x) =0, logo, z € ker (7T"), mas como 7" é um isomorfismo, 7" é
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injetora, logo, por resultado, temos que ker (7') = {0}, logo = 0. Ou seja, mostramos
que ||z||y = 0 = x = 0. Agora, suponhamos que x = 0, entdo ||0||y = ||7°(0) ||w, mas
como T ¢ linear, temos que T (0) = 0, logo ||T"(0) ||w = ||0||w, e por || ||w ser norma
em W, ||0]|w = 0, logo ||0||yy = 0, ou seja, mostramos que = = 0 = ||z||yy = 0.

Fica assim provado que ||z||y =0 < = = 0.

i) Sejam v € V, A € R, entéo, |[\v|y = ||T (\v)|lw. Usando as propriedades de
transformacdes lineares, temos que

1T (M) [lw = AT (v) [lw,

e usando o fato de que || ||w € norma em W, obtemos

AT (0) llw = [A]- (1T (0) [lw = [A]- (lvllv,
ou seja, [|Av]ly = |A[ - [[v]lv.

iv) Sejam x,y € V, entéo, ||z + y|lv = ||T (x + y) ||w, que pelas propriedades das transfor-
magdes lineares, fica: |7 (x +y) |lw = |7 (x) + T (y) ||w, e por || ||w ser norma em
w,

1T () + T () lw < IT (@) llw + 1T @) lw = llzllv + llyllv,

ouseja, ||z +yllv < [lzllv + [lyllv.

Portanto ||v||y = ||T (v) ||w define uma normaem V.
Sejam agora || ||» e || |/g normas equivalentes em 1. Tomemos || |. €| |z
normas de V/, definidas por ||v|lor = ||T (v) || € ||w]|g = ||T (w) ||5. Como || |l €] /s s@o
equivalentes,
da,b > 0 tais que al|z|, < ||z|g < bl|z|a, Vo € W.

Em particular, se tomarmos = = T (v), vale

al|T () la < NT (0) [[s < OIT () la = alvller < 0]l < bllv]lar Vo €V,

portanto || || e || |z s&o normas equivalentes em V.
Vejamos agora um exemplo de espago vetorial de dimensao infinita.

2.1.3 Espacos Vetoriais de Fungdes Continuas

Seja V. = C([a,b],R) o conjunto das fungdes reais continuas no intervalo [a, b],
munido das operacdes usuais de soma de fungdes e produto por escalar. Entdo |V é espaco
vetorial de dimensao infinita.

As expressoes abaixo definem normas em V:

i = ([ 17 ar) Y e o)
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[flloe = max{| f () |;z € [a,b]}.

O exemplo a seguir ilustra o calculo de normas de de fungdes continuas.
Exemplo 1: Seja f € C ([0,2],R), dada por f (z) = —z* + 2z, = € [0, 2], entdo

2 2
||f||2=\2//0 |f<x>|2da::\//0 |—a? + 22[2 da (19)

mas para z € [0,2], f (z) > 0, logo em (19) temos \/f02 (—22 + 22)* dz, mas

(—2* + 2:6)2 = (—x2)2 +2-(=2%) -2z + (22)% = 2* — 42® + 422,

temos entao

2
\// (x4 — 423 + 42?) dx. (20)
0

Mas
2 2 2 2 2572 2472 2312
/ (x4 — 42 + 4:102) dr = / 2rdr — 4/ 2dr + 4/ 22dr = {—} — {—} +4 {—}
0 0 0 0 5 0 4 0 3 0
25 4 32 32 96 — 240 — 160
5 + 3 5 0+ 3 15 T

entdo em (20) temos /1,06 ~ 1,03, ou seja,
No caso da norma infinito, teremos:

fll2 =~ 1,03.

| flloo = max{—:c2 +2x; x € [0,2]}.

Para calcular o maximo, fazemos o teste da derivada segunda:
ff(z)=-2x+2=0—-2=1
f" (z) = —2, logo em = = 1 temos um ponto de maximo, e f (1) = — (1)° +2-1=1
€ o valor maximo.
Desse modo || fl|o = 1.
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3 TOPOLOGIA DOS ESPACOS NORMADOS

Os conceitos topoldgicos que sao tratados neste capitulo, sdo fundamentais para o
estudo dos limites, da continuidade e da diferenciabilidade de funcdes de R™ em R™.

Neste capitulo, serdo introduzidos os conceitos fundamentais, e os principais resultados
da Topologia dos Espagcos Normados e, em especial, do espago R". As definicdes e resultados
aqui apresentados, seguem a mesma linha de raciocinio que Cipolatti (2002).

Definicdo 3.1 Seja V' um espago vetorial, munido de uma norma || |,z € Ver >0. O
conjunto

B, (xg) ={z € V; ||z — xo|| < r}

é denominado bola aberta de centro em x € raior.

Agora, com o conceito de bola aberta, € possivel introduzir diversos outros conceitos,
0s quais constituem a base da Topologia.

Definicao 3.2 Seja A um subconjuntode V, e xyg € V.

a) Dizemos que x é ponto interior de A, se existe r > 0 tal que B, (xo) C A.

b) Dizemos que x é ponto de acumulac¢do de A, se Vr > 0,

(B (z0) \ {zo}) N A # 0.

Note que, se x( é ponto de acumulagao de A, entdo xy pode ser aproximado por pontos
de A em alguma "direcdo". E, se z( é ponto interior de A, entdo x, é ponto de acumulagao de
A, exy € A, e nesse caso, xg pode ser aproximado por pontos de A "em qualquer direcao".

Definicdo 3.3 Se ©y € A ndo pode ser aproximado por pontos de A, dizemos que x, é
ponto isolado de A. Mais precisamente, x, é ponto isolado de A, se existe r > 0 tal que
BT (.73'0) N A = {.Z'g} .

Definicao 3.4 O conjunto de todos os pontos interiores de A, é chamado de interior de A, e
denotado por °A:
°A = {x € A;z é ponto interior de A} .

Definicao 3.5 SejaVV um espaco vetorial, e A C V. O conjunto dos pontos de acumulagcao de
A, é chamado de derivado de A, e denotado por A’:

A" ={x € V;z é ponto de acumulagdo de A} .

Observacao: Pode-se verificar que °A C A’, e A\ A’ é o conjunto dos pontos isolados de A.

De fato, seja = € °A, entdo x é ponto interior de A, logo 3r > 0; B, (x) C A, logo,
Vr >0, (B, (x)\ {z}) N A # 0, portanto = é ponto de acumulagdo de A, ou seja, z € A', e
assim, °A C A'.

Além disso, seja zg € A\ A, entdo zp € Ae xy ¢ A, logo zy ndo é ponto de
acumulacgao de A, ou seja,
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Fr > 0;(Br (z0) \ {zo}) N A =0

ou seja, Ir > 0; B, (xg) N A = {x0}, e assim, xy é ponto isolado, concluimos entdo que A \ A’
é o conjunto dos pontos isolados de A.

Definicao 3.6 Dizemos que um subconjunto A de V' é aberto, se A = ° A, ou seja, todos os
seus pontos sdo pontos interiores.

Proposicao 3.1 A unido qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto. A interseccao
finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Demonstracéo: Seja (A,),., uma familia de conjuntos abertos, e € U A). Entdo existe um

A
indice Ao tal que z € A,,, mas como A,, € um conjunto aberto,

Ir > 0; B, (z) C Ay,

logo,
B, (z) C Ay, € | JAs
A

assim U A, é um conjunto aberto.

A
k

Agora, considerando x € ﬂ A;,entdox € A; paratodoi=1,...,k. Como A; é um
i=1
conjunto aberto, para todo 7, existe ; > 0 tal que B,, (z) C A;.
Tomando » = min{ry,...,r;}, entdo B, (z) C A;, paratodo: = 1,...,k, logo

k k
B, (x) C ﬂ A;, e assim, ﬂ A; é um conjunto aberto. [J

=1 i=1

Definicdo 3.7 Dizemos que um subconjunto A C V é limitado, se existe r > 0 tal que A C
BT (l’o)

Definicao 3.8 Dizemos que um subconjunto A C V é fechado se A° é aberto.

Lema 3.1 Se {A.}, ., é uma familia de conjuntos, entdo
(UAQ> =4 e (ﬂAa) = J 4.
Demonstracao: Seja x € (U Aa> ,entdo z ¢ UAa’ logo =z ¢ A,,Va € L, que implica que

r e A8, Va e L,logo x € ﬂAg, e assim (U Aa> C ﬂAg. Seja agora = € ﬂAg, entdo

r € A VYo € L,logo x ¢ A,,Va € L, e assim x ¢ UAQ, logo = € (U Aa) , portanto

OA; C (g Aa>c, e assim, (Laj Aa>c = QA;.
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Sejay € <ﬂ Aa) ,entdo y ¢ ﬂAa, logo y ¢ A,,Va € L, temos entdo que

€ AS . Va € L,logoy €| )AS, e assim, Ao | C| JAS. Sejaagoray €| | AS, entdo
y « o o o

y € AS, paraalguma € L,logoy ¢ A,, para algum « € L, que implica que y ¢ ﬂAa, logo

Yy € (ﬂ Aa> , portanto U AS C (ﬂ Aa) , € deste modo,
(ﬂ Aa> =J4s o

Proposicao 3.2 A inferseccdo qualquer de conjuntos fechados é um conjunto fechado. A unido
finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Demonstracéao: Seja { £}, ., uma familia qualquer de conjuntos fechados. Ent&o, pela defini-
G&o de conjunto fechado, {F5}, , é uma familia de conjuntos abertos. No entanto, temos por

resultado que a uniao qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto, logo U FY éum

conjunto aberto, mas pelo lema (3.1), U Fy = (ﬂ FA> , logo o complementar de <ﬂ FA) é
A A A

aberto, € assim ﬂ F\ é um conjunto fechado, ou seja, provamos que a intersecgao de conjuntos

A
fechados é um conjunto fechado.

m

Por resultado a intersecgéo finita de abertos € aberto, entao ﬂ Ff é aberto, mas pelo

i=1
m

Lema (3.1), ﬂ F¢ = (U F“) , logo U F*| & um conjunto aberto, logo U F* é fechado,
1=1 =1 =1 1=1

ou seja, provamos que a unido finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Definicdo 3.9 O conjunto A = A U A’ é denominado aderéncia ou fecho de A.

3.1 CONJUNTOS COMPACTOS

Definigcdo 3.10 Uma familia { A»},., de subconjuntos de V é denominada cobertura de um
dado conjunto B, se
B C UA)\
A

Se A, é um conjunto aberto, para todo \ € L, dizemos que a cobertura é aberta. Se L é um
conjunto finito, dizemos que a cobertura é finita.

Definicao 3.11 Um conjunto K C V' é chamado compacto, se toda cobertura aberta de K
admite subcobertura finita, isto &, se {A\} rer € Uma cobertura aberta de K, entao existem
A1, ..., A\, tais que

KCA)\lu...UA/\k.

Proposicao 3.3 Todo conjunto compacto é fechado e limitado.
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Demonstracao: Seja K compacto. Provemos inicialmente que K é limitado.
Sejam B (z),x € K, bolas abertas de centro em = € K e raio igual a 1. Entao
{Bi (z)},cx € uma cobertura aberta de k. Logo existem z1,. .., z,, € K tais que

=1
Seja 7 := max{||z1]|,. .., ||zm||} + 1. Afirmamos que B; (0) D K. De fato, seja x € K, entdo

x € U By (z;),logo x € By (x;), paraalgumi = 1,...,m. Assim,
i=1
o]l = [l + @i — zil] < llz = @]l + [lall, (1)

mas como = € By (z;), ||z — z;|| < 1, logo, em (1) temos:

[ = il fll] < 1+ [l (2)

mas ||z;|| < max {||z||,...,||zm] }, logo em (2) temos
Lt [l <14 max{[[z], . e} = 7,

ou seja, 1 + ||lz;|| < 7, e assim,
limitado.

z||,7, logo x € B;(0), portanto K C B;(0), e assim K é

Provemos que k é fechado, isto é, que K¢ é aberto. Seja xy € K°¢. Paracadazx € K,

1
considere r, = §Hx — xg||. Entdo {B,, ()}, é uma cobertura aberta de /. Mas como K é

compacto, existem x4, ..., x,, € K tais que
K c|JB., (z:). 3)
=1
Seja 7 := min{ry,, 74, ..., 7z, } > 0. Afirmamos que B; (zo) C K°. De fato, pela

definicdo de 7 temos

m

B: (z0) = () By, (zo0) (4)

=1
Passando ao complementar em (3), (faca analogia com multiplicar por —1 em ambos os

lados de uma inequacao, passando ao complementar em ambos os lados, invertendo o sentido
da inclusao e da uniao), obtemos:

KD U (B, ()"

Mas, N2, B, (z0) C Nty (B, (2:))°. De fato, pela definigao de r,,,

By, () N By, (o) =0 (5)
Sejay € (2, Br,, (20), entéoy € B,, (v0), Vi= ...,m.
Logo, por (5), y & B, (v:), Vi = ...,m,logoy ¢ U, B, (v:), e assim y €

(U, B, (;))°, mas pelo lema (3.1), (U, B, ()" = N, (B, (2;)), logo y €
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N, (B, ()", portanto

(B, (zo) () (B, (1) C K°, (6)

1=1 =1
mas substituindo B; () de (4) em (6), temos:
BF (SUO) C K.

Logo K¢ é aberto, e assim, K é fechado. []
Proposicao 3.4 Seja F' C K C V, com F' fechado e K compacto. Entdo F' é compacto.

Demonstracao: Seja {G.},., uma cobertura aberta de F'. Entdo, vamos mostrar que
{Go U F°}, .4 é uma cobertura aberta de K. De fato, como K C V = F U F*, entao,
sex € K,temos que z € F'oux € F¢. No primeiro caso, se x € F, entdo = € Ua Go,
logo z € |, (G4 UF*°). No segundo caso, se z € F¢ entdo z € |J, (G, U F*), logo
K c U, (G4 UF¢), ou seja, {G, U F°} ., é uma cobertura aberta de K. Mas como K é
compacto, existem o, ..., a,, € A tais que

K cC U (Go, UF*) = (UG%> UF°,
mas como F' C K, F C (%, Ga;) U F¢, logo

FC OGW

=1

portanto F' é compacto.q

3.2 CONJUNTOS COMPACTOS DE R"

Nesta seccao, serdo enunciados e demonstrados, alguns resultados que visam caracte-
rizar os conjuntos compactos.

Definigcao 3.12 Um conjunto A C R diz-se limitado superiormente se existe b € R tal que
x <b, Yz € A. E neste caso, dizemos que b é cota superior de A.

Defini¢ao 3.13 Um conjunto A C R diz-se limitado superiormente se 4 a € R tal que a <
x, Vx € A. Neste caso, dizemos que a é cota inferior de A.

Definicao 3.14 Seja A C R limitado superiormente e ndo-vazio. Um nudmero b chama-se o
supremo de A, e escreve-se b = sup A se b for a menor das cotas superiores de A. Mais
explicitamente, b é o supremo de A, se cumpre as seguintes condicoes:

) x<b, VreA;
i) Sec e Rétalquex <c, entdob < c.

Definigao 3.15 Seja A C R limitado inferiormente e ndao-vazio. Um nimero a € R é chamado o
infimo de A, e escreve-se a = inf A se a é a maior das cotas inferiores de A. Mais explicitamente,
a é o infimo de A, se a cumpre as seguintes condicoes:
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)a<x, VreA
i) Sec < xVx € Aentdoc < a.

Lema 3.2 (Principio dos intervalos encaixados:) Seja {I} uma familia de intervalos fecha-
dos e limitados de R, taisque I, D I D ... D I} D .... Entdo

(1 # 0.
=1

Demonstracdo: Se I, = [ay, b, pela hipdtese temos que I 1 C I, temos entdo que
ap < agy1 < bry1 < by. Podemos entao escrever:

a1§a2...<ak...§bk...§b2§b1.

Chamemos de A o conjunto dos ag, € B o conjunto dos b;,. Temos que A é limitado,
pois a; é cota inferior, e b, é cota superior de A, Vk € N. Semelhantemente, B é limitado, pois
b, é cota superior, e a;. é cota inferior de B, Vk € N. Sejam o« = sup A e § = inf B. Como
by é cota superior de A, Vk € N, temos a < b, Vk € N. Assim, « é cota inferior de B, e
portanto, a < 3. Podemos entao escrever:

algaggakSOéSﬂgbkgébggbl

Concluimos assim que « e 3 pertencem a todos os I, donde [a, ] C I, Vk € N.
Logo [, 5] C (o y k-0

Definicao 3.16 Chama-se paralelepipedo de R™ todo conjunto P da forma

P = H[ai,bi].

i=1

Lema 3.3 Seja { P}, .y uma familia de paralelepipedos de R" taisque P, D P, O ... D Py .. ..
Entao

() P #0.
k=1

Demonstragdo: Paracada k € N, P, =[], [aix, bix]. Como P, D Py, D ... D Py ..., segue
que I; , = [aik, big] satisfaz I;; D L2 D ... D I;; D ... Logo, pelo Principio dos intervalos
encaixados (lema acima),

ﬂ -['i,k 7& (Da
=1
logo

m P, #0.
k=1

Teorema 3.1 (Bolzano - Weierstrass) Seja A C R" limitado, contendo uma infinidade de pon-
tos. Entdo A’ # (.
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Demonstracao: Sendo A limitado, existe » > 0 tal que B, (0) D A, onde B, denota a bola
aberta de raio r relativa a norma || ||.. Seja Py = B, (0). Entdo Py D Ae

Py = H[i,o, onde ;o = [—r,7].
=1
r
Dividindo cada intervalo /; o no ponto médio, obtemos 2" bolas fechadas de raio 5
Como A possui infinitos pontos, algumas dessas bolas fechadas contém infinitos pontos de A.
Seja

n

b = H (@i, b1l

=1
tal bola.
Novamente, dividindo cada intervalo [a; 1, b; 1] pelo ponto médio, obtemos 2" bolas
fechadas de raio g Seja P, uma dessas bolas, que contenha infinitos pontos de A.

Repetindo o procedimento acima ad infinitum, obtemos uma familia de bolas fechadas
{Px} s Que satisfaz

PlDPQngD...
Pelo Lema (3.3), existe Z € (), Px. Provemos que z € A'.
o
Dado 0 > 0, seja ky € N tal que % < 5 Como z € P, para todo k, temos

Py, C B (z). Como Py, contém infinitos pontos de A, segue que

Bs (z) N (A\{z}) # 0.
Teorema 3.2 Todo paralelepipedo de R™ é compacto.

Demonstracao: Seja P = [[;_, [a;, b;] um paralelepipedo de R" e

5= /(b — a0 .+ (ba — a,)’

seu didmetro.
Suponhamos que {Ga}aeL seja uma cobertura aberta de PP que ndao admite subcober-
tura finita.

Os pontos médios ¢; = % dos intervalos que compdéem P dividem P em 2"

)
paralelepipedos de diametro 3 Algum desses 2" paralelepipedos ndo pode ser coberto por um

ndmero finito de abertos de {G,}. Seja P, tal paralelepipedo.
Repetindo-se o procedimento acima ad infinitum, construimos uma familia { P}, de

)
paralelepipedos, cada P, com diametro o taisque L DO P D P D...

Pelo Lema (3.3), 3z € (,—, Px C P. Portanto, 3o € L tal que T € G,,. Como G, é

aberto, Ir > 0 tal que B, (Z) C G-

T
Escolhendo k& € N tal que o < 3 tem-se P, C B, (Z) C G4, 0 que é uma
contradicao, pois P, ndo pode ser coberto por uma quantidade finita de conjuntos abertos.

Teorema 3.3 Se K C R" é fechado e limitado, entao K é compacto.
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Demonstracao: Se K é limitado, entao existe um paralelepipedo P € R" tal que K C P. Pelo
teorema (3.2) P é compacto, e como por hipétese K é fechado, pela proposicéo (3.4) K é
compacto.

Teorema 3.4 Seja {K,},,., uma familia de compactos R" com a propriedade da intersecggo
finita, isto é, "toda subfamilia finita tem intersec¢cdo ndo vazia". Entdo

() Ko #0.

a€cl

Demonstragdo: Suponhamos que ()., K. # 0 e fixe ag € L. Afirmagéo: {KS},., é uma
cobertura aberta de K.

De fato, se z € K,,, como (), K, # 0, entdo
T E (ﬂ Ka> ,

(O] -y

logo = € |J, K, eassim K, C |, K, ouseja, { K}, ., é uma cobertura aberta de K.
Como K,, é compacto, existem o, ..., o, € L tais que

mas pelo Lema (3.1),

m

Ko, C | JKS,,

=1

Kai> , logo
=1

Kao C (ﬁ Koq) )

i=1

mas pelo Lema (3.1), U Kg, = (

=1

(2

logo Ky, N (ﬁ Kai> = 0.

=1
Assim, encontramos uma subfamilia finita cuja interseccéo € vazia, o que é um absurdo!
c.g.d.

Corolario 3.1 Seja { K, a}aeN uma familia enumeravel de conjuntos compactos de R", tais que
Kl DK2 D ... Entdo

() Ko # 0.

aeN

3.3 SEQUENCIAS EM ESPACOS VETORIAIS

O estudo das sequéncias em espacos vetorias, visa estabelecer resultados gerais, que
posteriormente, serdo especificadas para o espaco R".
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Definicao 3.17 Uma sequéncia de um espacgo vetorial V', é uma fungdo ¢ : N — V, que
associa a cada numero natural n um elemento de V, denotado por x,,. Em geral, a notacdo para
a sequéncia p tal que ¢ (n) = x,, é {x,},y, oU Simplesmente {x,}.

Definigéo 3.18 Seja {z,}, . uma sequéncia de V. Uma subsequéncia de {x, }, é a restrigao
da fungdo ¢ (n) = x, , a um subconjunto infinito N; C N. Neste caso, usa-se a notacdo
{Tn, }ren, - PAra denotar a subsequéncia.

Definicao 3.19 Seja VV um espacgo vetorial normado, e xy € V. Dizemos que uma sequéncia
{z,} deV converge para x, se

Ve > 0,3ng € Nyn > ng = ||z, — x| <e.

Neste caso, dizemos que {x,,} é convergente, e denotamos

lim x, = zq ou x,, — xg.
n—oo

Proposicéo 3.5 Seja {z,} uma sequénciade V.

a) se{x,} converge, entdo o limite é tnico.
b) se{x,} converge, entdo {x,} é limitada.

c) ACVexyC A & existe uma sequéncia {z} de A que converge para x.

Demonstracao:

, 1 <
a) Suponhamos que z,, < l; e x,, < I, com [; # [5, e considere ¢ = gﬂll — l»||. Entdo
existem ny,ny € N tais que

n>ny = |z, — L] <e

n>ng = |z, —lf <e¢

Se ny = max {ny,ns2}, entéo

1 =Ll = [l = o+ 2n = 2ol = [ (20 = 12) + (b = 20) ||

< lzn = lafl + 11y = 2l = flzn = Lol + 1l = (20 = L) | = lln = Lol + [J2n — L]l <e+e

1 2
=2e=2 - ||l =Ll ==||l; =1
€ 3||1 2| 3H1 Al

_ 2
ouseja, [|l; — b < ngl — I

, absurdo! Logo [; = [5.
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b) Seja {z,} — (. Entdo Ing € N;n > ng = |z, — ]| <e.

Tomando € = 1, temos que se

n>ng= |z, =1 <1

Tomando R = max {||zi, |2, -, [k, + 1], }. Entdo ||z, — 0| < R = =z, €
Br (0) = {x,} C Br(0), logo {x,} é limitada.

c) Sejazg € A'. Entdo,V r > 0, (B, (0) \ {zo}) N A # 0. Em particular, para r = 1, existe
T € A,O < H.fl?l — .’13’0” < 1.

1
Analogamente, para r = 5 existe

1
Ty € A;0 < ||z — x| < 5

1 . o , ]
Para r = —, repete-se o procedimento, etc. A sequéncia assim construida tem todos os
elementos de A, e converge para .

Reciprocamente, se existe uma sequéncia {x,,} de elementos de A que converge para x,
com xy, # x( para todo K, entdo, dado r > 0, existe ko € Ntal que 0 < ||zx, — zo|| <,
logo

Tk, € AN (BT (.%’0) \ {l’o}) .

Logo zp € A. c. q. d.

Corolario 3.2 Segja A C V um conjunto fechado e {x,} uma sequéncia de elementos de A. Se
{z,} — xo entdo zq € A.

Demonstracao: Pela reciproca da parte c) da proposicdo anterior, se x,, — xg, entdo zo € A’,
mas como A é fechado, A = A’ U A, logo x € A.

Teorema 3.5 SejaVV um espaco vetorial normado e K C V. Entdo K é compacto se, e somente
se, toda sequéncia {x,}, de K possui subsequéncia {x,,}, tal que z,, — = € K.

Demonstracdo: (=) Se {z,} € K possui subsequéncia convergente, e {z,,}, — z,, temos
que o € K’, mas como K é fechado, K’ C K, e assim, xy € K.

Suponhamos entao que existe alguma sequéncia {yn}neN que nao possui subsequéncia
convergente, e considere B = {z1,x9,23,..., }. Entdo, como x;,i = 1,...,n é um ponto
isolado, temos que B’ = (), logo °B = (), e portanto B é fechado. Além disso, como z,, é ponto
isolado de B, para todo n, temos que, para cada

neN,3e, > 0;B., (zv,) N B ={x,}.

Logo {B., (zn)},cn é uma cobertura aberta de B que ndo admite subcobertura finita, pois cada
B., (z;) cobre apenas um elemento de B, mas como B é fechado e B C F, pela Proposigédo
(3.4), B é compacto, entdo temos uma contradi¢ao.
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(<=) Suponhamos que existe { A, }, ., uma cobertura aberta de K que ndo admite subcobertura
finita. Para cada = € K, seja

d(x) =sup{d > 0,Bs(x) > 0,Bs(x) C Ay, paraalgum o € L} .
Entdo 6 (z) > 0,Vx € K. Seja

do =1inf {0 (z);z € K}.

Se provarmos que dy > 0, podemos construir uma sequéncia {¥, },.y em K que ndo
possui subsequéncia convergente. De fato, segue da definigdo que existe uma sequéncia {x,, }
em K tal que § (z,) — do. Por hipdtese, existe uma subsequéncia {z,, } que converge para
algum ponto zy € K. Seja

6 (20)

> 0.
2

Eo =

Logo, para algum a € A,

BEO ([L’nl) C Bg(xo) (wo) C A,.
Portanto, 6 (z,,) > &¢ > 0, Vi > ig, logo o > 0. c. g. d.
3.4 SEQUENCIAS DE CAUCHY

As sequéncias de Cauchy, sao o aporte tedrico para se definir os espagos de Banach,
que serdo tratados no final desta se¢ao.

Definigdo 3.20 Uma sequéncia {x;} de V é dita sequéncia de Cauchy se,
Ve > 0,3k € N; k1 > ko = ||xp — x|y < e
Lema 3.4 Se {x},. € uma sequéncia de Cauchy em V, entdo {x},} € limitadaem V.

Demonstracao: Seja ¢ = 1. Entéo existe ky € N tal que se

k > ko entdo ||xp — xp,|lv < 1,

mas ||z, — 2k, llv < |lzellv = l|zrllv < 1= [lawlly <1+ (|2 llv, VE > ko.
Assim, se M = 1 + max{||z1||v, [|[z2]lv,- -, |Tko-1llv, [Tk ||V}, entéo ||zxllv <
M,VE € N. Logo {z} ¢ limitada.

Teorema 3.6 Toda sequéncia convergente de um espaco vetorial normado é sequéncia de
Cauchy.

Demonstracao: Seja lim,, ,, =, = ¢, entdo

5
dng € Nym > ng = ||z — zp,|lv < 5
Logo m,n > ng = ||Tm — Zullv = ||Tm — Tn — Tng + Ty ||V
e €
Slzm = Tnollv + 1 = (@0 = Tnp) lv = llTm — Tnollv + |20 — Tollv < 5+ 5 =6,

2 2
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ou seja, se m,n > ng = ||z, — x|l < ¢, logo {z,,} é sequéncia de Cauchy.

Neste teorema foi mostrado que se {xn}neN € uma sequéncia de V', com V espaco
vetorial normado, entéo {x, } é de Cauchy, no entanto, a reciproca nem sempre é verdadeira.
Os casos em que a reciproca € verdadeira, serao tratados de uma maneira diferente, conforme
as préximas definigbes e resultados.

Definicao 3.21 Seja VV um espaco vetorial normado, se toda sequéncia de Cauchy de V' é
convergente, entao V' é chamado de espaco de Banach.

3.5 SEQUENCIAS EM R"

Nesta secao, estudando as sequéncias em R", mostraremos que R" é espaco de
Banach.

Aqui, denotaremos por || || uma norma qualquer de R".

Se {z},, onde x), = (14, Tok, - - -, Tnk), € UMa sequéncia de R” que converge para
zo = (21,0, %20,--.,%np), €Ntdo existe ¢ : N — R” tal que ¢ (k) = x;. Segue da defini¢do
(3.17) que {x,+}, é sequéncia de nimeros reais que converge para ;.

Simplificando, isso significa que se {x},, onde x, = (214, ..., %, ) € uma sequéncia
de N em R” que converge para zo = (21, - .,Zn0), €ntdo decorre da definicdo (3.17), que a
sequéncia formada pelos i-ésimos termos de cada um dos termos de {z} }, tende para o i-ésimo
termo do limite 29 = (21,0, ..., 2n0), OU seja, {x;}, tende para z; .

Proposicao 3.6 Toda sequéncia limitada de R™ possui subsequéncia convergente.

Demonstracao: Seja ¢ : N — R uma sequéncia de R". Seja A o conjunto dos elementos de
p,ouseja, A={p(1),...,p(n),...}.

Se A é finito, entdo existe uma infinidade de nimeros naturais k1 < ky < ... para os
quais ¢ (k1) = ¢ (ko) = ..., logo existe uma subsequéncia constante de ¢ que é convergente,
pois sequéncias constantes sdo convergentes.

Se A é infinito, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, A’ # (), logo, pelo item ¢ da
Proposigao (3.5), se xy € A’, entdo existe sequéncia {z;} de A que converge para xy, com
T # xo, Vk. Logo, neste caso, existe subsequéncia convergente de .

Teorema 3.7 R" é um espaco de Banach.

Demonstracdo: Seja {z}, uma sequéncia de Cauchy de R". Entdo, pelo Lema (3.4), {z;} é
limitada, logo pela Proposicéo (3.6), {x}, possui {xy, }, que converge para Z € R,,. Assim

€
V5>O,E|i0€N;i>z’0:> H.Z'kz—ii'H <§. (7)
Como a sequéncia é de Cauchy,
ko € Ny ki, 1 > ko = || — ]| < g (8)
Seja ]{31 = max {ko, kio}- Se k > kl, entao
_ _ g £
lok = 2] = llow = 2 | + 20, =2 = 5+ 5 =¢, 9)

ou seja, ||z, — Z|| < ¢, logo {z}, tente a .
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Teorema 3.8 Seja K C R". Entdo as afirmativas abaixo sao equivalentes:
a) K é compacto;
b) K é fechado e limitado;

c) Toda sequéncia de K possui subsequéncia que converge para um ponto de K.

Demonstracéo: a) = b) : esta provado pela Proposigéo 3.3.
b) = a) : esté provado pelo Teorema 3.3.
a) < c¢) : estd provado pelo Teorema 3.5.
Como b) = a), e a) = c), entdo por transitividade, b) = ¢), e o resultado fica provado.






39

4 LIMITES E CONTINUIDADE

As definicbes e resultados enunciados, seguem a mesma linha de raciocinio de a
apresentada em Cipolatti (2002).

Iniciaremos o estudo de limites e continuidade de funcdes de R em R™. Denotaremos
as normas euclidianas de R” e R™ (|| ||2) apenas por || || indistintamente.

Definicao 4.1 Sejam f: ACR" - R", zp € A" e beR".
Se
Ve>0,30>02€ A e 0<|lz—xo|| <d=|f(x) =0 <e

(relativamente as normas euclidianas de R™ e R™), entdo dizemos que b € o limite de f (x),
quando x se aproxima de xy, e denotamos

lim f(x)="0.

T—TQ

Observacao 4.1 A definicao de limite pode também ser expressa em notacao de bolas:

lim f(x)=b& Ve >0,30 >0;2€ AN (Bs(xo) \ {z0}) = f (z) € B-(b).

T—rT0

Ou ainda,

lim f(z)=b< Ve > 0,36 > 0; f (AN (Bs (20) \ {zo})) C B. (b).

T—T0

Este teorema relaciona o limite da fungdo f, com limite das suas componentes.

Teoremad4.1 Sgamf: ACR" - R™, f=(f1,...,fm)onde fi: ACR" - R™ Vi=
L...,m, xzg € A, be R™, comb= (by,...,b,). Entdo

lim f(zx)=b< lim f;=0b;, Vi=1,...,m.
T—T0

T—T0
Demonstracao: Suponhamos lim f; (z) = b;, e seja e > 0. Entdo existem ¢y, ..., d,, > 0 tais
Tr—xTQ
quer € Ae0 < ||z — x| <& = fi(xr) —bi|< = .Se{er, ..., en} éabase canbnica de
R™, entdo considerando-se 6 = min {dy,...,d,,}, temos: parax € A, 0 < ||x — xo|| < 0 :

1f (@) = bl = | (fi (@), fo (@) = (br, - b)) [ = [ (1 (&) = b1y, frn (@) = o) |-

Agora escrevemos o vetor m-dimensional f () — b, como combinagéo linear dos vetores da
base canbnica de R™ :

(fi (@) = br) erte A (fn () = bm) emll < [ fo(@)=bu |- fleall+- . 4| fon (2)=bm | - [lem]l

| fi(z)=bi|+...+ | fon (2) = by < £+..,—|—£:g7
m m
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ouseja, ||f (z) —b|| <e,eassim lim f(z) =0
T—TQ
Reciprocamente, se lim f (x) = b, parae > 0 dado, existe § > Otalquesez € Ae
T—T0

0<l|lz—ax| <d=f(x) =0 <e.
Como | fi(z)—=b; | < ||f(z)=0|| <e, Vi=1,...,m,logo| fi(x)—b;|<e, Yi=1,...,m,
portanto lim f; () =b;, Vi=1,...,m.g

T—T0

O préximo Teorema faz relacao entre limites de sequéncias e limites de fungdes.
Teorema 4.2 Sgjaf: ACR" = R™exy € A'. Entdo, lim f(z) =b < V{xy},y C Atal
T—T0
que xy, # xo, Yk € N, tem-se x, — xo = f (x) — b.

Demonstracdo: Suponha que lim f(x) = b. Suponha ainda que V {x}}, . C A tal que
T—T0
Ty # To, Vk € N, tem-se z;, — x¢. Entao

Ve>0,30>0;x € Ae0 < ||z —zol| <d=||f(z) = b <e

Vegq > O,E”{?() e N; k> ky= ||l'k — ZE()H < &3.

Em particular, V6 > 0, dkocn; se

r €Ak >ky= ||z —xo]| <= f(xr) —b|| <e¢

ou seja, f (%) — .
Reciprocamente, suponha que V{z;},.y C A ez, # 2o, Vk € Ne x, — 29 =
((L‘k) — b.D

Teorema 4.3 (Operagoes aritméticas com limites) Sejam f,g: A CR" - R™ exy € A'.
Se

lim f(z)=be lim g(x)=c,

Tr—xQ Tr—xQ

entao,

Jim (f+g)(z)=bxec
{ lim (fg)(z) =b-c

T—T0

Além disso, se ¢ # 0, entdo

i () =7

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.32.

Corolario4.1 Seam f,g: ACR" - R"exy € A'. Se

lim f(z)=be lim g(x)=c,

Tr—xTQ Tr—xQ

entao
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Lema 4.1 Segjam|| ||. e|| ||« respectivamente normas de R" e R™ equivalentes as normas
euclidianas. Entgo

lim f(z)="5

T—TQ

relativamente as normas || ||« e || ||« se, e somente se

lim f(z)="5

Tr—xQ

relativamente as normas euclidianas.

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.33.

41 FUNGCOES CONTINUAS

Iniciaremos esta secao com a definicao de fungéo continua.

Definicdo 4.2 Sgja f : A C R" — R"™ exg € AN A’. Dizemos que f é continua em x, se
lim f(x) = f (x). Mais precisamente,
Tr—TQ

Ve>0,30 >0,z € Ael|lz — x| <d=||f(x) = f(z0) ]| <e.

Pela definicdo de bolas, dizemos que f é continua em x, se e somente se

Ve > 0,30 > 0;2 € AN By (x0) = f () € B (f (20)),

ou ainda
Ve > 0,36 > 0; f (AN Bs (z0) \ {zo}) C B: (f (20)) -
Observacao 4.2 Os seguintes fatos sdo decorréncias imediatas das propriedades de limites.

a) Sef=1(fi,...,fm) entdo f é fungdo continua em x,, se e somente se, f; : A C R" —
R é continua em x,.

b) Se f,g: A CR™ — R s&o continuas em x, e além disso, se g (xy) # 0, entdo a fungédo
§ é continua em x.

Teorema 4.4 Sejam f : A C R" — R™, g : B C R™ — R* tais que f(A) C B. Se
JIQGA/, yOGBﬂB’,

lim f(z) = yo e g € continua em y,
Tr—xTQ

entao

lim (go f)(z) =g (yo)-

T—TQ

Demonstracao:
Seja ¢ > 0 dado. Como g é continua em yj, existe u > O talque y € BN B, (yo) =
g (y) € B:(g(y0)). Como lim f () = o, existe & > 0 tal que
T—T0
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z € (Bs (z0) \{zo}) N A= [ (x) € By (yo) -

Portanto,

z € (Bs (zo) \ {zo}) NA =y = [(x) € By (w),

e consequentemente

g(f(x)) € B.(9(w)) o

Definicao 4.3 Quando uma fungdo f é continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos
que f é uma fungdo continua.

Teorema 4.5 Seja f : R" — R™. As afirmagbes abaixo sdo equivalentes:

a) f é uma fungao continua;
b) Se A é aberto emR™ = f~1 (A) é aberto emR";

c) Se F é fechado emR™ = f~! (F) é fechado em R".

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.35.

4.2 FUNGOES CONTINUAS E COMPACTOS

Os resultados a seguir sdo importantes, pois embasam os tépicos dos Mulplicadores de
Lagrange.

Teorema 4.6 Seja f : R” — R™ uma fungdo continua e K C R™ um conjunto compacto. Entao
f (K) é conjunto compacto de R"

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.35.

Corolario 4.2 Se f : R™ — R é fungdo continua e K C R"™ é conjunto compacto, entao existem
z,% € K tais que
f(@) =min{f (z);2 € K} ef (z) =max{f (z);2 € K}
Em outras palavras, f admite pontos de minimo e de maximo em K.

Demonstracao: Pelo Teorema anterior f (K') é compacto de R. Logo e fechado e limitado. Por
ser limitado, exitem s, 5 € R tais que

s=supf(K)<+4ocoes=inf f(K) > —o0.

Como K é fechado, temos que 5 € f (K) e s € f(K). Portanto, existem z,7 € K
tais que
s=[f(x)es=[f(2),

ou seja, f (Z) € o minimo e f (Z) é o maximo de f (K) .o
O préximo Teorema é consequéncia dos resultados anteriores.
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Teorema 4.7 (Equivaléncia das normas em R") Todas as normas em R™ sdo equivalentes.

Demonstracao: A ideia chave é: se todas as normas sao equivalentes a norma 1, entéo elas séo
equivalentes entre si. Em outras palavras, se || ||. € equivalente a || ||, e || | é equivalente a
| lla,entéo || ||« € equivalente a|| || (transitividade).

Observacao 4.3 Decorre do Teorema (4.7) e do Lema (4.1) que se uma fungao f : R" — R" é
continua em relagdo a determinadas normas de R" e R™, entao f sera continua em relagdo a
quaisquer outras normas de R" e R™.

4.3 FUNGOES CONTINUAS E CONJUNTOS CONEXOS

Relembrando dos conceitos e resultados da Analise Real, de acordo com (LIMA, 2006)
sabe-se que o Teorema do Valor Intermediario, diz que se f : [a,b] — R é continuae f (a) <
0< f(b)ou f(a) >0 > f(b), entdo Iz € (a,b) tal que f (zo) = 0, ou seja, f possui uma
raiz em [a, b)].

O Teorema do Valor Intermediario, se generaliza para o caso vetorial, utilizando-se o
conceito de conjunto conexo.

Definicdo 4.4 Um conjunto B C R™ é dito conexo, se VA, A, abertos tais que

BCA1UA2 eBﬂAZ#®,z:1,2,

tem-se
AN Ay #£ 0.

Teorema 4.8 Se f : R® — R™ é fungdo continua, e B C R"™ é conjunto conexo, entdo
f (B) C R™ é conjunto conexo.

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.37.

4.4 CONJUNTOS CONVEXOS E FUNGCOES CONVEXAS

A definigao seguinte diz que o segmento que liga os vetores z e y, esta inteiramente
contido em A.

Definicdo 4.5 Um subconjunto A de um espaco vetorial V' é dito convexo se, Vx,y € A tem-se
A+ (1=NyeA VA Ae]0,1].

Definicdo 4.6 Uma fungdo f : A C V — R é dita convexa se A é convexo e para todos
x,y € A vale a desigualdade

fQz+ (1 =A)y) <Af(2)+ (1 =A)f(y),YA€]0,1].

Lemad4.2 Segjaf: A CV — R umafungdo convexa. Se x1,xs,..., T, € AeX, o, ..., \x €
(0,1) s&o tais que

M4+ . A =1,
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entao

k k
/ <Z /\z‘%) < ZAif (7).

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002).
O Teorema seguinte, é o mais importante resultado desta secao.

Teorema 4.9 Toda fungdo convexa [ : R™ — R é continua.

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.38.

4.5 CONTINUIDADE UNIFORME

O conceito de continuidade que foi enunciado anteriormente, € um conceito local. Ao
invés disso, a proxima definicdo enunciara um conceito de continuidade global.

Definigcdao 4.7 Seja f : A C R® — R™ uma fungao. Dizemos que f é uniformemente continua
emA, seVe > 0,30 > 0, talque, sex,y € Aelz—vy||<d=|f(z)— f(y)]| <e.

Toda funcao uniformemente continua é continua em seu dominio, pois a diferenga
nas duas definigdes, € que na de continuidade, o ponto ao qual a fungao tende, z,, cumpre a
condicédo zo € AN A’, enquanto na de continuidade uniforme, = € A apenas, logo, se a fungao
é continua em A, em particular tambémoéem AN A'.

Definicao 4.8 Uma fungdo f : A C R" — R™ é dita Lipschitz-continua em A se existe M > 0
tal que

If (@) = f W)l < Mllz =y, Vz,y € A.
Observacao 4.4 Toda funcio Lipschitz-continua é uniformemente continua.
Proposicao 4.1 Seja f : R" — R™ uma fungéo linear. Entdo f é Lipschitz-continua.

Demonstracao: As Lipschitz-continuas sao casos particulares da Hélder-continuas, que vem
logo a seguir.

Definicdo 4.9 Seja0 < o < 1. Uma fungdo f : A C R" — R™ é dita Hélder-continua de
ordem o« em A, se existe M > 0 tal que

1f (@) = f (W) | < M|z —y|* Vo, y € A
Observacao 4.5 Os conceitosde continuidade uniforme, Lipschitz-contnuidade e Hélder-
continuidade ndo se alteram para normas equivalentes, ou seja, ndo dependem das normas que
estejam fixadas em R" e R™.

Teorema 4.10 Toda fungdo continua definida num compacto K C R™ é uniformemente continua.

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.41.
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4.6 O TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Definicdo 4.10 SejaVV um espacgo vetorial normado, A C V e f : A — V uma fungdo. Dizemos
que f é uma contragcdo em A se existe 0 < a < 1 tal que

If (@) = F W) v < ellz—ylv,Vo,y € A.
Defini¢do 4.11 Dizemos que T € V' é um ponto fixo para uma fungédo f : V — V se f (z) = Z.

Teorema 4.11 Seja V' um espaco de Banach relativamente a norma || ||v. Sef:V — V é
uma contragdo em V', entao f possui um tnico ponto fixo.

Demonstracao: Ver Cipolatti (2002), p.43.

Observacao 4.6 O fato de uma fungdo ser uma contragdo em V' para uma norma || ||«, ndo

implica necessariamente que f seja contracdo para uma norma equivalente.
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5 FUNCOES DIFERENCIAVEIS

As defini¢cdes e resultados apresentados neste capitulo, seguem a mesma linha de
raciocinio que a apresentada em Cipolatti (2002), e as demonstracdes dos resultados deste
capitulo sdo muito avancadas, e extrapolam o alcance deste trabalho, assim, serdo sé enunciados,
mas suas demonstragdes podem ser encontrados na mesma referéncia.

Iniciaremos aqui, o estudo da diferenciabilidade de fungdes f : R” — R.

5.1 DERIVADAS DIRECIONAIS

Definicao 5.1 Seja ©y € R e @ um vetor unitdrio de R". Dizemos que f possui derivada
direcional em xq na dire¢cdo de 1, se existe o limite

lim f(xo+ Au) — f (z0)
A—0 A

)

denominado derivada direcional de f em x, na diregdo de 1, e denotada por

oL ().

No caso em que i = e; é o i-ésimo vetor da base canénica, denotamos a derivada
direcional na direc&do de e; por

af
89@ (370) ’

que denominamos derivada parcial de f em x, em relagdo a x;.

Defini¢do 5.2 Uma fungdo f : R™ — R é dita Gateaux-derivavel em x, se f possui derivadas
direcionais em todas as diregées 1.

5.2 FUNCOES DIFERENCIAVEIS

Para fixar a notacdo no que se segue, consideraremos {2 C R™ um conjunto aberto,
| || @ norma euclidiana de R" e f : 2 — R uma fungéo.

Defini¢ao 5.3 Dizemos que [ é diferenciavel (ou Fréchet-derivavel) em x, € () se existem
fungées L, e,, : R" — R tais que

f<x0+h):f(x0)+L(h)+5xo<h)a

com L linear e ¢,,, satisfazendo

=0.
h—0  ||A]]

Se ¢,, satisfaz (5.3), diz-se que ¢, € fungdo o (||h||). Para simplificar a notagado, em
vez de ¢,,, escreveremos apenas ¢ (h), deixando de explicitar a dependéncia de € em .

Se f é funcao diferencidavel em x,, entdo a transformacao linear L. é denominada
diferencial de f em x (ou a derivada de Fréchet de f em x), e denotamos f' (x).

Lema 5.1 Se f é fungéo diferenciavel em xq € €2 e Ly, L, sdo diferenciais de f, entdo L, = L.
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Proposicao 5.1 Se f é diferenciavel em xy € ), entao f é continua em x,.

5.3 O VETOR GRADIENTE

Para se definir o vetor gradiente de uma funcao f : (2 C R" — R™, é necessario
relembrar alguns fatos da Algebra Linear, que serdo enunciados a seguir.

Observacao 5.1 Se L : R" — R™ é uma transformacao linear, fixadas as bases canénicas de
R"™ e R™, existe uma matrizm x n, A = [a;;] tal que

L(z) = Az, Vx € R".

Neste caso dizemos que A é a matriz associada a transformagéo L, ou representacao
matricial (ou representagcdo em coordenadas) de L relativamente a base candnica.

Representaremos a matriz associada a uma transformagéo L por [L)].

Observacdo 5.2 Se L, : R" — R™ e L, : R™ — R¥ sdo duas transformacées lineares, entéo
podemos definir Ly o L, : R* — R* e

[Ly o Ly] = [Lo] - [L4].

Definigdo 5.4 O vetor V f (zo) = (g—gfl (x0),..., 5L (x0)> de R™, é denominado vetor gradi-
ente de f em x e é tal que se f é fungao diferenciavel em x, entao

I (x0) (h) = (Vf(xg);h),Vh € R".
E importante ressaltar que a existéncia do vetor gradiente ndo implica a diferenciabili-

dade de uma fungao, mas se a fungao for diferenciavel entao o vetor gradiente é a representagao
matricial de f’ (x() relativamente a base candnica de R”.

5.4 REGRAS BASICAS DE DERIVACAO

Proposicao 5.2 Sejam f, g : {2 — R duas fungbes diferenciaveis em xy. Entao
a) f + g é diferenciavel emzq e (f + g) (z0) = f' (w0) + ¢ (w0);
b) fg é diferencidvel em x, e (fg)' (wo) = f (z0) ¢’ (wo) + g (o) f' (x0);

c) seg(zg) # 0 entdo f é diferencidvel em x( e
9

5.5 A MATRIZ JACOBIANA

Seja f : 2 € R™ — R™ uma funcao diferenciavel em xq € €2, entdo sua diferencial (ou
sua derivada de Fréchet), [ (z¢), € uma transformagéo linear de R” em R™.
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A matriz associada a f’ (x() relativamente as bases canénicas de R" e R™ é dada por

0 0
S—Q €2) % (zo) -+~ % (o)
[f (z0)] = : : - :
Ofm Afm Ofm
S (o) B2 (wg) -0 GE2 (mg)

Definicao 5.5 No caso em que, na matriz da transformacgéo linear, que é a derivada, m for
igual a n, diz-se que a matriz [f' (x¢)] é denominado matriz Jacobiana de f em x,. O seu
determinante é chamado Jacobiano de f em x, e o seu traco é denominado Divergente de f
em x.

Denota-se o Jacobiano de f em xq por

Jr (w0) = det [f' (20)]

Denota-se o Divergente de f em xq por

div f (xo) =tr[f Z g?

5.6 A REGRA DA CADEIA

A regra da cadeia é uma férmula que é usada para derivar fungdes compostas.

Teorema 5.1 (Regra da Cadeia) Sejam () subconjunto aberto de R" e A subconjunto aberto
de R™. Suponha f : 2 — R™ e g : A — RF duas funcées tais que f () C A. Se f é
diferencidvel em x e g € diferencidvel em yo = f (xy), entdo g o f é diferencidvel em z, e

(go f)/l’o =g (y0) © [ (20) -
Em particular
[(g0.f) wo] =g (yo)] [f' (x0)] -
5.7 O TEOREMA DO VALOR MEDIO

Teorema 5.2 Seja f : R” — R uma fungéo diferenciavel, e x, x5 dois pontos de R". Entéo
existe T sobre o sequimento de reta que liga x1 a x» tal que

flaz) = [ x1) = (VI ()22 — 21) -
5.8 O TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Teorema 5.3 Seja{) C R" aberto e f : 2 C R" uma fungo de classe C' tal que J; (xq) # 0.
Entao existe oy > 0 tal que

a) f éinjetoraemU = By, (o),
b) V = f(U) é aberto;
c) f1:V — Uédeclasse C* e [(f~1) (f (0))] = [ (z0)] "
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6 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Os resultados deste capitulo seguem a mesma linha de raciocinio que a apresentada
em (CIPOLATTI, 2002).

Finalmente, chegamos ao capitulo em que sera enunciado o Teorema dos Multiplicado-
res de Lagrange, mas para isso, primeiro sera necessario enunciar o:

Teorema 6.1 (da Funcao Implicita) Seja f : R¥x — R™ uma funcéo de classe C'. Suponha
f (2o, 0) =0e

of
det | = (xq, 0.
€ |:ay (550 3/0)] 7é
Ent&o existe um conjunto aberto ) C R* e p :  — R™ fungéo de classe C' tais que

a) ro € Q ey (wo) = yo;
b) f(x,¢o(x))=0,Vz e Q.
Demonstracao: Recomendamos Cipolatti, 2002, p.122.
Teorema 6.2 (Multiplicadores de Lagrange) Sejam f,g : R* — R fungées de classe C' e

S ={x € R" g(x) =0}. Suponha x, € S tal que ¢’ (x¢) # 0 e f (z9) = min{f (z);z € S}.
Entao existe (multiplicador de Lagrange) \ € R tal que

Vf(xg) = AVg (z0).

Demonstragao: Como ¢’ (zg) # 0, podemos supor sem perda de generalidade que a% (x0) #

0.
Seja A € R tal que
of 9y
=A
o (o) . (o)
Para completar a demonstragéo, basta mostrar que
of ]
= A
8ZL‘Z' (IO) 81‘2 (xO)
éverdade parai=1,...,n— 1.

Denotando = = (Z,y) € R"™! x R, zy = (%o, yo) temos que

0 ag , .
81:gn (950) = 8_39/ (950790) # 0,

pois z,, & a n-ésima componente de z, e segundo a notagéo = = (z,y) € R"! x R, y também
€ a n-ésima componente de x. Decorre entdo do Teorema da Fung&o Implicita que existe uma
vizinhanga aberta Q@ C R"! de 7, e uma fungéo ¢ : Q — R de classe C' tais que ¢ (%) = o
e

g(Z,9 () =0,VZ € Q (1)
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Além disso, como zy = (%, yo), por hipdtese temos que

f (@0, 0 (70)) < f(Z,¢(T)), VT € Q,

logo 7z € 2 é ponto de minimo para a fungao diferenciavel z — ¢ () = f (Z, ¢ (Z)). Portanto
Y’ (2y) = 0, e da Regra da Cadeia vem,

o (o) = | 5L (o) + 5 ) o @l =0, @)

e derivando (1) em relagéo a x, obtemos

0 0 .
28 (o) + 52 (o) (] . ®

Agora, como (2) e (3) sdo ambas iguais a 0, multiplicando (3) por A e subtraindo de (2)
obtemos:

% )] + Z i @) =3 ([2 0] + 2 ) =0

of dg of 9y e
= (5 0]~ 2|2 0] + (B (o) = AZE (a0 ) ¢ (] =0,
mas como ¢ (£y) = Yo, COM Yo constante, temos que ¢’ (7) = 0, portanto em (6) temos

L 0] =2 | )]

O Método dos Multiplicadores de Lagrange, na pratica funciona basicamente as-

sim: Para determinar os valores maximo e minimo de f (z1,xs,...,2,) sujeitos & restricdo
g (x1,29,...,2,) = k, supondo que esses valores extremos existam e que Vg # 0 sobre a
restrigéo g (z1, xs, ..., z,) = k, siga os seguintes passos.

a) Determine todos os valores de x1, zs, ..., 2, € \ tais que

Vf ($107$207 s 7',];710) = )\Vg (w107x207 s 7',];710)

g(z1,29,...,2,) = k.

b) Calcule f em todos os pontos (x1, s, ..., T,) que resultaram do passo (a). O maior
desses valores serd o valor maximo de f, e o menor sera o valor minimo de f, sujeitos
a restricdo do problema. Se escrevermos a equacao vetorial Vf = AV g em termos de
suas componentes, as equagdes do passo (a) ficam f., = Aguy» oo = NGzys fo, = AGa,,
e g(z1,xq,...,2,) = k. Isto € um sistema de n + 1 equagdes a n + 1 incdgnitas,
X1, Lo, ..., Tn €A
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7 APLICACAO

Neste capitulo, sera resolvido um problema retirado de Stewart (2013). Sera utilizado o
Método dos Multiplicadores de Lagrange, na otimizacao de projetos de foguetes, tais como o
Pegasus XL, usado atualmente para o langcamento de satélites, e o Saturno V, que colocou o
primeiro homem na Lua. Esses foguetes sao projetados para usar trés estagios em sua subida
para o espaco. O primeiro e maior estagio, impulsiona o foguete até que seu combustivel acabe,
e entdo esse estagio e ejetado, diminuindo a massa do foguete. O segundo e o terceiro estagios,
que sdo menores, funcionam da mesma maneira, e o resultado da propulsado total dos trés
estagios, é que a carga do foguete entra em érbita em torno da terra.

Aqui, o objetivo principal é determinar as massas individuais dos trés estagios, que
foram projetados de forma a minimizar a massa total do foguete, e ao mesmo tempo permitir que
ele atinja a velocidade desejada.

Para um foguete com um Unico estagio, consumindo combustivel a uma taxa constante,
a variacao na velocidade resultante da aceleracao do foguete, foi modelada por

B (1—S5) M,
AV = cln(l L

onde M, é a massa do propulsor do foguete, incluindo o combustivel inicial, P é a massa da
carga, S é o fator estrutural determinado pelo projeto do foguete (neste caso especifico, é a
razao entre a massa do foguete sem combustivel e sem carga, e a massa do foguete com carga
e combustivel), e c é a velocidade de exaustao relativa do foguete (constante).

Considere agora um foguete de trés estagios e carga de massa A. Suponha que as
forcas externas sejam despreziveis, e que c e S permanegam constantes em cada estagio. Sem
M; é a massa do i-ésimo estagio, podemos inicialmente considerar que o propulsor do foguete
tenha uma massa M, e sua carga tenha massa M, + M3 + A; o segundo e o terceiro estagios
podem ser tratados da mesma forma.

1. Mostre que a velocidade atingida depois que os trés estagios sao ejetados é dada por

v =c|ln M+ My + Ms + A +In M+ Ms + A +1In M?’—M
= SM, + My + M; + A SMy + My + A SM; + A

Solucao: Temos que a velocidade ao final do 1° estagio € dada por

AVlz—cln(l— (1-5) My )>:—cln(M1+M2+M3+A_M1+SM1>

M, + (My+ M3+ A M+ My+ Mg+ A

eln SM, + My + Ms + A I SM1+M2+M3+A>‘C
My +M,+M;+A ) M, + My + M;+ A

B R N DA G C VRS O R
N (5M1+M2+M3+A>C N 1 (SMl -+ M2 + M3 + A)C

Mi+My+Mz+A

_m(M1+M2+M3+A>C_C.1n(M1+M2+M3+A)
SMy + Ms + M3+ A SM, 4+ My +Ms+A)°
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A variagao da velocidade resultante da aceleracdo do 2° estagio é :

A‘/Q = —cln (1 — M) — In <(P+M2) _M2+SM2)

P+ M, (P + M>)

My + A+ My — My + SMy\ ™ © 1
In =In <

M3 + A + M2 SMo+Ms+A ¢
Mo+Msz+A

m(l (M2+M3+A)C>_l <M2+M3+A)C

1 (SMy+ My + A)F SMy+ My + A

el M2+M3+A)
My+ Ms+A)°

A variagao da velocidade resultante da aceleragao do 3° estagio é :

AV = —cln (1 —

(1—S)Ms\ . [A+My— M+ SMs\ ° 1
>~ 7 ° ) =In =In
( Ms3+A

P+M3 A+M3 SM3+A>C

—1In E(M?’—w —In Mt A C_C.ln M+ A
B 1 (SMs+ A)F) SMz+A) — SMs+A)

Logo, a velocidade atingida depois que os trés estagios sao ejetados, € dada por

vr — 1o M+%+%+A_th%i%ié4mh_%ii)
F= SM, + My + Ms + A My + Ms + A SMs+A)’

que implica

M, + My + M;+ A My + Ms;+ A My + A
vy =c |ln +1n +In | —-—
SMy + My + M3+ A SMsy + Ms + A SMz+A) |4

2. Desejamos minimizar a massa total M = M; + M, + M3 do propulsor do foguete, sujeita a
restricdo que a velocidade desejada vy do item 1 seja atingida. O método dos Multiplicadores
de Lagrange € apropriado, mas é dificil implementa-lo usando as expressoes de que dispomos
até aqui. Para simplificarmos, definimos variaveis N; de modo que a restricdo possa ser
expressa como vy = ¢ (In Ny + In N, + In NV5). Como é dificil expressar M/ em termos dos NN;,
€ desejavel usar uma fungao mais simples, que ao ser minimizada, leve também a minimizacao
de M. Mostre que

My+My+Ms+A  (1-S)N;y Mo+ Mz+A  (1-S)N, 6M3,+A_ (1 —95)N;
My+M;+A — 1—SN, ' M;+A  1—SN,’ A 1—8N;s

e conclua que
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M+A (1 —5)*> Ny N,N;

A (1—SN,) (1— SNo) (1 — SN)

Solucao:

(1-S)Ni N —SN
1—SN, 1-SN

[M1+M2+M3+A (M1+M2+M3+A)]

SMy+ My +Ms+A "~ \SM, + My + Ms+ A

;{1_S(M1+M2+M3+A)}
' SMy + My + My + A

My A+ Mo+ My + A — S (M + My + Mz + A)
(SMy + My + M3+ A)

[ (SMy + My + Mz + A) ]
(My+ Ms+ A) — S (My+ Ms + A)

(= 8)(My+ My +Ms+A) M+ My + Mz + A
(1—-S5)(My+ Mz + A) My + M;+ A

ou seja,

My+My+Ms+A  (1-S)N;
My+M;+A — 1-SN;

Além disso,

M2+M3+A: (1—=S5)(My+ M3+ A) _ (Mo + M3+ A) — S (My+ M3z + A)
M;+ A (1-2S8) (M3 + A) (Ms+ A)— S (Ms+ A)

(My+ M3+ A) — S (My+ My +A) (SMy+ M;+ A)

(Ms+A)— S (Ms+ A) (SMy+ M3+ A)
(Mo Mz +A) = S(Ma+Mz+A)  (SMa+ Ms+ A)
(SMy+ M3+ A) (Ms+A)—S(Ms+ A)

(My+ M+ A) =S (My+ Mz +A)  (Ms+A)—S(Ms+ A)

(SMy+ Ms+ A) ' (SMy+ Ms+ A)

(M + M + A) S(M2+M3+A)} . [(M3+A) — S (M; + A) (SMy — SMy)

(SMy+ M3+ A)  (SMy+ Mz + A) (SMy + M; + A)
. _(1=95N;
[(1=8)No] +[1 = SNo| = TSN,

Ainda temos:
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M3+A_M3+A.(1—S) M3+ A-S(Ms+ A)
A A (1-9) A—SA

_ My+A—S(Ms+A) (SMy+A)  My+A—S(Ms+A) (SM;+A)

A—=54 (SM3+ A) (SMs + A) "TA_GA
[ My+A  S(Mz+A)] [ A-SA
a {(SMerA) a (SM3+A)} - {(SM3+A)} — S (Ms + A)

B A= SA+(SMs — SMs)] [(SMs+A)  S(Ms;+ A)
= (N?’_SNS)T{ (S + 4) 1 = (Ng_SN?’)T[(SMngA) " (S, + A)
_ . C(1-9)N
= (N3 — SN;) + (1 — SN3) = TSN,

Portanto, temos

M+A_M1+M2+M3+A_M1+M2+M3+A_(M2+M3+A)
A A B A (My+ M3+ A)

M+ My+ Ms+ A (My+ M+ A)  (1-S5S)N (Mo+Mz+A) (M + A)

(My 4+ M3 + A) A (1—SNy) A (M3 + A)
C(1=8)Ny (My+Ms+A) (Ms+A)
T (1-5N) (Mz+4) A

(1-S)N, (1-S)N, (1-S)N; (1 —5)° NyNyNs

(1—SNy) (1—SN;) (1—SNs)  (1—SNy)(1—SNy)(1—SNg)™

3. Verifique se In <(MT+A)> tem os mesmo pontos de minimo que M utilize os Multiplicadores
de Lagrange e o resultado do item 2 para determinar as expressdes para os valores de N; onde
o minimo ocorre suijeito & restricdo vy = ¢ (In Ny + In Ny + In N3).

Solucao: Seja

f (N1, Ny, N3) = In ( (1—8)° Ny NoNN; >

(1= SNy) (1= SNy) (1 — SN)

g (N1, No, N3) = [In (Ny) + In (N2) + In (N3)] = vy,

pelo método dos Multiplicadores de Lagrange temos:

vf = /\v.g = <fN17fN2afN3> = <)‘gN17)‘gN27)‘gN3> .
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Usando as propriedades dos logaritmos, podemos simplificar f.
F(Ny, Noy Ng) =1In (1 — 8)° +In (Ny) + In (N,) + In (N3) +

—In(1—-5N;)—In(1—SN;) —In(1—SN;)

1 1 1 S
le_E_(m'(_S))_E+1——S”M’
1 S 1 S

fN2:F2+1—SN2’ ngzﬁS—i_l_SNS)

c c c
gn, = Ea gnN, = Ff gNs = E

Temos entao:

L+L—)\ i (1)
N, 1-SN, = N/’
L+L—)\ i 2
Ny, 1—-SN, = N, @)
L_FL—)\ i 3
N; 1—SN; = N3 )
e
vf =c(In Ny +1In Ny + In Ns) (4)
De (1) vem: \ = % . <NL1 + ﬁ) gue substituindo em (2) vem:
1, S 1, sm |C_M[L S ]_1 SN
Ny (1—=SNy) |c ¢c(1—=SN)| Ny c [Ny (1-=8SNy)| ¢ ¢c(1-SN)
1 SNQ _1 SNl _
et ioon e teazawy T =M
Substituindo A de (1) em (3) temos:
1, S 1, sm O _M[L, S ]_1, SN
N3 (1—SN3)— C C(].—SNl) N3 Cc N3 (1—SN3) _C C(]_—SNl)
1 SN. 1 SN
-y T Ny= N,

¢ c¢(1=SN;) ¢ c¢(1—SNy)
Substituindo Ny, N, e N3 em (4), temos:

c(In(Ny) +In(Ny) +1n(Ny)) = vy

= 3In(N;) = £ ln(Nl):g—f N =Ny = Ny = e,
C C
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4. Determine uma expressao para o valor minimo de M como fungéo de v;.
Solucao:

v v v 3 ’Ui 3
(1—5)363%63%63% (1-5) (63C>
3

(1—5637]2) (1—56%> (1—56%) N (1—Se%>

(1-5) (e%) (09 (e5)

(1—56%) (1—56%) .

5. Se desejarmos colocar um foguete de trés estagios em uma 6érbita 160 km acima da superficie
terrestre, a velocidade final necessaria é de aproximadamente 28.000 km/h. Suponha que cada
estagio seja construido com um fator estrutural S = 0, 2 e que a velocidade de exaustao seja
¢ = 9.600km/h.

a) Determine a massa total minima M do propulsor do foguete como fungao de A.

Solucao:

minf(N17N27N3) =1In

= In

28000

3
L (Meay (1-0,2) (%) WA (0sen
min In _ _
A 1-0,2 <e§.89%%%) A 1—0,2e097

= min M ~ A-89,14697 — A ~ A(89,14697 — 1) ~ A - 88, 14697

b) Determine a massa de cada estagio como fungdo de A.

Solugao:
28000
MytA (Q-5)N,  [(1-0.2) (55
A 1= 5N 1—0,2(&%%%%)
0,8 %97
T (T) — A~ A-(4,46720 - 1) = A -3, 46720

M2+M3+A (1—S)N2 0,8'60’97
= = My = [ ——
M3—|—A 1—SN2 1—072'60’97

) (M — M3) — M;— A
= M, = (4,46720) - [A (4,46720) — A + A] — [A (4,46720) — A + A]

= M, = A - (4,46720)° — A (4,46720)
Agora,
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(My+My+Ms+A) (1-5)MN {(1—5)1\]1

- 1— SN,

_ Ma + My + A] — [My + My + A
M+ M + A 1SN, } Mz My + A = [ My o+ My + 4]

= M; = (4,46720) - [A - (4,46720)* — A - (4,46720) + [A - (4,46720) — A] + A]

— [A-(4,46720)% — A - (4,46720) + A (4,46720) — A + A]

= M; = A- (4,46720)° — A - (4,46720)° .

6. O mesmo foguete precisaria de uma velocidade final de 39.700 km/h, aproximadamente, para
escapar da gravidade terrestre. Determine a massa de cada estagio que minimizaria a massa
total do propulsor do foguete, e Ihe permitiria carregar uma sonda de 200 kg para o espaco.
Solucao:
< 0,8 - e35000 )
M3 = 200 - o | — 200 ~ 2879,10196u.m.

1— 0, 9 . ©3-9600

0.8 e\’ 0.8 . piomo
M, = 200 - ( ’ 59700 ) — 200 ( ’ 25700 ) Rz 44.325, 24243u.m.
1—0,2 - e39600 1—0,2 - e39600

0.8 e \° 0.8 e \?
M, = 200 (1 Sy ei%é%%> — 200 (1 Sy 65-%2%%> =~ 682.409, 6744u.m.
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8 CONCLUSAO

Os conceitos de andlise no R"™ ndo fazem parte do contetdo previsto na grade curricular
do curso de licenciatura em matematica da UTFPR, campus Cornélio Proc6pio, no entanto,
0 estudo desses conceitos propicia uma maior aproximacao entre a matematica estudada
na graduagao e a pesquisa em matematica. No Capitulo 2 deste trabalho, os conceitos de
métricas e normas, servem de generalizacdo de medi¢des, que usualmente sdo feitas em linha
reta, ou espaco real unidimensional, em medidas de area em planos, ou espacos euclidianos
bidimensionais, e medidas de volume, no espaco euclidiano tridimensional. Ja o Capitulo 3,
que fala da topologia dos espacos normados, traz uma descricio topolégica desses espacos,
e culmina na descricdo topoldgica do R, que é o espaco de interesse final do trabalho. Nos
Capitulos 4 e 5 trata-se da teoria de limites, continuidade e derivadas de fungbes nesse espago,
porque na aplicagao dos multiplicadores de Lagrange, séao utilizadas fungdes desse tipo. E no
capitulo 6, chega-se a teoria dos multiplicadores de Lagrange propriamente dita, e precede o
capitulo 7, da aplicagdo. Assim, vé-se que é necessario percorrer um caminho até se chegar a
resolver o problema final, e foi necessario extrapolar a abrangéncia do conceitos estudados no
curso regular da licenciatura em matematica.

Neste trabalho, pode-se perceber a potencialidade das aplicagées da matematica, para
o desenvolvimento da industria, comércio e da tecnologia, como é o caso da aplicagao dos
multiplicadores de Lagrange na ciéncia dos foguetes, que permitiu otimizar a massa de cada um
dos trés estagios (tanques de combustivel), para que a massa fosse a menor possivel, e ainda
permitisse atingir a velocidade final desejada. Portanto essa aplicagdo mostra o quao util sdo os
conceitos matematicos, no desenvolvimento tecnologico.
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