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Resumo

Analisamos um problema de transmissao de ondas viscoelasticas. Isto é, estudamos a
propagacao da onda sobre materiais consistindo de componentes elastica e viscoelastica
em um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira suave e fronteira com condicoes de
transmissao. Mostramos que para este tipo de material a dissipagao produzida pela parte
viscoeldstica é suficientemente forte para produzir decaimento exponencial da solugao,

nao importando quao pequeno seja o tamanho da parte viscoelastica.
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Abstract

We consider a transmission problem of viscoelastic waves. That is, we study the wave
propagations over materials consisting of elastic and viscoelastic components in a bounded,
open connected set with smooth boundary and transmission boundary conditions. We

show that for this type decay of the solution, no matter how small is its size.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia, unicidade e estabilidade exponencial para o pro-
blema de transmissao de ondas viscoelasticas, isto é, consideramos a propagacao da onda
sobre corpos consistindo de dois tipos de materiais fisicamente diferentes. Uma compo-
nente é uma parte elastica simples, enquanto a outra é uma componente viscoelastica
dotada de “memoria de longo alcance”t. E reconhecido que um corpo puramente elastico
produz uma equacao de movimento conservativo, enquanto materiais viscoeldsticos in-
duzem a um mecanismo de dissipagao. Quando atua de forma efetiva em todo o dominio,
produz taxa de decaimento uniforme da energia, desde que a funcao de relaxacao decai
exponencialmente (ver[22]).

Estamos interessado em estudar as propriedades resultantes de um material misto
quando uma dessas componentes ¢ dissipativa e a outra é do tipo conservativa. Mais
precisamente, consideramos um material composto de duas partes, uma parte viscoelastica
e outra elastica conservativa. Desta maneira, o assunto principal de nosso trabalho tem
por objetivo abordar o comportamento assintotico de um problema de materiais mistos,
isto é, mostramos que a dissipacao dada pela parte viscoelastica é suficientemente forte
para produzir taxa de decaimento uniforme.

O problema de transmissao para equagoes hiperbdlicas foi estudado por Dautray e
Lions [6] que provaram a existéncia e regularidade de solugoes para o problema linear,
enquanto em Lions [I1] provou a controlabilidade exata. Este tltimo resultado significa
que o sistema todo pode ser controlado por um controle que atua em uma parte estratégica

da fronteira.

'Memoria de longo alcance significa que as tensdes a qualquer momento dependem da histéria completa

de tensoes que o material sofreu.



A respeito de sistema viscoelasticos, gracas aos trabalhos de Dafermos [3] , [4] , Dassios
[5], Munoz [21] entre outros, é reconhecido agora que a solugao do modelo viscoeldstico
completo decai uniformemente para zero quando o tempo tende para o infinito fazendo
com que a funcao de relaxacao decai exponencialmente.

Existe relativamente poucos resultados matematicos sobre problemas gerais de movi-
mento e deformagoes de materiais viscoelastico localizados. Dentre estes, podemos destacar
o trabalho de Oquendo [23], onde ele analisou a estabilidade de um problema de trans-

missao viscoelastico, dado pelo seguinte sistema:

Py — Uz, =0 em 10, Ly[x]0, 00|
¢

P2Vst — QpUsy +/ g(t — $)vge(s)ds =0 em |Lg, L[x]0, 00|
0

u(0,t) =v(L,t) =0 em ]0,00[

ja]
ja]
w

t u(Lo,t) = v(Lo,t) em ]0,00]
g(t — s)vy(Lo, s)ds em |0,00[

—~ —~ —~ —~ —~ — —~
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S S = =2 < <
ot P~
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alux(Lo, t) = Oézvx(Lo, t) —

S—

ja]
o
D

u(z,0) = ug(x) e u(x,0) =wuy(z) em 10, Lo

(@]
(=]
-3

v(x,0) =vo(x) e v(x,0) =vi(x) em |Lg, L]

onde as densidades de massa p; , po e os coeficientes de elasticidade « e ag, assumem
valores positivos fixados .

A solugao {u(z,t),v(x,t)} do sistema acima descreve o deslocamento vertical de uma
corda de comprimento L, que tem uma parte eldstica sobre |0, Ly[C|0, L[, outra vis-
coelastica sobre |Lg, L[C|0, L[ e fixa nos extremos do intervalo |0, L[ como vemos na

seguinte figura:

Parte Eléstica Parte Viscoelastica

Podemos considerar a equagao nao linear da corda vibrante de comprimento L3, de

tal maneira, que tem uma parte viscoeldstica sobre o conjunto ]0, L1[U] Lo, L3[C]0, L3[ que
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denotamos por O, outra eldstica sobre |Lq, Ly[C]0, L3| e fixa nos extremos do intervalo

10, L[, conforme figura abaixo:

Parte Viscoelastica Parte Elastica Parte Viscoelastica

0 u L1 v L2

cujo sistema viscoelastico ¢ dado por

Uy — AUgy + F(u) + g % tge =0

Uy — by + G(v) =0

u(0,t) = u(Ls, t) =0

u(Ly, t) =v(Lj,t) ;) =1,2

auy,(L;,t) — g *uy(Lj, t) = buy(Lj,t) ;5 =1,2
u(z,0) = ug(x) e w(x,0) = up(x)

v(x,0) =vo(z) e vy(x,0) = v (z)

em

em

em

em

em

em

em

u L3

0x]0, 0]

JL1, La[x]0, 00
0, 00]

0, 00]

0, 0]

re0

xr G]Ll,LQ[

onde os coeficientes de elasticidade a e b, assumem valores positivos fixados .

A generalizagao natural do sistema [(0.0.8)-(0.0.14)] é dada pelo seguinte problema

misto nao linear

uy —alAu+ Fu)+ g« Au=0 em
v —bAv+ G(v) =0 em
u(z,t) =0 em
u(z,t) =v(x,t) em
Ou _ou _,ov
Yoo 0w " "o "

u(z,0) = ug(x) e u(x,0) =wuy(z) em

v(z,0) =vo(z) e v(z,0) =vi(z) em

QQX]0,00[

9 X]0,00[

I'x]0, 00|

F1X]07 OO[

F1X]0,00[

Q2
)



onde 2 C IR™ um dominio limitado com fronteira I' regular, sendo Q; CC Q e Qy = Q\Qy

ambos subdominios com fronteiras regulares I'y e I'y = ' U T'y, conforme figura abaixo.

T v = normal exterior a {2y

Iy

QQ - Q\ﬁl

Q:QlLJQQ FQZFUF1

Em Lions [L1] foi estudado o problema de contrabilidade exata para a versao linear
do sistema acima quando g = 0 e FF = G = 0. Isto é, existe um controle ¥ atuando
sobre I' que leva o sistema ao repouso. A controlabilidade exata do problema nao linear
correspondente permanece aberto. Uma resposta parcial é dada por Zuazua & Tcheougoné
Tebou em [24].

Nossa dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No capitulo (1) apresentamos as notagoes bésicas, resultados preliminares e resulta-
dos principais usados na resolucao do sistema [(0.0.15)-(0.0.21)].

No capitulo (2) mostramos a existéncia e unicidade das solugoes regulares e fracas
do sistema [(0.0.15)-(0.0.21)].

Finalmente no capitulo (3), mostramos o decaimento exponencial da solu¢ao do

sistema [(0.0.8)-(0.0.14)].



Capitulo 1

Notacoes Basicas, Resultados

Auxiliares e Resultado Principal

Estabeleceremos neste capitulo as notacoes, as hipéteses sobre os dados e apresentare-
mos em forma de proposicoes os resultados basicos que serao utilizados nos capitulos

posteriores.

1.1 Notacoes Basicas

1.1.1 Topologias Fraca e Fraca Estrela

Uma propriedade importante das topologias é que se uma topologia possui menos abertos
entao ela possui mais compactos, e estes por sua vez sao importantes para os teoremas
de existéncia. De forma breve apresentaremos aqui duas topologias menos fina, isto é,
possuem menos abertos que a topologia da norma, esta tltima chamamos de topologia

forte.

Seja E/ um espago de Banach com dual E' . A topologia fraca o(E, E’) sobre F é a
topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E’. Quando
(Zn)new converge para z em E segundo a topologia fraca denotamos por x,, — = em E.

Temos a seguinte proposicao:

ot



Proposicao 1.1 Seja (x,)new uma sequéncia num espago de Banach E. Entao
(a) z, ~x em E < (f,x,) — (f,z),V f € L.

(b) Se x, — x em E, entdao v, — z em E.

(c) Sex, = x em E, entao ||z,| € limitada e ||z|| < liminf ||z,].

(d) Sex, ~x emE e f,— femE, entao (fn,xn) — (f,x).

Demonstragao: Ver [1]. Pagina 35.

Vale ressaltar aqui que se E tem dimensao finita, entao as topologias forte e fraca

coincidem.

Sobre E’ temos duas topologias: a topologia forte, associada a norma, e a topologia

fraca o(E’, E"). Podemos ter uma terceira topologia, para isso seja x € E fixo e defina

J. E — R
[ = <Jxaf>E//,E/ =(/, x>E',E

verifica-se que J,, é linear e continua, portanto (.J;)cp é uma familia de elementos de E”.
A topologia menos fina de £ que torna continuas todas as aplicagoes da familia (J,),cp é
chamada topologia fraca estrela, denotada por o(E’, E'). Quando (f,).en converge para
f segundo essa topologia escrevemos: f, — f em E’. Note que quando E é reflexivo

(E = E") as topologias fraca e fraca estrela coincidem. Temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.2 Sejam E um espago de Banach e (f,)new uma sequéncia em E'. Entao
(@) fo=femE & (fp,2) = (f,2), V€ E.
(b) Se f, — f em E', entao f, — f em E'.

(c) Se f, — f em E', entdo f, = f em E'.



(d) Se f, = f em E', entdo || f,|

¢ limitada e || f|| < liminf || f,]].

(e) Se fo = femE ex, — x em E, entio {f,,v,) — (f,z).
Demonstracao: Ver [1]. Pagina 40.

Destacamos ainda

Proposicao 1.3 Sejam E um espac¢o de Banach separdvel e (f,)new uma sequéncia li-
mitada em E'. Entdo eviste uma subsequéncia (fn,),cn que converge na topologia fraca

estrela.

Demonstracao: Ver [1]. Pagina 50.

Proposicao 1.4 Sejam E um espago de Banach reflexivo e (,)new uma sequéncia li-

mitada em E. Entao eviste uma subsequéncia (x,, ). que converge na topologia fraca.

Demonstragao: Ver [1]. Pagina 50.

1.1.2 Espacgos LP(Q)

Sejam 2 um aberto do R" e 1 < p < oo, definimos LP(£2) como sendo o espago das
fungoes mensurdveis u : 2 — IR tal que |u|P é Lebesgue integrével sobre 2. A norma em

LP(§2) ¢é dada por:

[l Lo () = [/Q \u(:z:)|pdx] : .

Para o caso em que p = oo definimos L*(£2) como sendo o espago das fungoes mensurdveis

que sao essencialmente limitadas e



|||y = inf{c; |u(z)| < c q.s. em Q},
é uma norma em L>*(2). Temos que
Proposicao 1.5 LP(Q2) € um espago de Banach para todo 1 < p < co.
Demonstracao: Ver [1]. Pagina 57.

Proposigao 1.6 (Desigualdade de Hélder) Se uw € LP(Q2) ev € LY(2) com 1 <p <

1 1
00 e -+ —=1. Entao uv € L' () e tem-se a desigualdade

p q

/Q fuv] < lull oy 0] oy,

Demonstragao: Ver [1]. Pagina 56.

Quando p = 2 temos que L*(€2) é um espago de Hilbert munido do produto interno

e norma induzida

il = ( [ Itz m) "

Um resultado importante é a proposi¢ao abaixo, a qual permite identificar o dual de

1 1
LP(2) com L4(Q2), onde , + P 1.

Proposicao 1.7 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam f1, fa, - -, fi funcdes

1 1 1 1
tais que f; € LPi(Q), 1 < i < k, onde —= —+ —+---+ — < 1. Entdo o produto
P P P2 Pk
f=Ffifafs - fre LP(Q) e
1fllzr@) < W fillzer @l f2ll oo @ 1 fsll oos ) - - - (] fill o -



Demonstragao: Ver [1]. Pagina 57.

Proposicao 1.8 (Teorema da Representagao de Riesz) Sejam 1 < p < oo, ¢ €

1 1
(LP(Q)) e =+ — = 1. Entdo existe uma tnica u € LI(Q) tal que
p q

(o, 0) = /QU(x)v(x)dfa Vo e LP(Q) e llullq) = el e @)

Demonstracao: Ver [1]. Pagina 61.

Quando p = oo, temos
Proposicao 1.9 Seja ¢ € (LY(Q)). Entdo existe uma unica u € L>(Q) tal que

(p,v) = /Qu(a:)v(x)dx, Vove Ll(Q) e ||lull L) = ||90H(L1(Q))’-

Demonstragao: Ver [1]. Pdgina 63.

Proposicao 1.10 Seja (fn)new uma sucessao limitada em LP(2) e f € LP(QY), tal que

|fo = fllze) — 0. Entdo existe uma subsequéncia (fy,) tal que

1. fo(x) = f(2) g.5 em Q

2. | fuo (@) < h(x), VEk € q.5s em Q, com h € LP(Q).

Demonstracao: Ver [1]. Pagina 58.



1.1.3 Distribuicoes

No estudo de equagoes diferenciais parciais, para que seja possivel resolver problemas em
que os dados iniciais nao possuem derivada no sentido classico surge a necessidade de
se obter um novo conceito de derivada. Por volta de 1.936, Sobolev introduziu o con-
ceito de derivada fraca que apresentou o aspecto negativo de que nem toda funcao de

Ll

loc(£2) possui derivada neste sentido. Isto ocorreu pelo fato de se exigir que a derivada

fosse uma funcao localmente integravel. Em 1.945, Schwartz apresentou o conceito de
distribuicao que eliminou este incoveniente da derivada fraca. Além disso se uma funcao
possui derivada no sentido classico, entao ela coincidira com a derivada distribucional,
portanto temos uma generalizacao do conceito de derivada. Nesta subsecao faremos uma
breve introducao ao estudo das distribuicoes, apresentando as notagoes e resultados que

serao usados posteriormente.

Sejam © C IR™ um aberto e k = (ky, ko, ..., k,) € IN" um multi-indice, denotamos

|k| = k1 + ks + - - - + k,, e definimos

. BILd
D =
Ok1z10k209 .. OFna,,’

o operador derivacao de ordem |k|. Quando |k| = 0, define-se D°u = u, para todo u.

Por D(Q2) denotamos o espago das funcoes testes em ). Denomina-se distribuigao
sobre Q2 a toda forma linear e continua, 7' : D(2) — IR. O conjunto de todas as dis-
tribuigoes sobre {2 é um espago vetorial o qual representa-se por D’(2), chamado espago
das distribuicoes sobre §2. Neste espaco introduzimos a seguinte nocao de convergeéncia:
uma sequéncia (7,,),enw C D'(2) converge para T em D'(2) se para toda ¢ € D(Q2) a
sequéncia numérica ((T,, ¢)),ew converge para (T, ¢) em IR.

Seja u € L} (Q), entao T, definida em D(2) por

loc

(T o) = / u(@)p(x)dz, ¥ ¢ € D),

10



é uma distribuicao sobre ).

Proposigao 1.11 (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L} (). Entio T, =0 se

loc

e somente se u =0 ¢q. s. em Q.

Demonstragao: Ver [18]. P4gina 10.

Desta proposicao tem-se que T, fica univocamente determinada por u q. s. sobre €,

1

Le(82), entdo T, = T, se e somente se u = v (. s. em 2. Por este motivo,

isto é, se u, v € L

identifica-se u com a distribuicao T, por ela definida.

Ressaltamos aqui que existem distribuigoes nao definidas por fungoes L}, (Q2), pode-se
ver um exemplo em [I5], pagina 28. Desta forma vemos que o conceito de distribuigao

generaliza o de funcao localmente integravel.

P
loc

Proposicao 1.12 Seja (u,)yenw C L
u, — u em D'(9).

(Q), 1 <p< oo, tal que u, — u em LV (), entdo

loc

Demonstracao: Ver [18]. Pagina 13.

Define-se a derivada de ordem « de uma distribui¢ao 7" sobre €2 como segue:

(DT, ) = (~1)(T, D) , ¥ ¢ € D(Q).

Verifica-se que DT é uma distribuicao. Com isso temos que toda distribuicao sobre (2
possui derivada de todas as ordens, que ainda é uma distribuigao sobre §2. Além disso, o

operador derivacao D* : D'(Q2) — D'(Q) tal que T +— DT ¢é linear e continuo.

1.1.4 Espacos L?(0,7;V) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam 1 < p < oo, V um espago de Hilbert e 0 < 7" < oo. Define-se LP(0,T; V) como

sendo o espaco de Banach formado pelas fungoes vetoriais u : (0,7) — V tais que a

11



aplicacao t — |Ju(t)||y é mensuravel e ||u(t)||y € LP(0,T). Quando 1 < p < oo define-se
em LP(0,T;V) a norma:

|—=

T P
lull oz, = [ / Hu(twedt] ,
0

quando p = oo, temos

lulleeoo,rvy = sup essfu(t)]lv-
0<t<T

Para o caso em que p = 2, temos que L?(0,7;V) é um espago de Hilbert, com o

produto interno

(1, 0) o7 = / (u(t), o(t)), dt.

Um resultado importante a respeito dos espagos LP (0,7;V') é o que permite fazer a
identificacdo (L? (0,T;V))" ~ L2(0,T;V"), onde 1 + 1 1, para o caso em que p = 1,
identifica-se (L' (0,T;V)) ~ L= (0,T;V"). Farenzios ;Zgora ocasoemquep =1leV =
L*(Q)). Para isso defina

F L= (0,T;L%(Q) — (L' (0,75 (L*(9))))

onde

F(u): L' (0,T;(L*()) — R
¢ e (Flu)€) = / (), 1)) oy o

F' ¢ linear, continua e bijetiva. Deste modo fazemos a identificacao:

L= (0, T3 L2(S0) = (L' (0,5 (L))’

12



e os elementos de L* (0, T; L*(f2)) podem ser vistos como elementos do dual de

LY (0,T;(L*))). Entao quando dizemos que

u, = uem L™ (0,T; L*(2)),

temos que

(uy, €) = (u, € (o 2@y ety ¥ € € L0, T5(LHQ))),

o que significa que

/0<§(t)aUu(t»(m(n))’xp(g)dt — /0 (€(), u(t)) L2y xr2() 4 (1.1.1)
vV £eL'(0,T;(L*()).

Temos agora a seguinte proposicao
Proposigao 1.13 Se u, = u em L= (0,T; L*(Q)), entio u, — u em L?(0,T; L*(Q2)).

Demonstracgao:
Dada h € (L?(0,T; L*(Q)))’, pelo teorema de Riesz existe uma tinica o, € L2 (0, T; L*(Q))

tal que

(h W) 20y xr2(@) = (P W)pag) ¥ w € L7 (0, T L*(Q)) = L*(Q).

Considere

£€:(0,7) — (L*Q)
b E(1),

onde

13



§6): L) —» R
f= <§(t>7f>(L2(Q))’><L2(Q) = (¢n, f) -

Entao ¢ € L' (0,T; (L2(Q))/). Pela hipétese e considerando em (1.1.1) a fungao £ acima

definida, segue que

(ATW%Uﬂﬂﬁﬁ—ﬁATw%u@»dt

Entretanto note que

T
/ (on () dt — / on (o, (1, )zt = (91,0 12
0 Q
(h, uv>(L2(0,T;L2(Q)))'xL2(o,T;L2(Q)) ;

e analogamente

T
/O (on, u(t)) dt = <h7u)(L2(0,T;L2(Q)))’><L2(0,T;L2(Q))'

Portanto:

/
<h; uy> — <h7 u>(LQ(O,T;L2(Q)))’XLQ(O,T;L2(Q)) s V he (L2 (07 T, L2<Q))) s

ou seja

u, = wem L* (0,T; L*(2)) .

Uma distribuigao vetorial sobre (0,7 é qualquer aplicagao linear e continua de D(0,T')

em V', o espago das distribuigoes vetoriais representaremos por D’(0,7; V).
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Considere u € LP(0,T;V) e p € D(0,T), a integral (integral de Bochner)

/0 u(t)p(t)dt

existe como um vetor de V, entao

T.:D0,T) — V
T
o / u(t)g&(t)dt
0
é linear e continua no sentido da convergéncia de D(0,T), isto é, T,, é uma distribuigao

vetorial sobre (0,7"). A distribuicdo T}, ¢ univocamente determinada por u e com isso

fazemos a identificacao u ~ T,,.

Define-se a derivada de uma distribuigao vetorial como segue: sejam u € D'(0,T;V)

en > 0, a derivada de ordem n de u é dada por

d"u n/ Ao
<E’¢> =(-1) <U, %> , Vo eD(0,T).

Seja V' um espago de Banach. Representamos por C ([0,7]; V) o espago das fungoes
vetoriais u de [0,7] com valores em V, tais que ¢t — |Ju(t)|yv é continua em [0,7]. A

norma em C ([0, T]; V') é dada por

lulleqozivy = max [lu(®)lly.

Dizemos que u € C,, ([0,T]; V) quando a aplicagao t — (&, u(t)),, € continua em [0, 77,

VvV & € V. Com respeito a estes espacos, temos

Proposicao 1.14 Sejam V e H dois espagos de Hilbert e 1 < p < oo. SeV — H e
u€ LP(0,T;V) comu € LP(0,T; H), entio u € C([0,T]; H)NC, ([0, T]; V).

Demonstracao: [14].
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1.1.5 Espacos de Sobolev

Consideremos 2 um aberto limitado do IR" com fronteira I' bem regular. Definimos o

espacgo de Sobolev como:

WmP(Q) = {u e LP(Q); D € LP(Q), Y |a] < m},

onde D® é o operador de derivagao de ordem «, no sentido das distribuicoes. Este espaco

estd munido da seguinte norma:

hSA

[ullwmr@) = Z ||Dau||ip(9)

0<|er|<m

Em especial, quando p = 2 o espaco W™?(Q) é um espago de Hilbert que denotamos
por H™(Q). O fato que, em geral, D(£2) nao é denso em H™(2) nos motiva a definir um

NnoOvVo espago

m H™ ()
Hg'(Q) =D(Q)

que é um espago de Hilbert quando munido da topologia induzida do H™(2). Represen-
tamos o dual de H"(Q2) por H~ ().
A desigualdade abaixo nos permite estabelecer uma norma em H}(Q) equivalente a

norma induzida por H'().

Proposicao 1.15 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um aberto do R"™ limitado em

alguma direcao x;. Entao
[0l < (b— 0|V, u € HA(Q),

onde prog;2 C (a,b).
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Demonstragao: Ver [18]. Pégina 36.
A aplicagao [|ull g1 (o) = [Vu| define uma norma em Hy(Q2). De posse da desigualdade de
Poincaré, verifica-se facilmente que esta norma é equivalente a norma usual, induzida por

H'(Q). Associado a essa norma temos o produto interno

((u, U))Hg Q) — (Vu, vU)L?(Q) :

Proposicao 1.16 Seja Q um conjunto aberto do R", de classe C', com fronteira limi-

tada. Sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < oo. FEntdo, temos as sequintes imersoes

continuas:
1 m 1 1 m
se ———>0, entago W™P(Q)— LIQ) onde — = — — —,
Py (€2) (€2) PR
se - = 0, entao W™P(Q) — LUQ)V q € [p, +0],
p
1
se —— 2 < 0, entao W™P(QQ) — L>(9),
p N

Demonstracao: Ver [1]. Pagina 168.

Proposicao 1.17 Seja 2 um conjunto aberto do IR", de classe C*, com fronteira limita-

da. Seja 1 < p < oo. Entao, temos as sequintes imersoes continuas:

. 1 1 1
se 1<p< N entio W'P(Q)— L (Q) onde — = - — —,
(@) = (@ onde =~

se  p=N, entio W"(Q)— LYQ)V q € [p, +o0],
se p> N, entio WH(Q) — L>®(Q),

Demonstracao: Ver [1]. Pagina 168.

Proposicao 1.18 (Rellich-Kondrachov) Seja Q2 um conjunto aberto e limitado do IR",
de classe C'. Entdo as sequintes imersoes sio compactas:

c 1
se p< N entdio WH(Q) — L1 )VqE[l,p*[ondeE:__

(Q
se p=N, entio WP (Q) < LI(Q) VY q € [1,+o0],
se p>N, entio W'(Q) < C(Q),

17



Demonstragao: Ver [1]. Pagina 169.

Proposicao 1.19 (Lions-Aubin) Sejam By, B, By espagos de Banach, By, By reflez-

wos, By — B — By com imersoes continuas e By <% B com imersdo compacta. Seja
W[0,T] = {u € L"(0,T; By),u' € L (0,T; By)}
onde 1 < pg,p1 < 00, com a norma definida por

lullwioz = llwllzroo,r:80) + 1@l Lo (0781

Entao, W[0,T] € um espaco de Banach reflexivo que esta imerso compactamente em

LP(0,T; By).

Demonstracao: Ver [14]. Pagina 58.

Proposigao 1.20 (Lema de Lions) Seja (u,) uma sequéncia de fungéoes de L9(2x]0,T'])

el <qg<oo. Se
e u, — u, quase sempre em 2x]0,T[
o |luy|lzacaxjorp < ¢, Vv € IN

entdo, u, — u fraco em L(2x]0,T)

Demonstracao: Ver [14]. Pagina 12.

1.1.6 Teoria Espectral

Muitos problemas em equacoes diferenciais parciais podem ser reformulados numa forma
abstrata envolvendo operadores em espagos de Hilbert. Nesta subsecao pretendemos apre-
sentar o classico Teorema Espectral, fundamental para a escolha de bases convenientes

para a construcao de solucoes aproximadas. Para que fique claro o enunciado do Teorema
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Espectral, consideremos dois espacos de Hilbert complexos V e H taisque V — He V é
denso em H. Consideremos ainda a(u,v) uma forma sesquilinear continua em V' x V.
Seja A um operador linear de V em V. Denotemos por D(A) ao conjunto dos u € V' tal
que a forma antilinear v — a(u, v) é continua em V' com a topologia induzida por H. Como
A = H, podemos prolongar esta forma antilinear a todo H, e portanto, pela proposicao
(1.8), para cada u € D(A), existe um tnico A(u) € H tal que a(u,v) = (Au,v), Yv € V.

Observemos que
D(A) ={ueV; 3 f e H tal que a(u,v) = (f,v)g, Vv e V}e Au=f.
Segue desta caracterizagdo que D(A) é um subsepaco linear de H e que
A:DA)CV — H

definido acima é um operador de H. Neste contexto, diremos que A é o operador definido

pela terna {V, H, a(u,v)}.

Proposicao 1.21 (Teorema Espectral) Sejam V' e H dois espagos de Hilbert, tais que
V<SH eV oé denso em H. Suponhamos que a(u,v) € uma forma sesquilinear continua
em V xV, com a(u,v) hermitiana. Seja A o operador definido pela terna {V, H, a(u,v)}.

Entao:

(i) A € auto-adjunto e existe um sistema enumerdvel, ortonormal e completo (w,),en de

H constituido por vetores prdprios de A, e além disso, (wy,)vew € completo em V;
(ii) Se (\))vew sdo os valores proprios de A correspondentes aos (wy,)yen entao

0<>\1§)\2§§/\V§, e\, — 00.
(iii) O dominio de A é dado por:

D(A) = {u € H; Z/\?,](u,w,,)H]z < oo} :

(iv)

Au = Z Ao (U, wy)pw,, ¥ u € D(A).

v=1
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Demonstracao: Ver [20]. Pagina 127.

1.1.7 Teoria do Traco

Conforme explicitado em Cavalcanti e Domingos Cavalcanti [2] existe uma tnica aplicagao

m—1
v o H™Q) — ] H™VA(D)
7=0
u = 7(”) - {70u7 mu, ... 77m—1u}7

denominada aplicagao traco; que é linear, continua, sobrejetiva, com nicleo H{*(2), veri-

yu = (u

e admitindo uma inversa a direita, A linear e continua, isto é, existe uma aplicacao linear

ficando

o1y

F’H"aym—l

ou

Fu%

F) Yu € D(Q)

m—1
A J[ HVAT) — H™(Q)
j=0
que é continua e satisfaz

m—1
(A =¢ V¢ € ] H™I7VAT)

7=0
Tomando, em particular, m = 1 temos a aplicagao
v o HY(Q) — HYAT)
u = You = ulr

que ¢ denominada aplicagao trago de ordem zero.

Consideremos H'(Q) = {u € H(Q); Au € L*(Q)} munido do produto interno
(u, 0)1 = ((w, 0)) @) + (Au, Av)12(q)

que o faz um espaco de Hilbert.

A aplicacao

Yo DE) - HOVAD)
U u—@
m - ovir
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prolonga-se, por continuidade, a uma aplicacao linear e continua
W HAQ) — HOUAT)

posto que D(Q) é denso em H*(Q2).

1.2 Resultados Auxiliares

1.2.1 Desigualdades Elementares

A seguir uma colegao elementar, mas fundamental, de desigualdades. Estas estimativas

sao continuamente empregada em toda parte do texto e é de facil memorizagao.

1. Desigualdade Cauchy’s

a® b
ab < —+— (a,beR) (1.2.2)
2 2
2. Desigualdade Cauchy’s com 7
b2
ab < na’®+ y (a,b,n > 0) (1.2.3)
7

3. Desigualdade Young’s
1 1
Seja 1 < p,q < oo tal que — + — = 1. Entao
p q

ab bl
ab < —+— (a,b>0) (1.2.4)
p q
4. Desigualdade Young’s com 7
ab < na+ et (a,b,y>0) (1.2.5)

para c(n) = (np)~*/1g~".

5. Desigualdade Minkowski’s

Assuma 1 <p,q < oo e u,v € LP(Q). Entao
lu+vle < lulle + olso (1.26)
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6. Desigualdade Cauchy-Schwarz

-yl < 2|yl (z,y € R") (1.2.7)
7. Desigualdade Se 1 < p<ocoea>0,b>0 entao
(a+b) < 2°7Y(af + V) (1.2.8)

Proposigao 1.22 (Férmula de Green) Seja Q2 um aberto limitado bem regular do R".

Se u,v € H(Q), entdo para 1 < i < n temos que

ou ou
dv = — d ;dl,
Qua% T /ani'u a:+/r(’you)(70fu)u
onde v = (11, ,y,) e v denota o vetor unitdrio exterior a I.
Seu e H*(Q) ev e HY(Q) temos que

ou

VuVouvde = — | Auwvdx + | v—dl.
Q Q r Ov

Demonstracao: Ver [7]. Pagina 102.

Proposigao 1.23 (2¢ Férmula de Green Generalizada) Para todo u € H'(Q) e to-
dov € HY(Q) tem-se

(Au,v)r2(q) + (Vu, Vo) 2y = (718 %0V) g-1/2(0y ) 11/2(1) -

Demonstracao: Ver [18]. Pagina 122.

Proposigao 1.24 (Lema de Gronwall) Seja m € L'(a,b) tal que m > 0 q. s. em

(a,b) e seja ¢ > 0. Consideremos ¢ : [a,b] — IR continua verificando
t
o) < et [ m©p(Ede, vt a
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Entao

o(t) < cela™ m&AE Y t € [a,b].

Demonstracao: Ver [15]. Pagina 198.

1.2.2 Outros Resultados

Reunimos nesta secao outros resultados que serao usados nesta dissertacao.
Para facilitar a analise, nos introduziremos os seguintes operadores bindrios
t
(g% Au)(x,t) = / g(t — s)Au(x, s)ds
0
t
(9OVu)(x,t) = / g(t — 7)|Vu(z,t) — Vu(x, 7)|*dr

0
t

goat) = [ gt lu(e.t) - o, 7)dr
0
t

gowat) == [ gt~ )ule.) - e, 0)}dr
0

Note que o sinal de gO0u depende unicamente do sinal de g. Com esta notagao nés

temos

Lema 1.1 As relagoes introduzidas satisfazem

won = ([ tg<s>ds) u(e, 1) + (g 0 u)(x, 1

wowo| < ([ [slas) (o) 0

Demonstracgao: E uma consequéncia direta da definicao e da desigualdade de Holder.

De fato,

+ (g * u) (2,1) t
B /gt—s s)ds = | g(t = s){ule,5) —ule,t) + ulz )}ds
( t

/ g(t — s){u(x,s) —u(z ,t)}ds+/() g(t — s){u(x,t)}ds

I
_l’_

0

_ +( ) (2,1) + (g 0 u)(x, 1)
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+‘ gou)(z, t)‘

:+‘/ xt}d‘ 2

o[ [[Joe- ug )t -t ]
(Lot (] vg H o~ sof )
+_<g!g<t ) ([ et o)
+(/0 ot = ofas) ([ Jote - H uz.s) \ ‘)

([ oto}) (slo) 9

Temos que

IN

VAN

IN

IA IN

- ( ) g ou)le ) (1.2.9)
g(t

= g(0)ulz,t) + (¢" * u)(x,t) = z,t) + (9" o u)(x, 1)

de forma analoga

g O)u(z,t) + (¢" *u)(z,t) = ¢ Ou(z,t)+ (¢" ou)(z,t) (1.2.10)

Lema 1.2 Seja Q C R™ um dominio limitado. Para algum v € C'(0,T, H'(Q)) nos

temos

1 1
// T)VudrVuode = ——g(t)/|Vv\2da:+—/g'E\Vvdx

2 0 2 Ja

1

2



Demonstracao: Para mostar as identidades acima é suficiente diferenciar as expressoes

/ gOVudx e / gOudx
Q Q

De fato, como

/quvv:/Q/otg(t—T)|vv(x,t)—vv(x,T)Pdex

(1.2.11)

|
[\]
S~
O\;
Nat
=
|

oy
<

-t

8
3
<
&
0
=

A

\]

oY

S

(/Otg(t — T)d¢> /vi(wﬂf)vw(:c,t)dx
%% </Otg(t — T)dT> /Q |Vv(x,t)|2dx} (12.12)

%g(t) /Q Vo, )2z

substituindo (1.2.12)) em (1.2.11) , resulta

1 1
// (t — s)Vudr - Vo dr = —5 g(t) /\Vv| dm—i—Q/g’DVde
Q
1d t
——— /gDVvdx — / gdt / |VU|2d.T
2dt 0 Q
Analogamente, prova-se que
! 1 2 1 /
gt —mvdr - v de = —=g(t) | |v|*de+ = | ¢'Dvdx
aJo %d Q 2 Q,
~5% {/gDvdl’— (/0 ng) /Q\v]de}

Lema 1.3 Para quaisquer g,u € C'(IR) se verifica a sequinte identidade

2l = gau—goluf - 5 {amu— ([ ot ) 1}
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Demonstracao. Derivando a seguinte expressao,

oo ( [ otoras)

a igualdade do Lema se verifica.

Proposicao 1.25 (Lema de Kim) Seja {u} uma seqiiéncia de fungées tal que

*

ub > u em L™(0,T,H(]0, L]))
Uf — Uy em L2(07T7 Ha(]O,LD>
quando k — +o0, para a < 3. Entao

b — u em C([OaTLHT(]OaLD)

para todo r < [3.

Demonstracao: Ver [8]. Pagina 22.

1.2.3 A Regularidade do Termo Convolucao

Para mostrar a existéncia da solucao forte nds usaremos o seguinte resultado de regulari-

dade para a solucao do sistema eliptico associado ao problema [(0.0.15) — (0.0.21)].
Lema 1.4 Suponhamos que

KeL*Q), MeL*Y), De H2T,) , a,be R
entdo existe somente uma solugao

{u,v} € H*(Q) x H*(Q)

de
—alAu = K em Q (1.2.13)
—bAv = M em 0 (1.2.14)
u(z) = 0 em I (1.2.15)
u(z) = v(z) em Iy (1.2.16)
a% = b% +D em Iy (1.2.17)
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Demonstracao: Ver [10]. Pagina 119.

Nos também consideraremos o espaco
H () ={w € H™(2s) ;w(x) =0em I'}
commeIN, m=1,2.

Lema 1.5 Seja H um espaco de Hilbert. Consideremos a equacdo de Volterra’s
t
w(t) = a [ glt = shuls)ds = 71t
0

onde « > 0, 0 < g € C%0,00[) satisfazendo a/ g(s)ds < 1. Entdo para f €
0

L>(0,T, H), existe uma tunica solugcdo w satisfazendo
we L*0,T, H)
Além disso, existe uma constante positiva ¢ > 0, independente de T, tal que

|wll Lo o7,y < el fll o0,

Demonstragao: Sabemos que L*(0,T, H) é um espago de Banach.

Considere o operador
T . L*0,T,H) — L>(0,T,H)
w(t) T(w(t)) = f(t)+ a/o g(t — s)w(s)ds

o qual é uma contracao. De fato, seja {w;(t),w2(t)} € L>°(0,T, H), temos

[Twi(t) = Twsa(t)||y =

H

a/o g(t — s)ds(wi(s) — wa(s))ds

< allwi(s) = wa(s)| e o1,m) - / g(t — s)ds
0

A

=~ le - wzHLoo(o,T,H)
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tomando o supremo essencial

|Twy — Twsll; < ||lwi — wal| Lo (0,1,m)
e aplicando o teorema do ponto fixo de Banach, temos que existe uma unica solugao
we L>*(0,T, H).
Como

w(t) = f(t)+ 04/0 g(t — s)w(s)ds

conclui-se

|wllzoeo.rery < el f ()] Lo (0,71

Observagao 1.1 O Lema (1.5) continua sendo vdlido se considerarmos o espago C°([0, oo[; H)

no lugar de L>(0,T, H)

1.2.4 O Espago V

Nesta segao vamos introduzir um subespaco de H'(£2y) x H'(Q;), que denotaremos por V/,
o qual serd utilizado nos capitulos seguintes para o estudo do problema [(0.0.15)-(0.0.21)].
Consideramos €2 = €2, U €y C IR"™ um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira
I regular, sendo Q; CC Q e Qy = Q\Q; ambos subdominios com fronteiras regulares I'y

e 'y =I['UTy, respectivamente. Definimos,
V={{®,0} e H' (D) x H'(Q); ® =V sobre 'y ; ® =0 sobre I'}

Assim vemos que V' é um subespago de H'(€s) x H'(Q1). Podemos, de modo natural,
induzir o produto interno e a norma de H'(2) x H'(€;) em V. Na verdade, V é um

subespaco fechado de H* () x H'(€;). Com efeito, seja {¢,, ¥, } € V tal que

{OnUn} — {o,0} em H'(Qy) x H' () (1.2.18)

vamos mostrar que {¢, 1} € V. De fato, observando (1.2.18) e considerando 7y e g tragos

sobre H () e H'(€,), respectivamente, temos

Yobn — Yo sobre HYATUTY)

(1.2.19)
YoUn — o sobre H1/2(F1)
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Como {¢n, ¥, } € V, temos que

70¢n = %wn sobre I
Yopn = 0  sobrel’

(1.2.20)

por (L.2.19), (1.2.20) e pela unicidade do limite concluimos nossa afirmagao.
Como V — HY(Qy) x H*(Q;) é fechado e sendo H'(Qy) x H'(;) um espago de
Hilbert, temos que V' é um espaco de Hilbert.

A aplicacao

[y V. = R
{6,0} = o, ¥}lv = [alVlTzq,) + 0IVITaq,)]"
com a,b > 0 é uma norma em V, além disso, as normas |, v e ||, [|#1(Q.)x () 580
equivalentes. De fato, é claro que a aplicacao {¢, ¥} € V — [a|V¢|ig(92) + b|V1M%2(QI)]1/2
define uma seminorma em V. Agora se ||{¢,¥}|3 = a!V¢|L(QQ + b|V¢|2LQ(Ql) = 0 temos

. 09 o
|V¢‘L(Q - O € |V¢’L(Q == O entao a$z e O € axl

()1 sao conexos, temos que ¢ e ¥ sao constantes. Sendo o trago de ¢ nulo sobre I, segue

=0,Ve=1,---,n. Logo, como €25 e

que ¢ = 0 q.s em €2y. Temos também que o traco de ¢ coincide com o trago de v sobre
I'1, como ¢ é nulo temos que o traco de v é nulo sobre I'1, segue que ¥ = 0 q.s em €.
Para provarmos que ||, ||y é equivalente a ||, ||m1()xm1(,), basta mostrarmos que

existem constantes c1,co > 0 tais que
al{u, vHim@oxm@n < Hu, v}llv < e [{w, v}lm@n <@y » V{w, v} €V
temos claramente que
{u, vlv < ea [{u, v} (o) )

provaremos que
al{w, v}l m @oxm@ny < [{w, villv

Suponhamos por absurdo que nao exista constante ¢; tal que

crl{w, vH a1 @) ar @) < [Huw, vilv
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ou equivalente, fixado ¢; > 0, qualquer, existe ao menos um vetor {u;,v;} de V tal que

cr|[{ur, vil e o) xmr @) > [[{us, vitllv

11 1 )

dai fixadas as constantes 1, LTI para cada uma existe ao menos um ve-
n

tor {u,v} € V para o qual vale a desigualdade acima, isto é, existe uma sequéncia

({Wn, U} )new de elementos de V', tal que

%H{ﬂn,'ﬁn}Hm(gz)XHl(Ql) > |{tn, Un}|ly para n=1,2,... (1.2.21)
fazendo
{un, v} = M (1.2.22)
||{un7vn}||H1(Qg)><H1(Q1)
temos
”{uanN}HQHl(Qg)le(Ql) =1
ou seja,
I3 () + 1onll ) = 1 (1.2.23)
temos de (1.2.22)) e (1.2.21), que
[{n, vatllv = |, O} v <2 (1.2.24)

||{ﬂn,5n}||H1(Qg)xH1(Ql) n
De (1.2.23) e da Proposigao (1.18), temos que existe uma subsequéncia de ({tn, v })new

que denotaremos, ainda por ({u,, v, })new, tal que
{tp, v} — {u,v} em L*() x L*()
De (1.2.24) temos que

a‘vun|%2(§22) _'_ b‘vvn’%2(ﬂl) - O

entao 5
a|Vun]%2(Q y— 0 = 0 em L3(£2)
’ ga: (1.2.25)
b[V’Unﬁz(Ql) -0 = axl —0 em LZ(Ql)

De (.2.23), temos
{p, v} — {u, v} em H (Qy) x HY(Q)
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com {u,v} € V, pois {u,,v,} € V que é completo.

Sabendo que {u,v} € V temos u = v sobre I'y e u = 0 sobre I', onde

ou ov
L2() ; L*(Q
oz, & 1) 5, € L)
como
{tun, v} — {u,v} em H'(Qy) x H(Qy) (1.2.26)
temos
ou,, Ov ou Ov
el A L2(Q) x L*(Q 1.2.27
{8951’3%} {8(131781'1} em ( 2> % ( 1) ( )
logo por (1.2.25),(1.2.27) e pela unicidade do limite, temos
ou ov
=0 =0 1.2.28
ow; ox; ( )

entdo, u é constante e como u = 0 sobre I', temos u = 0 q.s em (2. Segue de (1.2.20)
U, — 0 em H(Q)

logo pela proposigao (1.18)

u, — 0 em L*y) (1.2.29)
e por (1.2.25), temos
On () em 12(0) (1.2.30)
axi em 2 /N

Analisando (1.2.29) e (1.2.30), obtemos

u, — 0 em Hl(QQ) (1.2.31)

Observando (1.2.28) vemos que v é constante, como {u,v} € V e u = 0 q.s em Qy
temos v = 0 sobre I'y e dai v = 0 q.s em ;. De forma andloga ao que foi feito para wu,

obtemos que
v, — 0 em Hl(Ql) (1.2.32)

Portanto de (1.2.31)),(1.2.32)) e (1.2.23) temos um absurdo, o que prova nossa afirmagao.
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Seja
a : VxV — R
<{¢’¢}7 {U7U}> = a({¢7¢}’{uav}) = a(vd)a vU)L2(Qg) + b(v¢7VU>L2(Ql)

uma forma bilinear e coerciva em V. Notemos que V' é denso com imersao compacta em
L2(QQ> X L2(Ql)

Neste trabalho denotaremos o produto interno em V' por

({o. ¥} Au, o))y = G(V¢aVU)L2(92)+b(v¢7vv)m(ﬂl)

Em virtude do Teorema da Regularidade Eliptica (1.4) e do fato que o operador
A é definido pela terna

{V3L%(Q2) x L*(Q); (())v}
obtemos que o dominio do operador A é definido por

09 = ba—¢ sobre I' }

D(4) = {6, 0} € V N (H?(2) x HA()) a5~ = b

Para finalizar esta subsecao vamos obter uma formulacao para a solugao fraca do
problema [(0.0.15)-(0.0.21)].
Seja {®, \I/} e C*0,T,V) ; ®(T) = &(T) = ¥(T) = ¥y (T) = 0. Formalmente

multiplicamos (0.0.15) por ® e integramos sobre Q5 %10, T[, temos

//92“““ dxdt”/ /Q SAuln (1.2.33)
/ /Q dxd”/ /QQQ*AU)(JC H®(t)dedt = 0 B

Aplicando Fubini em (1.2.33)), depois integrando por partes e usando a férmula de

Gauss, obtemos
+ / [ Ty, T) — (0)us(x,0) — /OTut(x,t)CDt(t)dt] da

T T
+a/ [ Vu(z,t)Vo(z, t)] dx — a/ { Vu - V(IDdF] dt
0

T
—|—/ / F(u d$dt~|—/ / / (t — s)Vu - v®dl'dsdt
0 Qo Iy

+/O /0/Q2gt—s{—Vu(x,s)V(I)(x,t)}dxdsdt -
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substituindo em (1.2.34), ®(T) =0 e 'y, = ' UT', obtemos.

/ | {_ 2Oputr0) - | Tut(x,t)d)t(t)dt} i

T T
/ [ Vu - y@dF] dt + a/ Vu(x,t)VO(z,t)dxdt

/ /Q dxd“r/ / / (t — )Vu - v®dTdsdt (1.2.35)
/ //F (t — 5)Vu- y(I)dFdsdt—a/ Uvu u(I)dF} dt
/ / /92 (t = s){-Vu(z,s)VO(z,t)}drdsdt = 0

integrando por partes, observando o sentido de ¥ = {normal exterior a {25}, substituindo

quando necessario ®4(T)) = 0, sabendo que {®(¢),¥(t)} € V e aplicando Fubini em

(1.2.35)) encontramos
/ B(0)us(, 0)dz + / By(0)u(z, 0)da

Q2 r aV

+a/ . Vu(x,t) V@(m t) d:cdt—i—/ / x, )P (t)dzdt (1.2.36)
—l—/o /0 /ng (t — s){—Vu(z,s)VP(z,t)}dxdsdt

T t au
— t—s)—®dl'dsdt = 0
/O /0 /1;1 g( >8V

substituindo ( ) em (1.2.30) observando que {®(¢), ¥(t)} € V, temos

+/OT /QF £))®(t) dxdt—/ /Q (g * Vu)Vodadt .
+/ ui () d:c—/2q)t(0)u0(x)dx

De forma analoga multiplicando formalmente (0.0.16) por ¥ e integramos sobre €4 x|0, 77 ,

obtemos
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/T/ v, )0 (£)dwdt .

—b/ / Av(x, t)¥ dl’dt—l—/ / U(t)dzdt = 0
Ql Q1

aplicando Fubini, integrando por partes e usando a Férmula de Green em (1.2.38)) , temos

/ [ (T)v(z, T) — W (0)vy(z,0) — /OTvt(x,t)\Ift(t)dt] dz
—i—b/OT { g Vou(z, t)VVU(z,t)dzx —/ \Il?df} dt (1.2.39)

/ /Q U(t)dxdt = 0

substituindo em (1.2.39), U(7T") = 0 e observando que {®(¢), ¥(t)} € V, resulta

/ | [_\p(om(x,m _ /0 ' vt(x,t)\llt(t)dt} .
+b/T /Q Vo(z, )V (z, t)drdl (1.2.40)

—b/ /\If dth+/ / U(t)dzdt = 0
Fl Ql

integrando por partes, sabendo que ¥, (T') = 0 e aplicando Fubini em (1.2.4()) encontramos
/ U (0)ve(x,0)dx + / U, (0)v(z,0)dx

/ / x, ) Wy(t dxdt—b/ / —dth (1.2.41)
91 F1

T
—|—b/ Vo(x, t)V¥(z,t) dxdt+/ / (v(x, 1)V (t)dzdt = 0
0 Ql 0 Q1

) em (1.2.39) e observando que {®(t), ¥(¢)} € V, temos

0.21
/ / II] t \Iltt d.’ﬁdt
951

+oVu(z, t) VY (z,t)dzdt + G(v(z, t)dzdt (1.2.42)

_ / ()\If(o)dx—/ﬂqut vole dx+/ /F[ }\I/dth

substituindo (
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somando (1.2.37) com (1.2.42), obtemos

/ / u(z, t) Py (t dxdt+a/ / Vu(z,t)V(z,t)dxdt
QQ Q2

/ / Ddadt — / / (g % V) Vddadt
+/ / v(z, t) Wy (t) + bVo(z, 1) VU (2, t) + G(v(x, 1))V (t)]dzdt (1.2.43)
+ | we )@(O)dx—/ oz )(I)t(O)dx—Ir/ o ()0 (0)dx

/UO )W,(0 dx+/ / —a “+g*@+b@ U drdt
Ql I a 8
(

substituindo (0.0.19) em (1.2.43)) e observando que {®(t), U(¢)} € V, temos

+ /T/ [u(z,t)Pu(t) + aVu(z,t)Ve(x,t) + F(u(x,t)P(t) — (9 x Vu)Ve|drdt
+ /T/ [V(z, )Wy (t) + bVU(x, )V (2, t) + G(v(x, t))V(t)dzdt
S / w1 (2)0(0)dz — / o), (0)dz + / o () (0)dz — / oo ()0 (0)dx

Qo Qo 951 931

Isto motiva a seguinte defini¢ao de solugao fraca para o problema [(0.0.15)-(0.0.21)].

Definicio 1.1 Dizemos que o par {u,v} € solugdo fraca de [(0.0.15) — (0.0.21)] quando
{u,v} € L=(0,T:V) , {ug, v} € L0, T; L* () x L*(2))
e satisfaz a sequinte identidade
+ /T/Q [u®s; + aVuV® — (g * Vu)VP + F(u)®] drdt
2

+ /0 ' /Q [0 B0V G de
_ / s (2)0(0)dz — / o) D4 (0)dzr + /

Qo Qo 951

o ()0 (0)dz — /Q oo ()0 (0)dx
para qualquer {®, ¥} € C?(0,T;V) tal que
O(T) = 0(T) = U(T) =¥y (T) =0

onde

V={{®, U} e H'(Q) x H'(Q); =TV emT;; =0: em '}
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Definigao 1.2 Dizemos que o par {u,v} € solugio forte de [(0.0.15) — (0.0.21)] quando

Uy —alu+ F(u) +g*Au=0 em L¥0,T;L*(Q))

vy — bAv 4+ G(v) =0

u(z,t) =0

u(z,t) = v(x,t)

du ou ov
Yoo 0w T o

u(z,0) = ug(x) e w(x,0) = up(x)

v(x,0) =vo(z) e v(x,0) = vy (x)

com

em

em

em

em

em

em

L>(0,T; L* ()
I'x]0,T]

'y x]0, T

L=(0,T; H-Y4(Iy))
Qy

0

{u,v} € L*=(0,T; (H' () x HY(Q))NV)

{ug, v} € L*(0,T;V)

{w,vu} € L%(0,T5 L3(Qa)) x L(0, T L3(Qy)

1.3 Hipédteses e Resultado Principal

1.3.1 Hipoéteses sobre F

Considere I : IR — IR uma funcao de classe C! e suponha que existe ¢ > 0 tal que

sF(s) > c|s|’™, paratodo s € R (1.3.1)
|F(s)] < c(|s|+ |s|?), para todo s € IR (1.3.2)
|F'(s)] < c|s|”™!, paratodos € IR (1.3.3)
onde
p > 1 se adimensao do espacon < 2 (1.3.4)
e
l<p < se a dimensao do espago n > 3 (1.3.5)

n —
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1.3.2 Hipéteses sobre G

Considere G : IR — IR uma funcao de classe C! e suponha que existe ¢ > 0 tal que

sG(s) > c|s|’™, para todos € R (1.3.6)
|G(s)] < c(|s| + [s|?), para todo s € IR (1.3.7)
|G'(5)] < c|s|7!, para todos € R (1.3.8)
onde
p > 1se a dimensao do espacon < 2 (1.3.9)
e
l<p < nﬁ se a dimensao do espago n > 3 (1.3.10)

1.3.3 Hipodteses sobre o nicleo g

Assume que a fungao de relaxagao, g : [0, 00[— IR, é de classe C! e satisfaz as seguintes

condicoes:

gt)>0 , Jt)<0 , 0<fy:=a— /oog(r)dT (1.3.11)

De modo a obter a existéncia de solugoes globais fortes, as seguintes hipdteses sao

feitas sobre os dados iniciais.

1.3.4 Hipdteses sobre os dados iniciais
Assuma que

{uo,v0} € [(H*(Q2) x H*())NV] (1.3.12)

{Ul,Ul} € Vv (1313)

satisfazendo a condicao de compatibilidade

8u0 81)0
— —b— = r 1.3.14
a b(?v 0 sobre T'; (1.3.14)
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Denotemos com E; e Fy os funcionais de energia
1 ~
Ei(t,u) = +§/ [|ut|2 + B(t)|Vu|* + 2F (u) + gDVu} dx
Qo
1 2 2 ~
Bat,v) = +3 [my + bV + 2@(@} dz
Q1
onde “O0” denota a operagao bindria introduzida no capitulo (1)) e 5(¢) denota a fungao
¢
B(t): = a —/ g(T)dr >0
0
A condigao (1.3.11) implica que
fo < Blt) < a
Definimos a energia associada ao sistema [((.0.15) — (0.0.21))], como sendo
E(t,u,v) := E1(t,u) + FE5(t,v)
Agora estamos em posicao de apresentar nossos principais resultados.

Teorema 1.1 Sob as hipéteses [(1.3.1)-(1.3.4)] o problema [(0.0.15)-(0.0.21)] possui

uma unica solugao forte {u,v}, satisfazendo

{u,v} € L®(0,T; (H'(Q2) x H'(Q1)) NV)
{ug, v,} € L>(0,T;V)
{uw,ve} € L*(0,T; LQ(Q2) X L2<Ql))

Teorema 1.2 Sob as hipéteses [(1.3.1)-(1.3.3)] e tomando os dados iniciais tais que
{Uo,’Uo} eV e {ul,vl} S LQ(QQ) X L2(Ql)
o problema [(0.0.15) — (0.0.21))] possui uma tnica solugao fraca, {u,v} satisfazendo

{u,v} € C(0,T;V)NCH0,T; L*() x L*())
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

Fortes e Fracas

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes Fortes

Nesta secao provaremos a existéncia e unicidade de solucoes fortes para o problema
[(0.0.15) — (0.0.21))] e usando argumentos de densidade estenderemos o mesmo resulta-
do para solugoes fracas.

Para mostrar a existéncia da solugao forte usaremos o método de Faedo-Galerkin que
consiste em aproximar o problema por problemas analogos porém em dimensao finita.

Escolhemos uma base {{¢;,1;} i € IN*} de V tal que
{uo, vo}, {ur, vi} € I[{d1, ¥}, {2, ¢n}]
onde 1[{¢1, 41}, {$a, 12}] 6 0 subespaco gerado por {¢1, 1} € {¢,152}. Denotemos por
Vin = l{d1, 91}, {a, o} -+ {dmy ¥ }]

o subespago gerado por {¢, 91}, {d2, ¥2}, ..., {Pm, Y}

Consideremos
{fwm, o™y o [0t — Vin

m (2.1.1)
t e {um(t)jvm(t)}z;gim(t){cbi,%}
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solugao do seguinte problema aproximado:

[ laion+ @V~ (g4 Vum V6 + P da
Qo
+/ [V + OV Vb, + G(0™)]dr =
Q1

{ug' (), vg'(2)} = {uo(z), vo(2)} € [(H*(Q2) x H*(Q1)) N V]
{ul"(z),v7"(2)} = {ur(2), 01(2)} € V

(2.1.2)

De acordo com a teoria padrao de existéncia de equacoes diferenciais ordinarias existe
uma solugao do sistema (2.1.2)), sobre algum intervalo [0,t,,]. Esta solucdo pode ser

estendida a qualquer intervalo fechado [0, 7] em virtude da primeira estimativa.

2.1.1 Estimativas a Priori
Estimativa 1:

Multiplicando (2.1.2)) por g¢},,(t) e somando em i, obtemos

/ [ugyui® + aVu"Vu* — (g« Vu™)Vu]* + F(u™)u"] dx
Qo

(2.1.3)
+/ [vi v + VOV + G(™ ) de = 0
951
logo
1d 5 ) S
—— (|u*|* + a|Vu™|*)dx| — | (g* Vu™)Vu + [ Fu™)u dx
2dt | ), i )
’ 1d ? : (2.1.4)
wy | [ o + [ cwmipar = o
24t | Jo, o
Fazendo
F(s) = / FO)do e  G(s)= / G(0)do
0 0
temos

7 J
t s
% [/Ql 2@(vm)dx} = /Q G(v™)v"dx 219
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substituindo (2.1.5) em (2.1.4), conseguimos

1d
3% [/ (|ut 1+ a|Vu™|? + 2F (u )) d:z:} —/ (g% Vu™) Vuy'dx
t e, L 2 (2.1.6)
o m|2 m12 o~ m _
+2dt [/91 <|vt| + b Vo™ |* 4+ 2G (v ))dm] 0
pelo Lema (1.2)
t
/ (g% Vu™)Vu'de = —i—/ </ g(t — T)Vude) Vu'dx
Qo Qo 0
1 1
- ——g(t)/ |Vum|2dx+—/ ¢'OVu™dx (2.1.7)
2 QQ 2 Q2

1d t
- 0 m - m|2
2dt{/929 Vu™dx <Agd7’>/§22|VU|dm‘}

substituindo (2.1.7) em (2.1.6]), obtemos

1d ~
—— / []u%"|2 + B |[Vu™? + 2F (u™) + gIZ\Vum} dx
2dt | Jg,
1
+§/ ()| Vu"Pdz — ¢'OVU™) dx (2.1.8)
Qo
1d .
418 / (107 + b9+ 2G(™) ) de| = 0
2dt | Jq,
portanto
d m ,m 1 / m 1 m|2
—Et,u" o) =4+= | ¢JOVu"dxr — —g(t) | |Vu"|*dx (2.1.9)
dt 2 Jo, 29\ Jo,
onde
1 ~
E(t,u™, +—/ lu™|? + B(t |Vum|2+2F(um)+gDVum] dx
2 Jg
[/ (2.1.10)
+-/ o2 + b Vo™ |2 + 2G(v )] dz
2 Ja,
Analizando (2.1.9)), (2.1.10) e as hipé6teses [(1.3.1)-(1.3.4)], obtemos que
E(t,u™v™) >0
e
d
Bt u™, ") <0
Integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢, concluimos que
E(t,u™, v™) < E(0,u™, v™) (2.1.11)
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o que implica

E(t,u™ ™) <

_|_

(@) + af Vg (@) + 2F (ug (2)) ] da

+
| =N =

S5

[y

7 (@) + Vg ()2 + 260 ()| de
temos por (2.1.2) que

E(t,u™v™) <

+

[|u1(:c)|2 + a|Vug(z)]* + Qﬁ(uo(:z:))] dx

§)

+
N — N~

S5

o1 (@) + 8| Veo(@)? + 2G(vo(2))] da
Portanto de (2.1.13), obtemos

{u™,v™} élimitada em L>(0,T;V)
{u v} é limitada em  L°°(0,T; L*(Qs)) x L>°(0,T; L*($y))
daf pela proposicao (1.3)), temos

*

{um o™} = A{u,v} em L°(0,T, HE(Qy)) x L>=(0,T, HY (L))

{fur vm}y = {u, vy em L2(0,T, L)) x L=(0,T, L*())
Segue de (2.1.14), que

m

uw™ ¢ limitada em L*(0,T; H-(Qg)) — L*(0,T; L*(Q3))

u

é limitada em L>(0,T; H' (1)) — L*(0,T; L*(£y))

m ¢ limitada em  L>(0,T; L%()) < L*(0,T; L*(Qy)) = L*(Q22x]0, T)

é limitada em L>(0,T; L*(€)) < L*(0,T; L*(€)) = L*(Q,x]0,T)

(2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

aplicando a Teorema Aubin-Lions (1.19) em (2.1.16) e (2.1.17), resulta que existe

uma subsucessao de {u™,v™} ainda denotada por {u™,v™}, tal que
{u™ o™} — {u,v} forte em L*(Qyx]0,T[) x L?(£2;%]0,T])
donde segue pela proposicao (1.10) que
{umvm} — {u,v} qsem (Qx]0,T[) x (1 %]0,7T])
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e pela continuidade da F' e GG, temos

{F(u™),G(v™)} — {F(u),G(v)} qsem (Qux]0,T]) x (£21%]0,T7)

Vamos mostrar agora que

F(u™) élimitada em L*

G(u™) é limitada em L*

De fato, por (1.3.2)), temos

o1
[F(u™ ()] 5
L 7 (Q2) Qo

(o, T, L%(Qﬁ)
(

= IF(um(t))lptldﬂfé/Q[C(Ium(t)|+|um(t)l)”]Pdw

(2.1.20)

p+1

— L v (Qx]0,T)
— L% (2,x]0,T])

0,7, ()

pt1

Fazendo uso da desigualdade (1.2.8) e da proposigao (1.6), obtemos

pt1

[E(u™(2))]

ptl
L r

< o)l (O o) (2.1.22)

Segue de (1.3.4), (1.3.5), da proposicao (1.16) e da estimativa (2.1.16) que

u™ é limitada em L*°(0, T, L*T1(€)y))

De (2.1.22)) e (2.1.23)), resulta que

(2.1.23)

F(u™) é limitada em L(0,T, L (Qs))

analogamente, mostra-se que

G(v™) 6 limitada em L™ (o, T, L%(Ql))

Pelo Lema de Lions (1.20) e observando (2.1.20) e (2.1.21), temos que

Fm) — F(u)
G™) — G(v)

Para finalizar mostraremos que

p+1

fraco em L7 (Qx]0,T7)

pt1

fraco em L » (£2;x]0,T])

(2.1.24)

(2.1.25)
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De fato, temos de (2.1.21) que

F(u) ¢ limitada em 2 (0., L' ())<= 12 (0,7, 1 (23))

e pela proposigao (1.3), resulta

F(u™) — x em L? (o,T,L%l(QQ)) < L (Q,%]0,T]).

Desta convergéncia, (2.1.24) e pela unicidade de limite, conclui-se

F(u™) — F(u) em L2 (o T,L° (92))

analogamente, mostra-se que

G(v™) — G(v) em L*(0,T, L%l(Ql))

Observando (2.1.15) e (2.1.25)), e pela proposicao (1.13) temos que

u™ 5w em L0, T, HE (s

u™ 5 ug em L0, T, L2(Qy

(22)
v™ Svem L0, T, H (Q4)
(22)
o™ v, em L0, T, L*(Q)
F(u™) — F(u

(™) = G(

Vu™ 5 Vuem L>(0,T, L*(s)

[

)
)
)
)
)
)
)
)

Vo™ 5 Vo em L0, T, L*()

Estimativa 2:

L

S

=
=

u™ — uem L*(Q2x]0,T])

v™ — vem L*(9x]0,T)

ul™ — uy em L*(Q2x]0,T))
vt — v, em L2(Q1x]0,T)

L2 (o,T, L”#(QQ))

L2 <0,T, L%(QQ)

Vu™ — Vu em L*(x]0,T])
Vo™ — Vv em L*(Q;x]0,T])

Como estamos interesados em solugoes regulares derivamos (2.1.2)) em relagao a t, para

obter

d
/ upide +a | Vu'Véde — — {/ (g * Vum)ngidx]
o o dt |Ja,

—I—/ F’(um)u’t”gbidqu/ vipbidr 4+ b
Qo Q1 931
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onde

d i B o |
— {/ (g% Vu )V¢id$1 = —/Qz(g* Vui")Vidr — g(t) . VuoVeidr (2.1.35)

Substituindo (2.1.35) em (2.1.34), resulta
/ undidr +a | Vu'Vo;dr — / (g« Vu")Vidr — g(t) VuoVe;dx
QQ QQ

2 2 (2.1.36)
+/ F’(um)ufgbidaj—i-/ v bidx + b vanvwid:v—l—/ G' (V™" bdx = 0
Q2 Ql Ql Ql

Multiplicando a equacao (2.1.36) por g, (t) e somando em i, obtemos

/ upgpupdr +a | Vu!'Vugde — / (g * Vui")Vuy,dz
Qo Qo Qo

—g(t)/ Vu()VuZ}d$~l—/ F'(u™)uu} dx (2.1.37)
QQ QZ

+/ Utttvttd:c—i—b/ V"V dx—i—/ G (V™ vde = 0
951 951 (o5

usando o Lema (1.3), temos
d m 1 mo 9 m
EEg,(t Ut 7Ut ) = +§/ g DV d — T o |Vut |2dl’
F'(u™)u] upy de — / G' (V™) v dx (2.1.38)

Qo Q1

—i—/ g(t)VuoVuyg, dz

2

2

onde

/ 1P+ B0 |V |2+gmvut}da;}

Qo

{ [ G+ v d }
941

Es(t,u*,v") =
(2.1.39)

4+ NI

DO | = A

ou equivalentemente

d 1 t
{E3(t ut o) — g(t) VuOVuQ”dx} = —|—§/ (¢'OVu")dx — % |Vul|*dx
QQ QQ QQ

dt
—/ F'(u™)u ujde — /G’( vt v d
QQ Ql

— | ) VugVu;'dx

Q2

.
=M (b )
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Usando a condicao (L.3.11)), obtemos

d
—M(t, ui*,0™) < _/ F(u™)uguyy dv — / G'(v™)v" vy da
dt Qo Q1 .,
I (2.1.40)

- / g (t)VugVu*dzx
Qo

Usando as hipéteses sobre F' e G [(1.3.3)-(1.3.5),(1.3.8)-(1.3.10)], a Desigualdade de
Holder Generalizada (1.7), as Imersoes de Sobolev (1.17), a estimativa (2.1.14)

a equivaléncia entre as normas ||, ||y e ||, || 41 (@.)xm1 (1), conclui-se

1/2 1/2
L = c [|Vut <t>’%2(92) + [V (t>|i2(91)] : |:|utt <t>’%2(92) + [of; ’%2(91)} (2.1.41)

Substituindo (2.1.41) em (2.1.40), temos

—M(t,u ™) < e |[Vul () iaqy + VO O T2 | | Tul (072 + [0 122000
dt (2.1.42)
—/ g (t)VueVu'dz
Qo
Usando a desigualdade (1.2.2)) e a hip6tese (1.3.11) em (2.1.42)), resulta
EM(p, o) < [V ) + b0
7t ¢ 5 t (U)]12(0,) tt (0)112(0y)
c m m
+5 V(1) By + Oz | (2.1.43)
"(t
W) { Vup)*dz + [ |Vu)"| d:c}
2 QQ Qz
Integrando de 0 até ¢, tem-se
t
M(t u;n’vm) < M(Oau;nﬂ)m) / E3(8,u;n,vln)d8
) 0 (2.1.44)

gés {/ \Vu0|2dx—|—/ ]Vuzn|2dx}ds
0 2

A desigualdade

<

96(2)2 Vo |da + @ |Vul|?dx (2.1.45)
Qo Qo

Qo

’g(t) VuoVu'dz

implica que

1 g(t)? 3 g(t)? 2
—FBs(t,u*,v") — Vug|“de < M(t,u,v < =Es(t,u,v") + Vug|“dx
9 3( t oY ) B(t) 92‘ ‘ ( t oYt ) 92 3( t oYt ) ﬁ(t) 92‘ 0‘
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Usando estas desigualdades em (2.1.44), tem-se

1
§E3(t,u§”,v,’5") <

<

IN

de onde, concluimos

t 2
+M(t,u, v") + 9() |Vug|*dz
B() Ja,
' g9(t)? 2
+M (0, uy", v™) + c/ Es(s,ui,vf")ds + = [ |Vugl“dx
0 B(@) Jo,

t 7
—/ g(s) { Vg |*dx + |Vu§”|2d:c} ds
0o 2 Q0 , Qs ,
3 0
—E5(0,u", v") + 9(0) / |Vu0]2dx+c/ Es(s,u)", v")ds
2 a Qs 0

g(t)? 2 /t g'(s) { 2
+ Vug|dx — e Vugl“dz +
B(t) Ja, Vol 0o 2 O, Vol

Qo

t
Es(t,u",v") < ¢ [|Vug|%2(92) +E3(O,uf‘,v?)} —I—/ (c — ¢'(5))Es(s,u™, v™)ds
0

Aplicando o Lema de Gronwall (1.24) na desigualdade anterior, resulta

Es(t,ui,vf") < o(T) [ [Vuoliz,) +E3(0,u, vf")
N————

limitado

A seguir estimaremos Ej5(0, uy*, v"). Temos de (2.1.39)

m m 1 m
Es(0,u",v") = ‘|‘§ |t (0)’%2(92) +a|Vu1|%2(Q2)
—_———
L limitado
1 m 2 2
+§ [ (0)[T20,) + 01V V1] 120,
limitad

também de (2.1.2)), que

/Q (2, 0)65(x) + aVugVi(x) — (g + Vaug)Vs(w) + Fluo) ()] d

"‘/ (v (z,0)1;(z) + OV V() + G(vo) i (z)]de = 0
951

Multiplicando (2.1.48) por g;, (0) e somando em i, obtemos

+b

]u?ﬁ(m,O)]gdasza/ VuoVugy (z,0)dz

Qo Qo

+ F(uo)ug"(:v,())dx—i—/ ]v{tn(x,())|2dx

Qo 91
VUOVUZZ(:E,O)dx+/ G(vo)vyy (z,0)dz = 0

Ql Q1
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Oy + o Oy = —o [ VuVuiie,0)ds — [ Pluo)ufi(e. 0)do
o 0 (2.1.50)
—b/ VooV (x,0) dx—/ G(vo)vgy (z,0)dx
Ql Q1
aplicando a proposigao (1.22)), resulta
45 (0) By + 0 Oy = — / Fluo)uf (e 0o +5 | Ay (a,0)d
1

Augul?(z,0)dz + a / 20um (@, 0)dI(2.1.51)
r al/

—b 8—Utt (x,0)dl’ — / G(vo)vyy (z,0)dx
Fl v Ql

-

De (2.1.51) e observando que u}}(x,0) = vj}(x,0) sobre I'1, temos que

|u§l(0)|iz(92)+|Uf§(0)|iz(gl) = —I—a/Q Auoug(x,O)danb/ Avgut (x,0)dz

L
3u0 (9’00 m
- F(uo))ugy (x,0)dx — G(vo)vy (z,0)d
QQ Q1
I

apos calculos diretos, obtemos

Iy+1I3 < +C[|U0’%2(92) + |U0|i’;(92) + |”0|%2(91) + |U0|ig(91)
+HAug |2, + ‘AUO|%2(01)]
b [0 ey + 1 O
Substituindo (2.1.53) em

(2.1.53)

(2.1.52) e usando a hipdtese de compatibilidade (1.3.14)),
resulta

1 m m
OIS ERCAC A

2 2
< +C[ ol T2(ay) + [t0] 720y + [0l720,) + [0l 200y + [Auo| T2,y + |Av0[ T2

wV
limitado

assim temos que os dados iniciais {u(0), v (0)} sao limitados em L?(Q) x L?(€4), logo

de (2.1.47) concluimos que:

E3(0,uy™,v*) é limitada. (2.1.54)
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De (2.1.40) e (2.1.54), obtemos que Ej3(t,u}",vy*) é limitada em L>°(0,7"). Portanto
de (2.1.39), resulta

{u v} 6 limitada em  L*°(0,T, L*(Qy)) x L>=(0,T, L*()) (2.1.55)

{u*,vj*} ¢é limitada em L>°(0,7;V) (2.1.56)

2.1.2 Passagem ao Limite

Multiplicando (2.1.2) por § € D(0,T), temos

T
/ / up &;]0(t)dxdt + a / / [Vu™V¢;]0(t)dxdt
Q 0, /0
/ / g *x Vu™)V;]0 da:dt+/ / t)dxdt
22 079 (2.1.57)
/ / v ]0(t)dxdt + b / / (Vo™ V;)6(t)dxdt
Q4 0 191

T
+/ t)dxdt = 0
0

Das estimativas a priori [(2.1.20)-(2.1.33)] e (2.1.55) acima podemos passar o limite

»

9\

na identidade (2.1.57) quando m — oo de modo a obter

T T
/ / [ 3)0(t)dxdt + a/ [VuV ¢;]0(t)dxdt
QQ Q2
/ / (9 x Vu)V,]0(t)dxdt + / / t)dxdt
s 2 (2.1.58)
0 Ql Q1
/ / t)dedt = 0
941

Por densidade, a identidade acima permane valida para todo {¢,¥} € V| ou seja,

T T
/ / [ d|0(t)dxdt + a/ [VuV¢lo(t)dxdt
QQ Q2
/ / (g % Vu)Volo(t)dzdt + / / t)dxdt

T
/ / [v10]0 dwdt+b/ [VoV)0(t)dzdt
Q 0 (951



de onde resulta

p

—/OT/QQ[(g*Vu)ngﬁ]G(t)dxdt—ir/OT/Q2

A I,
| )

conseqiientemente

|

ou ainda,

(ugy — aAu + g * Au+ F(u), )
<Utt — bAv + G('U), \I/>

Prova-se que

|

PARTE A: Vimos que

uy — aAu+ g * Au+ F(u)
vy — DAV + G(v)

gy — aAu+ g * Au+ F(u)
vy — bAv + G(v)

De fato,

uy € L>®(0,T,L*Qy)

€ Como

J,

/OT /Q2 [uw )0 (t)dxdt + a/OT /92 (VuVelo(t)dzdt

[F(w)o]0(t)dzdt = 0 ;¥ 0€D(0,T), ¥ de D)

[VoV)0(t)dxdt

0 ;V0eDO,T),V e D)

0 ;V & e D(Qx]0,T))
0 ¥V We DQx]0,T])

0 em D'(Qx]0,7T))

alAu—g*xAu = uy+ F(u)

temos pelo lema (1.5) que

alAu € L>=(0,T, L*(s))

segue de (2.1.60) e (2.1.62) que

gx Au e L2(0,T, L*(Qs))

(2.1.60)
0 em D'(;x]0,T7)
0 em L=(0,T,L*()) (2.1.61)
0 em L>®(0,T,L*))
F(u) € L>(0,T, L*(Q))
(2.1.62)
(2.1.63)
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PARTE B: Temos
vy € L>(0,T,L*()) , Gv) € L>(0,T,L*())
e de (2.1.60), segue-se que
bAv € L>(0,T, L*(Q4))

Da Parte A e B, concluimos (2.1.61)).

Sabemos que {u,v} € V, logo

{u(a:,t) =0 em T'x]0,T| (2.1.64)

u(z,t) = o(z,t) em I'1x]0,T]

o = g% 5 = b— = 0 em L>(0,T,H %))
De fato, sabemos que
{u,v} € HLQ2) x HY(Qy) , {Au,Av} € L*(Q) x L) , {o,v} € HY Q) x H'()
logo, pela proposigao (1.23)

(Vu, V¢)L2(Qz) = —(mu,v9) — (Au, ¢)L2(Q2)
(9% Vu, V)2, = — (g% nu,700) — (9% Au, ¢)r2(0,) (2.1.65)
(Vo, V)20 = (M, 0¢) — (Av,¥) 1200

Substituindo (2.1.65) em (2.1.59), temos
T

T T
/ (110, &) 12y (1)t — / (A, 8) 2 () dE — a / (s 706) (1) dt
0 0

T T T 0
+ / (g % Aty 8) 2o O()dE + / (g % 111, 708) O(1)dt + / (F(), 8) 120, 0(0)
T T
+/ (vttw)Lz(Ql)G(t)dt—i—b/ (v, v0) O(t)dt
0 0

—b/o (AU7¢)L2(91)9(t)dt+/O (G(), ¥)r2(nb(t)dt = 0

(2.1.66)

o1



de onde resulta
T
/ (uy — aAu + g * Au+ F(u), ¢)200,)0(t)dt
0
T
+/ (Utt — bAw -+ G(U), I/J)LQ(Ql)Q(t)dt (2167)
0
T
—I—/ (—ayiu+ g * yu+ byv, ) 0(t)dt = 0
0
Substituindo (2.1.61) em (2.1.67), obtemos
T
/ (—amu+ g *yu+ byv, ) 0(t)dt = 0
0

de onde concluimos

ou ou ov L
T R Nl o0 ~1/2 2.1.68
s g% o bay 0 em L*=(0,T,H Y2(T))) ( )

De (2.1.61), (2.1.65) e (2.1.68)), consegue-se

uy —alAu+ F(u) +g*Au=0 em L¥(0,T;L*(y)) (2.1.69)
vy —bAV+ G() =0 em L¥(0,T; L*()) (2.1.70)

u(z,t) =0 em T'x]0,T| (2.1.71)

w(z,t) = v(z,t) em Ty1x]0,T] (2.1.72)

a% — g % = b% em L=(0,T; HY*(T'y)) (2.1.73)

(2.1.74)

com

{u,v} € L=(0,T; (HY () x HY(Q2))NV)
{utt7 /Utt} € LOO(O, 7—‘7 L2<Q2)) X LOO(O, T, L2(Ql)
2.1.3 Condicoes Iniciais
Temos por (2.1.75) e pela proposicao (1.14), que

{u,0} € (C([0,T]; Hp(22))) x (C([0,T]; H' (1)) N (Cu([0, T); Hp(Q2))) x (Cuo((0, T H' (1))
{u, v} € (C([0,T]; L(22))) x (C([0, T]; L*())) N (Cu([0, T]; Hp () x (Cu([0, T H (1))
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logo faz sentido calcular

{u(0),0(0)} e {u(0),v:(0)}

Seja 6 € C'([0,T]) tal que 6(0) =1 e O(T) = 0. Das estimativas a priori, obtemos

( T T
/0 (W™, &) o Ou(E)dt — /0 (u, ) oo 0et)dt ¥ 6 € L*(Q)
(2.1.76)

T T
/ (V"™ V) L2 be(t)dt  — / (v, 9) 2 Be(t)dt ¥ 1p € L ()
C Jo 0

( T T
/(UT,¢)L2(92)9(t)dt — /(Utaﬁb)L?(Qz)@(t)dt V¢ e L*(Q)
0 0
(2.1.77)

T T
/(memmﬁwﬁ - /(%¢hmmﬂWﬁ Ve ()
\ 0 0

integrando-se por partes (2.1.77), obtem-se

"

_(u07¢)L2(Qg)_/O (u™(t), @) r2(00) 0 (t)dt — —(u(O),¢)L2(Qz)—/O (u(t), @) L2, 04 (t)dt
(2.1.78)

T

4mwmm—lcwwwm@@@ﬁ—»—wmwwm—/@@wm@@@ﬁ

0

\

de (2.1.70) e (2.1.78), consegue-se

(w(0), @)r2iy) = (w0, P)r2(0y) » V& € L*(S)
(v(0), V)2 = (vo,¥)r2( > V¥ € L*(h)

conseqiientemente,

{u(0),v(0)} = {uo, vo}

Analogamente, prova-se que

{1 (0),0:(0)} = {u1, 01}
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2.1.4 Unicidade

Sejam {u, 0} e {u,v} duas solugoes regulares para o problema [(0.0.15) — (0.0.21)], logo:

Uy —alAu+ F(u)+ g+« Au=0 em L>(0,T; L*(£2))
Uy — AT+ G(V) =0 em L>(0,T; L*(S))
u=0 em I'x]0, T
u="0 em I'1x]0,T]
af)_ﬂ —g* ga _ ba—a em L>(0,T; H-V(T')))

ov ov ov

u(z,0) = ug(x) e u(z,0) =ui(x) em

v(z,0) =vg(x) e v(x,0) =wvi(x) em Yy

€
Uy —alAu+ F(u) + g Au=0 em L>=(0,T; L*(£y))
Uy —bAT+ G(T) =0 em L>(0,T; L*(S2))
u=20 em ['x]0, 77
u=71 em ' x]0, T
a% —gx gu _ b@ em L>(0,T; H-Y2(T')))

e U(z,0) =u(x) em Qo

e Ty(x,0) =vi(x) em

Z:a—ﬂ = zt:/\t—ﬂt = Ztt:att—ﬂtt
w:@\—ﬁ = wt:At—Et = wtt:@t—itt

temos

2 —alAz+gx Az =—F()+ F(u) em L>®(0,T;L*(Qy))

wy — bAw = —G(0) + G(v)  em L>®(0,T; L*())

z2=0 em I'x]0,T|
z=w em 'y x]0,T|
0z 0z ow 1
ISR _ —p 00 . Ir—1/2
A —9% 5 b@z/ em L>(0,T; H'/*(I'y))
2(x,0) = z(2,0) =0 em )y
w(x,0) = w(z,0) =0 em

o4

(2.1.79)

(2.1.80)

(2.1.81)



Multiplicando (2.1.82) por z; e (2.1.83) por wy, depois, integrando sobre €25 e €,

respectivamente, temos

/ (210 — aAz + g x Az] zdx + / [wy — bAwW] wydx
QQ Q1

= + [F(u) — F(u)] zdx + / [G(v — G(v] wpdx
QQ QZ
aplicando a proposigao (1.23)
1d 1d
S VQ (Jze]> + a|V2z|?) da:} o UQ (Jwe]* + b|Vw|?) dz

— | (9% V2z)Vzdx +\<Cl712 —g*mz —bnw, VOZZ (2.1.89)
Qs ~

— +/Q [F(u) — F(u)] th:L‘-f-/ G(v — G(v) wdz

Q2
e depois usando o Lema (1.2)), obtemos
d
—E5(t, z,w) = —I—/ [F(u) — F(u)] zydx +/ G(v — G(v) wdz
dt 192 1 Qs
—g(t) [ |Vz]*dz+ —/ (¢OV2)dx (2.1.90)
2 QQ 2 Q2

J/

<0 <0

onde

Es(t, z,w) = % {/ﬂ [l2:)* + B(1)|Vz]* + (9OV2)] d +/ [Jwe|* + b|Vw|?] d:c}

951

De (2.1.90), segue-se

%Eg(t, z,w) < /92 [F(u) — F(u)]zde + /Q1 [G(7) — G(V)]wdx (2.1.91)

Aplicando o teorema do valor médio em (2.1.91), as hipoteses (1.3.3), (1.3.8) e a
desigualdade (1.2.8)), temos
d —p—1 ~|p—1
—Es(t,z,w) < ¢ [[l? =zl ze] + (@17~ 2] 2] | dor +
dt o

971

[0~ w] | + [0~ w][w,| d] dx}
Usando a proposigao (1.7), obtemos

—1p—1 ~1p—1
—Es(t, zw) < A, |Z|L%(Q2)‘Zt|L2(Q2) + Ul i1 o) |Z’L%(Q2)|Zt|L2(Qz)

—— S——
limitada limitada <2 1 92)
—1p—1 ~p—1
e Plnin @y [0 2 o, lord 2@ + € [0lLnn @) [0 2 g [0l
N————
limitada limitada
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de onde resulta

d
Gtz w) < Hel[Velaan |z, + [Vwliaan w2 ) (2.1.93)

aplicando a desigualdade (1.2.2) e integrando de 0 a ¢, temos
T
Es(t, z,w) < c/ Es(s, z,w)ds (2.1.94)
0
De (2.2.29) e da proposicao (1.24), conclui-se
Es(t,z,w) < 0 (2.1.95)

logo
{z,wily =0

de onde resulta

{u,v} = {u,v}

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes Fracas

Nesta segdo noés resolveremos o problema [(0.0.15)-(0.0.21)] com dados iniciais menos

regulares, isto é, suponhamos

{ug,vo} € V., Au,ni} € L3*(Q) x L*(Y) (2.2.1)

A solucao correspondente serda chamada solucao fraca. A metodologia usada consiste

em obter aproximagoes para {ug, vo} e {ug, v} por sequéncias de vetores de
VN[H*(Q) x HX ()] e V

respectivamente, aplicando resultados do Teorema (1.1]), provaremos o Teorema (1.2)).
Como foi dito acima, nés obtemos sequéncias ({ug, v{})new € ({uf, v}})nen de fungoes

de VN (H?(Qy) x H*()) e V, respectivamente, tal que

(2.2.2)

lim {uy, vy} = {ug,v0} em V ; lim{u}, o7} = {us,v1} em L*(Q) x L*(y)
Oug . Ovf
a 8V0 — a—; =0 em I}
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De fato, é suficiente considerar

{uf",v}} € V convergindo para {uy,v1} € L*() x L*(Q1)

{ul,v5} € D(A) = {{¢, v} € VN (H* () x H* (1)) ;a

0
a—f —b— =0 sobre I'1}

o
ov

que ¢é denso em V', porque é o dominio do operador definido pela terna

{V.L2(Q) x L*(). ((.))v}

Para cada par {{uf,vy},{u},v}}}, definido acima, nos determinamos uma unica

solugao forte {u™, v"} verificando as condigoes do Teorema (1.1)), ou seja, o problema

uy —aAu" + F(u") + g+ Au™ =0

vy — bAV" + G(v™) =0

u" =0
ut ="
0u"_ *8u”7b8v"
aay g ov  Ov

u™(z,0) = ui(z) e up(x,0) =up(x) em Qy

v (2, 0) = vy (x)

em
em
em
em

em

e v (z,0) = vf(z)

possui uma unica solugao forte {u", v"}, satisfazendo

L0, T; L*(Q)) (2.2.3

(2.2.
L0, T; L* (1)) (2.2
T'x]0, T (2.2.5
'y x]0, T (2.2.

2.2

L=(0,T; HY2(T))2.2.7

em

{um, 0"} € L0, T (H'(Q2) x H () N V)
{ui, vty € L=(0,T;V)
{up,vp} € L(0,T; L2(Q0) x L*(Q2))

2.2.1 Estimativas a Priori

Multiplicando (2.2.3) por u} e (2.2.4) por v}, depois, integrando sobre €y e 4, respecti-

vamente, e somando-as, obtemos

(ugy, u ) £2 () + a(=Au", i) 1200, + (F(u), uf) r2(0,) + (g % Au™, ui') 12(0,)

(2.2.10)

+(vi, v ) L2y + 0(=A" v ) 2y + (G(V"), v ) 2y = 0
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Aplicando em (2.2.10) a Férmula de Green Generalizada (1.23) e usando (2.2.7),

temos

/ [uguy + aVu"Vuy — (g Vu")Vuy + F(u™)uwy'] de
2 (2.2.11)
+/ vy + V"V + G )vlde = 0
1951

Levando em conta (2.2.2) e raciocinando de forma andloga ao que foi feito na estima-

tiva 1 para solucoes regulares, concluimos que
n n
E(t,u™,v") <c¢
ou seja,

1 ~
3 / [|u?|2 + B()|Vu"|? + 2F (u™) + gDVU"} dx
Qo

) ~ (2.2.12)
+—/ [\vﬂz + bV |? + QG(U”)} dr < ¢
2 Jo,
de onde segue que
{u",v"} é limitada em L*°(0,T;V)
(2.2.13)

{up, v} ¢ limitada em L>(0,T; L*(2) x L*())
Por raciocionio similar ao que foi feita na estimativa 1 para solugoes regulares, temos

condicoes de passar limite nos termos nao lineares do sistema anterior.

2.2.2 Passagem ao Limite
Seja {®, ¥} € C*(0,T;V) tal que
B(T) = d(T) = W(T) = U (T) = 0 (2.2.14)

Multiplicando (2.2.3) por ® e (2.2.4) por WU, depois, integrando sobre Q9x]0,7] e

Q1 x]0, T'[, respectivamente, e somando-as, obtemos

T T
/ (UZ,@)LZ(Q2)dt+a/ (—Aun,@)L2(Q2)dt
70 7
+/ (F<un)7q))L2(Qg)dt+/ (g % Au", @) 2(0,)dt (2:2.15)
T 0 T 0 T
+/ (UZ,@)L2(Ql)dt+b/ (—AU”,\I/)LQ(QI)dt—l-/ (G(Un>,\I/)L2(Ql)dt =0
0 0 0
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Aplicando em (2.2.15)) a Férmula Generalizada de Green (1.23) e usando (2.2.7),

/ / uy Odtdx + / / aVu"Vedtdx
QQ QQ
/ / (g% Vu" V(IDdtdx+/ / " Odtdx (2.2.16)
QQ QZ
—I—/ / vtt\lldtdx+/ / bVU”V\I/dtdx+/ / "Wdtde = 0
951 951 951

integrando duas vezes por partes na varidvel ¢ e usando (2.2.14), obtemos

T T
/ / u”@ttdtdx—i-/ / aVu"Vodtdx
QQ QQ
/ / (g% Vu" V@dtd:c—i—/ / " ddtdx
Q2 {2 (2.2.17)
/ / v \Ifttdtda:—i-/ / va"V\I/dtdx—i-/ / G")Vdtde =
(951 Q1 1951

+ [ oo~ [ e+ [ g@vos— [ euod

temos

Tomando o limite em (2.2.17) quando n — oo, concluimos

T
/ / [u®y + aVuV P — (g * Vu)VEO + F(u)P| dedt
Qo
T
+ / / W0, + BVOVE + G(0) W] dadt
0 Jou

= +/92 uy (2)®(0)dx — /Q2 uo(2)®4(0)dz + /91 v1(2) ¥ (0)dx —/ vo(2) W4 (0)d

1971

para todo {u,v} € Ve {®, ¥} € C*(0,T,V), tal que
Para finalizar esta subsecao vamos mostrar que

{u,v} € C([0,T); V)N C*([0,T), L*(Q) x L*(£))

De fato, sejam {u*,v*} e {u®,v°} duas solugbes regulares para o problema [(0.0.15) —
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(0.0.21)], logo:

uby — aAu* + F(u') + g« Au* =0 em L>(0,T; L*(£2))
vy — bAV* + G(v") =0 em L>(0,T; L*(S2))
ut(x,t) =0 em I'x]0, T
ut(z,t) = v*(z,t) em [y x]0, T (2.2.18)
out Gu“ ovt
— L>(0,T; H 3T
o "9 o =% v e (0.T; ()
u(x,0) = uf(z) e uf(z,0) =uf(x) em Q
v (z,0) = v (z) e v)(x,0) =o' (x) em
e
uy, — aAu® + F(u®) + g« Au® =0 em L>(0,T; L*(Qs))
vy, — bAVS + G(v°) = em L>(0,T; L*())
u(z,t) =0 em I'x]0,T]
ut(z,t) = v (z,t) em 'y x]0, T (2.2.19)
ou® ou® ov*
G el L>(0,T; HY*(T
“or I oy b@l/ o (0.7; ()
u (x,0) =uy(z) e ui(x,0) =uj(z) em
v (z,0) =v5(z) e vi(x,0) =vi(z) em
fazendo (2.2.18)) menos (2.2.19) e tomando
v=u—u = Vy=uf —uj = Oy =uj —uy (2.2.20)
X=0vF—0v" = xy=0—v = Xu =V — Uy
temos
D — a9 + gx A = —F(u") + F(u®)  em L=(0,T; L*(y)) (2.2.21)
w—0AY = —GW")+ G(*)  em L>®(0,T; L*(Qy)) (2.2.22)
V=0 em I'x]0,T| (2.2.23)
U =x em I'y x]0, T (2.2.24)
8'19 o9 0x
— - L>(0,T; H- V(T 2.2.25
81/ g * 81/ 8 em (Oa ) ( 1)) ( )
Iz, 0) =do(z) e V(z,0) =1 (x)em Qy (2.2.26)
x(x,0) = xo(x) e xi(z,0) = x1(x)em (2.2.27)
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Utilizando o mesmo raciocinio desenvolvido para a unicidade da solucao regular do

Teorema ({1.1)) e observando que as condicoes iniciais sao diferentes de zero, concluimos:

T
E3(t,9,x) < E3(0,19,X)+c/ Es(s,9, x)ds (2.2.28)
0

onde

1
Balt.oo) = 5{ [ [0+ 00I90P + G090 dot [ el + 69X o}
QQ Q1
De (2.2.28) e da proposicao (1.24), conclui-se

Es(t,0,x) < ¢(T)E5(0,9,) (2.2.29)

de onde resulta

VAN
<
2
-
&
=
<

+{9, xHlcp..v)

(2.2.30)
+{0e, xeHlcom 2@z < Ve(T)Es(0,9, x)
Segue de (2.2.20) e (2.2.30), que
+0 < ut —us ot — s < c(T) Es5(0,
< I{ Hewmyy < Ve(T)Es( (2.2.31)

+0 < |l —ui, v — v Hleqor 2@ x 2@y < Ve(T)Es(0,9, x)

quando p,s — 00, temos por (2.2.2) que E3(0,9,x) — 0, logo de (2.2.31)) temos que as

seqiiéncias sao de cauchy e portanto existe
{u,v} € C([O,T],V) € {Ut,Ut} S C<[07T]7L2(QQ) X L2<Ql))

tal que

{u",v"} —  Au,v} em C([0,T];V)

(2.2.32)
{up, v} — Aug, vy em C([0,T]; L3() x L))

onde, concluimos que

{u,v} € C([0,T); V)N CH[0,T); L*(Qz) x L*(£))
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2.2.3 Condicoes Iniciais
Por (2.2.32), temos que

{u"(0),0"(0)} — {u(0),0(0)} em V

(2.2.33)
[0 (0} — {u(0).u(0)) em LX) x L)
Por outro lado, temos de (2.2.2) que
(W00} = (o} — (o} em V o

{uf (0),07(0)} = {uf, o7} — {w, o1} em L*() x L*(2)
Portanto de (2.2.33), (2.2.34) e unicidade de limite, temos

{u(0),v(0)} = {uo,vo} em V
{u(0),v:(0)} = {ug,vi} em L2(Q) x L*()

onde concluimos o desejado.

Observacao 2.1 A unicidade da solugao fraca € provada pelo método de Lions Magenes

[13], ver também Visik-Ladyznhenskaya [25].
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Capitulo 3

Decaimento Exponencial

Nesta segdo provaremos que a energia de primeira ordem associada ao sistema [(().0.8))-
(0.0.14)] decai exponencialmente desde que a funcdo g satisfaga hipdteses adicionais de

decaimento, como por exemplo

—k1,19(t) < gdt) < —kria9(t),
ro1g(t) < g'(t) < kapg(t), (3.0.1)
19" < rsg(t),

onde K, Ko, k3 sao constantes positivas com ¢ = 1,2 e g € 30, 00[. Consideraremos

também

logo o problema [(0.0.8)-(0.0.14)] reduz ao sistema linear viscoelastico dado por

U — AUy + g * Uz =0 em  Ox]0, 00| (3.0.2)

Uy — buge =0 em |Ly, Ly[x]0,00[  (3.0.3)

w(0,t) = u(Ls3, t) =0 em ]0,00] (3.0.4)

w(Lj,t) =v(Lj,t);5=1,2 em ]0,00] (3.0.5)

aug(Lj,t) — g+ ug(Ly,t) = bua(L; 1) 1 = 1,2 em 0, 00] (3.0.6)
u(z,0) = ug(x) e w(z,0) =ui(x) em €O (3.0.7)

v(x,0) =vo(x) e v(x,0) =vi(x) em =z €|Ly, Lo (3.0.8)
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onde os coeficientes de elasticidade a e b, assumem valores positivos fixados. O sistema

[(3.0.2)-(3.0.8)] serd estritamente dissipativo se
g(0) > 0. (3.0.9)

A seguir introduzimos algumas notagoes que serao 1teis ao longo deste capitulo. Con-

sideremos os espaco funcional

V ={{®,V} € H(O) x H' (L1, Ly) ; ®(0) = V(L) =0; ®(L;) =V¥(L;); j=1,2}
Note que V munido do produto interno

{o', v}, {9%, v?})y = a/ ®l P2dx + b/

e L

é um espaco de Hilbert.

Lo
Ul W2dy

1

Denotemos com E; e Fy os funcionais de energia

1
Bultou) = +; [ [+ B0)lusf + g0u.] da
@

1 b2 2 2
E2<t,U) = += UUt| +b|Ux’ }d.%
2 )L,

onde “07” denota a operagao bindria introduzida no capitulo (1)) e 5(t) denota a fungao

Bt): = a—/otg(T)dT >0

A condigao (1.3.11) implica que

Bo < Bt) < a

T G

Definimos a energia associada ao sistema [(3.0.2)) — (3.0.8)], como sendo
E(t,u,v) := Ey(t,u) + E5(t,v)

Verificamos no capitulo (2) que o sistema [((0.0.15)-(0.0.21))] possui uma tinica solugao
forte, logo em particular, [(0.0.8))-(0.0.14)] possui uma tunica solucao, de onde segue que,

[(3.0.2)-(3.0.8)] possui uma tnica solugao na classe

{u,v} € L2 (0,00;V)

loc

{ug,vi} € Li5.(0,00;V)

loc

{utt7 vtt} e L (0, o] LQ(O) X LQ]Ll, LQD

loc

64



de onde concluimos pelo Lema (1.5) que

{u,v} € L2.(0, 00, H*(O)) x L®

loc(07 00, H2]L17 Ly D
A propriedade dissipativa da equacao viscoeldstica é resumida no seguinte Lema.

Lema 3.1 Suponhamos que {u,v} é uma solugao forte do sistema [(3.0.2)-(3.0.8)]. Entao

temos que

%E(t ", v) = ; /O (g’Duz)(x,t)d:c—%g(t) / s (x, )2

(@]

Demonstracao: Multiplicando as equagoes [(3.0.2),(3.0.3)] por u; e vy respectivamente,

temos

e (2, )y (2, ) — Ay (2, ) ug (2, 1) + (g % Uge) (z, Dug(z,t) =0 em Ox]0, 00[ (3.0.10)

v (z, t)vg(x, t) — buge(x, t)ve(x,t) = 0 em |Lq, Lo[x]0, 00] (3.0.11)

onde {ug, v} € L*(0,T,V).
Integrando (3.0.10) sobre O e (3.0.11)) sobre | Ly, Ly[, obtemos

/Outt(x,t)ut(x,t)dmja/(gum(x,t)ut(x,t)d:v—l—/(g*um)(x,t)ut(x,t)dx20(3.0.12)

N O 7
L L
e
L2 L2
/ vz, t)v(x, t)dx —b/ Vez Ut (2, t)dr = 0 (3.0.13)
L1 Ll
Is
Observamos que
L = —auy(Ly,t)u(Ly,t) + aug(Lo, t)uy (Lo, t) + a §£|ux(:v,t)| dr  (3.0.14)
o
12 g * uz Ut Lla ) (g * ux>ut<L27 )

/ / (t — s)ug(w, 8)dsus, (v, t)dx (3.0.15)
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Lo d
I = —bui(La, t)os(Loyt) + bog(La, t)va(Lu, ) + b / S luale, )Pdz - (30.16)
Ly

Substituindo (3.0.14), (3.0.15) e (3.0.16) em (3.0.12)) e (3.0.13)), respectivamente, temos
1d ,
+ [ ug(z, t)u(z, t)dr + a ——|ux(ac, t)|“dx
+aug (Lo, t)uy (Lo, t) — aug(Ly, t)u,(Ly,t) — (g * ug)ug (Lo, t) (3.0.17)

+(g * ug)ug (L, t) / / (t — s)uz(x, s)dsuy(z,t)dr = 0

L L1 g
/ vue(, ) on(, ) + b / A
. 2di

Ly

—b’Ut(LQ,t)UI(LQ,t)+bvt<L1,t)Ux(L1,t) =0

(3.0.18)

somando (3.0.17) e (3.0.18)), resulta
—%% {/o (w2, t)|* + alug(z,1)] }da:—i—/ ) [Jve(z, £)] + blvg (2, 1) }dx}

+ [aug(La,t) = (g % ug) — bvg(La, t) | ue(Lo,t) / / (t = s)us(z, s)dsu(z, t)dx (3.0.19)

g

0

+ | —aug (L, t) + (g% ug) + bug (L1, 1) | we(La,t) = 0

0

de onde segue
1d ) 2 L2 2 2
+57 9 [ [u@ )P + alus(e, ) dz+ | o, O + blow(a, )] da
Jo Ly (3.0.20)
+// g(t — s)ug(x, s)dsu,(x,t)dx
0 Jo

aplicando o Lema (1.2)), obtemos
rya L oo + 500 + [ (a1

%di {/LL los(z, 8) + b|vw 2, 8)?] da:} (3.0.21)

1

1

onde concluimos

d 1 1
Bt u,0) = +1/@@mxawm——mw/thwﬁn
dt 2 Jo 27\ ],
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sendo

E(t,u,v) = —i—;/ Uut(aj t)]Z—i—ﬂ()\ux(a:,t)|2+(glilux)(x,t)] dx
%/L o, O + bloa(, £)?] de

1

A seguir enunciaremos varias desigualdades que satisfazem as solucoes fortes do sis-
tema [(3.0.2)-(3.0.8)]; para isso recorremos as técnicas multiplicativas e argumentos de

compacidade.

Lema 3.2 Seja {u,v} uma solugao forte de [(3.0.2)-(3.0.5)]. Nestas condi¢oes existe

uma constante positiva Ky independente dos dados iniciais tal que

/O Ey(t,v)dt < Kl{/o [ve(Lo, t)” + [va (Lo, )P + v (L1, 1)]* + va (L1, 1)]?] dt—i—Eg(T,v)}

Demonstragao: Multiplicando a equacao (3.0.3) por o(x)v, e integrando sobre | Ly, Lo,
obtemos
L2 L2
/ o(x)vy(x, t)v.(z, t)dr — b/ 0(x) Vg (x, )0z (2, t)dx = 0 (3.0.22)
Ly Ly

observe que

/ ) vy (z, v, (z, t)de
L (3.0.23)

S / @t sl s = [ atayute. Ot s

1

Substituindo (3.0.23) em (3.0.22)), temos

) +% { /L L o (2)vi(x, sz, t)dx} oo

—/L o(z) [ve(x, t)vg(z, t) + bvge(z, t)ve(x, t)]de = 0

1

onde

_ /L (@) [0a(@, ) vme (2, 1) + bvsa (2, )0z, £)] d

1
Lo

L
— 2/ F {U ) [Jve(z, 0> + blvg(z, 1))?] } do + ;/ o () [Jve(z, t)]* + blug (2, 1)]?] da
Ly L

1
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Substituindo (3.0.25) em (3.0.24) e aplicando o teorema fundamental do célculo, temos

%{/L 20(93)vt(x,t)vx(x,t)d:n} = U(QLZ) [|ve(La, t)[* + blog (Lo, t)|]
g [lve(L,t)|* + blog (L1, t)[?] (3.0.26)

_o(Ly)
1 s
2 / 0u(@) [Jon(, 1) + blog (. )] da

Tomando o(z) = x em (3.0.20) e integrando de 0 a T, obtemos

Lo

/LL2 wvg(x, T vy (x, T)dx —/ 2 (2, 0) v, (, O)dq;

Ly

L T I
= += [ve(La, t) 7 + blog (Lo, t)]?] dt — 71 th(Ll,t)\Q + blvg (L, )] do
0 0

T
- / Eg(t,l))dt
0

desta igualdade, resulta

T L T
/ Es(t,v)dt = 72 [|vt(L2, t)|* + b|vx(L2,t)|2] dt — — [|vt(L1, H)]? + b|vx(L1,t)|2} dz
° ) Ly (3.0.27)
—/ xvt(xTvxde:U—i-/ xvtx()vxw())d
L1 Ll

Temos as seguintes desigualdades

A
|

Lo L2
— vy (x, T, (x, T)dr < Ey(T,v)
/Ll Vb (3.0.28)

Lo Lo
/L (2, 0)v, (2, 0)dr < 7 (0,v)

1

N
|
5
o
<

substituindo (3.0.28) em (3.().27), consegue-se

T L L
/ Bttt < +22 [ [loulLos ) + blow (Lo, O] de + L2 BT, 0)
0 2 Jo Vb

Ly
2 Jo

r 0 (3.0.29)
[|vt(L1,t)| + blu.(Lq,t)| } dr + %EQ(O, v)

Por outro lado, multiplicando a equagao (3.0.3) por v; e integrando sobre | Ly, Ly[x]0, T7,

T Lo T Lo
/ / v (2, t)vy(x, t)dadt — b/ / Ve (x, )y (2, t)dadt = 0 (3.0.30)
0 L1 0 Ll

obtemos

observe,
Lo

/0 /levtt(l‘,t)vt(x,t)dxdt = %/L [|?Jt(x,T)|2 _ |Ut($,0)|2]dm <3.0.31)

1
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e

T Lo T b Lo
—b/ / Vg (T, )y (2, t)dadt = b/ vt(Ll,t)vx(Ll,t)dt—i——/ v, (z, T)|?dx
0 L1 0 2 Ll
T b Lo (3032)
_b/ ut(LZ,t)vx(Lg,t)dt—§/ lva(z, 0) dz
0 Ly

Substituindo (3.0.32) e (3.0.31) em (3.0.30), temos
T T
EQ(O, 1)) = EQ(T, 'U) — b/ Ut(LQ, t)/Ux(LQ, t)dt + b/ ’Ut(Ll, t)UI(Ll, t)dt (3033)
0 0

Temos as seguintes desigualdades

. v
_b/ V(L t)vy (Lo, t)dt < / [|ve(La, 1) + blog(La, t)[?] dt
0

r \2[ (3.0.34)
b/ v (Lo, o (Lo, t)dt < 7/ lJor(Le, 6)[2 + Blow (L, )] dt
0
Substituindo (3.0.34) em (3.0.33), resulta
E(0,0) < +Es(T,v) +—/ [Jor(Lay ) + bloa(La, t)[?] dt
(3.0.35)

// [[0:(L1, t)]? + blua(Ly, 1) [?] dt

De (3.0.35) e (3.0.29), concluimos

/0 Ey(t,v)dt < Kl{/o [(Jve(La, )7 + [va (Lo, )P) + (Jve(La, 8)]* + oo (L1, 1)) ] dt+E2(T,v)}

Lema 3.3 Seja g € C?|0, 00| satisfazendo as condigoes (3.0.1). Nestas condigdes existem

constantes Ko, K3, e Ky independentes dos dados iniciais, tais que, as desigualdades se

verificam

/0 Ey(t,u)dt < Kg{/o [(|vt(L1,t)]2+\vx(Ll,t)P)+(\vt(Lg,t)|2+\vx(Lg,t)|2)]dt—{—El(T,u)}

K3{—/OT/(g(g’Dum)(x,t)dxdt—l—/OT/Og(t)|ux(x,t)|2dxdt}

we( Lo, )1 + o (Lo, )1 + [ve Lo, 1) + [va (Lo, )] dt

. +°K4{ [ Bt BT+ B0}

T

para toda solugao forte {u,v} de [(3.0.2)-(3.0.8)].
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Demonstracao: Multiplicando a equagao (3.0.2)) por oy (x)[au,(x,t) — (g * u,)(z,t)] e

integrando sobre |0, L;[, temos
Ly
/ o1 () (@, ) a (2, 1) — (g % ) (2, D)]da
0

—/0 1 01(2)[atg, (2, 1) — (g * Uz ) (2, t)][aug (2, t) — (g % ug)(z,t)]de = 0

Observe que

(3.0.36)

1 T)ug(x, t)[aug (x,t) — (g * ug)(z,t)|dz
= dt {/ 1 o1(z)ug(x, t) [aug(z,t) — (g * ug)(x,t)] dx} (3.0.37)
o1 (x)ug(z, t)ug(x, t)dz + /0 o1 (z)u(x, t) {g(t)uz (2, t) + (¢’ o ug)(x,t)} dz
—/ 1 01(2)[atg, (2, 1) — (g * Uz ) (2, t)][aus (2, 1) — (g % ug)(z, t)]dx
) o (3.0.38)
= - 9 [CL’LLI<.’E,t) (g * UI)(‘I t)]i 01 +5 2 /; [le($)‘aux(x>t) - (g * uxxx?t)‘z} dx
Substituindo (3.0.38), (3.0.37) em (3.0.30) e observando que
a/o 101(x)ut(x,t)uxt(w,t)dx
= 5 @@ =5 [ @ P
temos

@ /OL1 (@)u(w, 1) [aug (2,t) — (g% ue) (2, 1)] dx}

= éx)[mt( B2 + laug (2, 1) — (g% u,) (z, )21
e (3.0.39)
2, {o12(@) [aluy(e, )2 + |aug (z,8) = (g ) (2, )]} da

/0 o1 (z)ug(x, t) [g(t)ue(z,t) + (¢ 0 uy) (2, t)] dx

usando o Lema (1.1)), resulta

4 {/OLl o1(z)uy(x, t) [aug(z,t) — (g * ug)(x,t)] dx}
= %{01( ) [alu(@, )] + Jau(z, t) — (g*um)(x,t)|2]zzgl}

Ly (3.0.40)
/ {o1.(2) [alue(z,t)* + |B()us(z, t) — (g0 ug) (2, t)[*] } do
_ /0 o1 (D) e (1) [ (D) ua(@, ) + (g 0 ua) (1)) da
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Tomando o1(x) = z em (3.0.40), obtemos

di{/o v, 1) [auy (1) — (g*ux)(%’>t)]d9€}

_ by, \ut(Ll, B2 + |aug (L1, 1) — (g * ug) (L1, 1) 2]

o (3.0.41)
—5 [a|ut(l‘ )+ 18t us(2,t) — (g0 us)(z, t)]*] da
/0 b zuy(z,t) [g(t)ug(x,t) + (¢' o ug)(z,t)] da
de onde, consegue-se
%/ alu(z,t)Pdx + 62( ) i 1|ugc(x,t)|2dx
< +5 a0 + fonaa,0) — (5 ) 20,0
_dii / 2y (2, O[3 (2, 1) — (g 0 uy)(x, £)da (3.0.42)

zu(z,t) [g(t)ug (2, t) + (¢ o ug)(z,t)] dz

S— =

Ly
~80) [ wale (g0 u)(w. e
0
De forma anéloga, multiplicando a equagao (3.0.2) por oq(z)[au,(z,t) — (g *u,)(x,t)],
integrando sobre |Lg, L3[, usando o Lema (1.1)), resulta

% {/;3 o2 (@)uy(z, t) [aug(z,t) — (g * ug)(z, )] d:z:}

_ o) {[am(x DI + laus (2, ) = (g w) (@ D2 }

2
(3.0.43)
_%/ O (x ’ut ,t) ‘ + |B(t)ug(z,t) — (g<>um)(:r;,t)\2] dx

/ oo (z)ug (@, t) [g(t)us(z,t) + (¢' 0 uy) (2, t)] da
e tomando oq(z) = x — L3, consegue-se

% {/LL (2 — Laug(z, £) [aus (2, ) — (g # 1) (2, )] dw}

_ +M [alus(La, t)[* + |aug (Lo, t) — (g * ug) (Lo, t)[?]

i (3.0.44)
=5 | Tahue P + 1800 ~ (g o) 0] do
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de onde resulta

%/L:ctlut( ) +ﬁ2() A | (2, 1) [Pda
< s o) o 0P+ aus(Loyt) — (9% u) (L, )]

[ - e e, 0) - oo
- (0 = Loy, ) [g(uala, ) + (¢ o ) (o, 0)] da
500) [ a0 w1

Adicionando (3.0.45) e (3.0.42), obtemos

1
/a|utxt|dx—|— /|umxt\d:v
2 Jo

< l; lalug(Ly, t)[* + |auy (L1, t) — (g * ug) (L1, t)|?]

yH k) [amt(Lg, OF + lat(Last) = (9 + u) (L2, )]

_% [ 0 zug(x, ) [B(t)uy(z,t) — (gouw)(x,t)dx}
ATy [ [ e 30 - <g<>ux><x,t>dx@

/0 lxut (2,8) [g(®)up(z,t) + (¢ 0 ug)(z, )] dz
/L3<x_L3 (1) [y (1) + (g 0wy (2, )] da

L3
ﬁ(t)/ uz(x,t)(g o ug)dr — / uz(x,t)(g o uy)d
0 Lo
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Integrando de 0 até T', temos que

T

L

%/ Ey(t,u)dt < —|——21 [a|ut(L1,t)|2 + |aug (L1, t) — (g * uz)(Ll,t)H dt
0 0

—I—@/O lalu(Ly, t)* + |aua (Lo, t) — (g % ue) (Lo, t)[?] dt

_ /O w2, T) [B(T)ua (2, T) — (g 0 ) (&, T)) de

J/

g

I

—/L S(m — Ly)uy(x, T)[B(T)uz(x, T) — (g o ug)(x, T)]dx

2

J/

g

1P

+ / vy, 0) [B(0)us(2.0) — (g0 us) (2,0)] d

N

g

I3

T / (@ = Lo)ur(,0) [B(0)uu(x,0) — (9.0 u,)(x,0)] da (3.0.47)

2
J/

-~

Iy

_ / / s, 1) [ ua(w, 1) + (g 0 un)(x, 1)) ddt

N J

I5

/ /L x — L)uy(z,t) [g(t)ug(z,t) + (¢ o uy)(w,t)] dodt

Ly
// B(t)uy(x,t) goumdxdt—// g (z,t) (g © uy)dxdt
Lo
/ /gDux )(z, t)dxdt

v
Ig

onde o = min{a, B}

Usando as desigualdades elementares, obtemos as seguintes desigualdades:

(
L+ 1+ Iy

IN

CE1 (T, U)
cE1(0,u)

T T
) /% By (t,u)dt + mic /O /O 9Ol (@ P dedt 5 4y

—c/o /O(g'mux)(a;,t)dxdt
+§ATEmuth

Is+ 1,

IN

Is + Ig

IN

I + Iy

IN
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Substituindo (3.0.48) em (3.().47), temos

T

L

70/ Bu(tuydt < 4 oL, O + Jaun(Last) — (g% ) (L, )] d
0 0

—I—@/ [a|ut(L2,t)|2 + |aug (Lo, t) — (g * Uz)(L2=t)|2] dt
0 (3.0.49)

Fe (BT ) + Bi0) + (o) [ "Bt

T or
—|—mc/ /g(t)]ux(:c,t)\2dxdt—c/ /(g’Duw)(x,t)d:cdt
o Jo o Jo

escolhendo 7y, tal que, vo — (1 +¢) = %, obtemos

T
VO/ El(t>u>dt
0 T

< +L1/ (alue(Ly, 1)* + Jaus (Ly, 1) — (g% ua) (Ly, )] dt
0 ; (3.0.50)

+(Ls — Lz)/ [alue(La, ) + laus (La, t) — (g% uo)(La, )] dt

+c {— /OT /:(g'Dux)(x,t)dxdt + /OT/Og(t)|ux(x,t)]2dxdt + E1(0,u) + Ey(T, u)}

Multiplicando a equacgao (3.0.2) por u,, integrando por partes em O, consegue-se

Ei(0u) = By(T,u)— /0 we(Ly, Ofatia (L1, £) — (g % ) (Lo, £)]dt

1 T
/ u (Lo, t)[au, (Lo, t) — (g % ug) (Lo, t)]dt (3.0.51)
——/ /gDux )z, t)dzdt + = / / t)|ug(x, )P dzdt
Substituindo (3.0.51)) (3.0.50), resulta

T
VO/ El(t7u>dt
O r
< +c/ [a|ut(L1,t)|2 + |au,(Ly,t) — (g * ux)(Ll,t)ﬂ dt
0

T (3.0.52)
[alug(La, t)* + |aug(La, t) — (g % ug) (Lo, t)[?] dt

-
36{ / /gmum xtdxdt} C{/D /Og(t)lux(%t)\2d$dt}+C{2E1(T7“>}

Usando [(3.0.4)-(3.0.6)] em (3.0.52)), concluimos

/0 Ey(tu)dt < KZ{/O [ve(L1, t)]* + [va (L1, £)]* + [ve(La, 1)|* + |0z (Lo, 1)]?] dt—i—El(T,u)}

K3{—/OT/O(g’Dux)(a:,t)dxdt—i—/OT/Og(t)\u:c(w,t)dedt}
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Para obter a segunda desigualdade raciocinamos de forma similar. Tomando oy ()

em (3.0.4

Ly
2

IN
+
o

+
o
—

+
o

N

usando |

=X

() e integrando de 0 a T', consegue-se

T
[alue(Ly, t)[* + [aua(Ly, t) —

(9 2) (L, )t
[ e b+ [ e Pa [ 1<guux><x,T>dx}}

_/Ll |ur (2, 0)] dw+/0L1a|uw(x 0)] d:p]}
/ /L1 [ug(, 1) dw—l—/ /Llﬁ ()| ug(z, t)| dxdt—l—/ /OLl(gDum)(x,t)da}dt}}

)-(3.0.6)], temos

[e=]

N = N = DN =

3.0.4

T
| 1P + (2o, Plat
0
2 (1] [ 9 L ) Ly
La\2 L 0 0 (3.0.5
2¢ (1] (" f o
—< = |y (2, 0)|?da + alug(z,0)*dx
Ly (2
2c (1 L1 Ly Ly
+L_{§// \utxt|dx+// B(t) |uxxt|dxdt+// gDuthdxdt]}
1
De modo andlogo, tomando oy(z) = x— L3 em (3.0.43) e integrando de 0 a T', consegue-
se
Ly — Ly [* 2 2
5 [ Tl La O + e (Laut) = (9= ) (L Ol
r L3 L3 L3
< —l—c{% / lug(, T)|*dx + ﬁ(T)|ux(:1;,T)\2dx+/ (gDuI)(x,T)dx}}
L L L
L/ Ly : 2
1 3 3
—l—c{§ / |ug(z,0)] d:c—l—/ a|ux(.7c 0)] dx}}
1 I
—l—c{§ / / lug(x,t)| d:r+/ ﬁ )|z (z,1)] d:);dt—l—/ / (gDux)(x,t)dxdt]}
Lo Lo 0
usando [(3.0.4)-(3.0.6)], obtemos
T
[ oL + oL, )Pl
1T s Ly Ls
< +ec / |ut(:)3,T)|2d:L“—|—/ 5(T)|ux(x,T)|2dx+/ (gDux)(:v,T)dx}}
=Ly 0 L2 (3.0.54)

+
o

+
O

——

L Ly
/ |ut(x,0)|2dx+/ a|ux(x,0)|2dx]}

LJ L Lo

G T Ly T (L3
/ / |ut(x,t)|2dx+/ ﬁ(t)|ux(x,t)|2dxdt+/ /

LJo Ji, 0o JLo 0o JLo
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Adicionando (3.0.53)) e (3.0.54), concluimos que

T
[Ut(Ll, t>|2 + |UI(L1, t)|2 + |Ut(L2,t)|2 + |Um(L2,t)|2} dt
0
T
S +K4 {/ El(t, u)dt + El(T, U) + El(O, U,)}
0

para toda solucao forte {u,v} de [(3.0.2)-(3.0.8)]

Lema 3.4 Com as mesmas condi¢ées do Lema (3.2). Erxistem constantes positivas Ks e Kg

independentes dos dados iniciais, tais que,
T T T T

/ E(t,u,v)dt < K5/ El(t,u)dt+K6{—/ /(g'Dux)(a:,t)dxdt—l—/ /g(t)|ux(x,t)]2da;dt}
0 0 o Jo o Jo

para toda solugdo forte {u,v} de [(3.0.2)-(5.0.8)], com T suficientemente grande.

Demonstracao: Pela Lema (3.2)), temos

/0 Ey(t,v)dt < Kl{/o [ve(Lo, t)” + [va (Lo, )P + [ve(La, £)]* + vs (L1, )]?] dt—i—Eg(T,v)}

e pelo Lema (3.3), temos

/O Ey(t,u)dt < Kg{/o [ve(L1, t)]* + [va (L1, 8)]* + [ve(La, 1)|* 4 |0z (Lo, 1)]?] dt+E1(T,u)}

K3{—/OT/O(g’Dum)(x,t)dxdt—i—/OT/Og(t)\um(x,t)Fdxdt}

T T

T
E(t,u,v)dt = Eltudt+/ Eq(t,v)dt
0 0

logo

c\

< (K, + Ky) {/ [|ve(L1, ) + [va (L, t)[* + |ve(La, t)* + |ux(L2,t)|2}}dt

Kg{—/o /O(g’Duz)(:c,t)dxdt—i—/o Og(t)lum(x,t)|2dxdt}

+K1E2(T, U) + KQEl (T, U)

(3.0.55)

Temos pelo Lema (3.3)

T
we(La, )1 + o Lo, ) + ve Lo, 1) + [va (Lo, )] dt
T (3.0.56)
S —|—K4 {/ E1<t, U)dt + E1<T, U) + E1<O, 'LL)}
0
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Substituindo (3.0.50) em (3.0.55), consegue-se

T T
/ E(t,u,v)dt < 4 / Eltu)dt+E(Tuv)+E0uv}d
0

{ / / g'0u,)(x,t) dmdt+/ / Bl (@, 1) dwdgom)

Temos pelo Lema (3.1) que

%E(t,u,v} _ % /O (¢'Dus)(x, £)dz — %g(t) /O (s (z, £) Pdz

integrando de 0 a T" e aplicando o teorema fundamental do calculo, obtemos

1 /T
E0,u,v) = +E(T,u,v)— 5/ /(g’Dux)(x,t)dxdt
o Jo

% /OT/Og(t)|ux(x,t)|2d$

Substituindo (3.0.58) em (3.0.57), consegue-se

2a T T
(1——)/ E(t,u,v)dt < +cl/ Ey(t,u)dt
T ) Jo
{ / / ¢'0u,) xtdxdt—l—/ / t)|ug(z, )] dedt}

tomando T suficientemente grande, concluimos

/OTE(t,u,v)dt < K /OTEl(t,u)dt+K6{—/OT/O(g’Dux)(a:,t)dxdtJr/OT/Og(t)|ux(a:,t)]2dxdt}

para toda solucao forte {u,v} de [(3.0.2)-(3.0.8)].

(3.0.58)

Lema 3.5 Assumamos as hipdteses do Lema (3.3). Dado n > 0 existe C, independente

dos dados iniciais, tal que

T

[ e+ e o] < n/ Byt u)d

{//gDuxxtdmdt+// |uth|d:cdt}

para toda solugdo forte {u,v} de [(3.0.2)-(5.0.8)], com T suficientemente grande.
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Demonstracao: A nossa prova é por reducao ao absurdo. Suponhamos que existam

sequéncias de dados iniciais (u*9 v*0) em [H2(O) x H*(Ly, L) NV, (uPt, 0%1) em V e

k

uma constante positiva 7o, tal que as solucdes (u*,v*) do sistema

k k kE
utt_auzx+g*uxx_o

k Eo_
vy — bu,, =0

ub(0,t) = u*(Ls, t) = 0

uF(Lj,t) = v"(Lj,t) ;5 =1,2

J ( Jj=

aul(Lj,t) — g = ub(L;,t) = bof(L;,t) ;5 =1,2
WF(z,0) = u"(z) e uk(z,0) = uP(2)

vP(x,0) = 0v"0(2) e o

k
¢
v (2,0) = x)

verificam a desigualdade

/OT [ (Lo, )2 + [ (Lo, £)]7] dt > k:{—/OT/O(g’Du’;)(x,t)dde/OT/Og(t)Iuli(%t)

7
‘H?o/ Eq(t,u")dt
0

para todo k € IN.

Consideremos as fungao (y*, z¥), definidas como

yk($,t) = /\—uk(ac,t) ; Zk($7t> = —Uk(l”t) 3 )\Z =
k

temos

/0 [y (L, ) + [y (Lo t)P] i =

além disso, satisfazem as equacoes

em

em

em

em

em

em

em

O x]0, 0]

JL1; Lo [x]0, 00
0, 00]

0, 00]

0, 00]

re0

xr €]L17L2[

2B (x,t) — b2F (2,8) =0 em Ly, Ly[x]0, 00]

as condigoes de contorno

yk((),t) :yk(Lg,,t) =0 em ]0,00]

yF (L, t) = 2M(Lj,t) 1) =

1,2 em ]0,00]

ay];(Lj7t) - (g*y§)<Ljat) = bz;;(Ljvt) ;j = 172 em ]0,00[
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/0 [ (L, O + [ (Lo, £)?] d

(3.0.67)

(3.0.68)
(3.0.69)

(3.0.70)
(3.0.71)
(3.0.72)

?dxdt
(

}0.66)



os dados iniciais

1 1

y"(2,0) = )\—uk’o(x) e yi(z,0) = )\—ykl(x) em x€O (3.0.73)
k k
1 1

2F(x,0) = )\—kzk’o(x) e 2M(x,0) = )\—kzkl(x) em x €]Ly, Ly (3.0.74)

e a desigualdade

T
1>7]0/E1ty>d

(3.0.75)
—l—k:{ / /gDyw xtdmdt+/ / |yl,xt|dxdt}
para todo k € IN. Daqui deduz-se que
T
/ Ey(t,y")dt ¢ limitado, (3.0.76)
0
para todo k € IN, e tem-se as convergéncias.
T
/ / (¢'Dy") (&, t)dadt — 0 (3.0.77)
0o Jo
T
/ / o (Ol (2, ) dadt — 0 (3.0.78)
0o Jo

k

quando k — oco. Multiplicamos as equacoes (3.0.68) e (3.0.69) por yF e z¥ respectivamente

e integramos por partes. Usando o Lema (1.3), e as condigoes [(3.0.70)-(3.0.72))], temos:

<

E(t,y", ")
E(T,y", =X / / gOy") (z, t)dadt + = / / ) |yE (2, t)|dx (3.0.79)

1
—/ (t, "~ 2" ——//gDyxa:tdxdt+ //g (t)[y¥ (z,t)|2dx
T Jo o Jo

Em virtude do Lema (3.4), temos

T

E(t,y", ) dt

0 7 T T (3.0.80)
< K5/O El(t,yk)dt+K6{— i /O(g’Dy];)(x,t)dmdtnL/O /Og(t)|ylgf(:1c,t)|2dxdt1

Substituindo (3.0.80) em (3.0.79), temos

E(t,y", 2")
K- [T K, I
< +75 El(t,y’f)dt—(eré)/ /(g’Dy’i)(w,t)dxdt (3.0.81)
0 T 0 @
K 1
w24 [ [ ot Pdsd
0 @
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Segue de (3.0.76)),(3.0.77),(3.0.78) e (3.0.81),que

E(t,y", 2*) é limitada em L>(0,7T) (3.0.82)

logo podemos extrair uma subseqiiéncia de (y*, 2*)ren, denotada da mesma forma tal que

k? k i ) LOO O? T7V
{y", 2"} * {y,z} em ( ) (3.0.83)
{yfa Ztk} - {ytv Zt} em LOO(O7 Tv L2(O))

de onde temos
koA em L*>(0,T, H! 0,L
Y 4 ( ] 1[) (3.0.84)

y* — y em L2(0,T,L?0, L)

e
A em L>*(0,T,H' Ly, L
Y v ( | L2, Ls]) (3.0.85)
yF — y, em L*0,T,L?| Ly, Ls])
Aplicando o Lema (1.25)
e
y* — y em C([0,T), H"| Ly, Ls|) (3.0.87)
para r < 1.
De (3.0.80), (3.0.87), Lema do Trago e (3.0.67), temos
T
| oz of + ly(za 0P de = 1 (3.0.83)
0
A convergéncia (3.0.78) implica que
y: = 0 em L*Ox]0,T[)
mas

T T
| otzeop +ltanfla < & [ [ P —o
0 o Jo
onde ¢, ¢ a constante da desigualdade de Poincaré, assim temos uma contradi¢cao com

(3.0.88), logo o Lema se verifica.
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O resultado principal deste capitulo é dado por

Teorema 3.1 Seja (u,v) a solugao forte de [(3.0.2)-(5.0.8)]. Se o micleo g € C3(]0, o0[)

satisfaz as condigoes (3.0.1) e (3.0.9), entdo existem constantes positivas Cy e p indepen-

dentes dos dados iniciais, tal que

E(t,u,v) < CoE(0,u,v)e

Demonstracao: Como {u, v} é solugao forte de [(3.0.2)-(3.0.8)], temos pelo Lema (3.1)

1 1
%E(t,u, v) = é/og’Duxdx - §g(t)/o|u$|2dx

Denotemos com R;(t,u), o funcional

Ry(t,u) ::/Ou(x,t)ut(x,t)d:v.

Multiplicando a equagao (3.0.2) por u, usando o Lema (1.1)) e [(3.0.4),(3.0.6)], consegue-

se

%Rl t,bu) = / |us(z, t)] d:v—/ [B(t)ug(z,t) — (g0 ug)(x, t)] up(z, t)dex

+bvx(L1, ) (Ll, )—b’Uz(Lg,t)u(Lg,t)

Denotemos com Ry(t,u), o funcional

Ro(t,u) = /ut x,t)(g *u)(x, t)dr — 1/(g Ou)(z, t)dz

u(z, t)*dr + = /|g*u$xt|dx

Multiplicando a equacao (3.0.2) por (g * u);, usando o Lema (1.1)) e [(3.0.4)-(3.0.6)],

resulta

Gt = =g(0) [ fuu(e,)Pds = bou(LuDgOu(Lat) + (o 0u)(Li, 1)}
@)
(L a(Ou(La, ) + (5 o) (I} +a [ o0l < {)fda

+a/@ux(x,t)(g/<>um)(x,t)dx— %/@(g’”[lu)( t)|*dx

81



Definimos

L(t,u,v) := NE(t,u,v) + @Rl(t, u) + Ro(t, u)

onde N denota uma constante grande. Das estimativas anteriores tem-se

%L(t wv) = —/ ¢/'0w)(z, t)dx—%g(t)/o\ux(x,z)ﬁdx
+20 / oo~ 250 [ [3(0)us(e,0) ~ (g 00,) 0] st
IOy (L (Lt )—@bvx(Lz, u(La, 1)

2
—9(0)/01ut(567t)|2d50— bue(La, ){g(t)u(La,t) + (9 o w) (L, 1)}

+bv, (Lo, t){g(t)u(La, t) + (¢' o u)(La, t)} + a/@g(t)]ux(x,t)\zdx
—i—a/(oux(x,t)(g’oux)(x,t)dx— %/O(g”’Du)(x,t)dx—l—gT@)/O]u(x,t)]de

Usando a desigualdade de Young, Poincaré, Teorema do Traco , o Lema (1.1) e

[(3.0.4)-(3.0.6)] tem-se que, para N suficientemente grande

%L(t,u,v) < +g /O(g’Dux)(sc,t)da:—g(t)/O|ux(x,t)|2dx} —@/Oa(t,u)dt

+d ; [va (L, ) + [va(Le, )] + e [Ju(Ly, )P + [u(La, )]

onde dy representa uma constante positiva pequena que serd determinada posteriormente.

Integrando de 0 até T', com T suficientemente grande, e usando a segunda parte do Lema

(3.3)), obtemos

N
L(T,u,v) — L(0,u,v) < g{/ /gDum xtdxdt—/ / \uzxt|da:dt}
g

/ El(t u)dt+cl/0 [u(Ly, t)]* + |u(La, t)|?] dt

{/ /gDux xtdxdt—// \uxxt|dxdt}

0 0

T
+0 Ky {/ E(t,u,v)dt + E(T,u,v) + E(0, u, U)}
0

IN

temos pelo Lema (3.1) que

B0, u,v) — E(T,u,v)—%/OT/O(g/Dum)(x,t)da:—k%/OT/Og(t)|um(x,t)|2dx
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substituindo na desigualdade anterior, e tomando N suficientemente grande, obtemos

L(T,u,v) — L(0,u,v) < +16{/ /gDuw xtdxdt—// |uxxt|dxdt}

90 /OEI“ u)dt+01/0 [Ju(Ls, ) + (Lo, )] dt

2 T
+50K4 (1 + —) / E(t, u, U)dt
T 0

usando o Lema (3.4), temos que para N suficientemente grande, se satisfaz

L(T,u,v) — L(0,u,v) < 32{/ /gDuw xtd:cdt—// |uxxt|dxdt}

2K5/ E(t u v)dt+cl/0 [Ju(Ly, t)* + |u(La, t)[*] dt

aplicando o Lema (3.5) com 1 = §, temos que, para N suficientemente grande

L(T,u,v) — L(0,u,v) < 64{/ /gDuz xtdxdt—// |u$xt|dxdt}

2Ky
—(2—}(5—(50 (61+K4+T))/0 E(tuv)dt

escolhendo dy, como a solucao da equacao

(B2 - (e ki ) = 42

obtemos

T

L(T,u,v) — L(0,u,v) < —@/ E(t,u,v)dt
S0

qg(0)T

< Ik, E(T,u,v)dt

(3.0.89)

Usando a desigualdade de Young e Poincaré, pode-se mostrar que
|Ri(t,u)] < eE(tuv) , i=1,2
assim, deduz-se que, para N suficientemente grande, tem-se

N
§E(t,u,v) < L(t,u,v) < 2NE(t,u,v) (3.0.90)

Combinando (3.0.89)) e (3.0.90), obtemos

g(0)T
SKsN

L(T,u,v) — L(0,u,v) < — L(T,u,v)dt
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o qual implica

L(T,u,v) < aL(0,u,v) , «a:= (14_@

g(O)T)_1

Note que a constante « independe dos dados iniciais. Pela propriedade de semigrupo

do sistema [(3.0.2)-(3.0.6)], temos que

Lt +Tuv) < aL(t,u,v) , Vi>0.

Seja t > 0. Existe n € IN e 7 um numero real satisfazendo 0 < r < T, tal que,

. t
t=nT+r, equivalentemente n

L(t,u,v) < o"L(r,u,v)
< 2Na™E(r,u,v)
Lembrando que a energia E(t,u,v) é decrescente, obtemos
2Na(%7%)E(0,u,v)L(T, u,v)
2Na 'E(0,u,v)e

L(t,u,v) <
<

onde a constante p é dada por

Usando (3.0.90), concluimos
E(t,u,v) < 4a™'E(0,u,v)e "

Logo, o Teorema se verifica, o que completa a demonstracao.

ST

usando recursivamente a estimativa (3.0.91) e a desigualdade (3.0.90), obtemos

(3.0.91)

O decaimento da energia das solugoes fracas é uma consequéncia direta do Teorema

(3.1), para isso basta usar argumentos de densidade e a semicontinuidade inferior da

energia. Este resultado é dado por

Corolario 3.1 Com as mesmas hipdteses do Teorema (3.1). Ezistem constantes posi-

tivas Cy e u, tal que
E(t,u,v) < CoFE(0,u,v)e "

para toda solugao fraca {u,v} do problema [(3.0.2)-(3.0.8)]
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