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RESUMO

RICORDI, Everson Luiz. O MODELO LOGISTICO DE VERHULST SUJEITO A INCERTE-
ZAS NA CONDICAO INICIAL. 55 f. Trabalho de Concluséo de Curso — Curso de Licenciatura
em Matemadtica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2016.

Este trabalho analisa a equagdo logistica sujeita a incertezas na condi¢do inicial. As funcdes de
densidade de probabilidade da densidade populacional e do seu ponto de inflexdo sao calculadas
utilizando a func¢do de distribui¢do da populagdo inicial, considerada/modelada neste trabalho
como uma variavel aleatéria. Funcdes de densidade de probabilidade, momentos estatisticos
e intervalos de confianca da densidade populacional e do seu ponto de inflexdo sdo obtidos
analiticamente para o caso em que a populacao inicial € uniformemente distribuida. Por fim,
sdo realizados testes computacionais para ilustrar os principais resultados.

Palavras-chave: Equacdo logistica, funcdo de densidade de probabilidade, varidvel aleatoria



ABSTRACT

RICORDI, Everson Luiz. THE VERHULST LOGISTIC MODEL SUBJECT TO UNCER-
TAINTIES IN THE INITIAL CONDITION. 55 f. Trabalho de Conclusido de Curso — Curso de
Licenciatura em Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2016.

This work analyzes the logistic equation subject to uncertainties in the initial condition. The
probability functions density of the population density and its inflection point are calculated
using the distribution function of the initial population, considered/modelled in this work as
a random variable. Probability density functions, statistical moments and confidence intervals
of the population density and its inflection point are obtained analytically for the case where
the initial population is uniformly distributed. Finally, computational tests are performed to
illustrate the main results.

Keywords: logistic equation, probability density function, random variable
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1 INTRODUCAO

O modelo logistico de Verhulst foi introduzido para descrever o crescimento populacio-
nal, de espécies ou individuos em um dado sistema, considerando um termo de auto limitagao
(associado a restricdo de recursos) que corrige o crescimento ilimitado do modelo Malthusi-
ano (KOT, 2001). A equacao logistica classica (ou de Verhulst) € dada pelo problema de valor

inicial (PVI) ndo linear seguinte:

d N(t)
EN(I)sz(t)( —7), t>0,

N(0) = Ny, (1.1)

em que N(t) denota a densidade populacional no instante 7, a > 0 é a taxa de crescimento

intrinsico, Ny > 0 € a densidade populacional em t =0 e K > 0 € a capacidade suporte do meio.

O modelo dado em (1.1) visa fornecer uma previsdo da quantidade de individuos num
determinado instante de tempo. Como pode-se observar, essa predi¢ao depende de informacgdes
sobre a densidade populacional inicial, Ny. Tais informacgdes sdo, de modo geral, imprecisas,
obtidas muitas vezes por processos empiricos, € devido a isto € importante considerd-las como
incertos (CORTES et al., 2015; KEGAN; WEST, 2005; DORINI et al., 2016).

Visando levar em consideracdo esta caracteristica incerta de Ny, este € modelado, neste
trabalho, como uma varidvel aleatéria. Em vista disso, busca-se compreender os diversos efeitos
gerados por esta hipdtese sobre N(z), ¢ > 0. O objetivo principal é obter e analisar a distribui¢do
de probabilidade da populagdo N(t), r > 0 fixo, e de seu ponto de inflexdo, ¢*, considerando-se
No uma varidvel aleatdria real e absolutamente continua, e supondo conhecida a sua func¢do de
densidade de probabilidade (fdp). Para tal, N(¢) e t* sao consideradas como func¢des da variavel

aleatdria N.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 € apresentado, baseando-
se em (CRAMER, 2002), um breve histérico do modelo logistico de Verhulst. No Capitulo 3,
as fdp’s de N(z), t > 0 fixo, e t* sdo fornecidas a partir da fdp da densidade populacional inicial,

No. No capitulo 4, sdo apresentados analiticamente os principais momentos estatisticos e inter-



valos de confianga de N(7), t > 0 fixo, e t* para o caso em que Ny é uniformemente distribuida.
No Capitulo 5, uma aplicagdo bastante elementar sobre a propagacido de uma nova tecnologia na
Espanha € apresentada. Por fim, no Capitulo 6 sdo realizados testes computacionais, utilizando
o programa MATLAB (MathWorks, Inc.), comparando os resultados analiticos obtidos com os

fornecidos utilizado-se simulagdes de Monte Carlo (FISHMAN, 1996).



2 O MODELO LOGISTICO

Malthus (1798) afirma em seu livro “An Essay on the Principle of Population” que a
populacdo cresce segundo uma progressao geométrica enquanto a producao de alimentos cresce
segundo uma progressao aritmética. O problema proposto por Malthus sugere que considerando
a populagdo como uma fun¢do do tempo, a taxa de crescimento da popula¢do num determinado
instante ¢ € proporcional a quantidade de individuos neste mesmo instante, 0 que torna a equagao

diferencial seguinte razoavel:
—N(t) =aN(1), 2.1

em que N(f) denota a quantidade de individuos no tempo 7 e a > 0 denota a constante de

proporcionalidade. Pode-se verificar facilmente que a solucao geral da equacgdo (2.1) € dada por
N(t) =ce”, (2.2)
em que ¢ é uma constante. Supondo a populag¢do inicial N(0) = Ny > 0 conhecida, obtém-se

N(t) = Nye®. (2.3)

O modelo dado em (2.3), conhecido como modelo malthusiano ou exponencial, forne-
ceria, entdo, a populagdo de uma determinada espécie em qualquer tempo. A Figura 2.1 ilustra

a solugdo (2.3) para Ng = 10e a =0.2.

Entretanto, o astronomo e estatistico belga Alphonse Quetelet estava convencido que o
crescimento indefinido do modelo malthusiano conduziria a valores impossiveis e experimentou

varios ajustes no modelo passando o problema a Pierre Verhulst (CRAMER, 2002).

Em 1838, levando em consideracdo as possiveis limitagdes que a populacdo esté inse-

rida, como, por exemplo, disponibilidade de espaco e alimento, ele propds em seu modelo um
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Figura 2.1: Tlustracao da solu¢ao dada em (2.3); Np = 10,a = 0.2, 1 € [0,20].

fator que corrige o crescimento indefinido de (2.3). Tal modelo ficou definido por

%N(r) =aN(t) (1 - %)

N(0) = No, 2.4)

em que N(7) é a quantidade de individuos no tempo ¢, a representa a taxa de crescimento
intrinseca (taxa de crescimento na auséncia de qualquer fator limitador) e K € a capacidade
suporte do meio, ou seja, a quantidade maxima de individuos que o ambiente suporta devido as

limitacdes do habitat.

A solucdo de (2.4) é dada por (KOT, 2001)

B KN,
~ Ke 9 +Ny(1—e @)’

N(1) (2.5)

Verhulst referia-se a esta como crescimento logistico e por isso (2.5) passou a ser
chamada de funcdo ou equacdo logistica. A Figura 2.2 ilustra a solugdo (2.5) para Ny = 10,
a=0.2e K =)50.

A funcdo logistica tem sido empregada para modelar varios tipos de problemas nas
mais diversas dreas como, por exemplo, economia (RAMOS, 2012), biologia (CORTES et al.,
2015) e medicina (ZHOU K. LIU, 2004).
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Figura 2.2: Tlustracao da solucio dada em (2.5); Np = 10,a=0.2, K =50 e € [0,30].
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3 CALCULODAFDPDEN(t)er*

3.1 CALCULO DA FDP DA DENSIDADE POPULACIONAL

Nesta secio a fdp de N(t), para t > 0 fixo, serd calculada usando a fdp da densidade

populacional inicial, fyg, supondo os parametros a € K positivos.

Para iniciar, considere a fungdo N(z;Ny) dada em (2.5), solucédo do PVI (1.1), como

fungdo da varidvel Ny € [0, +<0). As afirmagdes seguintes sobre N(¢;Np), para t > 0 fixo,

N(t;0) =0, (3.1
lim N(t;Np) = K (3.2)
N()Ln:ll—oo »0) = 1— C_at, ’

pa) K2 —at
T N(t:Ng) = © 2 >0, (3.3)
Ny [Ke~a +No (1 —e )]

82 _2K2 —at (1 _ g—at
Z_N(t;Np) = i Gl N 0, (3.4)

ON? [Ke=at + Np (1 —e~ar)]?

sao ilustradas na Figura 3.1. A fungdo N(z;Ny) é, deste modo, continua, estritamente crescente,

concava para baixo e limitada na varidvel Ny.

Pode-se, assim, definir a bijecao

G: [0, 4o0) — {0, L) (3.5
l—e @

Ny — G(N()) :N(Z;N()),

cuja inversa também € continua e crescente, dada por

_ Kge @ K
1 —
G (q) - K_q(l _ e_g[)? q e |i07 1 _ e_al) * (3'6)

Considere, agora, Ny uma variavel aleatdria real absolutamente continua no espaco de
probabilidade (Q =R, Z(R), &), em que #(R) é a c-dlgebra de Borel sobre a reta real e & é
uma medida de probabilidade (PAPOULIS, 1984). Considere, também, que Ny € ndo-negativa
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Figura 3.1: Tlustracao de N(10; Np); a =0.25, K =20 e r = 10.

com probabilidade 1, isto é, Z({® € Q; No(w) > 0}) = P (Ny > 0) = 1.
Segue de (3.5)—(3.6) que, para cada realizacdo Ny(@) da varidvel aleatdria Ny e para
q€0,K/(1—e")),

N(t;No(®)) = G(No(w)) < g se, e somente se, No(®) < G~ (gq).

Assim, a fung¢do de distribui¢do cumulativa de N(¢), r > 0 fixo é dada por

Fy(g;t) = Z ({0 € Q;N(t;No(w)) < q}) =
)

=7 ({a) s Ke“’+§(])\zoa(’w(1 —e ) : 61}) )

)
=2 ({0 € Q:GNo(w)) < q}) = 7 ({0 € A No(0) <G (g)}) =
= Fy, (G7'(q)), 3.7)

emque g € [0, K/(1—e")) e Fy, é a func¢do de distribuicdo cumulativa de Ny.

Portanto,

’ se g>K/(1—e),

) Kge ™™ —at
Fn(g;t) = 4 Fi, K—qll—c) )’ se 0<g<K/(l—e ), (3.8)

0, caso contréario.
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A derivada de (3.8) com relagdo a g fornece a fdp de N(¢) para ¢t > 0 fixo,

K —at K2 —at
e ) © (3.9)

i) = (=) Tt 1019

em que f = K/(1 —e ) e a fungio 1 4) € definida como: 1. 4 (x) =1, se x € (c,d) e
Lieq)(x) =0,sex & (c,d).

Por outro lado, sendo Ny uma varidvel aleatdria real absolutamente continua e nao
negativa, pode-se escrever Dy, = {No(®);® € Q} = (N1,N2) com 0 < N; < Np, Np = oo,
possivelmente. O conjunto Dy, chamado suporte da varidvel aleatoria Ny, € o conjunto de todos
os possiveis valores que podem ser assumidos pela varidvel aleatoria Ny com probabilidade nao
nula, e #(Dy,) = &(No(®) € Dy,) = 1. Assim, a fung¢do de distribui¢do cumulativa de N(z),

t fixo, € dada por

1, se  q>N(t,o;N;),
. Kge™™ . .
Fn(gq;t) = < Fu, K—g(l—ea) )’ se N(t,0;N;) < g < N(t,0;N;), (3.10)
0, caso contrario.

A derivada de Fy em (3.10) com relacao a g conduz ao seguinte resultado:

Proposicao 3.1. Seja Ny uma varidvel aleatoria real absolutamente continua e ndo negativa, e

Dy, = (N1,N2), 0 < N; < N,. Entdo, a fdp de N(t), t > 0 fixo, definida em (1.1) é dada por

Kq e at ) KZe—at
[

K—q(l—e @) ) [K—q(1—e )2 Lp,.8,)(a), (3.11)

In(g:t) = f (
em que 31 = N(t;N1) e Bo = N(t;N,).
Observacao 3.2. Jd que
(i) N(t;N1) # N(t;N,) (para todo t > 0) sempre que Ny # Na;
(ii) as fungdes N(t;Ny) e N(t;N,) sdo tais que

lim N(t;N,) = zET N(t;N2) =K,

t—+oo

isto é, o suporte da fungdo 1(g, g,\(q) e, portanto, fn(q;t), tende a zero; e

(iii) a fungdo fn(q;t) em (3.11) é tal que

N(t;:N2)
/ fv(g:it)dg=1 (paratodot > 0);
N(t;N1)
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segue que

lim fy(q:1) =6(q—K), (3.12)

=400

em que 6(.) é a funcdo delta de Dirac.

Com base no resultado da Proposicdo 3.1, os exemplos seguintes ilustram a fdp de

N(t),t > 0 fixo, para algumas distribui¢des de Ny com suporte positivo.

Exemplo 3.3. Distribuicdo Gamma: Ny ~T'(p,0)

Ngile*NO/e
no(No) = T(p)’
L 1 qu—at p—1 _qu—al KZC—at
N0 = Gor(p) (K—q[l—em]) "”‘p(e)(K—q[l—em])) (K—q[l —e )
(3.13)
Exemplo 3.4. Distribuicdo Exponencial: Ny ~ exp(A)
fro(No) = Ae ™o,
L —AKge ™ K2e @
i) = 2o (= ) g 19
Exemplo 3.5. Distribui¢do Weibull: Ny ~ Wei(p, 1)
P (N iy
N p qu,a[ p—1 _qu,m P KZGfat
wien =4 (zagiemy) = (rwt e ) @ e
(3.15)

Exemplo 3.6. Distribuicdo Lognormal: Ny ~ Logn(u,c?)

_ 1 —(In(No) — p)?
Tno(No) = Vamon, P ( 262 ) ,

1 Kge >_1
1) = X
(1) 2no (K—Q(l—e“”)

-1 qufat 2 Kze*‘”
exp (202 {m (K—cz(l —e“”)) _“} ) (K—q[l—e «))2 (3.16)
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3.2 CALCULO DA FDP DO PONTO DE INFLEXAO

Nesta se¢do, a fdp da populacgao inicial Ny serd utilizada para calcular a fdp do ponto
de inflexdo de N(t), t* > 0, dado por

1. (K
£ =1"(No) = _In (Vo - 1), No < K/2. (3.17)

O ponto de inflexdo € uma importante propriedade que determina o tempo, t* > 0, e a densidade
populacional, N(#*), para o qual a taxa de crescimento é maxima. Ele é obtido impondo-se a
condi¢io d’N(t)/dt> = 0 no PVI (1.1). Manter uma polulacio em seu ponto de inflexdo é

muitas vezes crucial em um experimento (KOT, 2001).

As afirmagdes seguintes sobre 1*(Np) em (3.17), ilustradas na Figura 3.2 para um caso

particular,
lim t*(Ny) = +oo 3.18
NOI_I>%+ (Np) = oo, (3.18)
li *(Ny) =0 3.19
ym (No) =0, (3.19)

0 K

— = 2
N, (No) aNo[K — No] <0, (3-20)

92 K[K — 2Ny

—1"(N, > 0. 3.21
ON? (No) a[No(K — No)J2 (3.21)

permitem concluir que #*(Np) é uma funcgéo continua, estritamente decrescente, cOncava para

cima e ilimitada superiormente na varidvel Ny.
Pode-se, entdo, definir a bijecao

G* 1 (0,K/2) — (0, +0), (3.22)
No — G*(No) =t*(No),

cuja inversa também € continua e decrescente, dada por

(G (q) q € (0,+o0). (3.23)

T 1tew’

Considere, agora, o caso em que Ny € uma varidvel aleatdria absolutamente continua
no intervalo (0, K/2), ou seja, Z({w € Q;0 < Nop(w) < K/2}) = (0 < Ny < K/2) = 1.
Segue de (3.22)—(3.23) que, para cada realiza¢do de Ny(@) de Ny e ¢ > 0,

t*(No(@)) = G*(No(m)) < g se, e somente se, (G*)~!(q) > No(®).
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Figura 3.2: Ilustracao de t*; a = 0.25 e K = 20.

Portanto, a fungdo de distribui¢do cumulativa de t* em (3.17) é dada por

Fr@=20<r <g=2(1n(-1)<q)-

a 0
= P2(G*(N)) < q) = 2 (No > (G*) "' (q)) =
—1—2(No < (G)'(q)) = 1—F, (lfeaq>’ (3.24)

q € (0,+o0).

Tomando a derivada de F;+ em (3.24) com relagdo a ¢ obtém-se a fdp de ¢*,

dF-, . aKe" K
fela) = —-(a) = (4 o0)? o (1 +eaq>. (3.25)

Entretanto, se Dy, = (N1,N2), com 0 < N; < N> < K/2, entdo a fungdo de distribui¢ao

cumulativa de t* € dada por

L, se g > t*(Ny),
K
Fr(q) = { 1 - F, (m) L ser’(Ny) g <1t (W), (3.26)
0, caso contrario.

Logo, a derivada de F;+ em (3.26) com relacdo a g conduz ao seguinte resultado:

Proposicao 3.7. Seja Ny uma varidvel aleatoria absolutamente continua e ndo negativa, e
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Dy, = (N1,N2), 0 <Ny <N, <K/2. Afdp de t* em (3.17), fi+, é dada por

aKe K

fir(q) = (1 +eaq)2 TN (1 +ea‘1> 1(0517062)((])7 (3.27)

em que o) =t*(N>) e oy = 1*(Ny).

O resultado da Proposi¢do 3.7 pode ser estendido da seguinte maneira: suponha que
deseja-se saber a fdp do tempo tr > O paraoqual N(tr) =T,0 < T < K, T fixo, considerando N
uma varidvel aleatdria absolutamente continua no intervalo [Ny, N;], 0 < Ny < N, < K. Entdo,
analogamente ao que foi feito nas Sec¢des 3.1 e 3.2, tem-se 17 = t7(Ny) dado por

tT(N()) = éln (%), (3.28)

obtido igualando-se a solug@o dada em (2.5) a T, cujas propriedades, ilustradas na Figura 3.3

para um caso particular, sdo:

lim tT(No) = —oo, (3.29)
No—K~

lim 7 (Ng) = oo, (3.30)
N()*)OJF

d K
—t7(Ng) = ———F—F— < 0. 3.31
dNo r(No) aNo(K — No) (3-31)
40 -
(Vo )

2 4 B g 10 12 14 16 18 20
Ny

Figura 3.3: Ilustracao de t7; a = 0.25, K =20e T = 15.

Observa-se, assim, que a fungdo r7(Ny) € decrescente e continua na varidvel Ny €
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(0,K). Logo, a fungao de distribui¢do cumulativa de #7 é dada por

1, se g > tr(Ny),
TK
Fip(q) = 1—Fy (T+(K—T)e“q)’ se 17 (N2) < g <11 (M), (3.32)
0, caso contrario.

Portanto, a derivada de F;, em (3.32) com relagdo a g assegura o seguinte resultado:

Proposicao 3.8. Seja Ny uma varidvel aleatoria absolutamente continua ndo negativa e Dy, =

[N1,N2], 0 < Ny < N < K. Entdo a fdp de tr em (3.28), fi,, é dada por

 TKa(K —T)e™ TK
fo(q) = T+ (K—T)ew]2 o (T+(K_T)eaq) Ly, (@), (3.33)

em que Y, = t7(N2) e Yo = t7(Ny).

Observacao 3.9. No caso particular em que 0 < N} < N; < K/2 e T = K/2, algumas contas

elementares em (3.33) permitem concluir que fi, = f, fi dado em (3.27).
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4 CASO Ny, UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

Neste capitulo sdo apresentadas as fdp’s exatas de N(¢), t* e t7, Proposi¢oes 3.1, 3.7
e 3.8, respectivamente, seus principais momentos estatisticos e intervalos de confiancga, para
o caso em que Ny € uma varidvel aleatdria real absolutamente continua e uniformemente dis-
tribuida em [Nl,Nz], Ny ~ U[Nl,Nz].

Para iniciar, vale ressaltar algumas observacoes acerca dos momentos estatisticos de
uma variavel aleatéria (PAPOULIS, 1984; MAGALHAES, 2006).

A esperanca matematica, ou média, de uma varidvel aleatoria continua X, com fungao

densidade de probabilidade fy, é definida como

~+oo
EX)= [ afx(a)da, @

desde que a integral em questao exista. O momento de ordem n, n € N*, € definido como
—+oo
EX" = [ 4" fx(q)dq, (4.2)

desde que esta quantidade exista.

Se a esperanga matemadtica de X existe e € finita, isto é, E[X] = ux € R, define-se o
momento central de ordem m como E[(X — ux)™]. A varidncia de X, uma medida de dispersdo

de X em torno de sua média, € definida como sendo o momento central de ordem 2, ou seja,

Var[X] = E [(X — ux)*] = E[X*] — E[X]%. (4.3)

Se Y € uma funcdo da variavel aleatdria X, Y = h(X), entdo a média de Y é dada por

ElY) = EI)) = [ o) fv(a)dg (@)

A média resume os possiveis resultados de uma varidvel aleatéria a um simples valor.
Diferentemente, um intervalo de confianca fornece um intervalo de possivel ocorréncia dos
resultados (TRIOLA, 2010).
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A um intervalo de confianca € associado um nivel de confianga, geralmente denotado
pela letra grega o, que representa a probabilidade 1 — o, @ € (0, 1), de que o intervalo contenha
os resultados da varidvel aleatoria, isto é, | — o = Z{w € Q;X(w) € [x;,x;]} (CORTES et al.,
2015). Deste modo, conhecida a fdp de X, fx, pode-se obter os extremos x; € x;, do intervalo

com nivel de confianca 1 — o, da seguinte forma

X1 a +00
| xlarda=5= [ feloda. 3)
oo %
ou, equivalentemente, pelas equacoes
Fx(xl):a/Z e Fx(XQ):l—OC/2, 4.6)

em que Fx denota a fun¢do de distribui¢cdo cumulativa de X.
4.1 FDP, MOMENTOS ESTATISTICOS E INTERVALO DE CONFIANCA DE N(t)

Seja Ny ~ U[Ni,N;| uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo

[N1,N2], 0 < Nj < N < +o0. Entéo, segue da Proposic¢do 3.1 que a fdp de N(z), r > 0 fixo, é

dada por
1 KZe—at
fN(q’t> - N, — N, [K— q(l _e_at)]z l(ﬁl,ﬁg)(Q)7 4.7)
em que B; =N(t;N1) e B =N(t;N;).
O momento de ordem m de N(t), t > 0 fixo, m € N*, é dada por
N,
E[N@)" = [ N0 f(@)da. @8)
1
Assim,
N, Kq S|
E "= = 4.
O R e “9)

K" N Ke ™ "
= 1— dq.
T by (- Ee gy
A expressdo em (4.9) pode ser reescrita como

E[(N()"] = K™ / " {1 1

Vo) —ca)n Jy, | Ke @ tql—ca)

= (m —_Ke @ i
+i_zé(i) (Ke“f+q(1—eat)) }dq, (4.10)

em que (’;1) € 0 numero, ou coeficiente, binomial.
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Tem-se, entao,
Fior T et 1 d 4.11
! = B |
[( ( )) ] (NZ —Nl)(l —e—at)m /N1 { Ke—“’-i-q(l _e_a,)} q+ ( )
o (m\ N2 _Ke—t i
dq.
+i=22(i> /Nl (Keat—l—q(]_eat)> q

Uma mudanca de varidveis elementar nas integrais em (4.11) nos permite obter o se-

guinte resultado:

Proposicao 4.1. Seja Ny ~ U[Ny,N>| uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no
intervalo [N1,N], 0 < N; < N < +eo. Entdo, o m-ésimo momento de N(t), t > 0 fixo, é dado

por
K™ B
(NZ—NI)(I—e—at)m—H {(NZ Nl)(l—e )_

_ Ke ™ +Ny(1—e )
—K atl
¢ n(Ke_“’—i—N](l—e_“’) +

E[(N(1))"] =

n i (m) (—I‘(e—lat)i [(Keim N (1 — eﬂ:f))lfi — (Ke™® +N(1— efat))lfi] } .
i=2 \'! b

(4.12)

Observacao 4.2. A média de N(t), t > 0 fixo, obtida considerando-se m = 1 na expressao

(4.12), é dada por

K K2 —at Ke ™ 4 No(1 —e @
¢ e+ N(I—e >). (4.13)

EING] = l—e=@ (Ny—Np)(1—ea)2 In (Ke_‘” + N (1 —e )

Observacao 4.3. Tomando m =2 em (4.12) e considerando o resultado obtido em (4.13), segue

que a varidncia de N(t), t > 0 fixo, é dada por

(K2 11 1 n\1?
Var[N(1)] = (Mo =Ny (1 =)’ [E A AT =Ty {m (E)} ] , (414

emquenN =Ke “+Ni(1—e ™) en=Ke “+Ny(1—e ).

Agora, seja B € (0,1) e considere a seguinte igualdade

/ " flgin)dg=p, (.15)

ou, equivalentemente,

K —at
i) = i (e ) =B (@.16)
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em que Fy e Fy, sdo as fungodes de distribuicao cumulativa de N(z), r > 0 fixo, e Ny, respectiva-
mente.

Obtém-se, entdo, a seguinte equacgao na variavel x

1 Kxe ™
—Np = 4.17
Nz—Nl{K—x(l—e‘”) 1} h @.17)

cuja solugdo € dada por

_ K [B(N,—Np)+Ni]
X = Ke_at"‘[ﬁ(Nz—Nl)—f—Nl](l—e_at). (418)

Assim, tomando B = a/2 e B, = 1 — /2, tem-se que o intervalo de confianga g1, ¢2]

de N(t), para um ¢ fixo, a um nivel de (1 — &) x 100% de confianga, é dado por
o
2

o ’ o
Ke—a + [E(Nz —N) —|—N1} (1—ea) Kea [(1 -3

K[ (Nz—Nl)-i-Nl} K [(1—%) (Nz—Nl)-i-Nl]

) (NZ—N1)+N1] (1—ear)
4.19)

4.2 FDP, MEDIA E INTERVALO DE CONFIANCA DE r*

Seja No ~ U[Nj,N;| uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
[N1,N2], 0 < Nj < N, < K/2. Segue da Proposi¢do 3.7 que a fdp de * em (3.17) é dada por

B 1 aKe 1
o Ny, — N (1+eaq)2 (al,00)

fr(q) (9), (4.20)

em que o = t*(Nz) €0 = t*(Nl).

Portanto, a média de ¢* é dada por

N,
B = [ 1 @@ (“21)
Logo,
o (M1 (K 1 B 1 N> (K
E[t]_/Nl Eln<g_1>Nz—N1dq_M/Nl ln(g—1>dq. (4.22)

Utilizando o método de integrag@o por partes em (4.22) comu =In(K/q—1) e dv=dq,

segue que média de t* em (3.17) é dada por

1 1 LA L K—N,
E[t]_a(Nz—Nl) [N21n<N2 1) Nlln(Nl 1) Kln(K_Nl)]. (4.23)
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Agora, seja § € (0, 1) e considere a seguinte igualdade

| _tr(@da=p. (4.24)
Tem-se, entdo,
—_— K —
Fi+(x) = 1— Fy, el B, 4.25)
€, consequentemente,
K
— V]
1 t+ex
l-—— = 4.26
a2 (4.26)
cuja solugdo € dada por
1 K
x=-—In —-1]. 4.27)
a ((1 —B)(N2—N1) +M )

Assim, tem-se que o intervalo (1 — &) x 100% de confianca [f1,7;] de t* em (3.17) é

dado por

1 K 1 K
~In = ~1],-In —1l. (4.28)

o
a (1—5> (No—Ny) + N, @\ S =N)+ Ny

4.3 FDP EXATA, MEDIA E INTERVALO DE CONFIANCA DE 17

Novamente, seja Ny ~ U [N}, N>] uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no
intervalo [Ny, N>], 0 < N; < N, < K. Segue da Proposicéo 3.8 que a fdp de 77 em (3.28) é dada

por
1 TKa(K—T)e

- N, — Ny [T + (K —T)e“]? n.n)
em que Y = i7(N2) e Y2 =17 (N1).

fr () (9), (4.29)

A média de f7 € dada, entdo, por
N,
Elirl = [ " tr(@)fn(@)da. (4.30)
1

Assim,

1 0 (8) o [0 (o
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Realizando uma integracdo por partes em (4.31), fazendo u = In(T(K — q)/q(K —T))

e dv = dg, obtém-se

_ 1 T'(K—q)
R [qln (@)

Calculando (4.32) nos limites de integracao, tem-se que a média exata de 7 em (3.28)

(4.32)

+K —dg

Nz N2 1
N N K—¢q .

¢ dada por

Eltr] = N>1n (M) —NIn <%> +Kln (g:%)} . (4.33)

Tomando 3 € (0,1) e fazendo

| fulyda=8. (4.34)
tem-se
Pg@):l—E%<T+«;kam>::ﬂ (4.35)
Logo, obtém-se a equacao
T KT KT w
T Ng_i _B, (4.36)

cuja solugdo € dada por

1 1 TK
= (e g T) &30

Deste modo, o intervalo (1 — &) x 100% de confianca, [t7],72], de 7 em (3.28) é dado

por
1 T K
—1In a —1 ,
a \K-T [(1—5) (Nz—Nl)—i-Nl]
1 K K
‘1 _1 . (4.38)
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5 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo sdo apresentados testes computacionais a fim de validar e/ou ilustrar os
principais resultados tedricos deste trabalho e como, ao se considerar incertezas na condi¢ao

inicial, estas se propagam em N(¢), t* e tr.

Para tanto, foram conduzidos experimentos utilizando o software MATLAB (Math-
Works, Inc.). Em alguns casos, os resultados tedricos principais foram confrontados com
aproximacoes numéricas obtidas aplicando-se o método de Monte Carlo, que consiste, basi-
camente, na aproximagao numérica de resultados de problemas estocdsticos usando a geracdo
de variaveis aleatérias (FISHMAN, 1996; CASTELO, 2016).

Inicialmente, a titulo de ilustragdo, o resultado analitico da fdp de N(¢) obtido na
Proposicao 3.1 foi comparado com aproximagdes utilizando-se o método Monte Carlo com
1000000 de realizagdes. As Figuras 5.1 e 5.3 ilustram as fdp’s de N(¢) para diferentes valo-
res de r com Ny ~ exp(1/10), exponencialmente distribuida, conforme Exemplo 3.3, e Ny com
uma distribui¢do normal truncada com suporte [0, K|, respectivamente. Em ambos os casos
considerou-se E[Ny] = 10, a = 0.2 e K = 100. No caso Ny normal truncada, tomou-se Sy, = 0.2
(coeficiente de variagdo de Pearson de Ny, ou seja, Sy, = E[No]/+/Var[No], que é uma medida
de dispersdo que descreve a quantidade de variabilidade relativa 2 média). E possivel observar
que a curva da fdp de N(7) sofre uma alteragdo maior no caso exponencial em instantes de tempo
diferentes do que no caso normal truncada. Entretanto, em ambos os casos, a densidade de N(t)
tende a ficar concentrada em torno da média conforme o tempo evolui, conforme relatado na

Observagao 3.2.

Na Figura 5.2(a) estd ilustrada a média de N(¢) para o caso exponencial do pardgrafo
anterior. Neste caso foi utilizado o resultado da Proposi¢do 3.1 para a obtencdo de E[N(t)]
via integracdo numérica (regra de quadratura dos trapézios). Em comparacdo estdo a média
obtida usando simula¢des de Monte Carlo, com 50000 de realizacdes de Ny, e a solucdo de-
terministica do PVI (1.1) tomando como condic@o inicial a média de Ny, E[Ny|. Tal solugéo

deterministica, N(t; E[Np]), é referida neste trabalho como solugcdo simplificada. Faz-se, entdo,
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uma observacao relevante: a acentuada discrepancia entre o resultado da solu¢do simplificada
e 0 modelado por uma varidvel aleatéria (exponencialmente distribuida, neste caso). A Figura
5.2(b) ilustra a comparagdo da varidncia de N(r), Var[N(z)], obtida via integracdo numérica
(regra dos trapézios), com a variancia obtida usando o método de Monte Carlo. Percebe-se,

também, que os resultados tedricos concordam com as simulacdes de Monte Carlo.

As Figuras 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 também ilustram a compara¢do da média da solucao do
PVI (1.1), E[N(t;Ny)], com a solugdo simplificada para Ny ~ U[Ny,N], uniformemente dis-
tribuida, e para as distribui¢cdes apresentadas nos Exemplos 3.3, 3.5 e 3.6, Gamma, Weibull
e Lognormal, respectivamente, todas com E[Np| = 10 e 8y, assumindo valores (a) 0.2 e (b)
0.4. Convém observar que os parametros de tais distribui¢cdes foram calibrados de modo que
atendam estas condi¢des (ver contas nos Codigos MATLAB 9, 10, 11 e 12, no Anexo A.).
Percebe-se, assim, que para uma variagio 8y, = 0.2 a diferenga entre E[N(t;Np)| e N(t;E[Np))
¢ pouco relevante, enquanto que para dy, = 0.4, dados mais espalhados em torno da média, tal
diferenca torna-se uma pouco mais significativa. Nas mesmas figuras sdo ilustradas as respecti-

vas variancias e fdp’s, para alguns valores de ¢, de N(z).

Os resultados tedricos obtidos no Capitulo 4, fdp, média e intervalo de confianca de
N(t), t* e tr, para o caso em que Ny ~ U[N},N,|, uniformemente distribuida, estao ilustrados
nas Figuras 5.8, 5.9 e 5.10, respectivamente. Neste caso, considerou-se a = 0.2, K = 100,
T = K/4, E[Ny] = 10 e y, assumindo os valores (a) 0.2 e (b) 0.4. Para isso, os extremos do
intervalo, Ni e N,, também foram calibrados (ver contas nos Codigos MATLAB 13, 14 e 15
no Anexo A). Devemos observar que, mesmo com o aumento da dispersdo de Ny, os resultados
analiticos para os intervalos de confianca de N(¢), t* e t7 demonstram-se satisfatérios. Observa-
se, ainda, que a varidncia de N(z) e as fdp’s de ¢* e 7 estdo de acordo com as simulagdes
de Monte Carlo. A média de t*, E[t*], obtida assumindo 8y, = 0.2, calculada utilizando a
expressdo (4.23), é aproximadamente 11.089, e para &y, = 0.4 é 11.457. O ponto de inflexdo
na versao simplificada é 10.986, tomando como condicao inicial a média de Ny. A média de ¢7,
E[tr], com 5N0 = 0.2, € 5.595 (aproximadamente), enquanto que para 5N0 = 0.4, € 5.964, cujos
valores foram obtidos utilizando-se a expressao (4.33). O tempo 7 para o qual N(rr) = K /4,

na versao simplificada é 5.493.

Na Figura 5.11 estdo comparadas as fdp’s de N(z) para Ny com distribui¢des uniforme,
Gamma, Weibull e Lognormal, com suporte no intervalo (0,4o), a = 0.2, K = 100, t = 10,
E[Np] = 10 e com o coeficiente de variagdo Jy, assumindo os valores (a) 0.1, (b) 0.2, (c) 0.3
e (d) 0.4. Observa-se que apesar das curvas das fdp’s de N(t;Ny) relativas as distribui¢des

Weibull, Lognormal e Gamma estarem relativamente proximas, ha uma diferenca significativa
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Figura 5.1: Ilustraciio da fdp de N(r) com N, ~ exp(1/10), exponencialmente distribuida, E[Ny| =
10, a =0.2 e K =100: fy(q;t) dada em (3.14) (linha sélida vermelha) e aproximada pelo método

de Monte Carlo (losangos azuis).

entre elas. Deste modo, percebe-se que a natureza da varidvel aleatéria Ny, ou melhor, sua

distribui¢do, afeta significativamente a densidade populacional.
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€ Monte Carlo
Integragdo Numérica

¢ Monte Carle
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(a) Média de N(r) (b) Variancia de N(t)

Figura 5.2: Ilustracées da média e variancia de N(¢) com Ny ~ exp(1/10), exponencialmente dis-

tribuida, E[Ny] = 10, a = 0.2 e K = 100: (a) E[N(7;Ny)] (linha tracejada preta), E[N(z;Ny)| aproxi-

mada por Monte Carlo (losangos azuis), e solucao simplificada, N (¢; E[Ny]) (linha solida vermelha);
(b) Var[N(¢)] (linha solida vermelha) e aproximada pelo método de Monte Carlo (losangos azuis).

Apenas para fins de ilustra¢ao, na Figura 5.12 estdo comparadas as fdp’s de N(¢) para
No com distribui¢des truncadas Uniforme, Normal, Weibull e Lognormal, com suporte no in-
tervalo [0,K/2], K = 100, a = 0.2, r = 10, E[Ny] = 10 e com o coeficiente de variacdo Oy,
assumindo os valores (a) 0.1, (b) 0.2, (¢) 0.3 e (d) 0.4.
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Figura 5.3: Ilustracdo da fdp de N(¢f) com Ny normal truncada no intervalo [0, K], E[Ny] = 10,
oy, =02,a=0.2e K =100: fy(g;t) dada em (3.11) (linha sélida vermelha) e aproximada pelo

método de Monte Carlo (losangos azuis).
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Figura 5.4: Tlustracoes de E[N(¢)], Var[N(z)] e fy(g;7); No uniformemente distribuida, E[Np]

(e) Fdp de N(t); 6y, =0.2

a=0.2eK=100.

(f) Fdp de N(t); On, = 0.4
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Figura 5.5: Tlustracoes de E[N(¢)], Var[N(¢)] e fy(q;t); No com distribuicio Gamma, E[Ny] = 10,
a=0.2e K=100.
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(e) Fdp de N(t); 6y, =0.2

(f) Fdp de N(t); On, = 0.4

Figura 5.6: Ilustracoes de E[N(¢)], Var[N(7)] e fx(q:;t); No com distribui¢io Weibull, E[Ny] = 10,
a=0.2e K=100.
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Figura 5.7: Ilustracdes de E[N(¢)], Var[N(z)] e fnv(gq;t); No com distribuicio Lognormal, Ny ~
Logn(u,0?), E[Ny] = 10,a= 0.2 ¢ K = 100.
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Figura 5.8: Ilustracio do intervalo de confianca e variancia de N(¢), Ny uniformemente distribuida,
(a)-(b) Ny ~ U[6.536,13.464], (c)—=(d) Ny ~ U[3.072,16.928]; a = 0.2 e K = 100: (a)—(c) Intervalo de
confianca 95% de N(¢) (linhas tracejadas pretas); realizacoes de Monte Carlo (faixa amarela);
E[N(#;Np)| (linha vermelha); (b)-(d) Var[N(z)] (linha vermelha); e aproximacao de Var|[N(r)| por
Monte Carlo (losangos azuis) .
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Figura 5.9: Tlustracio da fdp de t* (linha sélida vermelha) em comparacao a simulacées de Monte
Carlo (losangos azuis); intervalo de confianca 95% (linha espessa preta); e E[¢*] (circulo vermelho);
a=0.2, K =100; (a) Np ~ U[6.536,13.464]; (b) Np ~ U[3.072,16.928].
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Figura 5.10: Tlustracio da fdp de ¢7 (linha sélida vermelha) em comparacao a simulacoes de Monte
Carlo (losangos azuis); intervalo de confianca 95%(linha espessa preta); e E[r7] (circulo vermelho);
a=02,K=100eT = K/4; (a) Ny ~ U[6.536,13.464]; (b) Ny ~ U[3.072,16.928].
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Figura 5.12: Ilustracoes das pdf’s de N(7) para Ny com distribuicoes truncadas em [0, K /2] e coefi-
cientes de variacio diveros; E[Ny] = 10,a = 0.2, K =100 ez = 10.
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6 APLICACAO: PROPAGACAO DE UMA NOVA TECNOLOGIA NA ESPANHA

Neste capitulo € apresentado um exemplo de aplicacdo do PVI (1.1), utilizado para mo-
delar a propagacao de linhas telefonicas méveis na Espanha, considerando-se alguma incerteza,
devido a falta de informacdes, na condi¢ao inicial. Tal exemplo foi abordado em Cortes et al.
(2015) utilizando um modelo SI (Suscetivel-Infectado), considerando incertezas na propor¢ao

inicial e na taxa de diminuicdo de suscetiveis.

Este exemplo trata especificamente da taxa de penetragdo de usudrios de linhas te-
lefonicas méveis, por 100 habitantes, na Espanha durante os anos de 1995 até 2011. Conforme
afirma o autor, os dados listados na Tabela 6.1 foram coletados pelo INE (National Statistics
Institute of Spain) e atualizados no ano de 2011. O parametro a (taxa de crescimento intrinseco)
do modelo logistico foi obtido tomando-se a média das taxas de crescimento dos cinco primei-
ros anos (a partir de 1995), obtendo-se, assim, o valor aproximado a = 0.7502. A capacidade
suporte, K, foi atribuida o valor K = 115 e os tempos #;, i = 0,1,...,16, correspondem aos
anos 1995,1996,...,2011, respectivamente, exatamente como foi assumido por Cortes et al.
(2015) em seu artigo. Com o objetivo de obter um modelo probabilistico para as taxas de
penetracdo de linhas mdveis na Espanha em um tempo ¢ > 0 fixo, a taxa de penetragdo inicial,
Ny, foi assumida ser uma varidvel aleatdria absolutamente continua e positiva com média 2.3,
ou seja, Dy, = (0, +o0), suporte de No, e E[Ny] = 2.3. E importante ressaltar que esta é a tinica
informagdo disponivel conhecida a respeito de Ny. Deste modo, baseando-se no Principio de
Mdxima Entropia (consulte Udwadia (1989) para defini¢do, aprofundamento e aplicacdes), a
funcdo de densidade de probabilidade para Ny que maximiza a entropia (incerteza) € a expo-

nencial, isto é, Ny ~ exp(1/2.3).

Com base nos resultados deste trabalho, foram obtidos a média e o intervalo de 95%
de confianga da taxa de penetracdo, N(¢), de usudrios de linhas telefonicas méveis na Espa-
nha, ilustrados na Figura 6.1 em comparacdo com a solucdo simplificada. Pode-se perceber
que os dados observados se incluem dentro do intervalo de confianca e que a solu¢ao média,
E[N(t;Np)] possui uma melhor aproximagdo do conjunto de dados do que a solug@o simpli-

ficada nos anos de 2002 a 2008, enquanto que nos anos iniciais, 1995-1998, elas ficam bem
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Tabela 6.1: Taxa de penetracio de usuarios de linhas telefonicas moveis na Espanha durante os
anos 1995-2001. Fonte (CORTES et al., 2015).

ano 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
taxa de penetracdo (x;) 2.3 7.5 102 162 373 599 726 819 893

ano 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 -
taxa de penetragdo (x;) 91.2 99.2 1044 1089 1096 1114 111.7 1139 -

120

100 F

80

B0

N(t)

40

20F

-

] -

D 1 1 1 1 1 1 ]
1994 1996 1895 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012
i

Figura 6.1: Ilustracio da média (linha tracejada azul) e do intervalo de 95% de confianca (linhas
tracejadas pretas) da taxa de penetraciio, N(¢), de usuarios de telefones moveis na Espanha. Dados
reais (pontos na cor rosa) e solucio simplificada (linha sélida vermelha); Ny ~ exp(1/2.3).

ajustadas com o conjunto de dados. A Figura 6.2 ilustra a variincia de N(¢z). E importante
observar aqui que o conhecimento de mais informacdes a respeito de Ny como, por exemplo,
seu coeficiente de variagdo Jy,, implicaria em uma redugdo significativa da regido de confianga

95% de N(t), ou seja, menos incerteza.



39

800 -

700+

D 1 1 1 1 1 1 1 1
1994 1896 1995 2000 2002 2004 ZOOE 2008 20100 2012
5

Figura 6.2: Ilustracdo da varidncia de taxa de penetracio, N(z), de usuarios de telefones méveis na
Espanha.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou um estudo do modelo logistico de Verhulst sujeito a incertezas
na condic¢do inicial. Pode-se perceber como essa consideracdo afeta a densidade populacional
e seu ponto de inflexdo, obtendo-se modelos probabilisticos € momentos estatisticos para os
mesmos, considerando a densidade populacional inicial, Ny, como uma variadvel aleatéria. Com
os resultados tedricos foi possivel realizar experimentos computacionais para averiguar como
se da a propagacao de incertezas de tal parametro, realizando comparagdes com simulacdes de
Monte Carlo. Na busca por tais resultados e pela analise desta propagacao, conhecimentos obti-
dos no percurso académico tais como, calculo, probabilidade, estatistica e computa¢do (Matlab)
puderam ser aprimorados, além de trazer um enriquecimento com novos conceitos e contetidos
que nao fariam parte desta trajetdria até entao, bem como, processos estocasticos, simulacdes de
Monte Carlo e, também, com uma excelente plataforma para a edi¢do deste trabalho, o LaTex.
Esta experiéncia foi significativa para o aluno, pois ampliou seus conhecimentos, contribuindo

entdo efetivamente para sua formacao.
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ANEXO A - PROGRAMAS UTILIZADOS

42

Todos os testes computacionais descritos neste trabalho foram desenvolvidos em lin-

guagem Matlab, pelos autores do mesmo.

Codigo MATLAB 1. [ utilizado na geragdo da Figura 2.1 ]

clear all, clc, format long

NO = 10; a = 0.2; t = [0:0.1:20]; Nt = NO.*exp(a.*t);
plot (t,Nt,’k-'",’LineWidth’, 2);

[1] = legend(’$N(t)$’,’location’,’northwest’);

set (1,’interpreter’,’latex’,’'FontSize’,12); box off

xlabel ("t’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,12)

Codigo MATLAB 2. [ utilizado na geragdo da Figura 2.2 ]

clear all, clc, format long
NO = 10; a = 0.2; K =50; t = [0:0.1:30];
L = Kxones(size(t));

Nt = (K.*NO)./(NO + (K-NO).xexp(-a.*t));

figure, hold on, axis ([0 30 0 70]

plot(t,L,"k--",’LineWidth’,2)
plot (t,Nt,’'b-",’LineWidth’, 2)
[1] = legend(’$K$’,’S$N(t)$’,’location’,’northwest’);

set (1,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,12);

xlabel (' $tS$’,’interpreter’,’ latex’,’FontSize’,12);

Codigo MATLAB 3. [ utilizado na geragdo da Figura 3.1 ]

clear all, clc, format long

K = 20; a = 0.25; t = 10; alpha = exp(-ax*t);

NO = [0.01:0.005:307;
Nt = (KxNO) ./ (Kxalpha + NOx (l-alpha));
y = (K/(l-alpha))xones(size (NO));

tamFonte = 12; h = figure; hold on
plot (NO,Nt,’k--", ’LineWidth’, 2)
plot (NO,y,"'b-’, ’'LineWidth’, 2)

xlabel (" $N_0S$’, ’Interpreter’,’LaTex’, ’'FontSize’, tamFonte)



[1] = legend(’S$N(10;N_0)$’, ’"SK/\left(l-e"{-10a} \right)$’, ’'Location’, ’SouthEast’)

set (1,’FontSize’, tamFonte, ’'Interpreter’,’LaTex’)

set (gca, 'FontSize’,tamFonte)

Codigo MATLAB 4. [ utilizado na geragdo da Figura 3.2 ]

clear all, clc, format long
K = 20; a = 0.25; NO = [0.01:0.005:K/27];
t = (1./a).+x(log(K./NO -1));

tamFonte = 12; h = figure; hold on

plot (NO,t,"k-", ’'LinewWidth’, 2)

xlabel (" $N_0$’, ’Interpreter’,’LaTex’, ’'FontSize’, tamFonte)
[1] = legend ('St {x}(N_0)S$’,’location’,’NorthEast’)

set (1,’interpreter’,’LaTex’,’ fontsize’,tamFonte)

Codigo MATLAB 5. [ utilizado na geracao da Figura 3.3 ]

clear all, clc, format long
K = 20; a = 0.25; T =15; NO = [0.01:0.005:K];
tt = (1./a).*1log((T.*x(K — NO))./((K-T).xNO));

tamFonte = 12;
h = figure; hold on

plot (NO,tt,’b-", ’'LineWidth’, 2); box off

xlabel (" $SN_0$’, ’Interpreter’,’LaTex’, 'FontSize’, tamFonte)
[1] = legend('S$t_{T}(N_0)S$’,’location’,’NorthEast’)

set (1,’interpreter’,’LaTex’,’ fontsize’,tamFonte)

Codigo MATLAB 6. [ utilizado na geragdo da Figura 5.1 ]

clear all, clc, format long
Nrea = 1000000; K = 100; a = 0.2;
mu_NO = 10;

NO = exprnd(mu_NO,1,Nrea); % realizacdes de N_O
$%% aproximando a pdf de N(t), via histograma

t = 20; alpha = exp(-ax*t);
Nt = (K*NO) ./ (Kxalpha + NOx (l-alpha));

length_g = 200; [fr,q] = hist (Nt,length_qg);
dg = g(2)-g(l); pdfN = fr/Nrea/dqg; aux=7; hold on
plot (g(l:aux:length_g-1)+dqg/2,pdfN(l:aux:length_g-1),’bd’,’LineWidth’,1.5)

o

%% pdf exata de N (t)

aux3 = 1; gg = [g(l)-aux3:0.01:g(length_qg)+aux3];

aux2 = K-qggx (l-alpha);

fN = KxKxalphaxpdf ('exp’, gg*Kxalpha./aux2,mu_NO) ./ (aux2."2);
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plot (qq, fN,’r’,’ linewidth’, 2)
fts = 14;
xlabel (' $gS$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (" $f_{N} (g;20)$’,"interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

Codigo MATLAB 7. [ utilizado na geragdo da Figura 5.2 ]

clear all, clc, format long
Nrea = 50000; K = 100; a = 0.2; mu_NO = 10;
NO = exprnd(mu_NO,1,Nrea);

o
o
o

momentos de N(t) usando Monte Carlo

t = 40; dt = 0.05; tt = [0.01l:dt:t]; t_length = length(tt);
for i=1:t_length

Nt = (K.*NO)./ (K.xexp(—axtt(i)) + NO.x (l-exp(-a*tt(i))));

ml (i) = mean (Nt); % média de N(t), t=t (i)

mc2 (i) = var (Nt); % variadncia of N(t), t=t (i)
end
hold on, aux = 40;

plot (tt(l:aux:t_length),ml(l:aux:t_length),’bd’,’linewidth’, 2)

oe
o°
oe

momentos de N(t) - método numérico
for i=1:1length(tt)
N2 = K/ (l-exp(-axtt(i)));
gqq = [0:0.05:N2]7;
I = ggq.*» (K. 2.%xexp(-a.*tt (1)) ./ (K-ggq.* (l-exp(-a.*xtt(1))))."2) ...
.xpdf ("exp’ ,K.xqqg.*exp (-a.xtt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp (-a.*tt (i)))),mu_NO) ;
I2 = (gq."2) .* (K. " 2.xexp(-a.*xtt (1)) ./ (K-gg.* (1-exp (-a.*xtt (1))))."2) ...
. *pdf ("exp’,K.*qqg.*exp (-a.*xtt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp (-a.*tt (i)))),mu_NO);
I3 = trapz(qq,I2);
ENt_Mn (i) = trapz(qq,I);
II = ENt_Mn(i);
VarNt_Mn (i) = I3-(II)"2;
end

plot (tt(l:aux:t_length),ENt_Mn(l:aux:t_length),’K--',’LineWidth’,1.5)

%$%% solucdao simplificada

mu_naive_Nt = (K+mu_NO) ./ (K.*exp(-axtt) + mu_NO.x (l-exp(-a*tt)));

aux3 = 1; box off

plot (tt(l:aux3:t_length),mu_naive_Nt (l:aux3:t_length),’r’,’linewidth’,1.5)

fts = 14;

xlabel (" $t$’,’interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (' SE[N(t)]$’, interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

[1] = legend(’Monte Carlo’,’S$E[N(t,N_{0})1$’,"SN(t,E[N_{0}])$’,’location’,’northwest’)

set (1,’ fontsize’,12,"interpreter’,’ latex’)

aux4 = 30; figure

plot (tt(l:aux4:t_length),mc2 (l:auxd:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)
hold on, box off

plot (tt(l:aux4:t_length),VarNt_Mn(l:aux4:t_length),’r-’,’linewidth’,2)

xlabel (' $tS$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)
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ylabel (' $Var[N(t)]1$’,’interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

legend (’'Monte Carlo’,’Integragdo Numérica’)

Codigo MATLAB 8. [ utilizado na geragdo da Figura 5.3 ]

clear all, clc, format long
Nrea = 1000000; K = 100; a = 0.2;
mu_NO = 10; delta = 0.2;

o

al = 0; % extremo inferior do intervalo

o

b = K; % extremo superior do intervalo

sigma = deltaxmu_NO;
cd = cdf ('norm’,b,mu_NO, sigma)-cdf (' norm’,al, mu_NO, sigma) ;

NO = normrnd (mu_NO,sigma,l, Nrea)./cd;

t = 19; alpha = exp(-ax*t);
Nt = (KxNO) ./ (Kxalpha + NOx (l-alpha));

length_g = 200; [fr,g] = hist (Nt,length_qg);
dg = g(2)-g(l); pdfN = fr/Nrea/dqg; aux=5; hold on

plot (g(l:aux:length_g-1)+dqg/2,pdfN(l:aux:length_g-1),’bd’,’linewidth’,1.5)

%$%% pdf exata de N(t)
aux3 = 1; gg = [g(l)-aux3:0.01:g(length_qg)+taux3];
aux2 = K-qggx (l-alpha);

fN = KxK*alphax*pdf (' norm’,gg+«K+alpha./aux2, mu_NO, sigma)./(aux2."2)

plot (gqq, fN,’r’,’linewidth’, 2)
fts = 14; box off
xlabel (" $g$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (" $f_{N} (g;19)$’,"interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

Codigo MATLAB 9. [ utilizado na geragdo da Figura 5.4 ]

clear all, clc, format long
Nrea = 50000; K = 100; a = 0.2;
mu = 10; delta = 0.4;

M=[1 1;-1 1]; H=[2+mu; sqgrt(l2)xdelta*mu];
R=M\H; N1=R(1l); N2=R(2);
NO = N1 + (N2-N1).xrand(l,Nrea); mu_NO = mu;

o°
o\
o

momentos de N(t) usando Monte Carlo

40; dt = 0.05; tt = [0.01:dt:t]; t_length = length(tt);

o+
I

for i=1:t_length

Nt = (K.*NO)./(K.xexp(-a*tt(i)) + NO.x (l-exp(-axtt(i))));
ml (i) = mean (Nt); % média de N(t), t=t (i)
mc2 (i) = var (Nt); % variancia of N(t), t=t (i)

end

aux = 40; hold on

plot (tt(l:aux:t_length),ml(l:aux:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)

./cd;
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%% Solucdo analitica da média de N(t)

= K./ (l-exp(-a.xtt)) — (K 2.xexp(-a.xtt))./((N2-N1)...
.x(l-exp(—a.xtt)) . 2) .xlog( (K. exp(-a.*tt)+N2.* (l-exp (-a.*tt))) ...
./ (K.*exp(—a.*xtt)+N1l.x (1-exp(-a.xtt))));

plot (tt(l:aux:t_length),EANt (l:aux:t_length),’r’,’linewidth’, 2)

%$%% solucdo simplificada

mu_naive_Nt = (K+mu_NO) ./ (K.*exp(-axtt) + mu_NO.x (l-exp(-a*tt)));

aux3 = 30;

fts = 14; box off

xlabel (' $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel ("SE[N(t)]1$’, interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

plot (tt(l:aux3:t_length),mu_naive_Nt (l:aux3:t_length),’k--',’linewidth’,1.5)

[1] = legend(’'Monte Carlo’, ’'SE[N(t;N_{0})]$","SN(t;E[N_{0}])S$’,’location’,’northwest’)

set (1,’interpreter’, ’'latex’, ’fontsize’,12)

$%% plot varidncia por Monte Carlo

figure, aux4 = 20;

plot (tt(l:aux4:t_length),mc2(l:aux4:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)
xlabel (' $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (' $Var[N(t)]1$’,’interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

[1] = legend(’Monte Carlo’,’location’,’northeast’)

set (1,’interpreter’, ’latex’, ’fontsize’,12)

Codigo MATLAB 10. [ utilizado na geragdo da Figura 5.5 |

clear all, clc, format long

Nrea = 50000; K = 100; a = 0.2;
mu_NO = 10; delta = 0.4;

paraml = 1/delta”2;

param2 = (delta”2)*mu_NO;

o

NO = gamrnd(paraml,param2,1,Nrea); % realizacdes de N_0O

o

%% momentos de N (t) usando Monte Carlo
t = 40; dt = 0.05; tt = [0.01l:dt:t]; t_length = length(tt);
for i=1:t_length
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o
o
o

Nt = (K.*NO)./(K.xexp(—a*tt(i)) + NO.x(l-exp(—a*rtt(i))));
ml (i) = mean (Nt);
mc2 (i) = var (Nt);

= 38; hold on

plot (tt(l:aux:t_length),ml(l:aux:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)

momentos de N(t) - numérico
i=l:1length(tt)
N2 = K/(l-exp(-axtt(i))); NI

Nt1l = K#N1/(N1+(K-N1)=*exp(—axtt(i)));
Nt2 = KxN2/ (N2+ (K-N2) xexp (—a*xtt (1)));

gqg = [0:0.05:N2];

I = ggq.*> (K. 2.%exp(-a.*tt (1)) ./ (K-ggq.* (l-exp(-a.xtt(1))))."2) ...
.xpdf (gam’ ,K.xqqg.*exp (-a.*tt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp(-a.*tt (i)))),paraml,param?) ;
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I2 = (ggq."2) .* (K. 2.xexp(-a.*tt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp (-a.xtt (1))))."2) ...
.xpdf ("gam’ ,K.xqqg.*exp (-a.xtt (1)) ./ (K-gqg.* (l-exp(-a.*tt (i)))),paraml,param?) ;
I3 = trapz(gq,I2);
ENt_Mn (i) = trapz(qq,I); % média de Nt t=t (i)
VarNt_Mn (i) = I3-[ENt_Mn(i)]"2; % variadncia de Nt t=t (i)

end

plot (tt(l:aux:t_length),ENt_Mn(l:aux:t_length),’K--',’linewidth’,1.5)

$%% solugdo simplificada

mu_naive_Nt = (Kxmu_NO) ./ (K.*exp(-axtt) + mu_NO.x (l-exp(-a*tt)));

aux3 = 1;

plot (tt(l:aux3:t_length),mu_naive_Nt (l:aux3:t_length),’r’,’linewidth’,1.5)

fts = 14; box off

xlabel (' $t$’,’interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel ("SE[N(t)]$’, " interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

[1] = legend(’Monte Carlo’,’S$E[N(t,N_{0})]1$’,"SN(t,E[N_{0}])$’,’location’,’northwest’)

set (1,’ fontsize’,12,"interpreter’,’ latex’)

aux4 = 30; figure, hold on

plot (tt(l:aux4:t_length),mc2(l:aux4:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)
plot (tt(l:aux4:t_length),VarNt_Mn(l:aux4:t_length),’r’,’linewidth’,2)
xlabel (" $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (" $Var[N(t)]$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

legend (’'Monte Carlo’,’Integragcdo Numérica’,’Location’,’NorthEast’)

Codigo MATLAB 11. [ utilizado na geragdo da Figura 5.6 |

clear, clc, format long
Nrea = 50000; K = 100; a = 0.2;
mu_NO = 10; delta = 0.4;

syms x y positive

[Sy,Sx] = solve(y*gamma (1+1/x)==mu_NO,

(y"2)* (gamma (1+2/x) - (gamma (1+1/x)) "2)==(mu_NO0"2) x (delta”2));
paraml = single (Sx);
param2 = single (Sy);

°

NO = wblrnd(paraml,param2,1,Nrea); % realizacdes de N_0O

o\

%% momentos de N(t) usando Monte Carlo
t = 40; dt = 0.05; tt = [0.01l:dt:t]; t_length = length(tt);
for i=1:t_length

Nt = (K.*NO)./(K.xexp(-a*tt(i)) + NO.x (l-exp(-axtt(i))));
ml (i) = mean (Nt); % média de N(t), t=t (i)
mc2 (i) = var (Nt); % variancia of N(t), t=t (i)

end
aux = 38; hold on
plot (tt(l:aux:t_length),ml(l:aux:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)

o
o
o

momentos de N(t) - numérico

for i=1:1length(tt)

N2=K/ (1-exp (-a*tt (i))); Nl=min (NO);
Nt1=K*N1/(N1+ (K-N1)«exp (—axtt(i)));
Nt2=K*N2/ (N2+ (K-N2) xrexp (—a*xtt (i)));

47



2
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

20
21
22

48

ag=[0:0.02:N27];
I= gg.* (K. "2.xexp(-a.*xtt (1)) ./ (K-qq.x (l-exp(-a.xtt(i))))."2)...
.*xpdf ("wbl’,K.*qq.xexp (-a.*tt (1)) ./ (K-gq.* (1-exp(-a.*tt (i)))),paraml, param2) ;
I2= (gq."2) .+ (K. 2.%exp(-a.+tt (1)) ./ (K-qq.* (1—exp (-a.+tt (1))))."2) ...
*pdf (“wbl’,K.xqq.+exp (-a.*tt (1)) ./ (K-qq.* (1-exp(-a.*tt (i)))),paranl, param2) ;
I3 = trapz(qq,I2);
ENt_Mn (i) =trapz (qq, I);
VarNt_Mn (i) = I3-[ENt_Mn(i)]"2;
end

plot (tt(l:aux:t_length),ENt_Mn(l:aux:t_length),’K--',’linewidth’,1.5)

%$%% solucado simplificda

mu_naive_Nt = (K+mu_NO) ./ (K.*exp(-axtt) + mu_NO.x (l-exp(-a*tt)));

aux3 = 1;

plot (tt(l:aux3:t_length),mu_naive_Nt (l:aux3:t_length),’r’,’linewidth’,1.5)

fts = 14; box off

xlabel (" $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel ("SE[N(t)]$’, ’interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

[1] = legend(’'Monte Carlo’,’S$SE[N(t,N_{0})]1S$","SN(t,E[N_{0}])$’,"location’, ' northwest’)

set (1,’ fontsize’,11,"interpreter’,’ latex’)

aux4 = 30; figure, hold on

plot (tt(l:aux4:t_length),mc2(l:aux4:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)
plot (tt(l:aux4:t_length),VarNt_Mn(l:auxd:t_length),’r’,’linewidth’,2)
xlabel (" $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (" $Var[N(t)]1$’,’interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

legend (' Monte Carlo’,’Integragdo Numérica’,’Location’,’NorthEast’)

Codigo MATLAB 12. [ utilizado na geragdo da Figura 5.7 ]

clear all, clc, format long
Nrea = 50000; K = 100; a = 0.2;
mu_NO = 10; delta = 0.4;
syms x y positive
[Sx, Syl = solve(exp (x+y~2/2)==mu_NO,
(exp (y"2)-1) xexp (2xx+y"2)==mu_NO"2+delta”2);

paraml = single(Sx); param2 = single(Sy);
NO = lognrnd(paraml,param2,1,Nrea); % realizagdes de N_O

o\
o
o

momentos de N(t) usando Monte Carlo
40; dt = 0.05; tt = [0.01:dt:t]; t_length = length(tt);
for i=1:t_length

o+
1

Nt = (K.*NO)./ (K.*exp(-axtt(i)) + NO.x (l-exp(-a*tt(i))));

ml (i) = mean (Nt); % média de N(t), t=t (i)
mc2 (i) = var(Nt); % variancia of N(t), t=t (i)

end
aux = 38; hold on
plot (tt(l:aux:t_length),ml(l:aux:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)

$%% momentos de N(t) - numérico
for i=l:length(tt)
N2 = K/ (l-exp(-a*tt(i))); gg = [0:0.05:N2];
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I = ggq.*> (K. 2.%xexp(-a.*tt (1)) ./ (K-ggq.* (l-exp(-a.*xtt(1))))."2) ...

.xpdf (" logn’ ,K.xgqg.*exp(-a.*tt (1)) ./ (K-ggq.* (l-exp(-a.*tt (i1)))),paraml, param?2) ;
II = (gq."2).* (K. " 2.xexp(-a.*xtt (1)) ./ (K-gg.* (1l-exp (-a.*tt(1))))."2) ...

.*pdf (" logn’ ,K.*xgg.*exp (-a.*tt (1)) ./ (K-qggq.* (l-exp(-a.*tt (i)))),paraml,param?);

ENt_Mn (i) = trapz(qq,I);
VarNt_Mn (i) = trapz(gq,II)-[ENt_Mn(i)]"2;

end

plot (tt(l:aux:t_length),ENt_Mn(l:aux:t_length),’K--',’linewidth’,1.5)

$%% solugdo simplificada

mu_naive_Nt = (Kxmu_NO)./ (K.*exp(-a*tt) + mu_NO.x (l-exp(-axtt)));

aux3 = 1;

plot (tt(l:aux3:t_length),mu_naive_Nt (l:aux3:t_length),’r’,’linewidth’,1.5)

fts=14; box off

xlabel (' $tS$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel ("SE[N(t)]1$’,’interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)
[1] = legend(’Monte Carlo’,’S$E[N(t,N_{0})]$’,”$N(t,E[N_{0}])$’,’location’, '’ northwest’)

set (1,’ fontsize’,11,’interpreter’,’ latex’)

aux4 = 30;

figure, hold on

plot (tt(l:aux4:t_length),mc2(l:aux4:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)
plot (tt(l:aux4:t_length),VarNt_Mn(l:aux4:t_length),’r’,’linewidth’,2)

xlabel (' $tS$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (" $Var[N(t)]1$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

legend (’Monte Carlo’,’Integracgcdo Numérica’,’fontsize’, fts)

Codigo MATLAB 13. [ utilizado na geracao da Figura 5.8 ]

clear all, clc, format long

Nrea = 50000; K = 100; a = 0.2;

mu = 10; delta = 0.4;

M=[1 1;-1 1]; H=[2%mu; sqrt(l2)x*delta*mu];
R=M\H; N1=R(1l); N2=R(2);

NO = N1 + (N2-N1).xrand(l,Nrea);

mu_NO = mu;

o
o\
o\

momentos de N(t) usando Monte Carlo

t = 40; dt = 0.05; tt = [0.01l:dt:t]; t_length = length(tt);

for i=1:t_length

Nt = (K.*NO)./(K.xexp(-a*tt(i)) + NO.x (l-exp(-axtt(i))));

ml (i) = mean(Nt);
mc2 (i) = var (Nt);

end

o

%% plotando algumas realizacdes de N(t)
aux2 = 50; hold on

for j=l:aux2:Nrea

Nt_Rea = (K.*NO(j)) ./ (K.xexp(—axtt) + NO(J).x(l-exp(-a*tt)));

plot (tt,Nt_Rea,’y’)
end

plot (tt,ml,’ r-")
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$%% Intervalo de Confianca

nivel = 95; b = (100-nivel)/200; ¢ = 1-b;

x1=(K.x (b.* (N2-N1)+N1)) ./ (K.xexp(—-a.*tt)+(b.* (N2-N1)+N1) .* (l-exp(-a.*tt)));
x2=(K.* (Cc.* (N2-N1)+N1)) ./ (K.xexp(—a.*tt)+(c.* (N2-N1)+N1) .* (1l-exp (-a.*tt)));
aux = 20;

plot (tt(l:aux:t_length),x1l(l:aux:t_length),’k--',’linewidth’,1.5)

plot (tt(l:aux:t_length),x2(l:aux:t_length),’k--',’linewidth’,1.5)

xlabel (" $t$’,’interpreter’,’latex’,’ fontsize’,14)

ylabel (" SN (t)$’,’interpreter’,’ latex’,’ fontsize’,14)

aux4 = 20; figure, hold on

plot (tt(l:aux4:t_length),mc2(l:aux4:t_length),’bd’,’linewidth’,1.5)

o\

%% variadncia analitica de N(t)

VarNt = ((K. 2.%exp(-a.xtt)). 2./ ((N2-N1).*(l-exp(-a.*xtt))."3))...

x(1./(K.xexp(—a.*xtt)+N1l.x (l-exp(-a.*tt)))— 1./ (K.*exp(-a.*tt)+N2...
.x (l-exp(—a.xtt)))—(1./((N2-N1) .* (l-exp(-a.*xtt)))) ...
.x (log ((K.*exp (—a.xtt) +N2.x (1-exp (-a.*tt))) ./ (K.xexp(-a.*tt) ...

+N1.x (l-exp(-a.xtt))))) . 2);
plot (tt(l:aux4:t_length),VarNt (l:aux4:t_length),’r’,’linewidth’,2)
box off
xlabel (" $t$’,’interpreter’,’ latex’,’ fontsize’,12)

ylabel ("Var[$N(t)$]’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’,12)

Codigo MATLAB 14. [ utilizado na geragdo da Figura 5.9 |

clear, clc, format long
Nrea = 1000000; K = 100; a = 0.2;
mu = 10; delta = 0.4;

[1 1;-1 1]; H = [2+mu; sqgrt(l2)xdeltaxmu];

o
Il

M\H; N1 = R(1); N2 = R(2);
NO = N1 + (N2-N1).*rand(1l,Nrea);

%%% Monte Carlo

tinf = (1./a).*log(K./NO -1); d = 5/100;

tl = (1/a)*log((K/((1-d/2)*(N2-N1)+N1))-1);
t2 = (1/a)*log ((K/((d/2)* (N2-N1)+N1))-1);

Etinf = (1/(a* (N2-N1)))«* (N2xlog((K/N2)-1)-Nlxlog((K/N1)-1)-K+log((K-N2)/(K-N1)));

I = [tl:0.1:t2]; y = zeros(size(I)); length_g = 200;

[fr,gq] = hist(tinf, length_qg); dg = g(2)-g(l);

pdftinf = fr/Nrea/dqg; aux=7;

plot (g(l:aux:length_g-1)+dqg/2,pdftinf (l:aux:length_g-1),’bd’,’linewidth’,1.5)
hold on

plot (I,y,’k’,’linewidth’,14)

plot (Etinf,0.01,"’ro’,’linewidth’, 8)

$%% Analitica

aux3 = 1; gg = [g(l)-aux3:0.01:g(length_q) +aux3];

ftinf = (a.*K.*exp(a.»qq)) ./ (l+exp(a.*xqq)) . 2.xpdf ("unif’,K./ (l+exp(a.*qq)),N1,N2);
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plot (qq, ftinf, " r’,’ linewidth’, 2)

TamFonte = 14; box off

xlabel (' $g$’, 'interpreter’, 'latex’,’fontsize’,TamFonte)

ylabel (" $t7 {1} (

q)s’l

Cédigo MATLAB 15.

clear, clc, for
Nrea = 1000000;
mu = 10; delta
M=[1 1;-1 1]; H
R=M\H; N1=R(1);

mat long
K = 100;
= 0.4;

’interpreter’, ’'latex’, ’fontsize’, TamFonte)

[ utilizado na geracao da Figura 5.10 ]

a = 0.2;

=[2+mu; sqgrt(1l2)xdelta*mu];

N2=R(2);

NO = N1 + (N2-N1).xrand(l,Nrea);

T = K/4; d =5/

%%% Monte Carlo

100;

tT = (1./a) .%1log((T.*(K-NO))./(NO.* (K-T)));

tl = (1/a)*1og ((T/(K-T))* ((K/((1-d/2)* (N2-N1)+N1))-1));
t2 = (1/a)*1og ((T/(K-T))* ((K/((d/2)* (N2-N1)+N1))-1));
EtT = (1/(a*(N2-N1)))* (N2xlog ((Tx (K-N2))/(N2x (K-T))) ...

—N1+log ((T* (K-N1))/ (N1lx (K-T)))+Kxlog((K-N1)/(K-N2)));

I = [tl:0.1:t2]

length_g = 200;
dg = q(2)-g(1);

plot (g(l:aux:length_g-1)+dqg/2,pdftT (l:aux:length_g-1),’bd’,’ linewidth’,1.5)

hold on

; v = zeros(size(I));

[fr,g] = hist (tT,length_q);

pdftT = fr/Nrea/dq; aux = 7;

plot(I,y,’k’,’linewidth’,14)
plot (EtT,0.01,"ro’,’linewidth’, 8)

%$%% Analitica

aux3 = 1; gg = [g(l)-aux3:0.01:g(length_qg)+aux3];
ftT = (T.*K.xa.x (K-T) .*exp(a.xqq)) .xpdf ("unif’, (T.*K) ./ (T+(K-T) ...
.xexp(a.*qq)),N1,N2) ./ (T+(K-T) .xexp(a.*qq)) ."2;

plot (qq, ftT,’r’,’linewidth’, 2)

Tamfonte=14; bo

x off

xlabel (" $g$’,’ interpreter’, ’latex’,’fontsize’,Tamfonte)

ylabel (" $t_{T} (q)$’, interpreter’,’latex’,’ fontsize’, Tamfonte)

Cédigo MATLAB 16.

clear all, clc,
K = 100; a =
mu_NO = 10; del
t = 10; alpha =

%$%% uniform

[ utilizado na geragdo da Figura 5.11 ]

format long

0.2;
ta = 0.4;

exp (-ax*t);

M=[1 1;-1 1]; H=[2*mu_NO;

R=M\H; NI1=R(1);

N2=R(2);

sqgrt (12) xdeltaxmu_NO];
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fts = 1.5; auxc = 110;
%$gqg = [35:0.01:55]; % para delta = 0.1
%qg = [25:0.01:60]; % para delta = 0.2
$qq = [10:0.01:70]; % para delta = 0.3
gqg = [0:0.01:80]; % para delta = 0.4
aux?2 = K-gqgx* (1-alpha);

fNU = KxKxalphaxpdf (‘unif’, ggxKxalpha./aux2,N1,N2) ./ (aux2."2)

plot (qq, £NU, ' r’,’linewidth’, fts), hold on

paraml = 1/delta”2;
param2 = delta”2+mu_NO;

fNG = KxKxalphaxpdf (' gam’,gg*«K+alpha./aux2, paraml,
plot (gg(l:auxc:length(qq)), NG (l:auxc:length(qq)),’ ko’ ,’linewidth’, fts)

syms x y positive

[Sy,Sx] = solve(y*gamma (1+1/x)==mu_NO, (y~2)~*(gamma (1+2/x) ...

- (gamma (1+1/x)) "2)==(mu_N0"2) x (delta”2));
paraml = single (Sx);

param2 = single (Sy);

fNW = K+K+alphaxpdf ('wbl’,gg+«K+alpha./aux2, paraml,
plot (gqg(l:auxc:length(qq)), fNW(1l:auxc:length(qq)),’b+’,’linewidth’, fts)

%%% lognormal

syms x y positive

[Sx, Syl = solve(exp (x+y~2/2)==mu_NO, (exp(y~2)-1)*exp (2+x+y~2)==mu_NO0"2xdelta”2);

paraml = single (Sx);

param2 = single (Sy);

fNL = K+Kxalphaxpdf (' logn’,ggxK+alpha./aux2, paraml,
plot (gg(l:auxc:length(qq)), fNL(l:auxc:length(qq)),’ gd’,

box off, fts2 = 14;

xlabel (' $g$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’,fts2)
ylabel (" $f_{N} (g;10)$’,"interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts2)

legend (’Uniforme’,’Gamma’, ' Weibull’,’Lognormal’,’location’,’northwest’)

Codigo MATLAB 17. [ utilizado na geragao da Figura 5.12 ]

clear, clc, format long

K = 100; a = 0.2;

mu_NO = 10; delta = 0.4;

al = 0; % extremo inferior do intervalo
b = K/2; % extremo superior do intervalo

t = 10; alpha = exp(-ax*t);

%$qq = [35:0.01:55]; % delta = 0.1
$gqq = [25:0.01:60]; % delta = 0.2
$qq = [15:0.01:70]; % delta = 0.3
gqg = [0:0.01:80]; % delta = 0.4

$%% Weibull parameters

’

param?) ./ (aux2.72);

param?) ./ (aux2.72);

param?2) ./ (aux2."2);

"linewidth’, fts);
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syms x y positive

[Sy,sx] =

solve (yrgamma (1+1/x)==mu_NO,

(y"2)* (gamma (1+2/x) ...

—(gamma (1+1/x)) "2)==(mu_NO0"2) = (delta”2));

1 = single(Sx); k = single(Sy);

cw =

%%% Normal parameters

mu = mu_NO; s = deltaxmu;

cg =

%%% Lognormal parameters
syms x y positive

[Sx,Sy] =
mlog =

single (Sx); slog =

solve (exp (x+y~2/2)==mu_NO,

cdf ("wbl’,b,k,1)-cdf (wbl’,al,k,1);

cdf (" norm’ ,b,mu, s) —cdf (' norm’ ,al,mu, s);

single (Sy) ;

cln= cdf (’logn’,b,mlog,slog)-cdf(’logn’,al,mlog,sloqg);

o
o
o

uniform parameters

sqgrt (12) xdeltaxmu];

M= [11;-1 1]; H = [2+mu;

R = M\H; NI1=R(1l); N2 = R(2);

x = (K.*gg.+*alpha) ./ (K-gg.* (1-alpha));

y = ((K."2.xalpha)./((K-gg.* (l-alpha))."2));
fnl = y.*pdf (‘wbl’,x,1,k)/cw;

fn2 = y.*pdf ('norm’,x,mu,s)/cg;

fn3 = y.xpdf (' logn’,x,mlog,slog) /cln;

fn4d = y.xpdf (unif’,x,N1,N2);

w = 1.5; aux = 40; hold on

plot (gg(l:aux:length(gq)), fnl (1:
length(qgq)), fn2(1:

length(gqg)),fn3 (1:

plot (gg(l:aux:
plot (gg(l:aux:

aux

aux

aux

:length(gq)), b+’ ,’linewidth’, w)
:length(gq)),”ko’,’linewidth’, w)
:length(gq)),’gd’,’linewidth’, w)

plot (gg(l:aux:length(qgq)), fnd (l:aux:length(qgq)),’r-",’ linewidth’ , w)
fts = 14; box off
xlabel (' $g$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (" $f_{N} (g;10)$’,"interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

(exp(y"2)-1) xexp (2*x+y"2)==mu_NO0"2xdelta”2);

Sweibull
normal
%$lognormal

$uniform

legend (' Weibull’,"Normal’,’Lognormal’,’Uniforme’,’Location’,’NorthWest’)

Codigo MATLAB 18.

clear all, clc, format long
K = 100; a = 0.2;

mu_NO = 10; delta = 0.2;
t_length = 15; tf = 20;

t = linspace(0,tf,t_length);
alpha = exp(-ax*t);

dg = 0.01; gg = [0:dg:K];
distribution = 3; %

switch distribution

o o9
i)

case 1

M=[1 1;-1 1]; H=[2*mu_NO;

uniform parameters

sgrt (12) xdelta*mu_NO]J;

escolha da distribuigdo de NO

[ utilizado na geragdo das Figuras 5.4-5.7(e),(f) ]
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R=M\H; N1=R(1l); N2=R(2);
for indl = 1:t_length
tl

t (indl); aux = K-gg* (l-alpha(indl));

54

fQ = KxKxalpha (indl) »pdf ("unif’, gg*Kxalpha (indl) ./aux,N1,N2) ./ (aux."2);

pdfQ (indl, :) = £Q;
end
case 2 %$%% gamma

paraml = 1/delta”2; param2 = delta”2+mu_NO;
for indl = 1:t_length
tl = t(indl); aux = K-gg=* (l-alpha (indl));
fQ = KxKxalpha (indl) *pdf (' gam’ , gg*K*alpha (indl) ./aux, paraml,

pdfQ(indl, :) = £Q;
end
case 3 $%% weibull

syms X y positive
[Sy,Sx] = solve (y*gamma (1+1/x)==mu_NO, (y~2)x* (gamma (1+2/x) ...
- (gamma (1+1/x)) "2)==(mu_NO0"2) x (delta"2));
paraml = single(Sx); param2 = single(Sy);
for indl = 1:t_length
tl = t(indl); aux = K-ggx (l-alpha(indl));
fQ = K+Kxalpha (indl) *pdf (' wbl’,gg*Kxalpha (indl) ./aux, paraml,
pdfQ (indl, :) = fQ;

end

case 4 %%% lognormal

syms X y positive

param2) ./ (aux."2);

param2) ./ (aux."2);

[Sx, Syl = solve(exp(x+y~2/2)==mu_NO, (exp(y~2)-1)+*exp (2xx+y~2)==mu_NO0"2+delta”2);

paraml = single (Sx); param2 = single(Sy);

for indl = 1:t_length
tl = t(indl); aux = K-gg=* (l-alpha (indl));
fQ = KxKxalpha (indl) xpdf (' logn’,gg*Kxalpha (indl) ./aux, paraml,
pdfQ(indl, :) = £Q;

end

end

[T,Q] = meshgrid(t,0:dq:K);

plot3(T,Q,pdfQ’, k")

hold on,

xlabel (' $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’,14)

ylabel (' $g$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’,14)

zlabel (" $f_{N} (g;t)$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’,14)
view (56,56)

Codigo MATLAB 19. [ utilizado na geragdo das Figuras 6.1-6.2 ]

clear all, clc, format long

K = 115; mu_NO = 2.3;

x=[0123456789 1011 12 13 14 15 16];

param2) ./ (aux."2);
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y = [2.3 7.5 10.2 16.2 37.3 59.9 72.6 81.9 89.3...
91.2 99.2 104.4 108.9 109.6 111.4 111.7 113.9]1;

n = 6;
for i = 1:n
r(i) = (1/x(i+1))*log(y(i+l)/mu_NO);

end

a = mean(r); c = 5/200; t = length(x); dt = 0.05;

tt = [0.1l:dt:t]; t_length = length(tt); aux = 18;

$%% momentos e intervalo de confianga de N(t) - método numérico
for 1 = l:length(tt)
N2 = K/ (l-exp(-a*tt(i)));
gg = [0:0.002:N27;
I = gg.*(K. " 2.xexp(-a.*tt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp(-a.*tt(i))))."2)...
.*pdf ("exp’,K.*qqg.*exp (-a.*tt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp (-a.*xtt (i)))),mu_NO);
I2 = (ggq."2) .* (K. 2.xexp(-a.*tt (1)) ./ (K-gg.* (l-exp (-a.xtt (1))))."2) ...

.xpdf ("exp’ ,K.xqq.*exp (-a.xtt (1)) ./ (K-gqg.* (1l-exp(-a.*tt (i)))),mu_NO) ;
I3 = trapz(qq,I2);

ENt_Mn (i) = trapz(qq,I);

II = ENt_Mn(i);
VarNt_Mn (i) = I3-(II)"2;

x1 (1) = (log(l-c)*K)/(log(l-c)*(l-exp(—a*tt(i)))-(1/mu_NO)*xK*exp (-axtt (i)));
x2 (1) = (log(c)*K)/(log(c)* (l-exp(-a*tt(i)))—-(1/mu_NO)*Kxexp (—axtt (i)));

end

figure

hold on

plot (tt(l:aux:t_length)+1995,ENt_Mn(l:aux:t_length),’b--",’linewidth’,2)
plot (tt(l:aux:t_length)+1995,x1 (l:aux:t_length),’K--',’linewidth’,1.5)
plot (tt(l:aux:t_length)+1995,x2 (l:aux:t_length),’K--',’linewidth’,1.5)

%$%% Solucao Simplificada

mu_naive_Nt = (K+mu_NO) ./ (K.*exp(-axtt) + mu_NO.x (l-exp(-a*tt)));

aux3 = 1;

plot (tt(l:aux3:t_length)+1995,mu_naive_Nt (l:aux3:t_length),’r’,’linewidth’,1.5)
plot (x+1995,y, ' m*’,’ linewidth’, 2)

box off

fts=14;

xlabel (' $tS$’,’interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel ("$N(t)$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

aux4 = 10;

figure

plot (tt(l:aux4:t_length)+1995,VarNt_Mn(l:aux4:t_length),’r-’',’linewidth’, 2)
box off

xlabel (" $t$’,’ interpreter’,’latex’,’ fontsize’, fts)

ylabel (' $Var[N(t)]$’,’ interpreter’,’ latex’,’ fontsize’, fts)

return



