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RESUMO

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre subgrupos de Sylow e sub-
grupos de Hall, fazendo algumas comparacoes entre eles e, por fim, mos-
trando alguns resultados dos mesmos. Para isso, serao apresentados de-
finicoes e teoremas importantes para o decorrer da pesquisa. Sao colocados
conteudos importantes para o desenvolvimento da pesquisa proposta, os
quais estao relacionadas com grupos finitos e brevemente os teoremas do
homomorfismos, para entao estudar subgrupos de Sylow. Feito isso, serao
apresentados os grupos soltuveis e nilpotentes para entao fazer a andlise de
subgrupos de Hall. Finalmente, sera mostrado algumas comparacoes entre
os dois subgrupos em questao e alguns resultados importantes e de maior
interesse.

Palavras-chave: Grupo, Subgrupos de Sylow, Subgrupos de Hall.



LISTA DE SIMBOLOS

(G : H) Indice de H em G.

(a,b) Méximo divisor comum entre a e b.
G Grupo G.

H <G H é subgrupo normal de G.

Hz Classe lateral a direita de H.

Id(g) Funcao identidade.

Im(f) Imagem da funcao f.

N¢(H) Normalizador de H em G.
Nuc(f) Nucleo da fungao f.

Z(@G) Centro de G.
G

I Grupo quociente de G por um subgrupo normal H.
() Conjunto vazio.
Z, Conjunto dos numeros inteiros.

xH Classe lateral a esquerda de H.

|G| Ordem do grupo G.
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INTRODUCAO

Durante a graduacao em Matemaética, no que refere-se a Algebra, foi estudada
a teoria basica de Grupos. Com isso, surgiu o interesse em aprofundar o estudo nesta area.
Em particular, alguns subgrupos foram os objetos de estudo principais para este trabalho.
Com o aprofundar das pesquisas, surgiu entao o interesse em estudar os subgrupos de
Sylow e subgrupos de Hall.

Os subgrupos de Sylow tém a maior poténcia de p que divide a ordem de G,
sendo p um primo. Esses subgrupos sempre existem. Ja os subgrupos de Hall nem sem-
pre existem, no entanto, podemos mencionar algumas condigoes sobre as quais podemos
garantir que eles existem.

No primeiro capitulo deste trabalho, apresentamos alguns resultados da Te-
oria de Grupos, os quais sao estudados ainda na graduagao. Além disso, definimos os
homomorfismos relevantes para o trabalho e detalhamos os Grupos de Permutacoes.

O segundo capitulo é reservado para fazer a apresentacao dos Teoremas de
Sylow, assim como os p-subgrupos de Sylow e alguns exemplos.

Finalmente, no terceiro capitulo sao apresentados os subgrupos de Hall, as
condicoes que garantem a existéncia desses subgrupos, alguns resultados e comparagoes

com os subgrupos de Sylow.



1 CONHECIMENTOS PREVIOS

Este capitulo serd uma breve revisao sobre Teoria de Grupos. Veremos al-
guns conceitos bésicos e definigbes importantes para o decorrer do trabalho. Sera uma
revisao resumida, pois a maior parte deste contetido é estudada durante a graduacao
em Matematica. Demostragoes encontram-se nos livros Garcia e Lequain (2013) e Lang

(2008).

1.1 Grupos

Para iniciar, apresentaremos o que é um grupo e outras defini¢coes necessarias.

Definicao 1.1 Um conjunto nao vazio G, com uma operacao bindria
GxG—G

(a,b) —>a-b
€ um grupo se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

i. A operacao € associativa, isto €,

a-(b-c)=(a-b)-c, Ya,bcedG.

1. Fxiste um elemento neutro, isto €,
deeGtal quee-a=a-e=a, Vaecd.
11. Todo elemento possui um elemento inverso, isto €,
VaeG,d3beGtal quea-b=b-a=ce.

Dizemos que o grupo G é abeliano(ou comutativo) quando satisfaz a sequinte propri-

edade adicional:

w. a operacao € comutativa, isto €,

a-b=b-a, Vabe G.



Usamos (G, %) para indicar um grupo, onde G é um conjunto e * uma operagao
binaria. Porém, quando nao houver ambiguidade, usaremos apenas G. Chamaremos o
grupo (G, ) de grupo multiplicativo e (G, +) de grupo aditivo, quando nos referirmos as
operacoes de multiplicagao e adicao usuais, respectivamente.

Um grupo (G, *) é dito finito quando o conjunto G é finito. Neste caso, o
nimero de elementos de G é chamado ordem do grupo e denotado por o(G) ou |G].

Por exemplo, (Z,+) é um grupo(aditivo) abeliano infinito, uma vez que (Z, +)

é grupo, Z é um conjunto infinito e a operagao + é comutativa.

Definicao 1.2 Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H

¢ um subgrupo de G se H for ele proprio grupo para a operacao de G.

Proposicao 1.3 Seja H um subconjunto nao-vazio do grupo G. Entdo H € um subgrupo

de G se e somente se as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:
t. hy-ho € H, VY hy,hy € H.
ii. h1e H,YVheH.
A demonstragao desta proposigao esta disponivel em Garcia e Lequain (2013).

Observacao 1.4 Dois subgrupos triviais de um grupo G qualquer, sao {e} e o prdprio

G.
O conjunto H =7Z-m = {rm :r € Z}, m € Z, por exemplo, é um subgrupo de (Z, +).

Proposicao 1.5 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. A rela¢io ~g (a esquerda)
sobre G definida por
x~py, < dhe H tal que y = xh

¢ uma relagao de equivaléncia.

Definicao 1.6 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Chama-se classe lateral a

esquerda de H em G que contém x e denota-se por tH, o sequinte conjunto
tH={yeG|y ~g z}={zh | he H}.
Da mesma forma podemos definir classe lateral a direita.

Proposicao 1.7 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. A relagcao de equivaléncia ~p
(a direita) sobre G € definida por

x~py,< 3 heH tal que y = hx.
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Definicao 1.8 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Chama-se classe lateral a

direita de H em G que contém x e denota-se por Hzx, o sequinte conjunto

{lyeGly ~p zy={ha | he H}.
Definigao 1.9 A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda € chamada de
indice de H em G, o qual serd denotado por (G : H).

Proposicao 1.10 Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade, igual
a cardinalidade de H.

Definicao 1.11 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um sub-
grupo normal se
Hx=zH, Vx € G,

e denotamos por H <1 G.

Vejamos alguns exemplos de subgrupos normais:
1) {e} e G sao subgrupos normais de G;

2) Se (G : H) =2, entao H < G;

3) Se G é um grupo abeliano, entao todo subgrupo H de G é normal em G. No entanto,
a reciproca nao ¢ valida, como é o caso do grupo ()3, que nao ¢ abeliano, no entanto

todos seus subgrupos sao normais em 3.

Teorema 1.12 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entdo o conjunto das

classes laterais , com a operacao induzida de G, € um grupo.

Teorema 1.13 (Teorema de Langrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo
de G. Entao
G| = |H|(G - H).

Em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem de G.

Corolario 1.14 Seja G um grupo finito e o € G. Entao a ordem de o divide a ordem

de G.
Proposicao 1.15 Seja G um grupo e K < H < G. Entao
(G:K)=(G:H)(H:K).

Proposicao 1.16 Seja H um subgrupo normal de G. Entao, para quaisquer a,b € G,
vale a igualdade

(aH)(bH) = (ab)H.
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A demonstragao desta proposicao é feita por dupla inclusao e enconta-se no livro Domin-
gues e lezzi (2003).

Corolario 1.17 Sejam G um grupo e H e K dois subgrupos de G. Se H ou K for

subgrupo normal em G, entao HK ¢ um subgrupo de G.

Corolario 1.18 Sejam G um grupo e H e K dois subgrupos normais de G. Entao HK

¢ um subgrupo normal de G.
Proposicao 1.19 Sejam G um grupo finito e H e K dois subgrupos de G. Entao,

[H||K]

HE| = .
K =1 AR

A demonstragao das proposigao anterior encontra-se no livro Garcia e Lequain (2013).

Definicao 1.20 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dois elementos x,y de G

sao ditos conjugados em G se

Jg € G tal que y = grg~ L.
Definig¢ao 1.21 Seja G um grupo e H um subconjunto de G. Se, C = ghg™!, com h € H,

também forma um subconjunto de G, entao dizemos que C' € um subgrupo conjugado
de G.

A partir disso, podemos verificar que a relacao de conjugacao é uma relacao

de equivaléncia em G.

Definigao 1.22 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto {gHg ' | g € G}

¢ chamado normalizador de H em G e € denotado por Ng(H).

Definicao 1.23 Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes
laterais, com a operacao induzida de G, € chamado de grupo quociente de G por H,

denotado por G/H ou por %

1.2 Homomorfismo

Os homomorfismos serao importantes para o estudo sobre os subgrupos de
Sylow. Para isso apresentaremos apenas definicao de homomorfismo e o Teorema Funda-

mental do Homomorfismo.

Defini¢ao 1.24 Sejam (G,*) e (G',-) dois grupos. Uma funcio f : G — G’ € um

homomorfismo se ela € compativel com as estruturas dos grupos, isto €, se

flaxb) = f(a)- f(b), Va,beQG.
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A funcdo Id : (G,-) — (G,-), Id(g) = g, é um homomorfimo chamado

identidade. Outro exemplo de homomorfismo é a fungao definida por
f:(G,+) — (G, +)
T — —.
uma vez que
faty)=—-@+ty)=-r—y=(-2)+(-y) = f@) + [(y), Vo,y el

Teorema 1.25 (Fundamental do Homomorfismo) Sejam G e G’ grupos com iden-

tidade e e €', respectivamente, e f : G — G' um homomorfismo. Entao

i. Im(f) = f(G)=A{f(g9) :9€ G}

it. Nuc(f) = {g€G: f(g) =€} é um subgrupo normal de G, chamado niicleo do

homomorfismo, e mais

f injetiva se e somente se Nuc(f) = {e}.

iii. G/Nuc(f) = Imf.

1.3 Grupos de Permutacoes

Os Grupos de Permutacoes serao utilizados para exemplificar os subgrupos
em estudo. Para isso, apresentamos brevemente algumas das definigoes bésicas para
apresentar estes grupos.

Sy, é o grupo das permutagoes de n elementos {1,--- ,n} = J,, chamado grupo

simétrico. Vejamos, como exemplo, Sj:
S3 = ) ) ) ) )

Uma transposicao 7 é uma permutacao que troca as posicoes de dois numeros e que

deixa os outros dois fixos, isto €,

di,j € Jn, 0 #J, tais que (i) =7, 7(j) =ieT(k) =k sek#iek#j.

1

Como 7 é uma transposicao, entdao 77! = 7 e 72 = Id. Vejamos entao que as transposicoes

geram S,,.
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Teorema 1.26 Toda permutacao de .J, pode ser expressa como um produto de trans-

POSICOES.

DEMONSTRACAO: Vamos provar, por inducdo matemética sobre n.

Para n = 1 ndo hé o que mostrar, uma vez que J; = {1}.

Suponhamos entao que n > 1 e que ¢ vélido para n — 1. Provemos entao, que
é valido para n.

Sejam ¢ uma permutacao de J, tal que o(n) = k e 7 uma transposigao de J,

tal que 7(k) = n e 7(n) = k. Entdo, 7o é uma permutacao que deixa n fixo, isto é,

Com isso, podemos dizer que 7o é uma permutacao de J,_;. Por inducao, existem as

transposicoes 7y, ,7Ts € J,_1, que deixam n fixo, de modo que
TO =Ty Ts.

Entao, podemos escrever

O=T Ty Ts.
0

1 2 3
Por exemplo, 0 = ¢ uma permutagao de J3 tal que o(1) = 2, 0(2) = 1 e

21 3
0(3) =3, ou seja, 0 = (1 2).
O grupo A,, é o grupo Alterno de J,,, composto dos elementos de S,, que sao

permutacoes pares, ou seja, sao produtos de nimero par de transposigoes.



14

2 SUBGRUPOS DE SYLOW

Para iniciar o estudo sobre os subgrupos de Sylow, precisamos do Teorema de

Cauchy que sera necesséario para os proximos teoremas.

Teorema 2.1 (Cauchy) Seja G um grupo abeliano finito e p um nimero primo que
divide |G|. Entao existe x € G de ordem p.

DEMONSTRACAOQ: Faremos a demonstracao por inducio sobre a ordem de G.

Se |G| = 1, a demonstragao é imediata.

Suponhamos agora, por hipotese de indugao, que o teorema é vélido para todos
os grupos abelianos de ordem menor que |G|. Mostremos entao, que é valido também para
|G|.

Se p = |G|, ndo é necessério ursar a hipétese de indugao, pois G é ciclico e
qualquer gerdor de G tem ordem p. Se p # |G|, suponhamos que existe um subgrupo
H tal que 1 < |H| < |G|. Sejay € G, tal que y # e. Se (y) # G, entdao H = (y) e a
afirmacao é valida. Se (y) = G, entdo y* # e e H = (y), novamente a afirmacao é vélida,
pois

[H| = o(y") = |G|/p <|G].

Agora, se p divide |H| entdo, por hipétese de indugdo, 3 x € H C G, tal que

o(x) = p e este caso estd provado.

G
SepT|H|entéo,como|G|:]H|‘E G G

7| < |G|.

, vemos que p divide e que

Logo, por hipétse de inducao, 4 z € T tal que o(z). Consideremos o homomorfismo

G
canonico ¢ : G — —, onde ¢(z) = Z, z € G. Seja r a ordem deste elemento z. Temos
que z" = e, logo p(z") = p(e), ou seja, z" = € e, portanto, r é multiplo da ordem de Z,

k

isto é, r é um multiplo de p, digamos r = kp com k > 1. Entao, z¥ é um elemento de G

de ordem p.
O

O Teorema de Cauchy é um caso particular do 1° Teorema de Sylow que

apresentaremos a seguir.

Teorema 2.2 (12 Teorema de Sylow) Sejam p um nimero primo e G um grupo de
ordem p™b com (p,b) = 1. Entao, para cada n, 0 < n < m, existe um subgrupo H de G

tal que |H| = p™.

DEMONSTRACAO: Faremos esta demonstracéo por inducéo sobre a ordem de G.
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Se |G| =1, a demosntracao é imediata.

Se |G| > 1, suponhamos por hipétese de indugao que o teorema vale para todos
os grupos de ordem menor que |G|. Mostremos entao, que o teorema também é vélido
para o grupo G.

Seja n um inteiro positivo tal que p™ divide a ordem de G.

12 Caso: Se existe um subgrupo préprio H de G tal que p™ divide a ordem de H. Neste
caso, por hipdtese de inducao, temos que H possui um subgrupo de ordem p" e, por

consequancia, G também.

22 Caso: Se nao existe um subgrupo p ‘roprio H de G tal que p" divide sua ordem. Neste

caso, considere a equacao das classes de conjugagao:

Gl=12(@]+ Y IOl = 12O+ Y (G:Z(xa)).

2adZ(G) 2alZ(G)
Para z, ¢ Z(G), temos Z(x,) & G, logo, por hipétese, p" nao divide |Z(z,)l, e
portanto, p divide (G : Z(z,)). Como p divide |G|, obtemos entao que p divide

|Z(G)|. Como Z(G) é um grupo abeliano, pelo Teorema de Cauchy sabemos que
existe um elemento y € Z(G) de ordem p. Como y € Z(G), entao (y) > G, de modo

G
que podemos considerar o grupo quociente <—> Sabemos ainda que U < |G| e
Y Yy
G
p"~ ! divide U . Logo, por hipdtese de inducao, o grupo U possui um subgrupo
Y Yy
K’ de ordem p"~'. Considere o homomorfismo canénico ¢ : G — — e tome

(y)

K = ¢7}(K"). Entao K é um subgrupo de G e

| K| = [Nuc(p) || K'| = [()[| K'| = p".

Apresentaremos agora a definicao de p-subgrupo de Sylow.

Definicao 2.3 Sejam G um grupo finito, p um nimero primo e p" a maior poténcia de
p que divide |G|. Os subgrupos de G que tém ordem p™ sao chamados de p-subgrupos
de Sylow de G.

Definicao 2.4 Seja p um primo. Um grupo G, ndao necessariamente finito, no qual todo

elemento tem sua ordem igual a uma poténcia de p € chamado um p-grupo.

Observemos que se p é um numero primo que nao divide a ordem de GG, entao
o elemento neutro e é o inico p-subgrupo de Sylow de G. Além disso, os p-grupos finitos

dao exatamente os grupos cuja ordem é uma poténcia do primo p.
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Nestas condigoes, o teorema anterior garante que G tem pelo menos um p-

subgrupo de Sylow.
O grupo D4 é um exemplo de 2-grupo de ordem 8 = 23. J4 o grupo (%, ®pn)
¢ um p-grupo de ordem p". Y
Mostraremos a seguir que todos os p-subgrupos de Sylow de G sao os p-

subgrupos maximais de GG e como sao obtidos.

Para a demosntracao do 2° Teorema de Sylow, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.5 Sejam H um p-subgrupo de G e S um p-subgrupo de Sylow de G. Entao existe
x € G tal que H < xPx~!.

DEMONSTRACAO: Seja P o conjunto das classes laterais de S em G. H opera em P
por translagao esquerda.

Temos que |Fy| = |P| = (G : S) (mod p).

Como S é um p-subgrupo de Sylow, (G : S) = k, pelo que p{ (G : P). Logo,
|Py| =0 (mod p) e By # (). Consideremos entao xS € Py, entao temos

.I'SEPO

hzS = xS, YVh € H
r thaS =S5, Vhe H
r 'Hx < S
H < xSz~ !

O

Teorema 2.6 (22 Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito, tal que |G| = p"k,

com ptk. Todos os p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados entre si.

DEMONSTRACAO: Do lema anterior temos que, se H é um p-subgrupo de Sylow de G,
entdao |H| = |S| = p".

Essas demonstracoes enconstram-se no livro Monteiro e Matos (2001).
Um outro resultado que temos é que se S é um p-subgrupo de Sylow de G, entao os p-
subgrupos de Sylow de G sao os conjugados de P e s6 esses. Vejamos agora o 3° Teorema

de Sylow.

Teorema 2.7 (32 Teorema de Sylow) Sejam p um niimero primo e G um grupo finito

de ordem p™b, com (p,b) = 1. Seja n, o numero de p-subgrupos de Sylow de G. Entdo:



17

i. n, diwide b.
ii. n, =1 (mod p).

DEMONSTRACAO: Seja S um p-subgrupo de Sylow de G. Temos que (G : Ng(9))
divide (G : S) =b.
Agora, consideremos P um p-subgrupo qualquer de G, S; = ¢;Sg; ' e

k

(G:Ng(8) =Y (P:PNS).

i=1
Tomando P = S na expressao acima, temos que

k

(G: Ng(8) =) (S:5n8),

=1

onde Sy, --- , Sk sao representantes das distintas érbitas 4, --- , 9, da representacao
Z:8— P(C),

onde C é o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de GG. Entao, podemos tomar S; = S.

Com isso, obtemos

(G:Ne(8)=(S:5N8)+> (5:5N8)=1 (mod p)

=2

Pelo 2° Teorema sw Sylow, sabemos que n, = (G : Ng(S)). Portanto, temos

o resultado esperado sobre n,,.
O

Por exemplo, consideremos um grupo G tal que |G| = 24 = 23-3. Sabemos que
existe um subgrupo de de G' com ordem 8, que é a maior poténcia de 2 que divide a ordem
de G o qual é um 2-subgrupo de Sylow de G. Da mesma forma, existe um 3-subgrupo de
Sylow de ordem 3.

Podemos concluir que, dados um grupo finito G e p um primo divisor da
ordem de G, um p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G com ordem sendo a

maior poténcia de p que divide a ordem de G.
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3 SUBGRUPOS DE HALL

Iniciamos o estudo sobre o subgrupos de Hall vendo as defini¢coes de grupos
solivel e nilpotentes para entao estudarmos os subgrupos de Hall e o Teorema de P. Hall.

As demonstragoes aqui apresentadas foram baseadas em Araujo (2009).

Definicao 3.1 Um grupo G € dito soluvel se G possuir um série subnormal

G=Gy=>2G1=>--2>2G,=1,

onde cada grupo fator % ¢ abeliano.

Uma cadeia de subgrupos de GG com esta caracteristica é chamada de série
subnormal abeliana de G e os seus quocientes respectivos sao chamados de fatores da

série.
Definicao 3.2 Um grupo G € nilpotente se possui uma série normal

G:GOZGlzan:L

onde cada grupo fator G(Czl) estda contido em Z <G(';i1>’ parai=1,2,--- ,n—1.

Definicao 3.3 Seja m um conjunto nao vazio de numeros primos. Um m-nimero € um

inteiro n tal que todos seus fatores primos pertencem a 7.

O complemento de 7 é «’, portanto, 7’-niimero é um inteiro m tal que nenhum

de seus fatores primos pertencem a 7.

Definigcao 3.4 Seja m um conjunto de primos. Um grupo G é um mw-grupo se a ordem

de cada um de seus elementos ¢ um w-numero.

s

Defini¢ao 3.5 Se G € um grupo finito, entao um mw-subgrupo H de G tal que |G : H] é

um 7' -numero é chamado de w-subgrupo de Hall de GG.

Os m-subgrupos de Hall nem sempre existem. Por exemplo, consideremos o
grupo G = As e m = {3,5} o conjunto dos nimeros primos. Como |G| = |4;] = 60 =
= 22.3.5, se existisse um m-subgrupo de Hall nessas condicoes, ele teria indice 4 e ordem
15, mas esse subgrupo nao existe. Queremos entao, estudar as condicoes necessarias para
esses subgrupos existirem. Além disso, quando existem, queremos saber se sao conjugados
entre si.

O teorema a seguir garante que, em grupos soltveis finitos, os w-subgrupos de

Hall existem sempre e sao conjugados.
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Teorema 3.6 (P. Hall) Se G é um grupo finito solivel de ordem ab, onde (a,b) = 1,
entao G contém um subgrupo de ordem a. Além disso, quaisquer dois subgrupos de ordem

a sao conjugados ente si.

DEMONSTRACAOQ: Faremos a demonstracao por inducio sobre a ordem de G.

e Se |G| =2 =2-1 oresultado é imediato, pois e os tinicos subgrupos de G sao {1} e o
proprio G, que tém ordens 1 e 2, respectivamente Se considerarmos dois subgrupos
de mesma ordem, eles serao conjugados entre si, pois um subgrupo é conjugado dele

mesmo.
e Vejamos agora se |G| > 2.

1° caso: Seja H <G com |H| = a'l/, onde d'|a, '|be b’ <b.

NP . G ab
Existéncia: Se G é solivel, E’ =y < ab.
G A
Por hipdtese de inducao, T < T e 7= %. Entao,
A a Al a a a
—l== = —=—= |Al=—|H| = |Al==dV = |A] =alb <ab.
‘H‘ o 7T @ Al = —Z|H| = |A] = —a Al = a.b’ <a

Como A é soluvel, A possui um subgrupo de ordem a que também é, um
subgrupo de G.

Conjugagao: Sejam A < G, B < G tais que |A| =|B|=ae AH QG.
Pelo Teorema de Lagrange, |AH| divide |G|, logo |AH| = af, onde ala e
Blb. Como (a,b) =1e A< AH, segue que

|Al | |AH| = alaf = ala.

Mas como ala e a|a, entdo a = a.
Como H < AH, temos que

|H| | |AH| = d'V]aB = dV|af = af =kd'V, para algum k € Z,
e como d'|a, ou seja, a = d'q, q € Z, segue que
a'qB =kd't = qB8 =k, q,k€Z.

Entao b divide ¢/, mas como b’ nao divide ¢, pois (a’q,b) = 1, entao '|p.
Agora, a férmula do produto nos diz que |AH| divide |A| - |H|, ou seja,

aflad’t = aflad’ = Bl|a’t’
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e como (3 nao divide d/, segue que 5|b’. Logo, se B|b" e V|3, entao b = 5.

Concluimos entao que |[AH| = af = ab'.

Utilizando novamente o Teorema de Lagrange, temos que |BH| divide |G].

Entao, |BH| = zy, onde z|a e y|b. Como (a,b) =1 e B < BH, temos que
|B| | |BH| = a|zy = alz.

Mas como z|a e a|x, entdo a = x.
Como H < BH, temos que

|H| | |BH| = d't'|zy = d'V]|ay = ay = sa't/, para algum s € 7Z.
Como a =d'z, z € Z,
a'zy=sdb = zy=sb, z,s€ .

Entao b divide zy, mas como b’ nao divide z, pois (a'z,b) = 1, entao '|y.

Agora, a férmula do produto nos diz que |BH| divide |B| - |H]|, ou seja,
zylad't = ayladt = yld'V,

e como y nao divide da/, segue que y|b'. Logo, se y|b' e V'|y, entao O/ = y.

Concluimos entao que |BH| = xzy = ab'.

Portant AH| |AH| ab a |BH| |BH| a o«
ortanto, | — | =——=—F=—¢|—|=—7- = — = —.
| H |H| oV H \H|  aV
o . - . AH H .
Como, por hipétese de inducao, T < G, entao A e N sao conjugados,
o (AH T BH , i e Ve o
isto é, | - = g bara algum z 77+ Vejamos entdo, que

x 1Az e B sao subgrupos de BH, ambos de orde a. De fato, B é um

subgrupo de BH. Falta provar que 2 'Ax < BH.

A BH
Seja aH € o © biH € N Temos que,

r 'HaHzH = b H,

r laxH = b H.

lax) € H, ou seja,

Segue que, by~ (x~
by '(z tax) =h, h € H,

z tax = bh, h e H.
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Se aH = a1hy, hy € H, a; € A, temos que
z taihix =bih, h,hy € H e ay € A,

x_lalxhl = blh, h, hl cHe ay € A,

xilalx = blhg, hg cHe ay € A.

1

Entao, x 'ayx € BH. Logo, 2 'Az e B sao subgrupos de BH de ordem

a. Novamente por inducao, temos que eles sao conjugados.

Vejamos que, se existe algum subgrupo préoprio normal de G cuja ordem nao é
divisivel por b, entao cairemos no primeiro caso. Podemos entao, assumir que

b é um divisor de |H|, para todo tubgrupo normal nao trivial H de G.

Se H é um subgrupo normal minimal, como G é soluvel finito, H é um p-grupo
abeliano elementar para algum p primo. Assumiremos entao que b = p™.
Assim, H é um p-subgrupo de Sylow de G e a normalidade de H nos diz que

H ¢ tnico, passando assim para o segundo caso.

2° caso: Seja |G| = ap™ onde p | a. G contém um subgrupo de Sylow normal

abeliano H, o qual é o tnico subgrupo normal minimal de G.

G
Existéncia: Seja T suluvel,

G
ﬁ‘ = a. Segue que |H| =p™.

K
ﬂz%w%ne

K G
Se Vi ¢ um subgrupo normal minimal de I entao
K| = q"[H] = q"p™.
Se ) é um g-subgrupo de Sylow de K, entao K = HQ. Sejam N* = Ng(Q)
o normalizador de Q em G e N = N* N K = Ng(Q) o normalizado de @
em K. Mostremos que |[N*| = a.

O Argumento de Frattini nos garante que, se K <G e () é um g-subgrupo
de Sylow de K, entdao G = K Ng(Q). Temos entdo, que G = K N*. Logo,

G KN+, N N*
K K NnK N’

Assim,
|GI|N]
[N = 75—
K|
Como K =HQeQ <N < K,entao K = HQ) < HN. Mas HN < K,
logo
[ H|N|
K|=|HN|= ——
K| = |HN| = (o
G||IN G|IN G|IN||[HN N G
e 1GINT _[GIN _ [GUNIH AN (G

K] =N ]
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G
_’ﬁ'|HmN|_a|HmNy.
Precisamos que
IN]=a = a/HNN|=a = |[HNN|=1.

Mostremos que HNN < Z(K) e Z(K) = 1.
Sejaxe HNN. Sek € K, como K = HQ, entao k = hs, onde h € H e
s € ). Sendo H abeliano, x comuta com h, portanto basta provarmos que
x comuta com s. Mas (zsz™!)s™! € @, pois  normaliza Q e z(sz~'s™1) €
H j4 que H é normal em G. Portanto, zsx~'s—1 € QN H = 1, ou seja,
x € Z(K). Logo, HNN < Z(K).
Mostremos agora que Z(K) = 1.
Como Z(K) é subgrupo caracteristico de K e K <G, entao Z(K) < G.
Suponhamos que Z(K) # 1, entdo ele contém um subgrupo normal mini-
mal de G. Assim, H < Z(K), pois H é o tnico subgrupo normal minimal
de G. Mas, como K = H(Q e () é o unico g-subgrupo de Sylow de H(Q,
entao () é subgrupo caracteristico de K. Logo Q@ <G e H < (@), o que é
uma contradigao.
Portanto, Z(K) =1, HNN =1¢ |[N*| = a.

Conjugacao: Temos ja que |[N*| = a. Seja A < G e |A| = a. Queremos
mostrar que A é conjugado de N*. Como |AH| é divisivel por a e por
|K| = p™q", entdo |AK| = ab = |G|. Logo AK = G, entdo

G_AK A
K K AnH’

AllK]
|G|
Pelo Teorema de Sylow, AN H é conjugado de ). Como subgrupos conju-

n

|ANH| =

gados possuem normalizadores conjugados, temos que N* é conjugado de
Ne(ANH) e |Ng(ANH)| =a.

Como AN H < A, segue que A< Ng(ANH)e A=N+G(ANH).
Portanto, A é um conjugado de N*.

[l

Em Scott (1964) também é apresentada uma demonstragao para este teorema
por inducao sobre a ordem de (G, no entanto, usa o complemento de H para provar a
conjugacao.

Podemos concluir que, os p-subgrupos de Sylow sempre existem, pois sao os
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subgrupos de G com ordem sendo a maior poténcia de p que divide a ordem de G.
Além disso, sao conjugados entre si. Como ja vimos, os m-subgrupos de Hall nem sempre
existem, mas se considerarmos um grupos solivel finito podemos garantir que eles existem

e também sao conjugados entre si, assim como provamos no teorema anterior.
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