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RESUMO

CARARO, Cintia Izabel. Coloracao Biclique em Cografos. 2018.[59|f. Trabalho de
Conclusao de Curso (Bacharelado em Ciéncia da Computagdo) - Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Ponta Grossa, 2018.

Uma k-coloragdo biclique € a atribuicao de k cores aos vértices de um grafo de modo que nenhum
subgrafo induzido bipartido completo maximal seja monocromatico. Decidir se um grafo tem
uma k-coloragdo biclique para um dado % é um problema X1’ -completo. Este trabalho apresenta
solu¢do em tempo linear para o Problema da Coloragao Biclique em uma subclasse dos cografos.
Além disso, sdo apresentados novos algoritmos para enumeragdo de conjuntos independentes
maximais, enumera¢do de bicliques e contagem de bicliques em cografos.

Palavras-chaves: Biclique. Cografo. Coloracio.



ABSTRACT

CARARQO, Cintia Izabel. Biclique Coloring Cographs. 2018.[59]p. Work of Conclusion
Course (Computer Science Bachelor) - Federal University of Technology - Parand. Ponta
Grossa, 2018.

A k-biclique coloring is an assignment of % colors to the vertices of a graph so that its maxi-
mal bipartite induced subgraphs are not monochromatic. To decide if a graph has a k-biclique
coloring for a given k is a X' -complete problem. This paper presents a linear solution to the Bi-
clique Coloring Problem in a subclass of cographs. Furthermore, new algorithms to enumerate
the maximal independent sets and bicliques and to count bicliques in cographs are presented.

Key-words: Biclique. Cograph. Coloring.
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1 INTRODUCAO

O Problema da Coloragdo de Vértices teve seu inicio quando Alfred Bray Kempe em
1989 modelou o Problema das Quatro Cores como um grafo para tentar resolvé-lo. Esse pro-
blema consistia em provar uma conjectura, criada por Frederick Guthrie, na qual qualquer mapa
poderia ser pintado com quatro cores de modo que regides vizinhas ndo possuissem a mesma
cor. No grafo G = (V(G), E(G)), com conjunto de vértices V (G) e conjunto de arestas E(G),
modelado por Kempe, cada regido é um vértice v € V() e, se duas regides x e y sdo vizinhas,
existe uma aresta entre os vértices que as representam, ou seja, (z,y) € E(G). Dessa forma,
Kempe transformou o Problema das Quatro Cores no problema de colorir os vértices do grafo
- que representa um mapa - com no maximo quatro cores, sendo que vértices adjacentes ndo
podem possuir a mesma cor. Para mais detalhes sobre a histéria do Problema das Quatro Cores,

uma boa introducdo € apresentada por Chartrand e Zhang (2008)).

Essa forma de coloragdo - onde vizinhos nao podem ter a mesma cor - é chamada de
coloragdo prépria. Vdrias formas de coloracdo em grafos surgiram desde entdo para resolver
diferentes problemas onde o objetivo € a otimizagdo no uso de recursos. Um desses problemas
€ usar o menor nimero de cores para colorir um grafo de forma que certas estruturas nao sejam
monocromadticas. Uma dessas estruturas € a das cliques maximais. Uma clique em um grafo ¢
um subconjunto de vértices que sdo todos adjacentes entre si. A clique é maximal se ndo estd
contida em outra clique. Considerando o problema de colorir os vértices de forma que cliques
maximais nao sejam monocromadticas, qual o menor nimero de cores necessdrias para colorir os
vértices da Figura[If? As cliques maximais do grafo sdo {a, b, ¢, d}, {a,d, e}, {e, f}. {9, f, h. i},
{f.5:i3.{d, g}

Figura 1 — Grafo com seis cliques maximais

Fonte: Autoria prépria

Uma coloracao de vértices na qual as estruturas que nao podem ser monocromdticas sao
cliques é chamada de coloragao clique. Nesse trabalho as cores sdo representadas como nimeros.
A Figura 2] apresenta uma colorago clique minima para o grafo da Figura[I] Observe que toda

clique maximal tem vértices coloridos com as cores 1 e 2. Como ndo € possivel colorir as cliques
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maximais de um grafo com menos de duas cores de forma que ndo sejam monocromaticas, a
coloragdo clique apresentada na Figura 2] é 6tima, ou seja, usa o minimo possivel de cores.
O problema de colorir os vértices de forma que cliques maximais nao sejam monocromaticas

usando o minimo de cores € conhecido como Problema da Coloragao Clique.

Figura 2 — Exemplo coloracao clique

Fonte: Autoria propria

Em geral, as estruturas que ndo podem ser monocromaticas sdo subgrafos induzidos.
Um subgrafo induzido de um grafo G é qualquer grafo com subconjunto de vértices S C V(G)
que contém todas as arestas de £/(G) com ambos os extremos em S. Para apresentar exemplos
de subgrafos induzidos, vamos considerar os grafos k-cubo. Um k-cubo, denotado por ), € um
grafo cujo conjunto de vértices € o conjunto de todas as strings com k bits e dois vértices sao
adjacentes se, e somente se, diferem em exatamente um bit. Na Figura [3(b) é apresentado um
subgrafo de 3 induzido pelo subconjunto de vértices S = {110,111,101,000,011}. Perceba
que todas as arestas que existem em F/(()3) entre os vértices de S sdo preservadas em (). Na
Figura c) temos um subgrafo de ()3 que ndo € induzido, isso se deve a aresta (110, 111) existir
em F(Q3) mas nio em E(Q").

Figura 3 — Grafo ()3 e, respectivamente, um subgrafo e um subgrafo induzido de Q3

(a) Grafo Qg (c) Subgrafode Q (b) Subgrafo induzido de Q ,

@@@ () @9
(09— (09—

| .| @

@9 & @)

Fonte: Autoria prépria

Uma coloragdo introduzida por|Terlisky|(2010) considera que as estruturas que nao po-

dem ser monocromaticas na coloragdo de vértices sdo subgrafos induzidos bipartidos completos.
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Um grafo € bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois subconjuntos
onde em cada subconjunto os vértices sao dois a dois ndo adjacentes. Conjuntos de vértices que
nao sdo adjacentes entre si sdo chamados de conjuntos independentes. Considere um grafo bi-
partido G com parti¢do do conjunto de vértices [A, B]. Se existe aresta de cada vértice de A
para todos os vértices de B, entdo GG € um grafo bipartido completo, denotado por K4, 5. A

Figura ] apresenta um exemplo de grafo bipartido completo cujas partes tém tamanhos 5 e 3.

Figura 4 — Bipartido completo K5 3

Fonte: Autoria prépria

Um conjunto de vértices que induz um subgrafo bipartido completo € chamado de bi-
clique. Se S é uma biclique de um grafo GG que nao esta contida em outra biclique, entdao S
¢ uma biclique maximal. Nesse trabalho, toda biclique ¢ maximal, a ndo ser que seja dito o
contrario. Considerando o grafo da Figura 4] como exemplo, os conjuntos independentes da bi-
clique, serdo denotados por: {{vy, va, v3, vy, v5}, {vs, U7, vs}}, onde {v,vo,v3, 04,05} € Ae
{ve,v7,v8} € B.

Uma coloracio biclique de G € uma funcio que associa uma cor de um conjunto com
k cores a cada vértice de (5, de forma que qualquer biclique maximal ndo seja monocromatica.
O Problema da Coloragao Biclique consiste em encontrar o menor k para o qual G possui uma

coloracdo biclique. Esse nimero é chamado de nimero biclique cromédtico de GG e denotado por
Xbe(G) (TERLISKY, 2010).

No grafo G da Figura[5]hd quatro bicliques maximais: {a, b, d, e}, {b, ¢, e, f},{e,a, ¢, b}
e {b,d,e, f}. Em a) € apresentada uma coloracao de vértices propria para o grafo resultando
em uma colorac¢ao biclique vdlida - como cada par de vértices adjacentes possui cor distinta toda
biclique é policromdtica. Em [5(b) é apresentada uma coloragdo biclique minima para o grafo:
como o vértice b € comum a todas as bicliques basta que ele tenha cor distinta para a coloragao

ser biclique, assim y,.(G) = 2.

Ao introduzir o Problema da Coloracio Biclique, [Terlisky (2010) determinou que se
G é um grafo bipartido, entdo y,.(G) = 2; se K,, é um grafo completo com n vértices, entdo
Xoe(K) = m; e se C,, é um ciclo com n vértices e n > 3, entdo x,.(C,) = 2. Além dessas
classes, [Terlisky| (2010) apresentou algoritmos polinomiais para: alguns casos dos grafos split;
grafos threshold; grafos cordais diamond-free e grafos onde cada aresta pertence a uma unica
biclique. Outros resultados conhecidos sao a solu¢do do Problema da Coloracao Biclique em
tempo polinomial para para grafos poténcia (FILHO et al., 2015) e para grafos unichord-free
(FILHO; MACHADO; FIGUEIREDO, 2017).
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Figura 5 — Coloracao biclique valida e minima de G

(a) Coloracao biclique de G (b) Coloracae biclique minima de G
1 1 1 1

1 2

Fonte: Autoria prépria

Para entender a classe de grafos investigada nesse trabalho € necessario conhecer o
conceito de caminho. Um caminho € um subgrafo de um grafo (G, nao necessariamente induzido,
com subconjunto de vértices S C V(G) que podem ser rotulados em sequéncia (vy, vo, v3,
..., v;) de tal forma que (v;, v;41) C E(G) paratodo i tal que 1 < ¢ < k— 1. Quando os tnicos
vértices e arestas do grafo G sdo exatamente aqueles que compdem o caminho, entdo G é um

grafo caminho e € denotado por P, - um grafo caminho com n vértices.

Nesse trabalho, o Problema da Coloracao Biclique € investigado na classe dos cografos,
que sao grafos que ndo possuem P, como subgrafo induzido. Foi desenvolvida a primeira técnica
para enumeracdo de bicliques em cografos. Também € apresentado um algoritmo linear para

coloragdo biclique 6tima de um subconjunto dos cografos.

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

Na computagao, existem dois tipos de problemas comuns: os problemas de otimizagao
e os de decisdo. Problemas de otimizac¢do caracterizam-se por levantarem questdes sobre qual o
nimero minimo (nos problemas de minimizacao) ou maximo (nos problemas de maximizagao)
de recursos para resolver o problema. Por exemplo, questionar qual o nimero minimo de cores
com que se pode obter uma coloracio biclique de um dado grafo GG é um problema de otimizagao,
mais especificamente, um problema de minimizacdo. Para cada problema de otimizagao, existe
uma versdo de decisdo. Na versdo de decisdo, a pergunta € ligeiramente diferente. Para o caso
geral, considerando uma instancia do problema e um dado nimero k, a pergunta que se faz
¢é se é possivel resolver o problema utilizando apenas % unidades de recursos. Tais problemas

chamam-se problemas de decisdo, pois a resposta € apenas “sim” ou “ndo”.

Observa-se que uma vez que se encontre algoritmo eficiente para resolver a versao de
decisdo de um determinado problema, pode-se executd-lo em um laco de repeti¢do que itera
alterando o valor de k& entre valores minimo e maximo possiveis, para determinar a resposta

do problema de otimizacao. Por exemplo, se conhecermos um algoritmo eficiente que resolve a
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versao de decisdao do Problema da Coloragdo Biclique, entdao podemos criar um lago de repeticao
que itera variando o valor de k entre 1 e n, onde n € a quantidade de vértices, e para cada valor
de k executamos o algoritmo que resolve a versao de decis@o. A primeira vez que o algoritmo
responder ““sim”, retorna-se o valor de k. Entdo, se o nimero de possibilidades para o valor de k
€ polinomial em fun¢do do tamanho da entrada do problema, isso implica que ao encontrar um
algoritmo eficiente que resolva a versdo de decisdo de um problema, encontra-se também um

algoritmo eficiente para resolver a versao de otimizacao do mesmo problema.

Diante disso, as versdes de decis@o dos problemas computacionais foram divididas em
classes de complexidade. A classe de complexidade P € a dos problemas para os quais se pode
obter algoritmos eficientes, também chamados de algoritmos polinomiais. Um algoritmo € efi-
ciente se consegue resolver qualquer instancia do problema utilizando um nimero de instrug¢des
limitado superiormente por um polindmio em fun¢ao do tamanho da entrada do problema. Como
exemplo pode-se citar os algoritmos capazes de ordenar um conjunto de n nimeros utilizando
uma quantidade de instru¢des computacionais ndo superior a cn?, onde ¢ é uma constante posi-

tiva e n € a quantidade de nimeros a serem ordenados (o tamanho da entrada).

Em alguns casos, ndo se sabe se o problema pertence ou nao a classe P. Suponha que
existe um ordculo capaz de resolver tais problemas instantaneamente e responder “sim’ ou “nao”.
Suponha que quando esse ordculo apresenta a resposta, ele também oferece um certificado que
garante a veracidade da resposta. Se, nos casos em que a resposta € “sim”, for possivel cons-
truir um algoritmo polinomial em funcdo do tamanho da entrada do problema para verificar se
o certificado € vélido, entdo o problema pertence a classe NP. Por exemplo, a versao de decisao
do Problema da Coloragao de Vértices € responder se € possivel colorir os vértices de um grafo
com k cores de forma que vértices vizinhos tenham cores distintas. Nao se conhecem algoritmos
eficientes que resolvam esse problema. Mas, uma vez que um orédculo responda que € possivel
colorir os vértices do grafo com £ cores de forma que vizinhos tenham cores diferentes e apre-
sente a tal coloracdo como certificado, pode-se construir um algoritmo eficiente que verifica se
a coloracio estd correta, ou seja, se ndao ha vizinhos com a mesma cor e se foram usadas & cores.
Entdo, o Problema da Coloragdo de Vértices pertence a classe de complexidade NP. Mais que
isso, se houver um algoritmo eficiente que resolva o Problema da Coloracao de vértices, entdo
existe algoritmo eficiente para todos os problemas da classe de complexidade NP (DAILEY),
1980). Problemas NP para os quais a existéncia de algoritmos eficientes implica na existéncia

de algoritmos eficientes para todos os problemas NP sdo chamados de NP-completos.

Naio se sabe se o Problema da Coloracao Biclique pertence a NP. O que se sabe € que
uma vez que o ordculo apresente resposta “sim’ com o respectivo certificado, verificar se este
certificado € valido € um problema em NP (GROSHAUS; SOULIGNAC; TERLISKY] 2012).
Esse fato coloca o Problema da Coloracdo Biclique em uma classe de complexidade maior que
NP, conhecida como Zf tornando-o teoricamente um problema mais dificil de se resolver. Mais
que isso, sabe-se que o Problema da Coloragdo Biclique é Y2-completo (GROSHAUS; SOU-
LIGNAC; TERLISKY/, 2012), o que significa que uma soluc¢ao eficiente para 0 mesmo implica
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em solucgdo eficiente para todos os outros problemas desta classe de complexidade.

Agora, suponha que existe um algoritmo polinomial para verificar se um certificado
dado pelo orédculo € vilido quando a resposta para o problema € “nao”. Entdo o problema per-
tence a classe co-NP. Um exemplo de problema na intersecio das classes P, NP e co-NP € o
de determinar se um dado grafo € bipartido. Existe algoritmo polinomial que verifica se um
dado grafo GG € bipartido. Entdo esse problema pertence a classe P. Como ja visto, um grafo é
bipartido se, e somente se, seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos
independentes (vértices do mesmo subconjunto nao sao vizinhos). Um ordculo pode apresentar
uma particdo do conjunto de vértices em conjuntos independentes quando responde “sim”. Su-
ponha que o ordculo apresentou como certificado uma parti¢do do conjunto de vértices em A e
B. Entdo, pode-se construir um algoritmo para checar se cada aresta de G tem um vértice em
A e outro em B. Isso pode ser feito em tempo polinomial. Entdo, esse problema pertence a NP.
Sabe-se que um grafo € bipartido se, e somente se, ndo possui ciclo impar. Entdo, quando um
ordculo responde “ndo”, ele pode apresentar um ciclo impar do grafo como certificado. Verificar
se o ciclo impar apresentado é um subgrafo de G pode ser feito por um algoritmo polinomial.
Entdo, esse problema também estd em co-NP (BONDY; MURTY| 2008)).

De forma geral, P C NP N co-NP, como representado na Figura [6| Para cada par de
classes da Figura[6|ndo existe prova se a relagdo de contigéncia € estrita, ou seja, pode ser que P
= NP, NP = co-NP e até mesmo Ef =P

Figura 6 — Relacfo entre as classes de complexidade

Fonte: Autoria prépria

Sabe-se que o Problema da Coloragdo Biclique pertence a classe co-NP (FILHO et al.|
2015). Um problema é co-NP-completo se a existéncia de um algoritmo que o resolva em tempo
polinomial implicar na existéncia de algoritmos polinomiais que resolvam todos os problemas
da classe co-NP. O Problema da Coloracdo Biclique € um problema co-NP-completo (FILHO
et al.,[2015)).

Uma importante questdo em aberto da Teoria da Computagdo € se as classes de pro-
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blemas NP e co-NP sdo iguais. Caso a resposta seja positiva, todo problema NP pode ser re-
duzido ao Problema da Coloragdo Biclique. Neste caso, um algoritmo polinomial que resolva o
Problema da k-coloragao biclique implica em resolver de forma computacionalmente eficiente
todos os problemas em NP, incluindo alguns problemas famosos, como o Problema do Caixeiro
Viajante, da Coloracdo de Vértices e da Fatoracdo. Tal resultado teria impacto significativo na
sociedade ao implicar que todas mensagens cifradas com criptografia RSA poderiam ser deci-
fradas em tempo eficiente e que varios problemas de otimizacdo com larga aplicabilidade no
setor produtivo, para os quais ndo se conhecem algoritmos eficientes, poderiam ser resolvidos

em tempo polinomial.

O conhecimento sobre as bicliques de um grafo € importante na resolugcdo de proble-
mas de diversas dreas como inteligéncia artificial (WILLE, [1982), linguagens formais e auto-
matos (FROIDURE, |1995)), ordens parciais (LUBIW, |1990) e na exploracao de comunidades
em redes sociais (KUMAR et al.,[1999). Na medicina, ha aplicacdes utilizando enumeragao de
bicliques (NAGARAJAN; KINGSFORD, 2008) e também no ramo da genética (ATLURI ez al.,
2000). Aplicacdes de listagem de bicliques em grafos de iteragdo proteina-proteina, no ramo da
biologia, foram estudadas por|Bu et al.|(2003) e|Li et al.| (2007).

Em relagdo a classe de grafos escolhida para se estudar o Problema da Coloracdo Bi-
clique, sabe-se que para os cografos muitos problemas NP-completos no caso geral, como o
Problema da Coloracdo de Vértices, Problema da Clique Méaxima, Problema do Ciclo Hamil-
toniano, possuem solucdo eficiente quando restritos aos cografos (BRANDSTADT; LE; SPIN-
RAD| [1999). Esse fato ¢ um indicio de que problemas computacionalmente dificeis possam ser

resolvidos para esta classe.

Os cografos possuem uma estrutura que apresenta informacoes sobre as adjacéncias do
grafo. Nesse trabalho, mostramos que por meio dessa estrutura € possivel identificar e enumerar
todas as bicliques. Além disso, em alguns casos provamos que € possivel colori-las de forma
eficiente.

Além disso, embora a maioria dos grafos ndo seja um cografo, qualquer grafo pode
ser transformado em um cografo pelo acréscimo de algumas arestas de forma que o grafo nao
tenha mais P, induzido (CORNEIL; PERL; STEWART, 1985)). Talvez, por essa propriedade, a
solucdo do Problema da Coloracao Biclique para os cografos possa inspirar formas de resolver
o problema em outros subconjuntos de grafos: escolha um grafo qualquer, insira arestas para
tornd-lo um cografo, resolva o Problema da Coloracao Biclique, remova as arestas inseridas e
tente responder a seguinte questio: esta é uma solugio 6tima para o grafo dado? E interessante

questionar em que casos a resposta sera positiva.
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1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O Capitulo 2] apresenta propriedades dos cografos. No Capitulo 3| ¢ apresentado o Pro-
blema da Enumeracao de Bicliques. Esse problema consiste em enumerar todas as bicliques de
um dado grafo GG. Segundo [Eppstein|(1994)), ndo € possivel resolver esse problema em tempo po-
linomial em relagcdo ao tamanho da entrada, uma vez que o nimero de bicliques de G pode ser ex-
ponencial em relacao ao nimero de vértices. Prisner (2000) estabeleceu o limitante superior mais

justo conhecido para o niimero de bicliques em um grafo qualquer como n°/?(1.618034)"+O(1).

Embora seja necessdrio saber como se estruturam as bicliques para colorir um grafo
em coloracdo biclique, ndo € necessdrio resolver o Problema da Enumeracao de Bicliques para
resolucdo do Problema da Coloragao Biclique. Um exemplo disso € o caso dos bipartidos, onde
o Problema da Enumeragdo de Bicliques ndo pode ser resolvido em tempo polinomial, pois o
nimero de bicliques pode chegar a ser 2n/2 25 1.41™ (PRISNER, 2000), jé a coloragao biclique
¢ trivial (TERLISKY] 2010).

As caracteristicas da coloragdo biclique sdo detalhados no Capitulo 4} Nele também
sdo apresentadas solucOes existentes para o Problema da Coloracio Biclique em subclasses dos
cografos. Essas subclasses sdo: grafos completos e grafos threshold - cografos que podem ter

seu subconjunto de vértices particionado em uma clique e um conjunto independente.

No Capitulo [5| sdo apresentados novos resultados em coloragdo biclique para cogra-
fos. No capitulo seguinte € feita a conclusao do trabalho resumindo os resultados alcancados e

propostos estudos futuros.



20

2 COGRAFOS

O termo cografos foi introduzido por|Lerchs|(1971) e vem do inglés Cograph - comple-
ment reducible graph (grafos redutiveis por complemento). Sao assim chamados por poderem
ser reduzidos a vértices isolados por sucessivas aplicacdes de operacdes de complemento em

suas componentes.

O resultado da operagio de complemento em um grafo G, é um grafo G tal que dois
vértices sao adjacentes em G se, e somente se, sao distintos e nao sdo adjacentes em (, ou seja,
V(G)=V(G)e E(G) = {vw; : v; € V(G) Av; € V(G) Ni # j Aoy ¢ E(G)}.

Por consequéncia da defini¢ao de grafos redutiveis por complemento, os cografos tam-
bém foram caraterizados como grafos que nao possuem um P, como subgrafo induzido. Na
Figuraé apresentado um grafo P em (a) e o seu complemento P, em (b). Observe que o com-
plemento do grafo P, também é um grafo P, com caminho dado pela sequéncia (vg, vy, vy, v3).
Por isso, o grafo P, € dito auto-complementar e ndo pode ser reduzido a vértices isolados por

opera¢do de complemento, contrariando a defini¢ao de cografo.

Figura 7 — Grafo caminho com 4 vértices e seu complemento

@, ®r,

Fonte: Autoria prépria

Os cografos também podem ser definidos de forma construtiva por meio de sucessivas
aplicacdes de unido e jun¢do de grafos partindo de um K. Na operacdo de unido entre dois
grafos GG; e G5 dados, o grafo resultante, G3 = GG; UG5, possui os mesmos vértices e arestas dos
grafos envolvidos na operagio, isto é, V(G3) = V(G1) UV (Gq) e E(G3) = E(Gy) U E(G5).
J4 na operacdo de jungdo, além dos vértices e arestas dos grafos G; e (G2, o grafo resultante
G5 = G x Gy possui arestas ligando cada vértice de (G; a todos os vértices de Go, ou seja,
V(G3) =V(G1) UV(Gy) e E(Gs) = E(G1) U E(Ge) U{vv; tv; € V(Gh) ev; € V(G)}.

Na Figura [§{c) a operacdo de unido foi aplicada nos grafos K representados em [8{(a)
e[8|(b). Ja em [§(f), a operacdo de jungdo foi aplicada nos grafos K de[§(d) e[§(e). No grafo em
[B[(2), a operagdo de juncdo aplicada nos grafos[§|(c) e [§|f).

Com as operacdes de unido e juncao € possivel definir os cografos recursivamente da

seguinte forma:

(i) um vértice - grafo K - € um cografo;
(ii) se G, G4 sdo cografos, entdo G; U G5 também é;

(iii) se GGy e G5 s@o cografos, a jungdo G * G5 também é.
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Figura 8 — Exemplo de geracao de cografo

(a) 5, (b) G, (dyc, (e)ig
G,=0G, UG
(AG6,=G, UG, ()G, =G, *G,

OO, (O—©

(Q) G, =G, * G,

OO,
0"‘0

Fonte: Autoria prépria

Usando a definicao recursiva de construcao, cada cografo pode ser associado a uma
coarvore. Na codrvore os nds internos representam uma operacdo de unido ou jungdo e sdo
rotulados com 0 ou 1, respectivamente. Além disso, cada né interno tem pelo menos dois filhos
e os nos folhas representam os vértices do grafo. Neste trabalho, dado um cografo GG, um vértice
v € V(Q) e a coarvore T que representa (7, 0 mesmo nome, v, serd usado para referir-se ao
vértice v e ao n6 que o representa em 7'. Além disso, ao atribuir uma cor ao vértice v da codrvore,
esta é também atribuida implicitamente ao vértice v de (G, ou seja, o n6 v de T" e o vértice v de
G sdo tratados como o mesmo vértice. Um exemplo de codrvore gerada do grafo resultante da
Figura [§(g) ¢ dado na Figura [J(a). Se os niveis da codrvore intercalam as operacdes de unido
e juncdo ela € dita codrvore canonica. A Figura [9(b) apresenta a codrvore canonica do grafo
da Figura[§|(g). Todo cografo estd associado a exatamente uma codrvore candnica (CORNEIL;
LERCHS; BURLINGHAM, [1981)). Nesse trabalho, consideramos apenas codrvores canonicas,

entdo sempre que € mencionado o conceito de codrvore ela é candnica.

Figura 9 — Representacao duas coarvores do mesmo cografo

(a)Codrvore ndo candnica (b)Codrvore candnica

(1) (1)
ONERO () O ©
ONOIONONIONO

Fonte: Autoria prépria

Uma propriedade importante da codrvore € baseada no ancestral comum mais préximo
de dois vértices u e v, denotado por acp(u,v). Um né X € ancestral de um vértice y - e y é
dito seu descendente - se X faz parte do caminho de y até a raiz da arvore. O ancestral comum

mais préximo de dois vértices y e w - acp(y, w) - é um né interno V' que € a raiz da menor
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subdrvore (subarvore minimal) que contém y e w. Na codrvore, dois vértices y e w sdo adjacentes
se acp(y, w) é um nd rotulado com 1. De forma semelhante, dois vértices y e w sdo ndo adjacentes

se acp(y, w) é um né rotulado com 0.

Na Figura@kb), um exemplo de vértices adjacentes sdo os vértices a e d que tem acp(a, d)
1, e um exemplo de vértices ndo adjacentes sdo os vértices a e b que tem acp(y, w) = 0. Pode-se

conferir que a e d sdo adjacentes e a e b ndo sdo ao se observar a Figura[§|(g).

Uma codrvore 7" é enraizada em R denotada por 7'(R), onde R é chamado raiz, se R é
ancestral comum a todos os demais vértices da darvore. Se [ = 1 entdo o grafo € conexo, ja se
R = 0 entdo o grafo € desconexo. Nesse trabalho, sé sao considerados grafos conexos, se o grafo
for desconexo cada componente deve ser analisada isoladamente e o nimero biclique cromético

€ o maior usado na coloragdo das componentes.

Considere T'(R) e x uma folha de 7'(R), entdo P,r é o caminho de x a R. Como a
codrvore € candnica esse caminho, com excec¢do de z, intercala entre nés 0 e 1. Seja 07, o i-
ésimo no 0 a partir de = no caminho P, r. Da mesma forma, seja 17, o i-ésimo né 1 a partir de
2 no caminho P,r. Cada né interno em P, tem um filho neste caminho e no minimo um filho
que ndo estd neste caminho. Na Figura[I0]¢ apresentado um exemplo de caminho Py do vértice
b até a raiz R. Note que o né 0%, por exemplo, possui o filho 18 no caminho e a ndo pertencente

ao caminho.

Figura 10 — Cografo e sua coarvore com caminho P,

(a)Cografo G (b)Codrvora Tde G

Fonte: Autoria prépria

Dessa forma, para cada vértice y de um cografo € possivel definir subdrvores que sao
enraizadas em nés internos do caminho P, . Seja 07 (resp. 1Y) um né interno qualquer do ca-
minho. Seja X um filho de O? (resp. 1Y), né interno ou folha, que pertencente P,r. Induza uma
subdrvore enraizada no né 07 (resp. 1Y) sem X e seus descendentes. Essa subérvore é definida

Y Y : : 2 b b b
como Tg; (resp. 17;). Na F1gurano caminho P, temos as subdrvores 17, 13, e 17,.

Um subconjunto M C V' € um mdédulo de GG se para todo par de vértices z,y € M,

sev €V — M, (z,v) € E(G) se e somente se (y,v) € E(G). Para qualquer vértice y de um
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cografo quando estabelecido o caminho P,g, as folhas de 7§, (resp. 77;) definem um mddulo,
uma vez que quaisquer dois vértices x e y em uma subérvore 7Tj; (resp. 7};) possuem as mesmas
adjacéncias em relagdo a qualquer vértice v que ndo estd nessa subdrvore. Na Figura |10/ {c} ,

{a} e{g,h, f,e,d} sdio médulos do grafo.

As Propriedades [2.1] e [2.2]relacionam caracteristicas entre o cografo e a sua codrvore.

Propriedade 2.1. Dado um cografo G e sua codarvore T, o grafo G é um cografo e sua codrvore

T é exatamente T com os rotulos 1 e 0 invertidos.

Propriedade 2.2. Dado um cografo G e sua codrvore T, qualquer subgrafo induzido H C G é
um cografo e qualquer subdarvore induzida enraizada em t, onde t é um no de 'I', é uma codarvore

de um subgrafo de G.

A Propriedade [2.2] ¢ uma propriedade hereditdria, ou seja, que se aplica a todos os

subgrafos induzidos de um grafo.

Ao se estudar problemas computacionais dificeis em classes de grafos especificas, é
importante saber se esta classe de grafos pode ser reconhecida em tempo polinomial. Afinal,
nao ¢é suficiente resolver o problema em tempo polinomial para os grafos da classe se, quando
nos deparamos com um grafo qualquer, ndo conseguirmos responder se ele pertence a esta classe

ou ndo. A préxima secdo trata do problema de reconhecimento de cografos.

2.1 RECONHECIMENTO DE COGRAFOS

Considere o seguinte problema computacional: dado um grafo Gz, responder "sim"ou
"ndo"para a pergunta: G é um grafo da classe A, onde A € um conjunto de grafos pré-definido?
Este problema é conhecido como Problema do Reconhecimento de grafos da classe A. Por exem-
plo, sabemos que o conjunto dos cografos € o conjunto dos grafos que nao contém um P, como
subgrafo induzido. Sabemos fazer um algoritmo eficiente que reconhece se um grafo qualquer
€ um cografo? Nessa se¢do, descreveremos um algoritmo de complexidade linear que Bretscher

et al.| (2008) propuseram para o reconhecimento de cografos baseando nas Propriedades [2.1] e
2.2

Esse algoritmo de reconhecimento de cografos utiliza um algoritmo de busca em lar-
gura especial, conhecido como Busca em Largura Lexicogréfica (LexBFS). A LexBFS foi pro-
jetada em 1976 para ser utilizada no reconhecimento em tempo linear de grafos cordaiﬂ Ela é
basicamente uma busca em largura com uma regra adicional. Essa regra consiste em usar como
critério de desempate para explorar os vértices, aqueles que possuem como vizinhos vértices

que foram visitados mais cedo pela busca.

' Um grafo é cordal se todo ciclo de tamanho maior que 3 tem uma corda.
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A LexBFS utiliza-se de uma lista L composta de partes P; e a cada iteragcdo o vértice v
mais a esquerda da lista € escolhido como piv0 e enumerado. Um vértice € dito visitado quando
ja foi pivd. No inicio da busca a particdo tem uma Unica parte e representa a propria lista de
vértices de entrada. A lista € particionada em mais conjuntos quando v possui vértices adjacentes
e nao adjacentes na mesma parte ;. Nesse caso, uma nova parte € criada contendo os vértices
adjacentes a v contidos em P; e posicionada imediatamente a esquerda da parte P}, que contém
agora apenas vértices ndo adjacente a v. Com isso, vértices adjacentes ao pivo sdo visitados mais
cedo na busca. A saida do algoritmo € uma sequéncia o dos vértices na ordem em que eles foram
visitados. O Algoritmo |l{apresenta a LexBFS.

Algoritmo 1: LExBFS(G, 7)

Entrada: Um grafo G = (V, F) e uma ordem 7 dos vértices
Saida: uma ordem o dos vértices de G

1 inicio
2 L+—rT1
3 o uma sequéncia de vértices vazia
4 enquanto 3P; # Qem L = (Py, ..., Py) (L tiver uma célula néo vazia) faga
5 Seja P; a célula ndo vazia mais a esquerda
6 Remova o primeiro o primeiro vértice, o de P,
7 Adicione « ao final de o
8 para cada P;, j > [l faca
9 Seja P! = {v|v € N(x) N P;} (P’ é avizinhanga aberta de o)
10 se P’ é ndo vazio e P' # P; entio
11 Remova P’ de P;
12 Insira P’ a esquerda de P;
13 fim
14 fim
15 fim
16 retorna o
17 fim

Fonte: Bretscher et al.| (2008)

Para exemplo de execucdo do Algoritmo [Tjutilizamos o grafo da Figura[IT]

Figura 11 - Grafo exemplo de geracdo da coarvore

Fonte: Autoria propria
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A permutacdo de entrada para o algoritmo é 7 = ¢, d, a, e, f, h, ¢, b. No inicio h4 apenas
uma célula que contém todos os vértices. Quando a busca é executada pela primeira vez o pivod
€ o vértice g. A parte é particionada em duas células: , cujos vértices sao adjacentes a
g, e | ef] cujos vértices nio sdo adjacentes a g. Entio, célula ¢ inserida a direita da
célula . O processo se repete tomando como pivo em cada iteragdo o primeiro vértice ndo

visitado da sequéncia. O Quadro|l{mostra todas as iteragdes do algoritmo no grafo.

Quadro 1 — Permutacio LexBFS

Numeragdo | pivd | Vizinhanga ndo numerada | Células

gdaefhchb

1 g {d,a,h,c,b} dahcbl|lef

2 d {af,cbeh} dhcb

3 a {f.b.eh}

4 h {b.cf} [o][c][f][e]

5 b {fe}

6 c {f,e} [e]

7 f {}

8 e {}

Fonte: Autoria prépria

No final da busca as células sdo organizadas em fatias. A Defini¢do [2.3] apresenta o

conceito de fatia.

Definicao 2.3 (Fatia). Uma fatia é um conjunto maximal de vértices consecutivos na ordem a,
de um vértice com numeracdo 1 até um vértice com numeragdo j, tal que todos os vértices de 1
até j possuem a mesma vizinhanca no subgrafo induzido pelos vértices com numeragcdo menor

ou igual a 1.

Cada vértice cria uma fatia. Dado um vértice qualquer v, uma fatia que inicia em v é
chamada S(v) e é dividida em duas subfatias podendo essas serem vazias. A primeira subfatia
denotada por S4(v) é formada por S(v) N N(v), isto é, é uma subfatia que contém os vértices

adjacentes a v.

Quando todos os vértices de S* (v) estdo numerados, os vértices de S(v) ndo adjacentes
a v podem ter sido divididos em vdrias células, as quais formam a segunda subfatia denotada por
S;(v), também chamadas de v-células, e representam S(v) N (x) = S1(v)USy(v)U- - -USk(v),
onde & € o nimero de células ndo adjacentes a v contidas na fatia S(v). Por exemplo, quando toda
a fatia S4(g) = é enumerada, existem duas células nio adjacentes em S(g) N N(g) =
[e]onde Si(g) = f e Sa(g) = e. O Quadro [2| apresenta as células S; para cada vértice do
grafo da Figura[IT|apds a aplicacdo da LexBFS.
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Quadro 2 — Subfatias nao adjacentes S;

Vértice S;(vértice)
EE @52(9) =[e]
d
a Si(a) =[c]
h 0
b 0
c 0
f 0
e 0

Fonte: Autoria propria

A divisao das fatias na ordem final dos vértices o ¢ apresentada na Figura [[2] com a
marcagdo das fatias e subfatias. Pode-se notar, por exemplo, que a fatia S(a) é composta pelos
vértices {a, h, b, c}, onde a subfatia S“(a) contém o subconjunto os vértices {h, b} e a subfatia
Si(a) = Si(a) = {c}. J4 a fatia S(d) é composta pelo subconjunto de vértices {d, a, h,b, c}
com subfatia S4(d) = {a, h, b, c} e a subfatia S;(d) vazia.

Figura 12 — Ordem de saida LexBFS com representacio das fatias

gl d| a hlb]|[c] Lf]e]

Fonte: Autoria prépria

A fatia S; é utilizada para a construciio da codrvore juntamente com a fatia S;, que é o
conjunto das células ndo adjacentes no complemento do grafo. Bretscher et al. (2008) criaram
uma variacdo para a LexBFS, chamada LexBFS™, que atua sobre o grafo original, mas produz
o resultado de uma LexBFS sobre o complemento do grafo. Para isso, a LexBFS ™ altera apenas
uma linha do algoritmo original, ndo necessitando realizar a opera¢do de complemento do grafo,
0 que garante menor custo computacional do algoritmo de reconhecimento. Essa alterag¢do con-
siste que, na LexBFS™, ao invés de inserir os vizinhos a esquerda da célula a que pertenciam,
esses sdo inseridos a direita. Note que posicionar os vizinhos a direta no grafo original € o mesmo

que posicionar os vizinhos a esquerda em uma LexBFS executada no complemento do grafo.

A entrada da LexBFS™, no algoritmo de reconhecimento de cografos, € a ordem de

saida o da LexBFS. A permutacdo resultante da LexBFS™ € aqui representada por &.

Como exemplo de aplicacao da LexBFS™ € utilizado o grafo da Figura|l 1| recebendo
como entrada a sequéncia ¢ = g¢,d, a, h,b, c, f,e gerada pela LexBFS, como visto anterior-
mente. O primeiro vértice selecionado para pivo é g. O subconjunto de vértices {d, a, h, ¢, b} sdo
adjacentes a ele no grafo original e o subconjunto {e, f} ndo s adjacentes. A operagio de com-
plemento inverte as adjacéncias tornando {e, f} adjacentes a g e {d, a, h, ¢, b} ndo adjacentes.
Entao colocando {d, a, h, ¢, b} a direita estamos inserindo os vizinhos do pivd no complemento

do grafo a esquerda. O Quadro [3| mostra todas as iteragdes do algoritmo no grafo.
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Quadro 3 — Permutacio LexBFS™
Numeragdo | pivd | Vizinhanga ndo numerada | Células

{b}
{}
8 b {

Fonte: Autoria prépria

gdahbcfe‘
1 g {d,a,h,c,b} ef|[ dahchb |
2 e {d,a,c,b} E dachb
3 f {h,d,a,c,b}
4 h {d,a,c,b}
5 d {a,c,b} cb
6 a
7 c

ERIS
(=]

Dado um cografo G com v € V((G), uma fatia gerada pela LexBFS~ é representada
como S(v) e as subfatias sdo representadas como @(v), para o conjunto de vértices adjacentes
avemG,e S;(v) = S;(v)USy(v) U---USk(v), onde k é o niimero de células ndo adjacentes
a v em G contidas na fatia S(v). O Quadro 4{apresenta a subfatia S; para cada vértice do grafo
apos a aplicacdo da LexBFS™.

Quadro 4 — Subfatias nao adjacentes S;
Vértice S;(vértice)
Si(9) =[h]S,(g) =[ dachb |
Si(d) =
Si(a) =[b]

o O O 5 & o0

ISSISSI SSRGS ER S

Fonte: Autoria prépria

A saida do algoritmo & = g, e, f, h,d,a,c,b com a marcacdo das fatias e subfatias é

representada na Figura

Figura 13 — Ordem de saida LexBFS™ com representacio das fatias

gl elf]|[h] d a[c]b]

Fonte: Autoria prépria

ApO6s a computacao dos dois algoritmos, se o grafo for um cografo, as permutacoes o
e o obedecem a Propriedade do Subconjunto da Vizinhanga (PSV). Para entender o que € essa

propriedade sdo necessdrias as definicdes que seguem.

Definicao 2.4. A vizinhanca local de uma célula S;(v), denotada por N'(S;(v)), de uma fatia
S(v) para uma LexBFS o é o conjunto de vértices em S(v) antes de v; adjacentes a ao menos

um vértice em S;(v).



28

A Definicao 2.4| considera que dada uma fatia S(v), a vizinhanga local de cada célula
ndo adjacente S;(v) é composta pelos vértices das células anteriores ao primeiro vértice da célula
S;(v). Esses vértices podem estar tanto em S“(v) quanto em S;(v) com j < 4. Por exemplo,
considerando a Figura[12] a fatia S;(g) contém as células S;(g) = f e S3(g) = e. A vizinhanga
local da célula S;(g) pode estar contida apenas em S“(g) e a vizinhanga local da célula S (g)

pode estar contida em S“(g) e S;(g).

Contudo, para cografos, a Observagéo 2.5/ mostra uma particularidade da classe abor-

dando vizinhanga local.

Observaciio 2.5. Se o é uma LexBFS de um cografo, entdo N'(S;(v)) = N(S;(v)) N S4(v).

Ou seja, quando se trata de um cografo, a vizinhanga local de uma fatia S;(v) é com-
posta apenas por vértices na célula S4(v). Dessa forma, um vértice = de S;(v) s6 é adjacente
a um vértice z de outra fatia se essa fatia for S*(v). Isso ocorre pois violando essa observagio
serdo encontrados P induzidos no grafo. A Figura|l4|ilustra o possivel P, formado quando dois

vértices de v-células diferentes possuem adjacéncia.

Figura 14 - Vizinhanca local com P,

P,

/’\

W W * 00 y "o Vigp |0 e e

s™0w) 5,0v) Siv) Sj(\-") Sj+1(‘“') Sl

Fonte: Bretscher et al.| (2008)

Definicao 2.6 (Propriedade do Subconjunto da Vizinhanca - PSV). Uma permuta¢do LexBFS

obedece a PSV se e somente se

Yo € V(Q),Vi < j tais que S;(v) # 0, tem-se que N'(S;(v)) D N'(S;(v))

Essa propriedade dita que cada célula S;(v) possui em sua vizinhanga local pelo menos
todos os vértices pertencentes as vizinhangas locais das particdes de indice maior que 7. Pela
Observagao a vizinhanga local de cada célula estd contida em S# para cografos. A Figura
ilustra casos onde a Propriedade do Subconjunto da Vizinhanca ndo é obedecida. Note que ha
P, induzido em decorréncia da v-célula S;(v) ndo possuir adjacéncia com o vértice y enquanto
a v-célula S(v;; ) possui. Note que a aresta (w, y) pode ou ndo existir. Bretscher et al.| (2008)

apresenta um algoritmo que verifica se a PSV € satisfeita em tempo linear.

A partir da Defini¢do[2.6]temos o Teorema[2.7|que fala sobre a equivaléncia de cografos
e grafos cujas permutacdes LexBFS e LexBFS™ obedecem a PSV.

Teorema 2.7. Sejam 0 = LexBFS(G,T) para uma permutacdo T qualquer de V(G) e 7 =

LexBFS— (G, o). G é um cografo se e somente se o e & obedecem a PSV.
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Figura 15 — PSV nao obedecida

P
/\m
7 X
v w Y [ Vi Vit [ N}
SA(\.’} 51(\."} 52(\.") Sj(\.") Sj+1':\l’} Sk':\"}

Fonte: Bretscher et al.| (2008)

Dessa forma, apds a aplicacdo da LexBFS e LexBFS™, se as ordens « e @ obedecem
a PSV, o grafo é um cografo e, como consequéncia, possui uma codrvore candnica. Para a
montagem da codrvore, dado um vértice v, as subfatias S; (v) e Sy (v) sio verificadas e por meio
delas o algoritmo pode retornar nés rotulados com 0 ou 1 ou ainda intercalar as subfatias .S;(v)
e S;(v) para assim gerar vérios nés 0 e 1 intercalados. Isso se deve ao fato de que cada S;(v)
(resp. S;(v)) é um médulo em relagio a cada célula da fatia. A notacdo v[i] indica o primeiro
vértice da i-ésima subfatia S;(v) e D[j] o primeiro vértice da j-ésima subfatia S;(v).

O algoritmo de construcdo da codrvore candnica aqui exposto € adaptado de Limal
(2014), onde o autor também se baseou no artigo de Bretscher et al.| (2008). Nessa adaptacao

separamos os nds internos e nds folhas em listas distintas.

A estrutura dos nds de operagdo (nds 1 ou 0) da codrvore compreende os seguinte

campos:

e tipo: pode apresentar valor 0 ou 1 dependendo da operacdo que representa;
e listaFilhosVertices: lista com filhos que representam vértices no cografo;
e listaFilhosOperacao: lista de filhos que representam as operagdes que ocorreram na gera-

¢ao do grafo.

A varidvel 7" é o n6 raiz da subarvore que ao final do algoritmo forma a coarvore e
€ um no raiz auxiliar utilizado no retorno das chamadas. O Algoritmo [2, adiciona novos filhos
para o né recebido no primeiro parametro, 7', a partir do né do segundo parametro, V. Se o
V' € vértice, entdo € adicionado na listaFilhosVertices, se V' € operagdo diferente de 7', entdo
¢ inserido na listaFilhosOperacao, entretanto se a operacao for a mesma, os filhos de V' sdo
inseridos nas listas correspondentes em 7. Como a codrvore de saida € candnica se a subarvore
V' tem o mesmo n6 de operacao na raiz que 7', o nd raiz de V' nao pode ser incorporado a 7', pois
resultaria em dois niveis consecutivos de mesmo tipo. O Algoritmo [3]apresenta o algoritmo de

construcdo da codrvore.
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Algoritmo 2: MESCLARARVORES(NO INTERNO NV, FILHOS V)

1 inicio

2 se V' é vértice entao

3 | adicionar Filho(T — listaFilhosVertices, V)

4 fim

5 se V — tipo # T — tipo entdo

6 | adicionarFilho(T — listaFilhosOperacao, V)

7 senio

8 adicionar Filho(T — listaFilhosVertices, V — listaFilhosV ertices)
9 adicionar Filho(T — listaFilhosOperacao, V — listaFilhosOperacao)
10 fim
11 fim

Fonte: Autoria préopria

Algoritmo 3: COARVORE(VERTICE v)

Entrada: um vértice v de G
Saida: A codrvore candnica de G

1 inicio
2 se v[1] = 0 e D[1] = () entdo
3 | retorna {v}
4 fim
5 se v[1] = () entdo
6 V « Codrvore(v[1])
7 T < No(l,v)
8 mesclarArvores(T, V)
9 fim
10 se U[1] = () entdo
11 V + Codrvore(v[1])
12 T + No(0,v)
13 se V' é vértice entao
14 | adicionar Filho(T — listaFilhosVertices, V)
15 fim
16 mesclarArvores(T, V)
17 fim
18 se v[1]7[1] € F entdo
19 | w0
20 senao
21 | w1
22 fim
23 T+vik+1;i+1
24 enquanto (w = 0 e v[i] #null)ou(w = 1 e T[i] #null) faca
25 se w = 0 entao
26 | u < li]
27 senao
28 | w7
29 fim
30 V < Coarvore(u)
31 T < No(w,T)
32 mesclarArvores(T, V)
33 w1—wk+ k+1;i+ [k/2]
34 fim
35 retorna 7'

36 fim

Fonte: Adaptado de Limal(2014)
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Na criacdo de um né, o primeiro pardmetro € o tipo do nd, e o segundo a subdrvore
construida até o momento. Fica subentendido que € necessdrio atribuir a lista correta, listaFi-
lhosVertices ou listaFilhosNos, a raiz da subdrvore ja existente para o novo né que € tornado

nova raiz da subarvore.

Vamos aplicar o Algoritmo [3|no grafo da Figura[IT] para exemplo de execucdo do al-
goritmo. Temos a sequéncia o e & assim como as subfatias 5; e .5; jd calculadas anteriormente.
O primeiro vértice das sequéncias « e o € g, entdo ele serd o vértice de entrada na primeira

execucgao do algoritmo.

A subfatia, S;(g) = Si(g) =[f] U Sy(g) = [e], e a subfatia S;(g) = Si(g) =[h|U
S5(9) =[dachb. Como as duas subfatias ndo sio vazias é verificado se (g[1],7[2]) pertence
ao conjunto de arestas, ou seja, se (f,h) é uma aresta do grafo. Como (f, h) é uma aresta do
grafo, a varidvel w recebe valor 0, onde w que € o tipo do n6 interno que é criado cada iteracao
do while da linha 24. Como w possui valor 0, a varidvel u recebe g[1], que é o vértice f. Em
seguida, V recebe o retorno da chamada do algoritmo enviando « como parametro. Dentro dessa
chamada, como u tem o valor f, e ja que esse vértice tem S; e S; vazios, o proprio f é retornado.
Ao retornar dessa chamada, € criado um n6 0 na linha 31, que se torna a nova raiz, com ¢ na
listaFilhosVertices. Ao mesclar T'e V, f € adicionado na listaFilhosVertices. A Figura[16|ilustra
como estd a codrvore nesse momento, as ilustracoes referentes a explicacdo desse algoritmo
nao seguem criteriosamente as ligacdes entre nds criadas pelo algoritmo, mostram apenas uma
forma de visualizacdo para auxiliar o leitor no entendimento mantendo o padrdo das imagens de

codrvore ji apresentadas.

Figura 16 — Exemplo de geracio da coarvore passo 1

T

listaFilhosVertices @ @

Fonte: Autoria prépria

Nesse ponto na linha 33, w tem seu valor invertido, como era (0 passa a ser 1, e ¢ é
incrementado de forma que a cada duas iteragdes do while seu valor aumente em um. Agora
que w tem valor 1 a subfatia S;(g) é analisada. Como i continua com valor 1, u recebe h que
¢ g[1]. Codrvore(u) atribui o préprio h para V, entdo é criado um né 1 que tem a subdrvore ja
construida, 7', como filho. Depois, V' e T' sdo mescladas. A ideia sobre como estd a codrvore

nesse momento ¢ mostrada na Figura
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Figura 17 — Exemplo de geracao da coarvore passo 2

T

2N

listaFilhosOperacao @ @ listaFilhos\Vertices
IistaFiIhas\-’ertices@ @

Fonte: Autoria préopria

O resultado ao final de todas as chamadas ¢ apresentado a codrvore da Figura[I8]

Figura 18 — Exemplo de geracio da coarvore final

IistaFiIhnsVertices@ @ @ @@ilhasoperacm

IistaFiIhosteracau@ @ listaFilhosVertices IistaFiIhnsVertices@ @
listaFilhosOperacao @ @ listaFilhosVertices

listaFilhosVertices @ @

Fonte: Autoria propria

O Algoritmo [] apresenta todos os passos para o reconhecimento de cografos.

Algoritmo 4: REcONHECIMENTO((7)

Entrada: Um grafo G = (V, E)

Saida: uma codrvore 7" se G for um cografo ou null caso contrério
1 inicio

2 Seja 7 uma ordem qualquer de V(G)
3 o < LexBFS (G, 1)

4 7 < LexBFS™ (G, 0)

5 se o e 0 obedecem a PSV entao

6

7

8

9

‘ retorna Constru¢ido_Coarvore(v, M);
senao

| retorna null
fim

10 fim

Fonte: Bretscher et al.| (2008)

Bretscher et al.| (2008)) provaram que a execucao do Algoritmo || tem complexidade
de tempo O(|V (G)| + |E(G)]), onde |V (G)| é o niimero de vértices e |E(G)| é o nimero de
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arestas. O algoritmo recebe uma sequéncia de vértices como entrada e executa inicialmente a
LexBFS sobre uma ordem qualquer 7 dos vértices produzindo como saida uma ordem « dos
vértices. A ordem « € entrada para a segunda etapa do algoritmo, a LexBFS™, que tem como
saida a ordem . Sobre as saidas o e & € realizada a verificacao da Propriedade do Subconjunto
da Vizinhanca (PSV). Se a e @ obedecerem a PSV o algoritmo de construgdo da codrvore é
chamado, caso contrdrio, € retornado, nessa adaptacdo, null. No algoritmo original, € retornado

um P, induzido.

A partir das caracteristicas da codrvore € possivel fazer a contagem de cliques de forma
eficiente (CORNEIL; LERCHS; BURLINGHAM, |1981). No préximo capitulo é abordado o
Problema de Enumerac¢ao de Bicliques, onde a codrvore € utilizada para enumerar e contar os
conjuntos independentes maximais, no complemento do grafo as cliques maximais, e a partir

deles contar e enumerar as bicliques.
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3 NOVOS RESULTADOS EM ENUMERACAO DE BICLIQUES EM COGRAFOS

Nesse capitulo discorremos sobre como se estruturam as bicliques na codrvore e apre-
sentamos um algoritmo que enumera todas as bicliques de um dado cografo. Para tanto, a Se-
¢do [3.Tapresenta propriedades da codrvore quanto aos conjuntos independentes maximais, as-
sim como a contagem e enumeracdo desses conjuntos. A partir disso, a Se¢do[3.2) mostra como

contar e enumerar as bicliques de um cografo.

3.1 CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS NA COARVORE

Para encontrar conjuntos independentes maximais na codrvore, nos aproveitamos do
rotulamento dos nds internos que nos dizem se dois vértices possuem ou ndo adjacéncia por
meio do ancestral comum mais proximo. Os Lemas [3.1]e [3.2] definem como se estruturam os

conjuntos independentes maximais na codrvore.

Lema 3.1. Dado um cografo G e sua coarvore T'. Seja x um né rotulado com 1 em T' e S um
conjunto independente maximal em G contido nos descendentes de x. Entdo todo elemento de

S ¢ descendente de uma mesma subdrvore enraizada em um dos filhos de x.

Demonstragdo. Sejam a e b dois filhos quaisquer de z. Como = é um né de juncdo existe aresta
de cada vértice da subérvore T'(a) com todos os vértices da subérvore 7'(b). Dessa forma, um

conjunto independente pode conter descendentes de apenas uma dessas subdrvores. [

Lema 3.2. Seja um cografo G, sua codrvore T' e T'(x) uma subdrvore enraizada em um né x
rotulado com 0. Qualquer conjunto independente maximal no subgrafo induzido pelos descen-

dentes de T'(x) contém pelo menos um vértice de cada subdrvore enraizada em um filho de .

Demonstragdo. Considere um cografo G, sua codrvore 7" e T'(z) uma subdrvore enraizada em
um né x rotulado com 0. Considere um conjunto independente maximal S no subgrafo induzido
pelos descendentes de 7'(x). Suponha, por contradi¢ao, que existe um né y, filho de z, tal que
nenhum vértice em 7'(y) pertence a S. Como a operag@o de unido que ocorre no né x néo cria
arestas, os vértices em 7'(y) ndo sdo adjacentes aos vértices que descendem de outras subdrvores
enraizadas em filhos de x. Seja v um vértice de G que pertence a T'(y). Entdo, S U {v} é um

conjunto independente, contradizendo a maximalidade de S. [l

Observacao 3.3. Considere um cografo G, sua codrvore T e uma subdrvore T (x) enraizada
em um né 0, como no Lema[3.2] Se uma subdrvore enraizada em um filho de x se constitui de
um tinico vértice v do grafo G, entdo v pertence a todos os conjuntos independentes maximais

que contém descendentes de .
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A partir dos Lemas [3.1]e 3.2]e da Observagio [3.3] é possivel contar os conjuntos inde-
pendentes maximais de um cografo em tempo linear. Denotamos o niimero de conjuntos inde-
pendentes maximais do subgrafo induzido pelos vértices descendentes de um n6 v da codrvore
como i(v). Dizemos que um subconjunto de vértices A é enraizado em um n6 0 (resp. 1) se a

menor subarvore que contém todos os vértices de A estd enraizado em um n6 0 (resp. 1).

Considere um cografo GG e sua coarvore 7T'. Suponha que deseja-se saber quantos con-
juntos independentes maximais existem no subgrafo de G induzido pelos vértices que pertencem
aT(v).Se T'(v) tem apenas um nd, entdo v é¢ uma folha e € um conjunto independente maximal.

Neste caso, i(v) = 1.

Se v é um n6 com rétulo 0, pelo Lema[3.2]toda subdrvore enraizada nos filhos de v terd
pelo menos um descendente em qualquer conjunto independente maximal do subgrafo induzido
pelos descendentes de 7'(v). Dessa forma, o nimero de conjuntos independentes maximais serd
resultado de todas as combinagdes possiveis entre os conjuntos independentes maximais de cada
subdrvore enraizada em um filho de v. Isso resulta que a contagem dos conjuntos independentes
em noés 0’s € a multiplicagdo do nimero de conjuntos independentes dos seus filhos. Ou seja,
i(v) = I¥_,i(v;), onde {vy, v, . .., vx } € 0 conjunto de todos os filhos do né v na codrvore T'(v).

Se v € um n6 com rétulo 1, pelo Lema 3.1, qualquer conjunto independente enraizado
em v descende de um tnico filho de v. Entdao o ndmero total de conjuntos independentes € a soma
dos conjuntos independentes maximais em cada filho do n6 1. Ou seja, i(v) = X i(v;), onde
{v1,v9, ..., v} é 0 conjunto de todos os filhos do né v na codrvore 7'(v). O Algoritmo 5| faz,
recursivamente, a contagem do nimero de conjuntos independentes maximais em uma codrvore

enraizada em um noé v.

Algoritmo 5: CoNTAGEMDECONJUNTOSINDEPENDENTES(NO v)

Entrada: n6 v, na primeira chamada € a raiz da codrvore
Saida: nimero de conjuntos independentes maximais da subdrvore enraizada em v

1 inicio
2 se v é vértice (no folha) entao
3 | retorna 1
4 fim
5 se v é no rotulado com 0 entao
6 i(v)=1
7 para cada filho v; com @ variando de 1 a k onde k é o niimero de filhos de v faca
8 | i(v) = i(v)* ContagemDeConjuntosIndependentes(v;)
9 fim
10 retorna i(v)
11 fim
12 se v é no rotulado com 1 entao
13 i(v) =0
14 para cada filho v; com i variando de 1 a k onde k é o niimero de filhos de v faca
15 | i(v) = i(v)+ ContagemDeConjuntosIndependentes(v;)
16 fim
17 retorna i(v)
18 fim
19 fim

Fonte: Autoria prépria
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A complexidade do Algoritmo [5| € linear. Observe que a codrvore tem n folhas e no
maximo n — 1 nds internos. Cada chamada do Algoritmo [5] para uma folha, executa apenas a
comparagdo da linha 2. Cada chamada do Algoritmo [5|para um né interno, executa no maximo
as trés comparagdes das linhas 2, 5 e 12, além de uma atribuicdo (na linha 6 ou 13) e um certo
numero de execucdes das c operagdes do lago da linha 7 ou da linha 14, onde c € uma constante
positiva. Considerando o total de todas as chamadas recursivas, a soma do niimero de execucdes
das linhas 7 e 14 € limitado pelo nimero de arestas da codrvore. O nlimero de arestas na codrvore
¢ menor que o nimero de nds (vértices e nds internos), que € 2n — 1. Entdo, o nimero de
instrucdes executadas é limitado por n+ (n — 1)3 4 (2n — 1)c < (2¢ + 4)n. Portanto, o ntimero

de instrucdes executadas pelo Algoritmo 5 é O(n). Logo, o Algoritmo [5|€ linear.

Com um algoritmo semelhante ao de contagem podemos enumerar os conjuntos in-
dependentes maximais do cografo. Para tanto, quando o Algoritmo [6] é chamado tendo como
parametro um né v, e retorna uma lista com todos os conjuntos independentes maximais da
codrvore T'(v). Se v € um n6 0, entdo seus conjuntos independentes maximais sao todas as pos-
siveis combinagdes com um conjunto independente maximal de cada subarvore enraizada em
um filho de v, entdo as listas de seus filhos devem ser combinadas de forma que cada combina-
¢do de conjuntos independentes de filhos distintos forme um conjunto independente do né 0. Se
v é um né 1, entdo seus conjuntos independentes maximais sao 0s mesmos retornados por cada
um de seus filhos, assim as listas de seus filhos sao retornados em uma lista ao pai do né 1. No
Algoritmo ??, L(v) representa a lista de conjuntos independentes maximais da codrvore T'(v) e
A(v) é uma lista auxiliar para nés 0. O procedimento Combinagao(A k), retorna todas as listas

resultantes da combinagdo de um elemento de cada A(7) com 1 < ¢ < k.

Algoritmo 6: ENUMERACAODECONJUNTOSINDEPENDENTES(NOG )

Entrada: né v, na primeira chamada € a raiz da codrvore
Saida: lista de conjuntos independentes da subarvore enraizada em v

1 inicio
2 se v é vértice (no folha) entao
3 | retorna v
4 fim
5 se v é no rotulado com 0 entao
6 A(v) = vazio
7 para cada filho v; com © variando de 1 a k onde k é o niimero de filhos de v faca
8 ‘ A(?) = EnumeracaoDeConjuntosIndependentes(v;)
9 fim
10 L(v) = Combinagio(A, k)
1 retorna L(v)
12 fim
13 se v é no rotulado com 1 entao
14 L(v) = vazio
15 para cada filho v; com i variando de 1 a k onde k é o niimero de filhos de v faca
16 | L(v) = L(v)+ EnumeracaoDeConjuntosIndependentes(v; )
17 fim
18 retorna L(v)
19 fim
20 fim

Fonte: Autoria prépria
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Observe que o Algoritmo [6] seria linear, como o Algoritmo [3] se ndo fosse pela linha
10, onde o procedimento Combinacdo(A k) cria listas com todas as combinac¢des possiveis com
k conjuntos independentes maximais, um de cada filho de v. Esse nimero de combinagdes € o
produto |A(1)| x |A(2)| x ... x |A(k)|. Este nimero pode ser fatorial em relagdo ao tamanho da
entrada. Ressalta-se que o problema de enumerar todos os conjuntos independentes maximais
com tamanho fixo em um grafo qualquer é um problema NP-dificil (LAWLER; LENSTRA;
KAN| 1980).

O Algoritmo[6] pode ser utilizado para a enumeracao de cliques maximais de um grafo.
Para isso, € necessdrio inverter o rétulo dos nés de operacdo como enunciado pela Proprie-
dade[2.1] Dessa forma, teremos os conjuntos independentes maximais no complemento do grafo

que € o mesmo que as cliques maximais no grafo original.

3.2 BICLIQUES NA COARVORE

Sabendo como encontrar os conjuntos independentes na codrvore pode-se encontrar as
bicliques maximais no cografo. Isso € possivel pois uma biclique € formada por dois conjuntos
independentes maximais que possuem todas as adjacéncias entre si e a operacdo de juncdo gera
as adjacéncias entre conjuntos independentes. Nota-se, entdao, que toda biclique € enraizada em

um né com rétulo 1, como estd enunciado no Lema [3.4]

Lema 3.4. Seja G um cografo com coarvore canénica T, entdo toda biclique () de G é um
subconjunto de vértices contidos em uma subdrvore minimal T (x), onde x é rotulado com 1, e
os conjuntos independentes maximais A e B de () sao um subconjunto de vértices de exatamente
dois filhos de T(x), uy e us, tais que A é um subconjunto dos descendentes de u, e B é um

subconjunto dos descendentes de us.

Demonstragdo. Primeiro provaremos que uma biclique € formada pelo subconjunto de vértices
de uma subdrvore minimal enraizada em um né 1. Como () € uma biclique formada pelos con-
juntos independentes A e B, houve, durante a constru¢do de (G, uma operagdo de jungdo que
criou as arestas entre vértices de A e B. Logo, um n6 x com rétulo 1 € o ancestral comum mais
proximo dos vértices de A e B, ou seja, T'(z) é a menor drvore que contém todos os vértices da
biclique.

Pela Propriedade [3.Tjum conjunto independente enraizado em né 1 tem descendentes
em apenas uma subdrvore enraizada em um filho y qualquer de x. Dessa forma, para formar uma

biclique sdo necessarios descendentes de dois filhos u; e us de x.

O]

Para contar o nimero de bicliques em um cografo, pelo Lema [3.4] ¢ suficiente contar

quantas bicliques existem na subdrvore enraizada em cada né 1 da codrvore candnica. Para saber
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quantas bicliques existem em um né rotulado com 1 da codrvore € necessdrio contar quantas

combinacdes de conjuntos independentes de duas subdrvores filhas distintas sdo possiveis nesse

né. Assim, dado um cografo GG e sua codrvore 7. O niimero de bicliques maximais de G em um

n6 v rotulado com 1 é Zf;ll Zf:jﬂ i(vj) *i(vy), onde k é o niimero de filhos de v.

O Algoritmo [7] imprime todas as bicliques do grafo utilizando a codrvore. Para isso,

o Algoritmo [6] ¢ adaptado imprimindo combinagdes de conjuntos independentes dois a dois

quando o v € um no 1.

Algoritmo 7: ENUMERACAODEBICLIQUES(NO v)

Entrada: né v, na primeira chamada € a raiz da codrvore
Saida: lista de bicliques da subdrvore enraizada em v
inicio

fim

se v é vértice (né folha) entao
| retorna v
fim
se v é no rotulado com 0 entao
A(v) = vazio
para cada filho v; com i variando de 1 a k onde k é o niimero de filhos de v faca
| A(v)[i] = EnumeracaoDeBicliques(v;)
fim
enquanto houver combinagoes diferentes faca
‘ L(v) = combinag¢@o com um conjunto independente de cada posigéo de A(v)
fim
retorna L(v)

fim

se v é no rotulado com 1 entao

L(v) = vazio

A(v) = vazio

para cada filho v; com i variando de 1 a k onde k é o niimero de filhos de v faca
A(v)[i] = EnumeracaoDeBicliques(v;)
L(v) = L(v) + A(v)[d]

fim

enquanto houver combinagoes diferentes faca

‘ imprima combinag@o de dois conjuntos independentes um de cada A(v)][i]
fim
retorna L(v)

fim

Fonte: Autoria prépria

Realizando a aplicacdo do Algoritmo [7|na codrvore 7' do grafo GG apresentado na Fi-

gura|[I9] sdo geradas 23 bicliques listadas abaixo:

{5y}
{{g}, {h}}:
{{aHb}}
{{a}{f g3}
{{a}{f h}};
{{a}{y 1,93}
{{a}{s. i, h}}s



e {{a}{c.d e}};

o {{tHf 9t}

o {{oH/f. At}

o {{t}i.i,9}}:

o {{0HJ.i,h}}s

o {{tHc d e}}s

o {{figH{[.h}}:

o {{f.9Hi,i.9}};
o {{f.gHj.i.ht}
e {{figHec d et}
o {{f.hH{J, 1,91}
o {{f.hH{y,i,h}}s
o {{f.hH{c. d e}};
o {{j.i.gH{J,i,h}}
o {{/,i,gH{c.d e}};
o {{j,i,h}{c,d, e}}.

Figura 19 — Encontrando Bicliques em Cografos
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Cografo G

Coarvore T de G

Fonte: Autoria prépria

No préximo capitulo apresentamos propriedades da coloragao biclique e solucoes exis-

tentes para o Problema da Colorac¢do Biclique em subclasses dos cografos.
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4 RESULTADOS CONHECIDOS EM COLORACAO BICLIQUE

Nesse capitulo discorremos sobre as propriedades da coloracao biclique e as subclas-
ses dos cografos para as quais se conhece solu¢cdo polinomial para o Problema da Coloracao

Biclique.

4.1 PROPRIEDADES DA COLORACAO BICLIQUE

Primeiro vamos definir formalmente alguns conceitos necessdrios para entendimento
dessa sec¢do. A vizinhanga aberta de um dado vértice v é o conjunto denotado por N (v) formado
pelos vizinhos de v. Na Figura 20| N (d) = {a, b, ¢}. A vizinhanga fechada de v é o subconjunto
N[v] = N(v)Uv. NaFiguraR0|N[d] = {a,b, ¢, d}. Dois vértices v e w sdo ditos gémeos fracos
se N(w) = N(v) e gémeos fortes se Nw] = N|[v]. Na FiguraR0| N(d) = N(e) = {a,b,c},
entdo d e e sdo gémeos fracos e N[a| = N[b] = N|c| = {a,b,c,d, e} entdo a, b e ¢ sdo gémeos
fortes. Um bloco € um subconjunto maximal de vértices gémeos fortes, isto €, um subconjunto
de gémeos fortes que ndo estd contido em outro. Note que na Figura[20]{a, b, ¢}, {d} e {e} sdo
os blocos maximais do grafo.

Figura 20 — Conceitos de Vizinhanca

Fonte: Autoria propria

Definiciio 4.1. (TERLISKY, 2010) O niimero de bloco de G, denotado por B(G), é o tamanho

do maior bloco de G.

No grafo da Figura B(G) = 3. E importante ressaltar que clique méxima nio deve ser
confundida com bloco médximo, note que no grafo da Figura[20]as clique méximas tém tamanho
4, uma formada pelo subconjunto de vértices {a, b, ¢, d} e outra por {a, b, ¢, e}, enquanto o maior

bloco tem tamanho 3, formado pelos vértices {a, b, c}.

Lema 4.2. (TERLISKY, 2010) Uma biclique contém apenas a aresta (v, w) se e somente se v e

w sdo gémeos fortes.
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Demonstragcdo. Suponha que v e w ndo sdo gémeos fortes, isto &, existe um vértice z adjacente
a um deles e ndo ao outro. Sem perda de generalidade, suponha que z € adjacente a v € ndo a
w. Entdo a biclique {{v}, {w}} estd contidaem {{v}, {w, 2} }. Consequentemente, {{v}, {w}}

ndo € uma biclique maximal.

Agora, suponha que {{v}, {w}} ndo é uma biclique maximal, entdo estd contida em
uma biclique maximal B. Logo, existe um vértice z € B. Sem perda de generalidade suponha
que o bipartido completo {{v}, {w, z}} pertence a G. Entdo, z é adjacente a v e ndo € adjacente

aw ]

Por consequéncia do Lema4.2]temos a seguinte propriedade:

Propriedade 4.3. (TERLISKY, 2010) Para todo grafo G, xv.(G) > 5(G).

Um limite superior para a colorac¢do biclique de G é x(G), nimero cromatico de G,
o menor nimero de cores necessdrio para uma colorag@o prépria de vértices do grafo G. Uma
coloragdo de vértices € dita propria se para quaisquer dois vértices = e y adjacentes, as cores de
x e y sado distintas. Cografos sdo uma subclasse de grafos perfeitos e para esses o Problema da
Coloracao Propria de Vértices estd resolvido (GOLUMBIC, 2004). Grafos perfeitos admitem
uma coloragdo prépria de vértices com x(G) = w(G), onde w(G) € o tamanho da maior clique.
Como qualquer par de vértices adjacentes terd cor diferente em uma colora¢do propria, toda
biclique € policromdtica. A Propriedade 4.4{relaciona o niimero de cores necessarias para uma

coloracdo biclique com o nimero cromaético.
Propriedade 4.4. (TERLISKY, 2010) Para todo grafo G, xp.(G) < x(G).

Propriedade 4.5. (TERLISKY, 2010) Se v e w sdo dois vértices gémeos fracos, entdo toda

biclique maximal que contem v também contém w.

Demonstragdo. Considere uma biclique maximal { X, Y }. Vamos mostrar que se v € X, entdo,
a biclique também contém w. Se v € X em uma biclique maximal { X, Y}, entdo Y C N(v) e
XNN(v) = 0.Como v e w sdo gémeos fracos, N (v) = N(w) por defini¢do. Entdo, Y C N(w)
e X N N(w) = (. Pela defini¢do de bipartido completo, {X U {w}, Y} é bipartido completo.

Portanto, w pertence a biclique maximal { X, Y'}.

]

4.2 COLORACAO BICLIQUE EM COGRAFOS

Nessa secdo iremos apresentar como o Problema da Coloracao Biclique foi resolvido

para duas subclasses dos cografos: grafos completos e grafos threshold.
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4.2.1 Grafos Completos

Um grafo € dito completo, denotado por K, se cada vértice v € V(K,) é adjacente a

qualquer y € V(K,,) com v # y.

Corolario 4.6. (TERLISKY, 2010) Seja G um grafo com n vértices. Entdo, xy.(G) = n se e

somente se G = K,,.

Demonstragdo. Para ver que xp.(K,) = n, note que $(K,) = n e pela Propriedade
Xoe(K,) > B(K,) . Por outro lado, quando um grafo nao é completo, pode-se colorir seus
vértices com menos que n cores de forma que vértices vizinhos ndo tenham a mesma cor. Para
ver isso, considere um grafo G com n vértices que ndo é completo. Entdo, existem dois vérti-
ces u e v em (G que ndo sdo vizinhos. Pinte os vértices u € v com a mesma cor e use uma cor
diferente para cada um dos outros n — 2 vértices. Entdo x(G) < n — 1. Pela Propriedade
Xee(G) < X(G) <n. O

4.2.2 Grafos Threshold

Um grafo é threshold se € um cografo e seu conjunto de vértices pode ser particionado
em dois subconjuntos de forma que um deles € uma clique () e o outro um conjunto independente
S. Um exemplo de um grafo threshold estd na Figura O Problema da Coloragdo Biclique
para os threshold foi resolvido por Terlisky (2010). Nessa subsecdo € dada uma no¢ao de como

o problema foi resolvido nessa subclasse dos cografos.

Figura 21 — Threshold

Fonte: Autoria prépria

Um vértice x € dito isolado em um conjunto de vértices X se ndo € adjacente a qualquer
outro vértice em X e € dito universal se possui adjacéncia com todos os vértices de X.

Uma ordenacdo threshold é uma sequéncia de vértices vivovs . .. v, de forma que v;

¢ um vértice isolado ou universal no conjunto X; = {v; : 1 < j < i}, para qualquer inteiro
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i € [1,n]. Note que um vértice v; é isolado se e somente se faz parte do conjunto independente
S.

Uma sequéncia de conjuntos By, I1, Bs, I5, ..., B, I, de G € uma sequéncia que agrupa
todos os vértices do mesmo tipo na ordenacdo threshold, onde B; contém todos os vértices
consecutivos do tipo universal até o primeiro isolado (ndo incluso) e I; os vértices consecutivos
do tipo isolado até o primeiro do tipo universal (ndo incluso) e assim sucessivamente até B,..
Consideramos apenas grafos conexos, entdo [, sempre serd vazio. Como v; e v, podem ser do
tipo isolado em alguns casos, B; também pode ser vazio, os outros conjuntos ndo podem ser

vazios. A Figura [22]ilustra um exemplo de conjuntos de uma ordenacao threshold.

Figura 22 — Sequéncia dos conjuntos de um Threshold

Fonte: Autoria préopria

Um (), é um caminho fechado com n vértices, ou seja, um caminho onde v,v, €
E(C,). Se um grafo é Threshold, entdo nao contém C; como subgrafo induzido. Entdo as tni-
cas bicliques possiveis sao estrelas. Uma biclique estrela € um subgrafo bipartido completo
Ki)y; = {{v},{Y}}, onde o vértice v é o centro e os vértices de Y sdo adjacentes apenas a

v. Um exemplo de estrela é apresentado na Figura [23]

Figura 23 — Estrela

Fonte: Autoria propria

Observacao4.7. (TERLISKY, 2010) Seja G um grafo threshold, com ordenagdo threshold By, 1, B,

Iy, ..., B, e D uma biclique maximal de G. Entdo algum desses trés casos é satisfeito:



44

1. D é uma estrela com centro em v € B,;, e pontas em I; com j < i. Esse caso s6 é possivel
se B, = (). A Figura 24| apresenta uma biclique do grafo da Figura 22| que se encaixa
nesse caso. O vértice vy do conjunto By é o centro da estrela e as pontas sdo todos os

vértices do conjunto independente.

Figura 24 — Primeiro caso de biclique no threshold

I3

JOIP OO SO0

B,

Fonte: Autoria préopria

2. D é{{v}{w}}, comv e w gémeos fortes (pertencentes ao mesmo bloco B;). A Figura[23]

mostra uma biclique do grafo da Figura [22] que obedece essa situagdo. Essa biclique é
{{vsHua}}

Figura 25 — Segundo caso de biclique no threshold

220)

Fonte: Autoria prépria

3. D é uma estrela com centro em b; € Bj para j € {2,...,r}, onde uma ponta é b; € B;
comi € {1,...,7 — 1}, i # j, e os outros vértices sao o conjunto formado por todos
os vértices de I tal que i < k < j. A Figura |[26| apresenta uma biclique do grafo da
Figura 22| que se encaixa nesse caso. A biclique tem centro em vy e pontas no conjunto

independente e em vy que é vértice da clique.

Note que cada B; é um bloco, entdo, para algum i, 5(G) = B;. Assim é possivel
determinar se existem uma k-biclique colora¢do de um threshold G com k cores onde k = 5(G)

com base nas condigdes do Teorema 4.8

Teorema 4.8. (TERLISKY, 2010) Seja G um grafo threshold tal que (G) = k, e By, 11, By, I,

..., B, I, sua ordenagdo threshold. Entdo é equivalente:

e O numero biclique cromdtico de G é k.

o Nao existemiej € {1,...,r}taisquei < j, |B;| = |Bj| =k, |By] =k —1e |l =1

paratodoqe {i+1,...,j—1}etodoh € {i,...,j—1}.
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Figura 26 — Terceiro caso de biclique no
threshold

I3 I3

(| L9 ()

® ©

B, 2

Fonte: Autoria prépria

Os passos para realizar a coloragdo de um grafo threshold tais que quaisquer B; e B;

satisfazem as condi¢des do Teorema [4.8]sdo os seguintes:

e Colorindo B;: paracadai € {i,...,r} colorir os vértices do bloco B; utilizando as cores
L,2,...,|B;-
e Colorindo /;: paracadai € {i,...,r — 1}, se o bloco B;;1 = k, colorir um vértice de I;

com cor k. Se B; 11 = q < k, colorir um vértice de I; com a cor ¢+ 1. Atribuir aos demais

vértices de I; a cor 1.

A Figura[2/|mostra um exemplo de aplicacdo da coloragdo para um grafo que obedece

as propriedades do Teorema [.8]

Figura 27 — Exemplo coloracio em threshold

I3 I3 I

INF'OF OIS 'OF 0

Fonte: Autoria préopria

A partir do Teorema [4.8] € possivel desenvolver um algoritmo que devolve a coloracdo

biclique ou no, dado um grafo threshold GG ¢ um nimero k de cores. O Teorema enuncia a

complexidade desse algoritmo.
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Teorema 4.9. (TERLISKY, 2010) O Problema da Coloracdo Biclique para grafos threshold
pode ser resolvido em tempo O(n), se sdo dados os graus dos vértices como entrada e em tempo

O(n + m), caso contrdrio.

No algoritmo, apds montar a sequéncia de conjuntos By, 1, Bs, I, ..., B,, é feito o
seguinte: se o bloco B, tem tamanho k, ¢ mantido um registro para verificar se B, € o comeco
de uma subsequéncia de tamanho (k, 1,k —1,1,...,k— 1,1, k). Se isso acontecer, ou aparecer
bloco B, de tamanho maior que £, ndo € possivel colorir o grafo em coloragdo biclique com &
cores, entdo € devolvido ndo como resposta. Caso contrério € aplicada a coloracdo como descrita

no Teorema@.8|e retornado o grafo em coloracao biclique.
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5 NOVOS RESULTADOS EM COLORACAO BICLIQUE

Esse capitulo descreve um algoritmo eficiente para a determinac¢do do nimero biclique
cromdtico em uma subclasse dos cografos definida no contexto desse trabalho de conclusdo de

curso e chamada de Cografos de Uniao com Pendente.

5.1 COGRAFO DE UNIAO COM PENDENTE

A Definicao descreve a operacao de unido com pendente.

Definicao 5.1 (Unido com pendente). Sejam G1, G2, s, ..., Gy grafos quaisquer. A operagdo
de unido com pendente U” (G, Gy, Gs, . .., Gy) é definida por G; UG, UG3U -+ - UG, UK.

A Definicdo [5.2]estabelece a subclasse dos cografos de unido com pendente.

Definicao 5.2 (Cografo de Unido com Pendente). Um cografo G é cografo de unido com pen-

dente se:

(i) éum grafo K;
(ii) é um grafo U2(G1, Gy, Gs, ..., Gy), tal que G; é um cografo de unido com pendente,
1 <<k

(iii) é um grafo G| x G, onde G, e G4 sdo cografos de unido com pendente.

Figura 28 — Cografo de unidao com pendente

Fonte: Autoria préopria

Seja G um cografo de unido com pendente e 7" sua codrvore candnica. A partir da
Definicao observa-se que 7' possui em cada n6é O pelo menos um filho que € vértice. A
Figura [28| mostra uma codrvore de um cografo de unido com pendente. Note que todos os nds

rotulados com 0 possuem ao menos um filho que € vértice, o que caracteriza essa subclasse.
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Pela garantia de pelo menos um vértice pendente em cada n6 rotulado com 0 em cogra-
fos de unido com pendente, a policromaticidade das bicliques € mais simples de ser garantida se
comparado ao caso geral. A coloragdo biclique em cografos de unido com pendente é demons-

trada na préxima secao.

5.2 COLORACAO BICLIQUE EM COGRAFOS DE UNIAO COM PENDENTE

Nessa se¢@o apresentamos como o Problema da Coloracio Biclique foi resolvido na

subclasse dos cografos de unido com pendente.

A Propriedade [4.3|define que o limite inferior para a coloragdo biclique de um grafo GG
€ xve(G) > B(G). Dado um cografo G, para determinar 3((G) fazemos uso da codrvore como
mostra o Lema[5.3] Relembre que um bloco é um conjunto maximal de gémeos fortes, ou seja,
um conjunto de vértices que tém a mesma vizinhanca fechada. O nimero de bloco 3 € o tamanho

do bloco maximo do grafo.

Lema 5.3 (Nimero de bloco em cografos). Dado um cografo G e sua codrvore canénica T,

B(G) é o mdximo entre 1 e o maior niimero de vértices filhos de um né rotulado com 1 em T.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.4 o subconjunto de descendentes de exatamente duas subdrvores
enraizadas em dois filhos distintos x € y de um n6 v rotulado com 1 formam uma biclique. Se z
e y sdo folhas da codrvore e, portanto, vértices do cografo (G, entdo a biclique por eles formada
s6 contém uma aresta. Pelo Lema [4.2] uma biclique contém uma aresta se e somente se seus
vértices sdo gémeos fortes. Logo, x e y sdo gémeos fortes. Mais ainda, o conjunto de todos os
filhos de v que sdo folhas sdo gémeos fortes. Pela defini¢do de bloco, o conjunto dos filhos de
v que sdo folhas em 7" constituem um bloco em G. Observe que esse bloco é maximal. De fato,
suponha por contradi¢ido que existe um vértice w; que pertence ao mesmo bloco que x e y, tal
que w; € descendente de um né w filho de v. Entdo v € um n6 0 e existe pelo menos um vértice w,
descendente de u e ndo adjacente a w;. Mas ws € adjacente a x e y, por constru¢do, contradizendo
a hipétese que z, y e w; pertencem ao mesmo bloco. Portanto, o tamanho do bloco mdximo € o
maior nimero de filhos vértices em um n6 1. Se ndo existem = nem y que sejam vértices filhos
de um mesmo né 1, entdo GG ndo tem vértices gémeos fortes e cada vértice forma um bloco de

tamanho maximo. Logo, o maior bloco tem tamanho 1. O]

Lema 5.4 (Bicliques em cografos de unido com pendente). Se G é um cografo de unido com
pendente, entdo bicliques que ndo contém vértices filhos de nos rotulados com 0 sdo bicliques

de uma unica aresta.

Demonstragdo. Suponha que existe uma biclique () tal que todos os seus vértices sao filhos de
no6s rotulados com 1. Entdo, os vértices de um mesmo conjunto independente em () sdo filhos

de nés com rétulo 1 dois a dois distintos. Sejam w; e wo dois vértices do mesmo conjunto
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independente em (). Seja p; o pai de w; e py 0 pai de wy. Como w; e wy pertencem ao mesmo
conjunto independente em (), p; € p» tem um ancestral comum mais proximo rotulado com 0 na
coarvore, chamado V. Como G € um cografo de unido com pendente, V' tem um filho y que é
folha na codrvore, ou seja, ¢ um vértice de G. Pelo Lema [3.2] qualquer conjunto independente
maximal enraizado em V' contém obrigatoriamente y. Entdo, w;, wy € y pertencem ao mesmo

conjunto independente maximal da biclique que, portanto, tem mais que uma aresta.

]

Como consequéncia do Lema[5.4] em cografos de unido com pendente, cada biclique
ou ¢ formada por uma tnica aresta ou contém pelo menos um vértice que € filho de n6 rotulado
com 0. Para bicliques de uma tinica aresta sabemos, pelo Lemal[5.3] que sio formadas por vértices
filhos de um mesmo no6 1. Por isso, vértices irmaos filhos de n6 1 ndo podem ter a mesma cor.
Assim, para obter uma coloragao biclique em vértices filhos de nés rotulados com 1, deve-se
iniciar atribuindo ao primeiro vértice a cor 1 e incrementar a cor a cada vértice irmao. Com isso

¢é garantido que bicliques com apenas uma aresta ndo sao monocromadticas.

Antes de determinar a forma de coloragdo para bicliques com mais de dois vértices,
vamos descrever as maneiras de obter bicliques policromdtica olhando conjuntos independentes

maximais que as formam.

Uma biclique () com conjuntos independentes maximais A e B ndo € monocromadtica
quando A ou B sdo policromaticos, ou A e B sdo monocromaticos, mas a cor usada em A é
distinta da usada em B. Por exemplo, para os vértices de A € atribuida cor 1 e cor 2 para os

vértices de B.

Seja X o né em que a biclique () estd enraizada e ny um né 0 filho de X que possui
descendentes em (), hd duas maneiras de garantir que um conjunto independente maximal enrai-
zado em ng € policromatico sabendo que, pelo Lema [3.2] pelo menos um descendente de cada
filho de ng serd incluido no conjunto independente maximal. Na primeira maneira, ny possui
pelo menos dois filhos folhas, = e y. Nesse caso, atribuindo cores distintas a x € y todo conjunto

independente que contém descendentes de n, € policromético.

Antes de ver o segundo caso de conjunto independente maximal policromadtico faz-se
necessdrio entender os casos de conjuntos independentes maximais monocromaticos que for-

mam bicliques policromaticas.

Seja T'(X) asubdrvore onde a biclique () esté enraizada. Pelo Lema[3.4] X é n6 rotulado
com 1 e duas subdrvores, T'(W) e T(Z), enraizadas em filhos de X formam (), onde cada
subdrvore possui descendentes em um conjunto independente maximal. Entdo, hd os seguintes
casos envolvendo conjuntos independentes maximais monocromaticos que formam bicliques

policromaticas:

e Se W e Z sao folhas. Neste caso, 11 e Z formam uma biclique de uma tnica aresta. Entdo,

cada biclique de uma unica aresta, entdo cada conjunto independente maximal contém
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apenas um vértice e, portanto, € monocromatico. Para que a biclique seja policromatica,
para cada folha filha de X € atribuida uma cor distinta iniciando em 1.

e Se W € o no6 0 no qual estd enraizado A, um conjunto independente maximal monocro-
matico, e Z € uma folha. O né6 W possui apenas um filho folha y, ja que, se possuisse
dois ou mais filhos folhas A ndo seria monocromatico atribuindo cores distintas a esse
vértices. E preciso que y possua cor distinta de Z para a biclique nfo ser monocromatica.
Seja F;,, o conjunto dos 7 filhos folhas de X, onde 7 € o ntimero de filhos folhas, para os
quais foram atribuidas as cores de 1 a i. Para que nenhuma biclique formada por A e Z
seja monocromadtica, y nao pode ter nenhuma das 7 cores. Logo, a menor cor disponivel
paray €1+ 1.

e Se W e Z sdo nés 0s, com conjuntos independentes maximais monocromadticos A e B,
respectivamente, y filho folha de 1V e o filho folha de Z. E preciso que y e s possuam
cores distintas para a biclique ser policromdtica. Considere que y € s possuem cor j, pelo
item anterior sabemos que j ndo pode ser uma cor j4 utilizada em F,,,. Considere que j é
acor ¢+ 1. Sem perda de generalidade considere que trocaremos a cor de s. A menor cor
possivel para s € j+1, pois qualquer cor até j —1 resultard em uma biclique monocromética
formada por B e um vértice de F,,,. Note que y se tornou um falso filho de X, pois foi
utilizada a cor de y aumentada em um para colorir s. Da mesma forma, a cor de s também
se tornard um falso filho de X, e se outro n6 0 for raiz de um conjunto independente

maximal monocromatico, a cor de seu filho sera a cor de s aumentada em 1.

Note que o nimero de filhos folhas de um n6 X rotulado com 1 somado ao niimero de

falsos filhos folhas, resulta no maior valor possivel de bicliques monocrométicas enraizadas em
X.

Voltando aos casos de conjuntos independentes maximais monocromadticos, esse se-
gundo caso considera que ny possui apenas um filho folha y. Como y € o unico filho folha,
existe pelo menos um né W rotulado com 1 que € filho de ny. Considere que todas as bicliques
enraizadas em W sdo policrométicas. Entdo o ndmero de filhos folhas somado ao nimero de fal-
sos filhos € o valor f que é o maior valor possivel de bicliques monocromadticas enraizadas em
W. Atribuindo f + 1 a y, esse vértice terd cor distinta de qualquer conjunto independente maxi-
mal monocromético em 7'(W), resultando que em 7'(n) os conjuntos independentes maximais

sdo0 policromaéticos.

Sempre € possivel aplicar essa forma de coloragdo para y partindo das cores dos filhos
e falsos filhos dos nds 1 irmaos. Entretanto, ha casos que se a coloracdo for feita dessa forma
aumentard o nimero de cores necessarias. Para tentar usar apenas (3 cores na coloracdo, a cor
de y pode se basear nas cores dos filhos e falsos filhos da raiz da biclique, pois essas dizem qual
¢ a maior cor que torna bicliques monocromaticas. Entretanto, ha casos em que serdo utilizadas

8 + 1 cores, ou seja, um cografo de unido com pendente G tem nimero biclique cromadtico

Xbe(G) tal que B(G) < x3e(G) < B(G) + 1.
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Dada uma codrvore 7' de um cografo de um unido com pendente GG a coloragao biclique

minima € feita como apresentado nos itens abaixo.

e Filhos de nés 1: atribua cores aos vértices iniciando em 1. No pior caso serdo usadas 3
cores como enunciado no Lema [5.3] e todas as bicliques de uma aresta ndo serdo mono-
cromdticas.

e Filhos de n6s 0 com mais de um irmao vértice: atribua cor 1 a um deles e 2 aos demais
e toda biclique que contém descendentes desse né 0 ndo serd monocromatica. A colora-
¢do serd minima, pois sdo necessdrias pelo menos duas cores para uma biclique ndo ser
monocromatica.

e Filho vértice y tunico de X que é n6 0: primeiro sao coloridas todas as subarvores enrai-
zadas em n6s 1 filhas de X. Se para algum né w rotulado com 1, irmao de y, a dltima cor
utilizada para seus filhos e falsos filhos € menor que (3, atribua a préxima cor a y. Nesse
caso, y terd no maximo cor [, ndo aumentado o nimero de cores necessarias para a co-
loracdo biclique do cografo. Seja R o pai de X. Se todos os filhos nés 1 tem nimero de
filhos igual a 3, entdo verifique a soma do nimero de filhos folhas e falsos filhos folhas de
R. Se esse valor for menor que (3 atribua a préxima cor para y € aumente em um o nimero
de falsos filhos de R. Assim, o conjunto independente maximal enraizado em 7'(X) serd
monocromatico, entretanto, qualquer outro conjunto independente maximal enraizado nos
filhos de I? forma uma biclique nao monocromaética com os conjuntos independentes en-
raizados em X, devido a cor de y. Caso a tltima cor usada nos filhos folhas e falsos filhos
folhas de R seja igual a 8 a cor de y deve ser 5 + 1. Isso aumentard o nimero de cores
necessdrias para a coloracao em 1, mas ndo hd como usar menos cores, pois ha conjuntos
independentes maximais monocromaticos enraizados em 7'(X) para qualquer valor de 1 a
[ e ha conjuntos independentes em outras subarvores de R monocromadticas para valores
delap.

Com esses passos € possivel criar um algoritmo para coloragao biclique em cografos de
unido com pendente. A estrutura dos nds de operagdo, para esse algoritmo € baseada na estrutura
usada nos n6s da codrvore gerada no algoritmo de reconhecimento de cografos com o acréscimo
de dois campos, campo pat, uma referéncia para o n6 pai, e numeroFilhosVertices, que guarda a
maior cor com a qual hd conjuntos independentes maximais monocrométicos enraizados naquele

no, se o no for rotulado com 1, ou seja dltima cor usada em filhos e falsos filhos de nés 1.

Antes do algoritmo de coloracdo é necessario executar uma busca em profundidade no
grafo para encontrar o valor de (3, ou seja, para contar qual é o maior niimero de filhos folhas
em um mesmo no 1. O valor de 5 é uma constante global para o algoritmo de coloracio. Nessa

busca também ¢ preenchido o valor do campo numeroFilhosVertices para todos os nés.

O Algoritmo §|colore qualquer cografo de unido com pendente com o minimo de cores

necessdrias, ou seja, 5 ou 3 + 1 cores.
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Algoritmo 8: coLoRIRCOGRAFOUNIAOPENDENTE(NG NO)

Entrada: Estrutura do n6 de operagdo 0 ou 1
Saida: dltima cor usada se né € do tipo 1 ou O caso contrario

1 inicio
2 se No—tipo == I entido
3 cor<— 1
4 para Cada vértice v da listaFilhosVertices faca
5 v +— cor
6 cor <— cor +1
7 fim
8 para Cada né M da listaFilhosNos faca
9 ‘ colorirCografoUniaoPendente( M)
10 fim
11 retorna numeroFilhosVertices
12 senao
13 se Possui apenas 1 filho vértice v entdo
14 menor «— 5+ 1
15 para Cada no M da listaFilhosNos faca
16 aux <— colorirCografoUniaoPendente(M)
17 se menor=>aux entao
18 ‘ menor <— aux;
19 fim
20 fim
21 se menor +1 < (3 entdo
22 | v<—menor +1
23 senao
24 se No—pai—numeroFilhosVertices < 3 entao
25 v¢—No—pai—numeroFilhosVertices+1
26 no—pai—numeroFilhosVertices «— no—pai—numeroFilhosVertices +1
27 senao
28 | w—pB+1
29 fim
30 fim
31 senao
32 No—listaFilhosVertices[0] —cor = 1
33 para Cada vértice v da listaFilhosVertices iniciando na posicao 1 faca
34 | ve—2
35 fim
36 para Cada né M da listaFilhosNos faca
37 ‘ colorirCografoUniaoPendente(M)
38 fim
39 fim
40 fim
41 retorna 0
42 fim

Fonte: Autoria prépria

Para exemplo de execucao, vamos aplicar o Algoritmo (8| na codrore da Figura sa-

bendo que 3 do grafo € 2.
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Figura 29 — Coloracio em cografo de uniao com pendente

Fonte: Autoria prépria

A raiz A é recebida na primeira chamada, e sdo atribuidas as cores 1 e 2, respectiva-
mente, aos vértices a e b. Na linha 8, o algoritmo é chamado enviando primeiro B e depois C'
como parametro. Quando B € enviado como pardmetro a linha 13 retorna verdadeiro, entdo o
algoritmo é chamado para os filhos D e £/ de B comparando o retorno para guardar o menor
possivel. Na linha de execucdo de D € atribuida cor 1 para d e chamado o algoritmo enviando
F' como parametro. Para F', a primeira condicao na linha 13 da falso e € executado o sendo da
linha 31. Nele € atribuido cor 1 para f e cor 2 para e e o algoritmo retorna para a chamada do
n6é D na linha 10. Na linha 11, o algoritmo retorna 1. Voltando a linha 16 da chamada de B é
atribuido 1 ao auxiliar auz. Como 1 € menor que [+ 1, o valor da varidvel menor passa a ser 1.
O processo € semelhante para a chamada do algoritmo enviando F/, mas nesse caso o algoritmo
retorna 2 e, portanto, o valor de menor nao é atualizado. Como menor tem valor menor que (3,

o vértice c recebe cor menor + 1 que é 2.

Nesse ponto o algoritmo estd na linha de execugdo do né A nalinha 9, onde C é enviado
como pardmetro em outra chamada. Por sua vez, C' chama o algoritmo para G que, como nao
tem filhos vértices folha, chama o algoritmo para /1, que chama o algoritmo para .J. Nesse ponto,
o lago da linha 4 atribui cor 1 para [ e 2 para m, retornando valor 2. Como 2 + 1 é maior que
[, a linha 24 verifica se a varidvel numeroFilhosVertices do pai de H, né (G, é menor que .
Como o valor verificado em numeroFilhosVertices € 0, j recebe cor 1 e aumenta em um o valor
de numeroFilhosVertices de G que passa a ser 1. Um processo semelhante acontece com o nd
1, que atribui cor 2 para k também aumentando o valor de numeroFilhosVertices, que agora € 2.
Voltando para a linha de execucdo do n6 C, este verifica que o valor retornado do n6é G € 2 que
€ igual a 3, entdo € feita a verificacdo no vértice A, que também possui numeroFilhosVertices

igual a 3. Devido a isso, i recebe valor § + 1.
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A Figura [30] mostra a codrvore da Figura 29 colorida e a Figura [31] apresenta o grafo

representado pela codrvore.

Figura 30 — Coloracio em cografo de unidao com pendente final

Fonte: Autoria propria

Figura 31 — Cografo de uniio com pendente colorido

Fonte: Autoria prépria

Com o Algoritmo [§] qualquer cografo de unido com pendente pode ser colorido em

coloragdo biclique utilizando o minimo de cores. Na proxima secdo € dada a complexidade
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desse algoritmo.

5.3 ANALISE DA COMPLEXIDADE DO ALGORITMO

Nessa secdo faremos uma discussdo sobre a complexidade do Algoritmo[§]em funcdo

do niimero de operacodes da codrvore, ou seja, os nds internos, considerando o pior caso.

Lema 5.5. Se T' é uma arvore com n folhas tal que todo no interno tem pelo menos dois filhos,

entdao T tem no maximo n — 1 nos internos.
Demonstragcdo. Vamos provar por inducao.

e Caso base: Se n = 1, ou seja, se a drvore tem apenas uma folha, entdo nao pode ter raiz,
pois a raiz teria apenas um filho, contradizendo a hipé6tese. Logo, 7" ndo tem nds internos.
Se n = 2, entdo a unica possibilidade € que a drvore seja um P5. Logo, tem apenas um nd
interno. Para os casos n = 3 e n = 4, todas as possiveis drvores que satisfazem a hipétese
podem ser vistas na Figura[32]e, por inspecdo, verifica-se que o niimero de nés internos é

menor que o nimero de folhas.

Figura 32 — Exemplo de geracio de coarvore

%
(1)
O nos internos
0=1

1=4

3 nd interno

1=2

2 nd interno 3 no interno
2=d 3=4

2 nd interno
2=3

Fonte: Autoria prépria

e Hipotese de inducdo: Qualquer arvore com até k folhas tal que todo né interno tem pelo

menos dois filhos € uma arvore com no maximo k& — 1 nds internos.

e Passo: Seja T uma arvore com k + 1 folhas, k£ > 4. Se existe um né v que € pai de trés ou
mais folhas, entdo remova uma folha de u. A nova arvore 7" tem 0 mesmo ndmero de nds
internos que 7". Além disso 7" tem no k folhas e, por hip6tese de inducdo, tem no maximo

k — 1 nés internos. Logo, T' tem no maximo £ — 1 nds internos, estd provado.
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Agora, suponha que todo né interno é pai de no mdximo duas folhas (além de outros
possiveis filhos que sdo nds internos). Como k > 4, existem pelo menos 5 folhas. Como
nao hd né que seja pai de mais de duas folhas e todo né interno tem pelo menos dois filhos,
entdo existe um no interno u cujos filhos sao exatamente duas folhas. Observe que u ndo €
pai de nés internos. Remova de 7" os dois filhos de u, criando a drvore 7”. Note que, em 77,
o né u é uma folha. Entdo, 7" ndo tem as duas folhas filhas de u, mas tem uma nova folha
(o préprio u). Entdo, 7" tem k folhas. Pela hipdtese de indugdo, 7”7 tem no maximo k — 1
nos internos. Como 7" tem um nd interno a mais (o vértice u), entdo 7' tem no maximo k

nds internos.

]

Antes da execucdo do Algoritmo|8] deve-se criar uma codrvore candnica para o cografo
G. Como visto na Se¢ao a criacdo de uma codrvore candnica tem complexidade de tempo
O(|V(G)| + |E(G)]). Uma vez que se tenha a codrvore candnica, seu nimero de nés é no ma-
ximo 2n— 1, onde n é o nimero de vértices do cografo. Como em qualquer drvore 7" com |V (7T')|
vértices o nimero de arestas é |V (T')| — 1, temos que o nimero de arestas dessa codrvore é, no
maximo, 2n — 2. Para determinar o nimero de bloco desse cografo, é executada uma busca em
profundidade na codrvore. A complexidade do algoritmo de busca em profundidade é conhe-
cidamente O(|V(G)| + |E(G)

n6. O nimero de operagdes em cada chamada é delimitado por uma constante. Seja p o maior

), para qualquer grafo G. O Algoritmo (8| é chamado para cada

nimero méaximo de operagdes gastos em uma chamada, no pior caso, serdo gastos p(2n — 1)
operacg0Oes, ou seja, o algoritmo € linear. Como o algoritmo de criagdo da codrvore, a busca em
profundidade e o algoritmo de coloragdo sdo executados em tempo linear, a complexidade de

todo o processo € linear.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou algoritmos para enumeragdo e contagem de bicliques dada
uma codrvore. Por meio da codrvore também foi possivel encontrar o limite inferior 5 da colo-
racao biclique.

Nos cografos de unido com pendente, foi verificado que utilizando a codrvore € possivel
apresentar uma coloracdo biclique minima sem a necessidade de listd-las. Nesse trabalho, foi
apresentado um algoritmo linear de coloracio biclique para essa classe, determinando-se que
esses grafos tém xp. € {5, 5 + 1}.

Foi observado que toda biclique em um cografo de unido com pendente ou € biclique
de uma unica aresta ou possui pelo menos um vértice que € filho de né rotulado com 0 no
grafo original. Além disso, na coloracdo biclique de cografos de unido com pendente € possivel
garantir a ndo monocromaticidade das bicliques avaliando-se no maximo trés niveis da codrvore

para atribuir cor a cada vértice.

A Figura[33mostra um cografo que néo ¢ de unido com pendente. Note que para garantir
a ndo monocromaticidade das bicliques toda a drvore precisa ser analisada. Por exemplo, a ndo
monocromaticidade da biclique {{c}, {4, m, v, r}} é garantida no quinto nivel iniciando a partir

do n6 1 onde a biclique foi enraizada (nivel 0).

Figura 33 — Exemplo de coloracao no caso geral

o [a 1] [p 2] [c3]

G e 2l 0 2]k ][ 2] ma]lr [ 2] a)fa aj2]ls 5]l 1][v 2][v 3]

Fonte: Autoria prépria

Como trabalho futuro sugere-se investigar a existéncia de algoritmos polinomiais para
a coloracgdo biclique de cografos que ndo sdo unido com pendente. Outro trabalho futuro con-
siste em provar que o nimero de bicliques em cografos € exponencial a partir da andlise do
Algoritmo
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