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RESUMO

PETERSON, Roney. Introdag a Programap Linear. 39 f. Monografia — Programa de
P6s-graduago em Materatica, Universidade Tecnmjjica Federal do ParanCampo Moo,
2011.

Neste trabalho apresentamos uma intr@mug teoria de Progranéag Linear onde modelamos
alguns problemas e aplicamos @Mdo Simplex na sua resola

Palavras-chave:Programago Linear, Metodo Simplex



ABSTRACT

PETERSON, Roney. Introduction to Linear Programming. 39 f.nbgrafia — Programa de
P6s-graduago em Materatica, Universidade Tecnmjjica Federal do ParanCampo Moo,

2011.

This work presents an exemplified introduction to lineargpaonming, aimed at the resolution
of problems.since the modeling part of de the problem, gcabhesolution, and resolution by
the simplex method and is offsshoots.

Keywords: Linear Programming, Simplex method
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1 MODELAGEM EM PROGRAMAC AO LINEAR

Durante a 2 Guerra Mundial as for¢as militares tiveram a necessidadmdsultar grupos
aca@micos para obterem novos meios para estudarem problertnatgisos e aticos que
fugiam a sua rotina. Dentre os problemas estudados, ineb@gemnemprego eficiente do radar,
uso de canbes anti-areos, aticas de bombardeio a submarinos, etc. Desta forma, amcav
um melhor aprimoramento de su&enicas utilizando o conjunto de processosétatdos de
aralise desenvolvidos pelos aéadicos.

O sucesso desse noveetado, foi devido principalmente a nova forma em que eram co-
letadas informaies e dados, e como se fazia al&se dos mesmos, do que propriamente 0s
resultados onde eles eram empregados. O conjunto dessessws foi denominado de Pes-
quisa Operacional, que inicialmente foi criado na Inglater

Apos o final da Guerra, esta nova forma de aborda problemasdedrecionamento para
desafios ligadoa geéncia civil.

O marco definitivo na afirm@p da Pesquisa Operacional foi a publé@agor

G. Dantzig, em 1947, do @odo simplex para a progran@a;linear. Assim, a
programago linear se tornou a primeiradnica exgkita e permanece hoje como
a mais lasica ditil de todas as&cnicas da Pesquisa Operacional. (PUCCINI; P1Z-
ZOLATO., 1987)

1.1 O PAPEL DOS MODELOS

O conceito de modelé essencial nos estudos de pesquisa operacional. Em tektmnt
modeloé uma idealizao, ou uma vido simplificada da realidade. A partir dessa ideatipac
0 modelo empregdmbolos materaticos para representar as “neis de dec#o” do sistema
real. Essas vaaveis 80 relacionadas por fuies materaticas que expressam o funcionamento
do sistema. A soluip consiste em encontrar valores adequados daésve@ide decio que
otimizem o desempenho do sistema, segundo ermitiesejado. A Figura (1) ilustra o conceito
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de modelo e as atividadeadicas da pesquisa operacional.

sisTEMA | diaentstico | e ong | hipbreses

REAL > >|D0 PROBLEMA M)~ MODEED

= simplificadoras
'l
/”,
=]
o 2
, g °
)I =
METODOS soluco SOLUGAD
[TRAD:C!DNAJS}' | INPLEMENTACAO! - st————1. nONOBELD
| —

Figura 1: Atividades basicas da Pesquisa Operacional

Dado um sistema real, a perc@pgle que & nele alguns aspectos que exigem modibies¢
em seu gerenciamento leaalefini@o do problema. Por meio de bigses simplificadoras, nas
guais §i0 estabelecidas as vareis de decio e as reldpes relevantes do sistema, chega-se ao
modelo materatico. Obtida a solio do modelo, esta deve ser avaliada e criticada levando,
eventualmenta revies nas hipteses ou no modelo. O processo de @visrossegue ague
a solu@o seja consideradahda, quando passargfase de implementag.

1.2 MODELOS DE PROGRAMAGO LINEAR

Os modelos de progranig linear €m as seguintes caradtdicas:

1. Um criterio de escolha das “vaneis de dec#o” constitido por uma fungo linear das

variaveis. Esta furijo & denominada furdp objetivo e seu valor deve ser otimizado
(maximizado ou minimizado).

2. Asrela@es de interdepegdcia entre as “vasiveis de dec#n” se expressam por um con-
junto de equa@es e/ou inequégs lineares. Essas reles §0 denominadas restéies.

3. As “variaveis de decio” do modelo 8o rio-negativas, ou seja, positivas ou nulas.
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O aspecto mateatico do modelo geral de prograndadinear et ilustrado a seguir (Variées
do modelo consistem em minimizArou ter restries com o sinal): =" ou “>".

Maximizar Z(X) = C1X1+CoXo + ... + CnXn
( ajiXy+aXe+...+amxin < by
a1X1+apXo+... +amXin < b 1)
Sujeito as condiges :
amX1 +amXe + ... +8mXin < bm
X1,X2,...,% > 0

Em nota@o matricial o modelo acima pode ser escrito:

Maximizar Z(X) = cx
Sujeito as condiges Ax<b
x>0

onde:

Amxn - Matriz dos conjuntos tecrgicos;

bmx1 : vetor dos recursos dispeis;

Cixn . vVetor dos custos/lucros uaiios;

Xnx1 . vetor das vaaveis de decio;

Para interpretar o modelo geral, cénv asso@-lo a uma empresa que tamrecursos
disporiveis para a fabricap den produtos distintos. Assim para os produjos 1,2,...,ne
recursos =1,2,...,m, tem-se:

Xj: nivel de produgo do produto ou atividade Osx;j(j =1,2,...,n) sdo as inognitas
ou variaveis de decio do problema.

¢j: lucro unitario do produtoj.

bi: quantidade dispdwel do recursa(b > 0).

ajj: quantidade do recursa@onsumida na proda@p de uma unidade do produjto

A funcao objetivo a ser maximizada representa o lucro total da esapnas atividades
distintas.
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As m restrigges de (1) informam que o total gasto do recurstasn atividades, tem que
ser menor ou no Aximo iguala quantidadd; disporivel daquele recurso.

As restriesx; > 0 (j = 1,2,...,n) indicam que o fvel de produg@o de cada produtcao
pode ser negativo.

1.3 FORMULAGAO DE MODELO

Em problemas da vida reaéxias aproximaes tem que ser feitas antes que elas possam
ser modeladas como problemas de Progra@magnear. Os priripios tAsicos com objetivo de
obter o modelo, sé@o ilustrados considerando um exemplo simples de problemaistura de
produtos.

Exemplo 1.1 ( PMP) Uma industria faz dois tipos de fertilizantes chamados Hi-fostatms-
fosfato, tés tipos lasicos de mdria-prima 20 usados na fabricd@p desses fertilizantes da
seguinte maneira.

Tabela 1: Producao de fertilizantes

Toneladas de matias-primas| Quantidade Mx de maérias-primas
para produgo | para produgo disporivel
no mes
Matéria-Prima (MP)|  Hi-fosfato Los-fosfato

1 2 1 1500

2 1 1 1200

3 1 0 500

Preco de venda
R$/ Tol 15 10

Quanto de cada fertilizante a idtria precisa fabricar para maximizar o lucro?

A formulagdo do modelo segue basicamenéstpassos:

1. Passo: Identificép das vaaveis de decip.

Associa a cada atividade que o tomador de @eciem que realizar uma vaviel.

No exemplo (1.1) temos duas atividades:

(a) Atividade 1: produzir toneladas de Hi-fosfato;
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(b) Atividade 2: produzir toneladas de Lo-fostato.
Associando

X1: quantidade de toneladas de Hi-fostato produzidas;

X2: quantidade de toneladas de Lo-fosfato produzidas.
Temos que as vaveisx; e X, tem que ser@o negativag,;, X, > 0 para ter algum sentido
pratico.
. Passo: Formulap da fun@o objetivo.

E a fungo que estabelece a refacdas vadveis de dectb com o objetivo, fixando um
critério (minimizar ou maximizar) a ser buscado na residugo problema. Deve ser uma

funcao linear nas vaaveis de dec#o.

No exemplo (1.1), queremos maximizar a venda obtendo assmaiar lucro posivel,
ou seja, queremos encontrar o valaximo da fun@o

Z(X1,X2) = 15x1 + 10%2
dentro do nosso domio.

. Passo: Equacionamento das re8esg;

As restrifes do problemaa® as relag@es de interdepeidcia das vaaveis que se ex-
pressam por equées e/ou inequées lineares. Podem, por exemplo, representar limita-
cOes de recursos ou exigcias de demanda.

No exemplo (1.1) temos a limitag de recursos, ou seja, a quantidadgima de maria-
prima dispoivel no nés, MP 1,MP 2 e MP 3 tem dispvel respectivamente 1500, 1200,
500 toneladas B8, logo as inequées §0:

2X1+1x, < 1500
Ix1+1Ix, < 1200
Ix1+0xp < 500

X1,X2 > 0
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Depois de observar os passos 1,2,3 temos que a foranutk;problema do exemplo (1.1),
como problema de prograntaglinearé dado por

Max Z(X1,X2) = 15x; + 10x
(24 +1% < 1500
q+1x < 1200
X +0x < 500
0

SA

AVARR VAR VAN

X1, X2

Durante o desenvolvimento destes passos para a forawtigproblema de progran@as;
linear (PPL) algumas hiieses simplificadorags necesaias.

e Proporcionalidade

Nos modelos de Prograntg Linear ( PL) assume-se que o lucro ou custo de cada ati-
vidadeé proporcional aoinel de produgo ou consumo, sendo o lucro @b ou custo
unitario a constante de proporcionalidade.

No exemplo (1.1) sabemos, que uma tonelada de Hi-fogfaemdida poR$ 15 00. As-
sumimos desta maneira gegetoneladas de Hi-fosfate vendida por 1%;, e a constante
de proporcionalidade 15, ou seja,

15x4 -
X1 N

15

sendo o lucro undrio.

Observa-se, tan@m queé requerida 2 toneladas da @ prima 1 na prod@p de 1
tonelada de Hi-fosfato, logo pela , proporcionalidaglesquerida 2 toneladas da MP 1
na produ@o dex; toneladas de Hi-fosfato.

e Aditividade

Considera-se em PL que as atividades do modatotstalmente independentes. Por
exemplo, o lucro total obtidé a soma dos lucros com cada atividade, 0 consumo de um
determinado insumeé a soma das quantidades desse consumidas em cada atividade.

No exemplo (1.1) temos pela proporcionalidade que se lddaele Hi-fosfat@ vendida
por R$15 00, enox; toneladas de Hi-fosfate vendida por 1%, reais, o mesmo ocorre
com o Lo-fosfato, ou seja, que 1 tonelada de Lo-foséatendida poR$10,00 , enfiox,
toneladas de Lo-fosfa®vendida por 1% reais, logo pela aditividade temos que o lucro
na venda

15x; +10x;
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gueé igual a soma dos lucros de cada fertilizante, ou seja eéavedsifio independentes,
logo no caso geral

Z(X1,X2, -+, %n) = Z1(X1) +22(X2) + - - - + Zn(Xn)
ondeZ(x;) & a contribuigo da vamavelx; na fungo objetivo.

e Continuidade

Admite-se que cada vanrel do modelo pode assumir qualquer valor reéa negativo
dentro de seu intervalo de varé; embora com problemas reais, algumas delas fiquem
restritas a valores inteiros.

e Coeficientes Constantes

Consideram-se como constantes os lucros/custa@igsicomo os coeficientes tecogicos
(que indicam por exemplo,a quantidade de recursos conssma uma unidade produ-
zida).

Definicao 1.1 (Solué@o Viavel) Dado um PPL um soldp viavelé um vetor que estabelece o
valor de cada va@vel do problema, valores esses que satisfazem todas agd@estinclusive
as restries das vaaveis seremao negativas.

Definicao 1.2 (Regao Viavel) A regido viavelé o conjunto de todas as soligs vaveis.
Definicao 1.3 (Solu@o 6tima) Uma solu@o 6timaé uma solugo viavel que minimiza ou ma-
ximiza a funé@o objetivo de acordo com o desejado dentro do conjunto dasted soluges
viaveis.

1.4 TIPOS DE SOLUQES

Vamos apresentar os tipos de sdles:

1.4.1 Solug@odnica

Apresentaremos como exemplo de salgnica, o exemplo (1.1), que consta de um pro-
blema de duas vaveis, que pode ser resolvido utilizandafigos no plano cartesiano (MURTY,
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1085).
Max Z(X1,X2) = 15x3 + 10x
(2% +1x, < 1500
Ixi+1x, < 1200
SA 1+ <
Ix1+0x, < 500
X1,X2 > 0

*2

Figura 2: Representa@o Grafica PMP

Observe que a re@d viavel &€ a intersego de todos os semi-planos determinados pelas
restrigdes. As curvas deivel deZ(xi,X2) sao retas paralelas no plano. De fato;

CN¢ = {(x1,%2) € IR% Z(x1,%2) = K}
CN¢ = {(x1,%2) € IR%15% + 10x = K}

Alem disso, o gradiente

0Z 07
UZ=|—-—,—1]=(151
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aponta a direfo de maior a@scimo da fungoZ e

OZ1CN, vk € IR

*2

Figura 3: Representago do gradiente

Assim, “deslocando”as curvas déval na dire@o do gradiente estaremos caminhando na
direcdo de maior a&@scimo da fungo Z. Fazemos isto, enquanto a curva intercepta a&cegi

viavel, obteremos no extremo um ponto da@egiiavel que resulta num maior valor de

1.4.2 Soluges nultiplas

Considere o seguinte modelo de prograaweknear:

Max Z=1x3+2%

( 1x; + Ox2
Ox1 + Ixo
1x; + 22

IN

SA

IN A
o O© b~ W

v

X1, X2

gue podemos representar graficamente da seguinte forma:
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Figura 4: Representag@o Grafica de Solu@es Miltiplas

A Figura (4) mostra que 6timo ocorre nos &rtices C e D, assim como em todos 0s pontos

de segmento que os une. Este castenominado de sol@es niltiplas.

1.4.3 Solu@o Infinita

Considere o modelo de prograrndadinear:

Max Z(x1,X2) = 0.60x; + 0.35%,

SA

( SX1+ X2
4xX1 + 2%
2X1 + 1Ixo

X1, X2

2
>

ALY,

8
15
3
0
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Figura 5: Gr afico de Solu@o Infinita

Analisando este problema temos que qualquer 80lde tipax; — +o0 eXxo — 400, satisfaz
as restrifes e torn& divergente. Diz-se que a solugé infinita. Na patica,é inconcebvel
uma solu@o desse tipo; significa, certamente, que alguma rastdg problema foi omitida.

1.4.4 Modelo incompatel

Considere o modelo

Max Z(x1,X2) = 0.60x; + 0.35%,
(5 +7x2 > 8

4x1 + 2X2 15
SA 2x1 + 1%

X+ Ixo

IN IV IV IV

X1, X2

v

\

Temos que a inters&gé vazia, ou seja,do existe redio viavel.
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2 METODO SIMPLEX

O Método Simplexé um algoritmo criado por Dantzig em 1947 para resolver PRIsgga,
encontra algebricamente a sdogde um modelo de progranzexlinear.

A primeira aplica@o significante deste@wodo, foi feita por outra pessoa qu&om pobprio
Dantzig. Esta por sua vez, ocorreu logdsm@m sua criggo, ao final de 1947, por J. Lader-
man, que resolveu o planejamento de uma dieta com 9 fEstrige igualdade e 27 vaveis
nao negativas. Atualmente, usando as facilidades oferepielas modernos computadores, e
sofisticadas implementaes do Metodo Simplex, os problemas de Prograéwatinear com
milhares de restriies e vaveis 80 poséveis de serem resolvidos.

Para aplicar o Mtodo Simplexg necesaio que o PPL em quest esteja expresso numa
forma padéo, quee requerida pela maneira como o algoritmo foi desenvolvido.

2.1 FORMA PADRAO

A forma padéo do PPL conmrestrigdes en variaveis pode ser representada como segue

Max(ou Min) Z =c1X3 +CoXo+ ...+ CnXn
(
ap X +agXo+...+amXn = by

ao1X1 + agaXo + ...+ AgnXn

I
o
N

SA

amiX1 +amX2 + ... +amXn = bm
X1,X2, -5 Xn Z 0

onde os termos independent@&® sRo negativos, ou sej@; > 0,i = 1,2,...,m. Na nota@o
matricial, a forma pa@woé representada por:

Max(ou Min)  Z=cx

Ax=Db
SA
x>0
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onde:
e Anxn € a matriz dos coeficientes tecogicos;
e Xnx1 € 0 vetor das vaaveis de decio;

e bm1 € 0 vetor do lado direito das resfies,b > 0, ou vetor dos recursos dispueis;

e C14n € 0 vetor dos lucros (ou custos).

Ha alguns casos em que se faz neagas adaptap do PPL para obter-se a Forma Radr
Na prbxima se@o, vamos especificar esses casos.

2.2 TRANSFORMA(}S\O DE UM PROBLEMA GERAL PARA A FORMA PADRAO
Vamos analisar as diferentes sitGag que podem ocorrer.

2.2.1 Desigualdade do tipo menor ou igysl).

Suponhamos que aisima restrigo do PPL seja
&1X1+ ... +ainXn < by,

para deixar a restr@p na forma pa@o, basta adicionar uma vavel de folga(slack) %1 > 0,
desse modo a nova resfi sea

Qj1X1 + @joXp + . . . + @inXn + Xn1 = bi.

2.2.2 Desigualdade do tipo maior ou igual)(

Suponhamos que &isima restrigo do PPL seja
&1X1 + ... + &inXn > by.

Para deixar a resti@p na forma pa@wo, basta subtrair uma vaviel de excessurplus) %1 >
0. Deste modo, a nova restig sea

&1X1+ ... +ainXn — Xn+1 = by
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2.2.3 \Varhveis sem restries de sinalifrestritas)

Suponha que a vaavelx, possa assumir valores positivos ou hegativos. Neste casewst
ser substitida porx, = X}, —x|! ondex} > 0ex}! > 0.

Observa@o 2.1 Este tratamento para as vaveis sem restriges de sinal podeao ser muito

conveniente uma vez que aumenta o numero dawas do problema.

Um outro netodoé usar esta caractstica para elimia-las do problema. Suponha um
PPL no quak; é irrestrita. ao menos em uma das red&s; 0 coeficiente d&; se@a rdo nulo.
Digamos que na @ésima restrigo

ai1X1 + &2X2 + ... + a&nXn = by

tomamosa1 # 0. enfo podemos escrever

aj1X1 = by — @jpX2 — ... — @inXn
_b & Xn
a1 a1 a1

e substituindo nas demais restiés e na fur@o objetivo obtemos um problema com uma
restri@o e uma vaével a menos. Depois de obtida a s@ogo novo PPL podemos deter-
minarx; substituindo os valorestimos dexy, ..., X, ha expresdo acima.

2.2.4 Varavel de cota inferior

Se existir uma vaavel que satisfazer uma conda;do tipo
X > |,
ondel # 0. Devemos escrévla na forma
Xc— | >0,

e substituirmos poky, —| por yx. Teremosyx > 0 e substituiremosy = yx + | nas outras
restrigoes e na fur@o objetivo.

2.2.5 Lado direito negativo

Basta multiplicar a restrép por—1.
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2.2.6 Varavel rho-positiva

Se alguma vaéivel for rao-positivaxyx < 0, deve ser substitda poryx > 0, comx, = —Y.

2.2.7 Equivagncia entre minimiza&p e maximizago

Sabe-se que oimimo de uma fungo acontece no mesmo ponto queaamo do sinétrico
da fun@o. Desta forma os problemas

MIinZ(X) = €1X1 4+ CoXo + ... + CnXn

MaxXW (x) = —Z(X) = —C1X1 — CoX2 — ... — CnXn

sa0 equivalentes, iste possuem as mesmas s@es.
2.3 APLICACAO DO METODO SIMPLEX

Para exemplificar o todo Simplex, vamos utilizar o exemplo (1.1), onde temosnon
delo PPL que queremos descobrir o quanto devemos vendedddegtilizante para obter o
maior lucro poswel. A quantidade do primeiro fertilizante asndicada pox; e do segundo
por Xz, ou seja, queremos descobrir o valonge x,, de forma que maximize o meu lucro, de
acordo com o modelo abaixo:

Max Z(xg,%2) = 15x3 + 10x
(2 +1x < 1500
1200
500
0

1xq + 1x
SA 1T
1x; + Ox2

IV IA IA

X1, X2

Colocando na forma paélo , obtemos:

Max Z(X1,X2) = 15x1 +10x2

[ 2%+ 1+ 13+ 0xg+ 05 = 1500
1x1 + Ixo + Ox3 + 1X4 + OXsg 1200
Ix; + 0% +0x3+0x4+ 1xs = 500

X1,X2,X3,X4,X5

SA

v
o
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Ao considerarmos um PPL na forma paolytemos:

Max Z=cx
Ax=Db
SA
x>0

ondeAmxn.Xnx1, Bmx1, C1xn, N > M, Posto deA € igualmeb > 0 ((BOLDRINI et al., 1986)).

Algumas definiges &o importantes:

e Uma solu@o viavel (ou facivel) do problema um vetorx que satisfaAx=bex > 0.

e A regiao viavel (ou facivel) € o conjunto de todas as soligs vaveis. Se essa r&g €
vazia o PPLé ditoinviavel ouimpossvel.

e Solu@o kasica pardx = b & uma solugo obtida fazenda — m variaveis iguais a zero
(variaveis rao khasicas) e resolvendo em reda@as demais (vadiveis lasicas), ou ainda,
as varaveis asicas de uma sol&éQ f.0 aquelas cujos vetores colunas associados a matriz
tecnobgica(a;j ) mxn formam uma base para a mesma, as demaiéwegis $10 chamadas
nao-kasicas.

e Uma Solu@o Basica Vavel (SBF)e uma solugo kasica que tan#mx > 0; ela sead ainda
dita degenerada se alguma @ael kasica for nula.

e Solug@oobtimaé um vetor fadivel x* que otimiza o valor da furdp objetivoZ* = cx*; essa
solugdo pode seiinica ou podem havétimos nultiplos x; e x5, quandaZ* = cxj = CX%.

e Solu@o ilimitada (MAXZ — +o ou MINZ — —) & aquela em queéhuma redio
factivel, mas odtimo raoé finito.

Voltando ao problema (1.1).

Max Z(x1,X2) = 153 + 10x

( 2%+ 1+ Ixg+Ox4+ Oxs = 1500

X1+ X+ 0x3+ x4+ 0xs = 1200

Ix1 + O+ 0x3+0xq4 + 1xs = 500
X1,X2,X3,X4,X5 > O

SA

\

Observe que este modelo@sta forma cabnica pois existe uma matriz identidade de ordem 3,
como sub-matriz déz,5. Como o nétodo simplex precisa de uma sdogviavel kasica (SBF)
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inicial temos que ela sai de graca.

Xx1=0 e X =0,

x3=1500, x4=1200 exs5=500

Para melhor entender oétodo, vamos detalhar os passos.

Vamos aumentax;, pois ele me da@ o melhor retorno, uma vez que temox;1& apenas
10x,. SO podemos aumentar uma \&arel de cada vez por iterag.

1° lteragcd@o: Vamos aumentax;. Até quanto posso aumentar?

Observe quey nao pode ser maior que 500. Devo considegacomo sendo o imimo
15 .
entre 500,7 e 1200, ou seja,

Min{%oo, 120Q 500}.

. ., 1500 . o :
Como o mnimo & —5 temos que o bloqueio &sha terceira linha, ou seja= 3.

Vamos fazer o pivoteamento. Temos:

151 +10x+0x3+0x4 +0xs = Z(X) L<L—153
2X1+ o+ 1X3+0x4+0xs = 1500 Ly <L;—2L3
X1 + X0+ 0x3+1x4+0xs = 1200 Lro<Lo—L3
X1+ 0% +0x3+0x4+1xs = 500
da )
Ox1+10x2 +0x3+0x4 —15%s = —7500
Oxg+1IXo+ IX3+0xg — 2X5 = 500
OX1+ 1o+ 0x3+1x4 —1Xs = 700
X1+ 04+ 0x3+ 0+ 1xs = 500

Como o coeficiente de € 10, temos que aumentgre rhoxs, pois o coeficiente de; €
negativo.
2° lteracdo Vamos aumentax,. Até quanto posso aumentar?

Observe que, nao pode ser maior que 500. Devo considegatomo sendo o imimo
entre 500 e 700, ou seja,

Min{SOO, 700}.
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Como o mnimo & 500, temos que o bloqueio &sta terceira linha, ou seja= 1.

Vamos fazer o pivoteamento.

4

OX1 +10xo +0x3+0x4 — 155 = —7500 L<L—-10L1
OXg+ I+ IX3+0xg — 2X5 = 500
OXg+ I+ 0xX3+ 1xg — IxXs = 700 Lry<=Lo—L;
\ X1+ 0%+ 0x3+0xqa+ 1xs = 500
temos
([ Oxq+ 0% — 1063+ Ox4+ 55 — —12500
OXg+1IXo+ IX3+0xXg — 2X5 = 500
OX1 4+ 0o —IX3+ 1Xq4+1xs = 200
X1 + 0% +0x3+0x4+ Ixs = 500

3° Iteragcdo: Posso aumentar o valor da figobjetivo? Sim, basta aumenkgr Observe que
X5 hao pode ser maior que 200, logo devo considerar

Min {200,500}

Temos que o blogueio ésha segunda linha= 2. Fazendo o pivoteamento

(

Oxq +0xo —10x3+0x4+5%x5 = —12500 L< L —5L,
OX1+Ixo+ Ix34+0xg —2%5 = 500 Li<=L1+2L,
OXy+0xo — IX3+ IXg+1x5 = 200
| X1+ 0%+ 03+ 04+ Ixs = 500 L3« Lz—Lo
temos
[ Ox+ 0%z — 5xg — 5x4+0xg = —13500

OX1 4+ Ixo — X3+ 0xg +0x5 = 900

OXy+0xo — X3+ IXg+ 1x5 = 200

IX1 +0xo +1Ix3 — 1X4 + 0Ox5 = 300

\

4° |teracao: Observe que a partir deste momen&mnenho como aumentar a fi@wgobjetivo,
pois os coeficientes dg e x4 A0 negativos. Desta forma, estou em uneciitde parada.
A soluggo6tima foi alcancada.

X;=300 x;=900 x5=0 x;=0 X;=200
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2.4 OTABLEAUDO METODO SIMPLEX

Para a sistematizag da aplicago do Metodo Simplex, utiliza-se uma tabela com carac-
teristicas bastante particulares. Dado um PPL, ele pode sesssgado por:

Tabela 2: Tableau Original

X1 Xo - Xn b
agn a2 - aim | b
am am2 - amn| bm

cC C - Cn | Z(x

A tabela 2é conhecida como otdblead original do PPL. Supondaon < n, o tableau
original & dito cardnico se existir uma submatin.m de Amxn.m ja includas as vaéveis de
folga e excesso, com colunas Linearmente IndependentésenLIR'. Caso isso acontega,
teremos o tableaud candnico.

A soluggo dada pox = (0,...,0,bs,by,...,by) &€ chamada de SBF e pode ser facilmente
identificada no Tableati Candnico. O netodo Simplex todo baseado nadblead candnico.
Ha casos nos quais tebleal candnico rioé obtido apenas com as possibilidades adaptativas
apresentadas.

Tabela 3: Tableau camnico

Xt X2 ... Xn X1 Xn+2 ... Xapm | b
a1 12 ... dIn 1 0 ce 0 b]_
dp1 dAp2 ... d2n 0 1 .. 0 bz
9 42 ... amn O o ... 1 bm
ci ©C ... Cp 0 o ... 0 | Z(x)
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2.5 PMP UTILIZANDO O “TABLEAU”

X1 X2 X3 X4 Xg

1 1 0 0 1500|L;«<=L;i—2L3

1 0 1 0 1200|Ly<=Lly—Ls

O 0 1 500

15 10 0 0 O 0O |L<L—-153
X1 X2 X3 X4 X5
0 1 0 -2 500
0 0O 1 -1 700|Ly<=Ly—10
1 O 0 1 500
0O 10 0 O -15 -750Q L<«<L-10L4
X1 X2 X3 X4 Xs
0O 1 1 0 -2 500 |Li<=Lli+2L
O 0 -1 1 200
1 0 0 O 500 | L3<=L3z—Ly
0O 0 -10 0 5 -1250Q0 L<«<L-5L;
X1 X2 X3 X4 Xs
O 1 -1 0 O 900
O 0 -1 1 1 200
1 0 1 -1 O 300
O 0 -5 -5 0 -13500

Observamos que nin@m mais quer entrar na base, logo estamos na&ohtgna. Por-
tanto, obtemos via “Tableau” qug = 300,x; = 900,x3 = 0, X; = 0 exs = 200. Conclimos
quez’ = 13500.

2.6 CASOS ESPECIAIS
Na maioria dos problemas reais,6apa modelagem, dificilmente o Simplex e&tara

forma carbnica. Quando isso aconted necesario incluir no modelo o quea® chamadas
de varaveis artificiais.
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Para contornar este problema, doistatos 8o utilizados. Que sao discutidos e demons-
trados com base no exemplo a seguir:

Exemplo 2.1 Considere o PPL:

Max Z(xy,X2) = 5%X1 + 2%
(406 < 3
0x1 + 1xo

IX1 + 2%

VANVAN

SA

v

4
9
0

v

[ X1, X2
Colocando na forma paao, temos:
Max Z(X1,X2) = 5x1+ 2%
’ X + 0%+ Ix3+0x4 — Ox5 =
0xq + Ixo + Ox3 + 1x4 — OXsg
Ix1 + 2%p + Ox3 + Ox4 — 1Xsg

X1,X2,X3,X4,X5 >

SA

I
o © h w

\
Observe que temos que introduzir as ®ae&is artificiais, neste casq, > 0.

Max Z(xg,X2) = 5xX1 + 2%2
IX1 +0xo + I3 +0x4 —OX5+0xg = 3
SA 0xq + 1Xo + OX3 + 1X4 — OX5 + Oxg
X1+ 2% +0x3+0x4 —IXs+1xg = 9

Ao introduzir as vaiveis artificiais, obtemos a solug inicial,x3 = 3, X4 = 4 eXg = 9.
Temos que zerag pois rao quero ele na soléag. A seguir apresentaremos duas maneiras mais
usuais de se fazer isso.

2.6.1 Metodo das Duas Fases

Esse netodo como o nome diz tem duas fazes:

1° Fase: Resolvemos o problema com as mesmas réssicapenas com outra firmobjetivo,
com intuito de minimizar a soma das \areis artificiais. Dada essa nova faon@bjetiva,
€ preciso mudar otableu’ para a forma cabnica e ertio aplicar o Simplex. Se, ao final
desse problema modificado, na s@atima ainda estiver alguma vaviel artificial com
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valor diferente de zero, e o0 problema originad infactvel. Caso con#rio, obtemos
uma SBF, e terminou @Fase.

Min G=Xg
[ 1xg+ Oxp+ Ixg + Oxg + Oxs + Oxg = 3
SA 0X1 4 1x2 + Ox3 + 1X4 + Ox5 + OXg 4
X + 2%+ 0xX3+ 0% — Ix5+1Xg = 9
[ X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0

Nosso propsito e tirarxg da fun@o objetiva. Para isso faremos o Pivoteamento. Como
mostramos a seguir.

(

OXg+0xo+0x3+0x3+0x5+1xg = G L<L-—L3
IX1 4+ 0o+ 1Ix3+0X4+O0xs+0xg = 3
OX1+ o+ 0x3+1xX4+0xs+0xg = 4
X1+ 2% +0x3+0x4 —IXs+1Xg = 9

—IxX1 —2%+0x3+0x4+Ixs+0xg = G—9 L<L+2L,

I +0xo + IX3+ 0xq4 + Ox5 +0xg = 3
OX1 + IXo + OX3 + 1X4 + Ox5 + OXg = 4
IX1 4+ 2% +0x3+ 0X4 — IXs + 1Xg = 9 L3<=L3z—2L

1° lteracdo: Vamos aumentar,. Até quanto aumentep?

Observe quey nao pode ser maior que 4,

. 9
Min< 4, - ».

Temos que o bloqueio ésha segunda linha,= 2.

Vamos continuar o Pivoteamento.

[ 1+ O+ Oxg+ 24+ I+ O0xg = G—1 L<L+Ls
X1+ 0%+ I3+ 04+ Ox5 + OXg = 3 L<Li—Ls
OX1+ I+ 0Ox3+1x4+0x5s+0xg = 4
IX1 +0xo+0X3 — 2X4 — IX5 + 1Xg = 1

2° lteracao: Vamos aumentax;. Até quanto aumente,?

Observamos que; nao pode ser maior que 1,

Min{3,1}.
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Temos que o blogueio ésha terceira linha, = 3. Vamos dar iitio ao pivotea-
mento.

(

OX1 4+ 0o+ O0X3 +0x4 + OXs + 1Xg =
OX14+0xo+IX3+ 2%+ X5 — IXg =
OX1 4+ IXo + O3+ 1X4 + OX5 +0xg =
I + 0% +0X3 — 2% — Ixs + 1Xg =

P AN

\

Observamos neste momento ggesaiu da base. Agora vamos daiicin a Segunda
Fase.

2° Fase: Com o sistema final da®lFase, mudamos novamente a fao@bjetiva para a
original e aplicamos o gtodo Simplex. Fazemos o pivoteamento desse sistéma at
chegarmos solu@o final do problema.

(

51+ 2%+ 0x3+0x4+0xs = Z L<«<L—-5L3
0X1+0X+ I3+ 24+ 1xs = 2
O+ +03+1x+0xs = 4
X1 +0X+0x3— 24— Ixs = 1

OX1 4+ 2% +0x3+10x4+5%x5 = Z—5 L<L—-2L

Ox1 +0xo+ Ix3+2X4+1Xs = 2
X +De+0a+1x4+0x = 4
IX1 + 0% +0x3 —2%X4 — Ixg = 1

OXy+0xo+0xX3+8x4+5x5 = Z—13

OX1 4+ O0xo + IXz+2X4 + 1Xs = 2 L1<:%
Ox1 +Ixo + Ox3+ 1x4+0xs =
IX1 + 0% +0x3 — 2%4 — IXs = 1

\

3° lteracdo: Vamos introduzixs na base. Quem sai da base?

Observe quey nao pode ser maior que 1

(2
Mind Z,45 = 1.
"2



34

Temos gques sai da base. Para isso faremos o pivoteamento.

;

OXqy+0xo+0x3+8x4+5x5s = Z—13 L<L-8L;

Ox1+ 0%+ 3X3+1xa+ 3% = 1
OX1+ IXo+ 03+ 1X3 +0x5 = 4 Lo<=L—Ly
IX1 4+ 0% +0x3 —2X4 — Ixs = 1 L3<=L3+2,

OXp+0Xo —4x3+0xs4+1xs = Z-—-21

O+ 0%+ X3+ Ixa+3%5 = 1 Li<2L
X1 + 1Xp — 3X3 -+ OXg — 3Xs

Iy 4 0x2 + Ix3 +0x4 +0x5 =

\

4° |teracao: Observe ques quer entrar na base, pdso maior positivo. Quem sai da
base?

Temos gquess nao pode ser maior que 2,

1
Min< — » =2.
{z2)
Conclumos quex, sai da base. Vamos dafi@io ao pivoteamento.

OXg+0xo—4x3+0x3+1xs = Z—21 L<L—L4

OXg+0Xo+ IX3+2X3 + 1x5 = 2
OX1+1X2—%X3—|—OX4—%X5 = 3 L2<:L2+%L1
X1 + 0%+ I3+ 0x4+0x5 = 3

OX14+0xo —5x3—2X4+0xs = Z—23

OxXq+ 0o+ IX3+2X4 + 1X5 = 2
OX1 4+ IXo+0Ox3+ 1x4 +0x5 = 4
X1 + 0%+ I3+ 04+ Ox5 = 3

\

Como rao tem mais ningem para entrar, chegamos na saoigtima

X1=38, X=4, x3=%=0, x5=2, e Z"=23.

2.6.2 Metodo de BigM

A diferenca deste Btodo para o etodo das Duas Fasésgue &o substitimos a fun@o
objetivo original por outra, apenas alteramos a &mobjetivo original, com a incl@® das
variaveis artificiais na furigo original.
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Quando temos um problema de maxim@agsubtramos cada vaavel artificial multipli-
cada por um valoM, e para o caso de problemas de minim@acsomamos cada vaviel
artificial multiplicada por um valoM, onde ess& & uma constante suficientemente grande,
ou seja, deve ter uma ordem de grandeza muito maior compaoadmeficientes das vaveis
originais do problema. Eab aplicamos o &todo Simplex a partir deste problema alterado com
0s “big—M’s”".

Max Z = 5xq+ 2Xp — MxXg
( 1x3 + Ox2 4 1x3 + Ox4 + Ox5 + Oxg
0x1 + 1xo + Ox3 + 1X4 + OX5 + Oxg
IX1 + 2%+ 0X3+ 0Xq — IX5 + 1Xg =

X1,X2,X3,X4,X5,X6 =

o O© b~ W

SA

\

Vamos fazer o pivoteamento usanddablead. Paraisso consideramds= 100. Observe
gue 100e maior que os coeficientes do sistema, pois estamos utibzaivietodo do BigM.

X1 X2 X3 X X X6

1 0O 1 O 0 03

0 1 0 1 0 0 |4

1 2 0 0 -1 119

5 2 0 O 0 -100 Z L« L+100.3
X1 X X3 X4 X X6

1 0O 1 O 0 0|3 L1 <L;

0 1 0 1 0 |4 L, <Ly

1 2 0 0 -1 119 Ls3<=L3—2L,
105 202 0 O -100 O |Z+4+900 L<«<L-202A,

Apobs dar incio ao pivoteamento obtemos um SBH, X4, Xg), N0 entanto ainda est na
base.

1° lteracdo: Temos quexp quer entrar na base, pogso que mais contribui para a fuim
objetivo,
Min{4,9} = 4.

Como o0 minimo € 4 end&o x4 sai da baseé onde est o bloqueio. Vamos dar para o
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pivoteamento.
X1 X2 X3 X4 X5 X
1 0 1 0 0 03 L1 <L —L3
0O 1 O 1 0 04
1 0 0 -2 -1 1)1
105 0 0 -202 -100 O Z+492 L<«<L-1093

2° lteracao: Agora, temos que; quer entrar na base. Temos

Min{3,1} =1,

logo o ninimo € 1 e isso mostra que sai da base. Vamos daii@io ao pivoteamento.

X1 X2 X3 X4 X5 Xg

O 01 2 1 -1]|2

O 1 0 1 O 0 |4

1 0 0 -2 -1 1|1

O 0 0 8 5 -1052z-13

3° lteracdo: Observamos que, quer entrar na base,

(2
Mind Z,4% = 1.

Como o minimo & 1 enfioxs sai da base. Segue para o pivoteamento:

X1 X2 X3 X4 X5 X6

O 0 12 1 12 -1/2/11

0 1 1 0 0 |4 Ly<=Lo—Lg
1 0 2 -1 1|1 Ls<L3z+2L,
0 O 8 5 -105Z-13 L<L-8L
X1 X2 X3 X4 X5 X6

O 0 12 1 12 -1/2/11 L1 <21,

O 1 -12 0 -12 1/2|3

1 0 1 0 O 0 (3

O 0o 4 0 1 -101z-21
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4° lteracao: Observe agora que quer entrar na base. Logo

(1
MIH{I} =2.
2

isto mostra que o minimé 2 e portantx, sai da base. Novamente, iniciamos o pivotea-

mento.
X1 X X3 X4 X5 X6
O o 1 2 1 -1 |2
O 1 -12 0 -1/2 -1/2/3 Lo=Lo+350
1 0 1 0 O 03
O 0 4 0 1 -101jZ-21 L<L-L1
X1 X2 X3 X4 X5 X6
O o 1 2 1 -1 |2
0 1 1 0 0 |4
1 0 1 0 O 0 (3
O o -5 -2 0 -100 z-23

Como rao tem mais ningem para entrar, chegamos na sakigtima

X1=3, X%=4, x3=x=0, =2, e Z*=23

2.6.3 Classifica@o do PPL

Classificamos um PPL de acordo com(omero de solu@es.

e PPLeéinviavel ouimposdvel se a redio viavel € vazia, ou seja, nadblead significa
gue rao tem mais ninggém para entrar e ainda tem \arel artificial na base (diferente de

zero).

e PPLE ilimitado quando a regb é rao vazia, masdo existe uma sol@p 6tima no ‘ta-
bleau, significa que tem algem querendo entrar én tem ningém para sair.

e PPL tem niiltiplas soluesotimas quando, por exemplo, o extremo for um segmento e
nao um \ertice, ou seja, notablead 6timo significa, que exita; nao kasico nulo. Isto,
mostra que se a vavelx; entrar rio muda& a fun@o objetivo (infinitas soltes).

Observa@o 2.2 Quando se tem na entrada um empate, deve-se tomar édexisitraria, e
guando se tem um empate nadsaa decifio é arbitraria, mas isto significa que teremos uma
solug@o basica degenerada. Eventualmente isto pode provocar @atag
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3 CONCLUSAO

Ao abordar a teoria de PrograndaclLinear conclimos a sua impaoéincia na modelagem e
resolu@o de problemas que envolvem sitdes cotidianas. Ao utilizarmos oéfbdo Simplex
percebemos a sua imparicia e praticidade para obter a s@ogesejada. Esperamos que esse
material possa despertar o interesse dos leitores paramtanadade a este estudo.
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