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RESUMO

BURGUETTI, Renata. UTILIZA@ES DOS POLINDMIOS. 59 f. Monografia — Programa de
P6s-graduago em Materatica, Universidade Tecnmjjica Federal do ParanCampo Moo,
2010.

No presente trabalho buscamos, inicialmente, umaovigeral das diversas utilizégs dos
polinbmios nas variadas manifestes al@bricas, partindo dos pressupostosdrisbs, em que
apresentamos alguns dos pontos mais fundamentais dadidd surgimento da®fmulas de
resolu@o das equdies de 2 e & graus. Em seguida, tracamos, em linhas gerais, um conjunto
de informa@es acerca das diversas opéex:e respectivamente dos modelos de redolpara
determinar as iiaes dos polibmios. Por fim, apresentaremos uma prova do teorema funda-
mental daalgebra que nos garante que todo patitio p(z) em C de grau maior ou igual a 1,
tem uma raz emC.

Palavras-chave:Polindmio, raiz, Teorema Fundamental Alebra.



ABSTRACT

BURGUETTI, Renata. THE USES OF POLYNOMIALS. 59 f. Monografia rogfama de
P6s-graduago em Materatica, Universidade Tecnmjica Federal do ParanCampo Moo,
2010.

In the present research we tried initially an overview albbetuses of polynomials in the varied
algebraic manifestations , based on the historical assangpin which we present some of the
most fundamental formulas of the history of the emergencesfolution of equations of 2 and
4 degrees. Then we trace, in general, a set of informationtabe various operations and
the resolution models respectively to determine the robp®lynomials. Finally, we present a
prove of the fundamental algebra theorem that guarantedausvery polynomiap(z) in C of
degree greater than or equal to 1, has a ro@t.in

Keywords: Polynomial, root, Algebraic Fundamental Theorem.
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1 INTRODUCAO

Compreendemos a matéatica como a é@ncia base deariasareas do conhecimento, uma
area que atra@s de sua p@tica tende a funcionar como um agente unificador de um mundo
completamente globalizado e tecbgico, sendo por sua vez um instrumento indispeabk
a formula@o de teorias que regem o conhecimento, devido sua ger@®lidmaarea cuja
contribui@oé inedavel ao desenvolvimento da€aorias e da tecnologia.

Contudo, @o podemos negar tamm as implicages que a mateatica encontra no meio
social, especificamente no meio escolar, onde a aprendizagauitas vezes refutada pelos
alunos, por alegaremfo ser contributivo ao seu desenvolvimento bem carpética social,
determinados contelos contidos na grade curricular e apresentados na saldadeedos pro-
fessores, 0 que leva 0 ensino & aiesmo a mateatica a ser vista como algo sem muito sen-
tido a vida despertando um certo repudio quanto a aprendizagemngdq deveria ser de total
dominio por parte dos alunos, visto que seu entendimeritmdamental #io apenas ao desen-
volvimento do indivduo, a sua inseép e participago no meio tecn@gico e 0s processos de
globaliza@o.

Tais fatores evidenciam a necessidade de uma maicgmdgiaino processo de ensino apren-
dizagem da mateatica noambito escolar, o que pode ocorrer agmde novas formas de ensi-
nar, mudanca de didica e esclarecimentos, ou uma nova congefuig determinados temas.

Partindo deste entendimento o presente estudo visa agnadprocesso de ensino apren-
dizagem da mateatica na escola, bem como a utilizZacda mater@tica pelo indivduo em
sua atuago social, atra&s de um estudo dos palimios nas variadas manifestes al@bricas,
propiciando assim, atrég deste uma formagtica de compreender este segmento da nétean
Desta forma, para um melhor entendimento e visando um conbéeto preciso do tema, o
referido trabalho se apresenta em quatro momentos. Noippimemento apresentamos 0s ob-
jetivos que pretendemos alcancar com a reaiaatgste trabalho, bem como a rélegia deste
como elemento de informag pitica ao leitor. No segundo daglo, propomos um conhe-
cimento dos polibmios partindo de seus pressupostosohisbs, onde contempla alguns dos
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pontos mais fundamentais da lbisa do surgimento da®fmulas de resol@p das equdes

de 2 a # graus. O terceiro cafulo, apresenta de forma geral, um conjunto de infoeac
guanto as diversas opetms com polibmios, com modelos de resolq; para determinar as
raizes dos polibmios. E o quarto cafulo procedemos uma prova do teorema fundamental da
algebra, teorema este que assegura que tododpailinp(z) em C de grau maior ou igual a 1
tem raiz enC.

E assim visamos enfatizar de maneiratfma a utiliza@o dos polidmios nas mais diversas
formas do uso dalgebra, o que consequentemente contrédbam processo de aprendizagem
deste tema tanto no meio escolar quanto ao uso social dédodiv

1.1 MOTIVACAO

A pratica mais adequada de ensamfbrma@o do indivduo & uma quesio ainda presente
nos mais diversos contextos de forrdaghumana, que no atual contexto encontra-se impul-
sionada pelas crescentes transfordescsociais que consequentemente levam as éaseale
rumo no ensino, surgindo assim novas propostas de trar&mdssconhecimento, aqui enfati-
zamos o0 ensino da matética. Conhecimento esse que para acompanhar as transbes s
contemporaneidade e ser de utilidade social ao iddivdeve ser adquirido de forma que cada
conceito seja dotado de um significado para o estudanterme fgue o coni@do materatico
estudado torne significativo, partindo deste entendimastmudancas ocorrem taarh nos
livros e nas informages fornecidas sobre o assunto.

Conhecer a utilizaépo dos polidmios nas suas variadas manifedes; al@bricas, com
eénfase aos pressupostos higtos, destacando o surgimento dasifulas de resol@p das
equages de 2 a £ graus, consiste em uma formaafica de proporcionar o conhecimento
deste segmento da matatica ao estudante bem como ao leitognalde facilitar o entendi-
mento e utilizag@o destes conceitos naagica.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo Geral

Apresentar e estudar o conceito de pdtimios propiciando um tratamento satiéfab tedrico
e exemplificado, com vistas a inserir este conceito de meapéitica na utilizago social do in-
dividuo.
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1.2.2 Obijetivos Espéficos

e Estudar a fungo polinomial, bem como os pressupostosanisbs dos polibmios no

contexto escolar.
e Determinar poli@mios a partir de informdges sobre seu grau e seus coeficientes.

e Compreender a utilizép dos polidmios nas quatro operdgs (adi@o, subtrago, multiplica@o

e divisao).

e Entender o conceito deiges de um poliémio.
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2  POLINOMIOS

2.1 UM POUCO DE HISDRIA

De acordo com Lisboa (LISBOA, 2008) no decorrer dadristvarios problemas envol-
vendo polidmios (equa@es polinomiais) instigaram a curiosidade de grandes nédiers
como Nicob Fontana (1500-1557) conhecido como aglia, Ludovico Ferrari (1522-1560),
Isaac Newton (1643-1727) dentre muito outros.

Parte muito interessante dessadrist envolve as equaes polinomiais de%grau.

Antigamente eram comuns as disputas entre 0s naiters nas quais se trocavam desafios.
Numa dessas ocd@s&s um certo Zuanne de Tonini da Coi submeteu Girolamo Card#&0d {
1576), um grande “escritor” de matéftica, a uma quedb que envolvia a equag

x* 1+ 6x2 —60x+36=0

Apos \arias tentativas ser@xito, Cardano passou a quiestao jovem Ferrari que, num
lampejo de gnio, encontrou o &gtodo geral para a solag das equdges de 4 grau, que foi
publicado por Cardano no maior compendioédigco (materatico) daépoca, Ars Magna (a
Grande Arte).

Ha um intrigante eptdio sobre grandes e, em vid@mconhecidos mateaticos: Niels
Henrik Abel (1802-1829) Evariste Galois (1811-1832).
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(a) Gregori Cardano (b) Niels Henrik Abel (c) Evariste Galois

Figura 1: Cardano, Abel e Galois

Fonte: LISBOA 2007, Revista Eletibnica do Colegiado de Materatica da UEFS.

Ambos §0 grandes mateticos de vida fxgica, o primeiro aos 24 anos morreu de tuber-
culose, dois dias antes de chegar uma carta do amigo ga@auatiemprego,&o esperado, em
Berlim. O segundo em um duelo, travado por conta de uma “ct&ju@borreu aos 20 anos
apos ter realizado grandes e marcantes contri®sg Teoria dos Grupos (nome primeiramente
usado por ele). Desconhecidos um do outro desenvolverdotirao idéntico para provar a
impossibilidade de um &todo geral para a resobug das equdies polinomiais de grau maior
que 4.

2.2 O ENSINO DE POLINDMIOS

O estudo de mateatica nos ensinos fundamental éaioé baseado na arigtica, geome-
tria ealgebra. Polibmio, como contédo basicamente arico,é trabalhado na®e 7 séries
do ensino fundamental e muito utilizado a partif davolvendo outros confieos nas &ries
seguintes. Na verdade trata-se de um dogiweonipresente em matatica, por iss@ de suma
importancia que os alunos o dominem com seguran¢a. Hoje em ditasrugzes, & dei-
xadas de lado partes essenciais do estudo degmoiis, como o pleno domio da fatorago,
raizes racionais, somas e produtos dees, gaficos e polibmios irreduiveis. E comprovada
a falta de compreefs do que vem a ser encontraizes de uma equaQ polinomial, a&m
do abuso dedrmulas como a de Biskara como relata Coxford. Osoprios livros dicticos
expressam maid@nfase no processoétodo que no conceito (utilizando exmios macantes e
repetitivos), o que @ proe o PCN que sugereé@nfase no conceito e em sua im@goitia e
nao em gravar @todos de resol@p.
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2.3 FUNGAO POLINOMIAL

Inicialmente, daremos a defi@g formal de fungo polinomial conforme lezzi (IEZZI,
1980).

Definicao 2.1 Dados os imeros reais g an_1,...,a2,a1,8, de modo que ¥ N denomi-
namosfuncao polinomiala fungo:

P(X) = anX"+an_1x" 1+ + apx° + agx+ag (1)

definida para todo x real.

Aluz da defini@o (2.1), os imerosa;, i = 0,1,...,n sao chamadosoeficientesda fun@o
(1). E ainda, cada parcela d&(x) & ditatermo. O maior expoente inteiroam-negativan da
incognita de uma expreds algbrica em sua forma canicaé dito grau do poliémio.

Equa@es envolvendo expoentes negativos ou fraaims rio K10 polirbmios, portanto @o
faz sentido algum falar em gra@ §jue essa n@p esa diretamente ligada de polidmios.

Exemplo 2.1 Dadas as funges polinomiais fx) = ap, P1(X) = a1X+ ap, (a1 # 0) e B(X) =
apx? 4 a;x + ap, (ap # 0) denominadas, respectivamente, fogonstante, furép do P grau
e fun@o do 2 grau. Como outros exemplos de fées polinomiais podemos considerar:

(@) P(x) =23 —3x?+4x+5, onde a=2,ap=—-3,a1=4ea=>5

(b) Px) = 5x3 + 3, tal que @ = 5a = a =0 e a = 3, pois
5x3 +3=5x34+0x*+0x+3

(c) P(x) =3x*—x3+2x—4,de modo queg=3,a3=-l,a =0,y =2, e y = —4

Observe que no polémio P(x) = 3x* — 2x3 + x? + x— 6, temos que seus coeficient@®s
3,-2,1,1,-6, enquanto que seus terms ¢, —2x3, X2, x, —6.

2.4 VALOR NUMERICO DE UM POLINDMIO
Defini¢ao 2.2 Dado o polirdomio Rx) = anX"+a,_ X" 14+ +a;x+ag, fazendo x= a, obte-

mos o fimero real Ra) = ana"+an_1a" 1+ .-+ a0 +ag queé denominadealor numérico
de Rx) para x=a.
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Exemplo 2.2 Os valores nui@ricos de Bx) = x> —2x+ 3 para x= —1,x = 0 e x= 2 sA0,
respectivamente:

P(-1) = (-12-2(-1)+3=6
P(O) = 0°—2.0+3=3
P(2) = 22-2.24+3=3

QuandoP(a) = 0, dizemos qu& & umzeroou raiz do polinrdbmio P(x). Assim, 1 e -2 &0
raizes deP(x) = x> — 3x+ 2, poisP(1) =0 eP(—2) = 0.

2.5 POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO

Definicao 2.3 Denominamogolindmio identicamente nulaqueles cujos coeficientedosto-
dos iguais a zero. Indicamos o pddimio identicamente nulo por(R) = 0 (I1&-se P(x) i&ntico
a zero).

Assim, para qué(x) = (a+ 1)x>+ (b+ 2)x? +cx+d seja identicamente nulo devemos
impor:

a+1=0 a=-1
b+2=0=<b=-2
c=d=0 c=d=0

E importante observar que se um pdlinio P(x) & identicamente nulo, €, para qualquer
X, seu valor nurarico & sempre igual a zero e, reciprocamente, se o0 valoreriummde um
polindmio P(x) & igual a zero para todg podemos concluir que(x) & identicamente nulo.

Simbolicamente:
P(X) =0« P(x) = 0,Vx.

2.6 POLINOMIOS IDENTICOS

Definigdo 2.4 Dados os polidbmios R(X) = anx"+an_1x" 1 +-ajx+ag e B(X) = bpxn_1x" 1+
...+ b1x+bp dizemos queiPx) & identico a B(x) e escrevemos; ) = P(x), quando

an:bn7a|'1—1: bn—l7"'7a1:b17a0: b0~
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Assim, o polidmio P;(x) = ax® +bx? +cx+d & identico aP(x) = 23 —4x2 +x—1
quandoa=2b=-4c=1ed=-1

Notemos que dois polamios icenticos assumem 0s mesmos valores énrns qualquer
gue seja, e, reciprocamente, se dois pdiniosPi(x) e P>(x) assumem os mesmos valores
numéricos para toda, ento, Py (X) é identico aP,(x), ou seja:

PL(X) = Po(x) < Py(x) = Py(x),Vx.

Resumindo os itens polmio identicamente nulo e pobmios icenticos, temos:

PX)=0sa,=a,-1=...=a1=a9=0
Pi(X) = Px(X) & @y =bn,an-1=bn_1,...,81 =b1,80 =g

2.7 OPERA®ES COM POLINOMIOS
2.7.1 Adigo

Definicao 2.5 Dados dois polibmios:

n .
f(x) = ap+ax+a’+...+ax"= Z)a,-x'
i

n .
gx) = b0+b1x+b2x2+...+bnx”:Z}bix'
i=

Chama-se soma de f com g, o p6imio

(f+9)(x) = (ap+bo)+(ar+b1)x+ (az+b2)x2+ ...+ (@n+bn)x"
= zo(aeri)xi
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Isto e,

>

(f+9)(x) = <a+b.)

Exemplo 2.3 Ao somar os poliamios f(x) = 4+ 3x+x? e gx) = 5+ 3x*+x*, note que
f(X) = 4+ 3x+ X%+ 0 + 0x* e g(x) = 54 0x+ 3% + 0+ x4,
Entao,
(f+9)(X) = (4+5) + (3+0)x+ (1+3)x2 4 (04 0)x + (04 1)x* = 9+ 3x+ 4 + x*.
2.7.2 Subtrago
Tendo em vista o teorema anterior, tem sentido a seguintagiefi

Definicao 2.6 Dados dois polidmios

f(X) = ag+ax+a+...+anx"
g(x) = bg+bix+bx®+...+bnxn,

chama-se diferenca-f g, o polidmio f+ (—g), istoé:

(f —g)(x) = (ag—bo) + (a1 — b1 )x+ (a2 — b2) X%+ ... + (@ — bn)Xn,

em outras palavras,

>

(f—9)(x)

(al bl)

2.7.3 Multiplicago

Definicao 2.7 Dados dois polibmios

f(x) = ag+ax+axX’+...+anx™
g(x) = bg+bix+bo+ ...+ bpxn,

denota-se produto fg, ao polirbmio
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(f-9)(X) = agbo+ (aghy +a1bo)x+ (azbg+agby +agh2)x? + . . . + ambyx™"

Notemos que o produtb - g € um polirdomio
h(X) = co+ C1X+ CoX? + . .. + CinpnX™ ",

cujo coeficiente, pode ser assim obtido:

K
Ck = aghx +agbx_1+... +ado = Z)aibk—i
i=

Notemos ainda qué - g pode ser obtido multiplicando-se cada terepd def por cada
termob;x! deg, segundo a regrégx').(bjx}) = gb;x 1, e somando os resultados obtidos.

Exemplo 2.4 Ao multiplicar o poliromio f(x) = x+ 2x% + 3x® pelo polirdmio gx) = 4+ 5x+
6x? obtemos:

(f-9)(x) = (X+2+3x%) - (44 5x+6x%)
= X (445X+6x%) 42X - (44 5x+6x%) + 3% - (44 5x+ 6x%)

= (4x+ 5% +6X) + (8% 4 10 + 12¢H 4 (123 + 15¢* 4 18¢)
= 4413+ 283+ 27+ 18¢

A seguir, apresentaremos um recurso que fadlitgwerar polibmios que denotaremos por
dispositivo patico

Dispositivo pético

4 + 5% + X — ¢
X + 22 + 3 — f
4 + B¢+ X — X-g
+ 82 o+ 10¢ + 12t — 2x% - g
12¢ + 15¢ + 1 — 33.g
4 + 1% + 28 + 2™+  1&%° — f.g
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2.8 GRAU

Definicao 2.8 Seja f(x) = ag+ aix+ ax?+ ... 4 a,x" um polirdbmio rio-nulo. Chama-se grau
de f, e representa-se pod f ou gr f, o ruimero natural p tal que @ 0 e a = 0 para todo
i > p. Dito de outro modo,

0
df—pel P 70
aq =0 Vi>p

Assim, grau de um polimio f & oindice do ‘Gltimo” termo rao nulo def.

Exemplo 2.5 Dados os polidbmios abaixo, calculemos os seus respectivos graus.

1. f(X)=4+7x+2C—6x* = 0f =4
2. gX) = —1+2x+5¢ = dg=2

coh =2, se a= 4

3. h(X) =1+5x—3C+(a—4) X =
dh =3, se a # 4

Se o grau do polidmio f &n, enfioa, € chamado coeficiente dominantefdeNo caso do
coeficiente dominanta, ser igual a 1f € chamado polidmio unifrio.

Teorema 2.1 Se fg e f+ g s4o nulos er#io o grau de # g & menor ou igual ao maior dos
nimerosd f e dg.

d(f+9) <max{df,dg}

Demonstra@o:

Com efeito, dados os pobmios f(x) = Zﬂ;x‘,g(x) = Z}bjxl, Ccujos respectivos graus
i= =

saodf =medg=ncommz=£n.
Sem perda de generalidade, suponhamguen. Assim, temos

Cm=am+bm=am+0+#0,

CGi=a+hb=0+0,Vi >m,
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portanto,d(f +9) = m=max{df,dg}.
Agora, se admitirmos qua = n, temos:
Ci=a +bj=0+0,Vi >m,

de modo que&ny, = am+ by, pode ser nulo, portantd( f +g) < max{df,dg}.

Exemplo 2.6 Dados os polidbmios f(x) e gx) abaixo, encontré (f + g), recorrendo ao teo-
rema precedente.

1. f(x) =14+ x+x2 e gx) =2+ 3x. Como (f +g)(x) = 3+ 4x + %%, temos que
d(f+9)=2,jaqued f=2edg=1.

2. f(x) = 1+x+x% e gx) = 2+ 3x+ 2x2. Observe quéf +g)(x) = 3+ 4x+ 3x?, donde
d(f+9)=2,emyvirtude queé f =dg=2.

3. Considere agora os polimios com coeficientes complexos. Todos os resultado®sbtid
até entio, €10 \alidos para este tipo de polimios. Sejam (k) = 2 +ix +5x% e g(x) =
3+5x—5x2. Note que(f +g)(x) =5+ (i +5)x, 0 que nos diz qué(f +g) =1<
max{d f,dg} = 2.

Teorema 2.2 Se f e g 8o dois polidmios r&o nulos, eriio o grau de f e @ iguala soma dos
graus de f e g, ou seja,
d(f-g)=0df+dg

Demonstra@o:

De fato, dados os poltmios f (x) = Zja;x' eg(x) = Z}bjxl, Cujos respectivos graue
i= j=
Jf =medg=n.
Considere

Cx = apbx+abk_1+ ... +ax_1b1 +axbo

um coeficiente qualquer dé - g)(X).
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Temos que:
Cm+n = @m-bn # 0.
ck = 0 para todk > m+nenéo

d(fg)=m+n=20f+dg.
U

Exemplo 2.7 Dados os polidbmios f(x) e g(x) abaixo, encontré (f - g), recorrendo ao teo-
rema precedente.

1. f(X) =44 3x e gx) = 1+ 2x+5x%. Pelo fato que(f - g)(x) = 44 11x+ 26x% 4 15¢,
temos que(f -g) =0d(f+g)=3,jAqued f =1ledg=2

2. f(X) = 1+ 2x+x2+5x3 e gx) = 3— 6x+ 7x° + 8x3. Perceba quéf - g)(x) = 3—2x* +
31 — 7x*+ 43+ 40x8 , donded(f - g) = f + dg=6.

2.9 DIVISAO

Definicao 2.9 Dados dois polibmios f (dividendo) e g 0 (divisor), dividir f por gé deter-
minar as duas cond@ges seguintes:

) g-g+r = f (o polindmio gé dito quociente).

II) dr < dg(our=0, caso este em que a difizsé chamada exata).
Exemplo 2.8 1. Ao dividir o polirdmio f(x) = 3x* — 2x® 4 7x+ 2 pelo polirdmio gx) =

3x3 — 2% + 4x — 1, obtemos (x) = x e r(x) = —4x® + 8x+ 2 que satisfazem as duas
condiges:

) g-g+r=x-(3S—2C+4x— 1)+ (-2 +8x+2) = 3x* - 23+ 7x+2 = f(x).
) or=2edg=3, enfo,dr < dg.

2. Quando dividimos o polémio f(x) = 5x3 4+ x? — 10x — 24 por g(x) = x— 2 obtemos
q(x) = 5x2 + 11x+12e r(x) = 0 que satisfazeras duas condies da defini&o anterior:

) q-g+r= (5% +11x+12)(x—2) + 0 =5+ x? — 10x— 24 = f(X).
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I) r(x)=0.

No caso em que a divé® é exata, dizemos, &, quef(x) é dividvel porg(x) oug(x) é
divisor def(x).

2.9.1 Divi9des Imediatas

Inicialmente, examinemos o polimioqg—+r, ondeg # 0 edr < dg (our = 0):

) Seq=0er =0, enboqg+r =0g+0=0.
Il) Seq=0er #0, enboqg+r =0g-+r =r, portanto,d(qg+r) = dr < dg.

lll) Se q+#0, enBod(qg) = dq+ dg > dg, portanto,d(qg+r) > dg, pois a parcela tem
grau menor qug ou é nula.

Observa@o 2.1 Ha dois casos em que a digs de f por gé imediata:

1° Caso: f=0.

Temos gg-r =0, enfio g=r = 0 e, como acabamos de ver, na corgi¢l) acima, que se
g=r =0en&o f=0. Em resumo temos:

f=0<q=0 e r=0

2° Caso:0f < dg.

Temos que

qg+r=f = d(qg+r)=20f
= 0(qg+r) <dg

E, conforme vimos, isto ocorre somente se@e r # 0.

E imediato que:
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Portanto r# 0 e em suma, séf < dg, ento,qg=0er=f.

Exemplo 2.9 1. Ao dividir o polirdmio f=0por g= x?43x++/2 obtemos g=0e r=0.

2. Dividindo f= x4+ v/3 por g= x3+4x? +x+ /2, resulta que g= 0 e r = X+ /3.

Deste ponto em diante, admitiremos sempfe> dg, isto €, excluiremos da teoria os dois
casos em que a di@sé€ trivial. Para respondeér pergunta: como obterer? No caso em que
df > 0dg explicaremos dois gtodos: Metodo de Descartes eétbdo da Chave. Nestdtimo
provaremos a exighcia e a unicidade do quociente e do resto.

2.9.2 Metodo de Descartes

Este nétodo, tambm conhecido com o nome deétmdo dos coeficiente® determinar,
baseia-se nos fatos seguintes:

i) dq=20f —dg, 0 queé conseqgancia da definigo, pois:
qg+r=f=09(qg+r)=0f enBodq+dg=0f
i) dr <dg(our =0).
O método de Descarté@saplicado da seguinte forma:

1. Calculam-s@qeor.
2. Constroem-se os pofimiosq er deixando inégnitos seus coeficientes.

3. Determinam-se os coeficientes impondo a igualdgder = f.

Exemplo 2.10 Consideremos no que segue dois exemplos:
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1. Ao dividir f=3x*—2x3+ 7x+2 por g= 3x° — 2x? 4 4x— 1 temos:

dq=4-3=1 = q=ax+b
dq<3 = Jdr=2 (napiordas hipteses)
= r=cl+dx+e
qg+r = (ax+b)(3C -2 +4x—1) + (X +dx+e)

= -2 +Tx+2=f

Desenvolvendo, temos para todo x:

3ax* + (30— 2a)x® + (4a— 2b+c)x* + (4b—a+d)x+ (e—b) = 3x* — 23 + 7x+ 2

Deste modo, como desejamos que o0s patiios acima sejam @&hticos, resulta que

(3a=3=a=1
3Bb-2a=-2=3b=-2+2(1)=0=Db=0
4da—2b+c=0=c=2b—-4a=c=-4
db—a+d=7=d=a—-4b+7=d=8

e—-b=2=e=b+2=r=2

\
Resposta: g x e r= —4x% + 8x+ 2

2. Dividindo f=5x3+x?—10x—24 por g=Xx— 2, obtemos:

dq=3-1=2 = qgq=ax+bx+c
or<l = 0Jr=0r=d
qg+r = (@f+bx+c)- (x—2)+d=5C+x>—10x—24=f

Desenvolvendo, temos para todo x:

ad + (b—2a)x? + (c— 2b)x+ (d — 2¢) = 53+ x? — 10x — 24

De forma amloga ao exemplo anterior, como os pdmios acima 8o idénticos, vem
que
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(a=5
b-2a=1=b=2a+1=Db=11
c—2b=-10=c=2b—-10=c=12
d—2c=-24=d=2c-24=d=0

Resposta: ¢ x? 4 11x+12er=0.

No que segue, um importante resultado que trata sobr&egiate unicidade de poimios
via algoritmo da divigo.

Teorema 2.3 Dados os polibmios

f = apXM+an 1 X" +an ox" 2+ +aix+ag (am #0)
g = bxX"+bp_1x" 14+ by X" 24+ +byx+bg (by #0)

existem unfinico polirbmio g e urrunico polirbmio r taisque qg-r = f edr <dg(our=
0).

Demonstra@o:

Existencia: inicialmente, reuniremos nosso labor em grupos deadies.

1° grupo de operdies: vamos formar o m@mio ap,-x™ "= qox™ " e construir o polibmio
bn. Denotaremos o primeiro resto parcial o seguinte pofiio

ri=f—(gox™")g 2

Notemos que:

dm _
0 oxm=n

b . (ann + bn_lxnil —|— bn_Zanz + .. )
n

ri= (@XM +am_ XM 1 +an X" 24 ..) —

0 que prova o cancelamento dgx™ (pelo menos) portant@r; = a <m

Para maior comodidade, fagamos:

ry=CoX® +Cq_1X? 1 +cy X0 %+, +C1X+Co
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- . . Ca _g_ _ . -
2° grupo de operdies: vamos formar o mémio —-x%~" = g;x%~" e construir o polibmio

bn
re=ri—(qx* ") -g 3)
chamado 2resto parcial.
Notemos que:
c
ro=(CaX? +Cq_1xd1+..)— b_a X (X" + bp_ax L)
n

0 que prova o cancelamento dgx® (pelo menos), portantajr, = 3 < a.

Para maior comodidade, facamos:

o= deﬁ+d,3_1x’3‘1+d3_2x3‘2+...+d1x+ do

- _d
3° grupo de operdies: 0 nosso intuito agokaformar o modmio b—BxB‘m = quﬁ‘” e
. A s n
construir o polidmio

rg=ro—(@x* ") g (4)
chamado 3resto parcial.
Observando que:
d
rg=(dBxP +dg_;xF~14+..)— b_B ST X 4+ by L)
n

resulta que podemos cancelar, pelo mern@sx,ﬁ , €, portanto,drz =y < .

De maneira iéntica ao grupo de opef@&s anterior, facamos:
rs=ex' +e, X t+e, X2+ . texte

4° grupo em diante: de modo aloego feito aos grupos anteriores, a obter o @otio ry,.

Notando que, cada grupo de opéres, o grau do resto parcial diminui de, a0 menos, uma
unidade, conclumos que aps um certo imerop de operages resulta um resto parcig de
grau inferior ao deg (ou endorp =0) e

p="rp-1—(dp-1X= ")g (p)
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Vamos adicionar membro a membro as igualdades dg2:a

rn = f—(qx™"g

ro = rn—(@x Mg

rs = ra—(gxP Mg

Mo = TIp-1— (Qp—lxe_n)g

o= F(@X™ "+ "o "+ g5 T]) - g
Y M g

e endo,f =qg+r comdr < dg(ou r =0).

2.9.3 Unicidade

Admitamos a exigincia de dois quocientgse gy, e dois restos; erp na divisio def por
g, istoé:

f|9 e f|9
O[]

r ra 02

e provemos qug; =gy ery =ro.
Pela definigo de divigo, temos:

thg+ri=f

} = g+ri=qg+r2= (g —q)g=ra—ri
Qg+ro=f

Seq: # Qo oury # r1, provemos que a igualdade; —g2)g = ro —r1 nao se verifica. De
fato,
(L — )9 = d(th — 2) + 99 > dg

d(rp—r1) <max{drp,dr1} < dg } = ol - g #0(r2—r)

enfo, para evitar a contradig, devemos teqy =gz ery =ro.
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2.9.4 Metodo da Chave

A prova da exigncia deqg e r vista no teorema 2.3 nos ensina como construir esses dois
polindmios a partir def e g. Vejamos, por exemplo, como procederfse 3x° — 6x* + 13x3 —
Ox%+11x—1 eg=x?—2x+3.

1° grupo de operdies:

F imeiro t | 30> 33 tri imei t
ormamaos O primeiro termo d]ape a opera@07 = € construmos o primelro resto

parcialry = f — (3x3g = 4x® — 9x? + 11x— 1 que tem grau maior quy.

2° grupo de operdies:

S
Nesse grupo pela opemo;7 = 4x formaremos o segundo termo des obteremos o

segundo resto parcied = r; — (4x)g = —x?> —x— 1 que tem grau igual dg.

3° grupo de operdies:

2
. —X . .
Analogamente, pela opem;7 = —1 formaremos o terceiro termo de& construiremos

o terceiro resto parciak = r, — (—1)g = —3x+2 que tem grau menor quiy, portanto, est

encerrada a divé.
Respostaq = 3x?>+4x— 1 er = —3x+ 2.
A disposi@o pitica das operd@gs indicadas acimaa seguinte:

f=3C-6x*+133 9% +11x—1

—3° 4 6x4 — 9x3
r=4a3-9°+11x—1
—4x3 4 8x% — 12X
rh= —x°—x—1
X2 —2x+3
—3X+2<r
gue pode ser significada assim:
3—-6 13-911-1 1 -2 3
-3 6-9 30 4-1
4-9 11-1
—4 8-12
-1-1-1
1-2 3

-3 2
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Aplicagdes do Metodo da Chave

13 Dividir f = 2x% —3x*+4x3 — 6x+ 7 porg+ x> — x>+ x— 1.

2-3 4 0-67 1-11-1
-2 2-2 2 2-11
-1 2 2-6 7
1-1 1-1
13-77
-11-11
4-8 8

Respostag = 2x> —x+1 er = 4x> — 8x+ 8.

23) Dividir f =x*—16 porg = x+ 1.

1 0 0 0-16 1-1
-1-1 1—-1
-1 0 0-16
-1 1
-1 0-16
-1-1
—-1-16
1 1
—-15

Respostag=x® — x>+ x— 1 er = —15.

2.10 DIVISAO POR BINOMIOS DO P GRAU

Trataremos nesté@pico das divises em que o dividend®um polirdmio f, comadf > 1,
e o divisoré um poliromiog, comdg = 1.

Observemos o que ocorre quando dividinics 2x3 — 7x? + 4x — 1 porg = x— 4.

2C —Tx%+4x—1 X—4
—2x34-8x2 22 +x+8
X2+ 4x—1
—X2 44X
8x—1
—8x+32

31
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Como ja sabemos, neste tipo de déws € um polirdmio constante, pois:

dg=1=0Jr=00ur=0

Vemos que o valor nuérico der nao depende dolimeroa substitado no lugar de, isto
e, r(a=rnvae C.

Notemos, finalmente que:

f(4)=243-7-47+4.4-1=128-112+16—1=31=r

Teorema 2.4 (Teorema do Resto) O resto da d&dsde um polibmio f por x—a & igual ao
valor nunerico de f em a.

Demonstra@o: De acordo com a defirgp de divigo:
q-(x—a)+r=f

ondeq e r sao, respectivamente, o quociente e o resto. Crma tem grau 1, o restoou é
nulo, ou tem grau zero, portantoé um polirdmio constante.

Calculando os valores dos pdimios da igualdade acima eam

Portantoy = f(a).

Exemplo 2.11 O resto da divido de f=5x*+3x2+ 11por g=x— 3 &:

f(3) =5-3%+3.324+11=405+27+11= 443

Exemplo 2.12 O resto da divifo de f= (x+3)’ + (x—2)? por g= x+ 3 &:

f(—3) = (—3+3)"+(—3-2)2=0"4(-52=125
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Teorema 2.5 (Teorema de D’ALEMBERT) Um poéimio f & dividvel por x—a se, e somente
se, aé raiz de f.

Demonstrago: De acordo com o teorema do resto, temesf(a), engo:

(divisao exata) (a € raiz def)

Aplicagdes do Teorema de D’Alembert

Exemplo 2.13 Verificar que f= x> — 4x* — 3x? 4 7x— 1 & dividvel por g= x— 1. Com efeito,
f(1)=1°-4.1-3.1°47.1-1=1-4-347-1=0,

ento, fé dividvel por g.

2.11 DISPOSITIVO PRTICO DE BRIOT-RUFFINI

Dados os poliobmios
f=ap"+ax" T +ax"?+...+a+n—1Ix+a, (ag # 0)
g=x—a

vamos determinar o quocierges o resta da divisao def porg.

Facamos:
q=0oX" '+ g P+ x4 1

e apliqguemos o &todo dos coeficientes a determinar:
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QOl"n_l + qw”‘2 + QQ$H_3 T 2T+ ot }X
r—a

Q" + "+ @r" P Gt gt
—agpr" ' —aqz™ - ... —aqn - 31% — agy_97 — agy

07" + (g1 — ago)2" "+ (2 = 0g1)e" P+ (a1 — 0g-2)r — gy

Figura 2: Uso do método dos coeficientes a determinar

Impondo a condigoq- (x—a) +r = f, resultam as igualdades:
Co=ao
Qi—agp=aa=—qr=akp+a

Q—ah=ap—00=agq+a

On-1—abh—2=an-1=>0On-1=aCh-2+an-1
N—a0h—1=an=="r=a0h-1+an

Os dlculos indicados acima para obtper tornam-se maisapidos com a aplicap do

seguinte dispositivo ptico de Briot-Ruffini.

®

] ay ) e (-1 p G
ap agy + agy + ag e -2 + -1 | AGp—y + 0y
~~ —— —— —_——— | ——

r

9 Q q2 Gn-1

)

Figura 3: Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

|

Exemplo2.14 1. f=2*-7x+3x—1 e g=x-3



DO -— DO

Figura 4: Dispositivo pratico de Briot-Ruffini do exemplo 2.14.(1)

portanto: q= 23+ 6x2+11x+36  r =107

2. f=62%*—-81 e g:x—§

5
3
625 0 0 0 81 -
‘ 5
Y 3
625 625 - % 375 - g 225 - 5 135 - 5 81
N—— —— ~—— ———
375 225 135 0

Figura 5: Dispositivo pratico de Briot-Ruffini do exemplo 2.14.(2)

portanto: g= 625¢ + 375¢ + 225+ 135 r=0

3. f=9C+5x%+x—11 e g=x+2

5 1 —-11

9
i
9 9(=2) +5  (—13)(-2) +1 27(-2) —11

—13

27 —65

Figura 6: Dispositivo pratico de Briot-Ruffini do exemplo 2.14.(3)

portanto: q=9x? —13x+27 r=—65

Generalizago
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Para obtermos rapidamente o quocieméeo restor da divisao de um polibmio f, com

o0f > 1, porg = bx—aondeb # 0, notemos que:

(bx—a)g+r=1f ento (x— ’51) (bg)+r = f
b~~~
q/
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do que decorre a seguinte regratma:

1. divide-sef porx— g empregando o dispositivo de Briot-Ruffini;
2. divide-se o quociente encontra@p) pelo mimerob, obtendag.

Exemplo 2.15 1. Dividir f =3x*—23+x2—7x+1 por g:3x—5:3(x_2)_

5
3 -2 1 -7 1|§

3 3 6 3‘6|

/
q’:3>@+3x2+6x+3:>q:%:x3+x2+2x+1 e r=6

2. Dividir f = 4x®+5x+25 por g:2x+3:2(x+g).

4 0 5 25|_;;

4 —6 14 | 4|

/
q’:4x2—6x+14:>q:q§:2x2—3x+7 e r=4

3

3. Dividir f =8x°+6x*+4x3+3x? —4x—3 por g=4x+3=4(x+ 7).

8 6 4 3 —4 —3|—;3;
8040—4\o|

q’:8x4+4x2—4:q=%~q’:2><4+x2—1 e r=0

Teorema 2.6 Se um polibmio f é dividvel separadamente porxa e x—b, com a# b, enéio

f & dividvel pelo produtqx—a)(x—b).

Demonstra@o:

Sejamg o quociente & = cx+d o resto da divigo def por (x—a)(x—b),

enfo:

g(x—a)(x—b)+ (cx+d) = f

Calculando os valores nwaricos desses polimios ema, temos:
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a@]@-aj@-b)+(catd)=1 (@) 1)
0 0

pois f & divisvel porx—a

Calculando os valores nwericos enb, temos:

a®)]{b—a)(b—b)+(cb+d) =1 (b) (2)
0 0

pois f & divisvel porx—b

Resulta eréio o sistema:

cat+d =
cb+d =

donde vent =0 ed =0, portanta = 0.
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3  EQUACOES POLINOMIAIS

3.1 ASEQUAQ®ES ALGEBRICAS

Segundo Cremm (CREMM, 2007), devido a registros muito antmgoshamados papiros,
sabemos que as equ&s al@bricas existemaaproximadamente 4000 anos. Foraamas as
maneiras utilizadas pelosipgios para resolver tais eques. Mas foi a partir dos axiomas
enunciados na obra ‘Os Elementos de Euclides’ que se chegowt@do de resol@p da
equa@o do P grau utilizado & hoje. A obra de Euclides influenciou toda a prdtucientfica
posterior a ela € o livro-texto mais antigo e que continua em vig@ as$ dias atuais.

Os axiomas enunciados por Euclides nigimdos Elementos e em que @$tindamentada
a resolu@o das equdgs §o0:

(i) Entidades iguais a uma terceir@osiguais entre se(=ceb=c=-a=Db).

(i) Se aiguais somam-se ou subtraem-se iguais, os resslfsmanecem iguaia £ b =
atc=Db+oc).

i 1
(iif) A parte € menor que o tod{a <1l Vme N*).

Além destes usamos tagrh um outro axioma quedo foi enunciado diretamente por
Euclides, mas que facilmente aceitamos sua veracidade:

(iv) lguais multiplicados ou divididos por iguais contimuaguais & = b = ac= bc).

Uma vez encontrada a maneira de resolver as égsago ? grau, um grande passo foi
dado, pois os @odos utilizados para resolver as edies;de 2 e £ graus foram obtidos na
tentativa de se reduzir o grau da eqa@de modo a deé¢la solivel pelo nétodo a encontrado.

E foi a partir da érmula de Blaskara, no aculo XI1, que se viu pela primeira vez tal
problema. Uma vez resolvido o problema das egeaglo 2 grau, os mate#aticos buscavam
agora resolver as equzes do 8 grau. Essa curiosidade inesge¢l levou os mateaticos a
uma busca que duro@sulos para ser cessada.
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Girolamo Cardano (1501-1576) italiano, talentoso ciemtidedicad@ astrologia e autor
de varias obras, acreditando ainda na impossibilidade daugspndas equdges do 8 grau,
Cardano ao pretendia tocar no assunto em seu livro.

Quando Cardano ficou sabendo que Tartaglia havia encontrismlag@o para o problema,
resolveu procla-lo e pedir que revelasse seeétwdo para ser publicado. Tartagliamaceitou
a proposta de Cardano, alegando que pretendia publicar slaanmeais tarde. Cardano voltou
a procurar Tartagliaarias vezes e @s juras de fidelidade, conseguiu que ele revelasse seu
segredo.

Como pa era de esperar, Cardano traiu todos os juramentos feitodamli@e em 1545,
publicou na Ars Magna su&fmula, embora tenha feit@vios elogios e Tartaglia, acrescentou
gue alguns anos antes Scipione Del Ferro havia chegado ansaseesultados.

Tartaglia publicou sua veais dos fatos e denunciou Cardano por trair juramentos feitos
sobre a Bolia. Apbs trocar ofensas, o que prevaleceu foi querenfila deduzida por Tartaglia,
a qual ao ines de receber o seu noraénoje conhecida comadkmula de Cardano. O mesmo
gue havia acontecido com arimula de Blaskara.

Mas o que nem Cardano, nem Tartaglia poderiam imagirgue suadrmula traria mais
perguntas do que respostas.oirfiula descoberta por Tartaglia exibia apenas umadolpara
a equago, mas se abfmula de Blaskara dava as duas sdbes para a equag do 2 grau,
nao poderia a equag do 3 grau tamieém ter mais de uma solag? Outra queab,é que uma
equa@o do 3 grau que tenha asds solu@es reais, implica em trabalhar com raiz quadrada de
nimeros negativos na apliGua da brmula de Cardano, como &goca este tipo de opeéax;
nao estava definida, este foi um problema que demorou muitoag@ra ser solucionado.

E importante esclarecer que a raiz quadrada dosanos negativos apareceu pela primeira
vez na resoluo de equao do 2 grau, mas que isto era tomado como a impossibilidade de
solu@o da mesma. Apenas quando chegampssolu@o das equdies do 8 graué que isto
se tornou um problema concreto, pois podemos facilmentartesemplos de equaes do 8
grau com solu@es reais em que aparecem dgeaa de imeros negativos quando aplicamos a
formula de Cardano.

3.1.1 Equages do & grau e adrmula de Ferrari

Ludovico Ferrari (1522-1560), nascido em Bolonha, era déli@muito humilde e aos 15
anos de idade foi trabalhar como servo na @i de Cardano, o qual percebendo suavedt
inteligéncia, o promoveu a seu se@mb.
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Como p dissemos, 0s matéricos daquel@poca tinham costume de promover desafios e
um certo Zuanne de Tonini da Coi pigpa Cardano uma quastque envolvia a equag:

x* 4+ 6x2 —60x+36=0

Apobs inimeras tentativas, Cardanaaobteveexito e passou a quést a seu aluno Ferrari,
gue acabou por encontrar@iula geral para a solag das equdies do 4 grau. Este ratodo
encontrado por Ferrari tarétn foi publicado por Cardano na Ars Magna, em continuidade
solu@o as equdies do 8 grau.

Podemos destacar no radioio de Ferrari, ele buscou reescrever a egoagisando as
operaes permitidas pelos axiomas de Euclides, de modo a obtdrayi@s perfeitos e assim
reduzir o problema a resolag de uma equag do 2 grau que era posgel usando adrmula
de Bhaskara. Este atodo permite a exib&p das quatro faes da equap, assim adrmula de
Bhaskara permite a exita@ das duas raes da equap do 2 grau.

A partir dd os materaticos comecaram a pensar, que se as égsago 2 grau podem ter
2 solu®es e as do¥grau, 4 solu@es, eréio uma equa de graun possuirian solu@es? Nada
foi provado, mas eles acreditavam ser verdade e buscavarmanwira de demonstrar tal fato.

Foi apenas em 1799 que o brilhante matoa alerdo Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
apresentou como sua tese de doutorado o famoso Teoremamr'emdhdaAIgebra que foi
intitulado desta maneira pelogprio Gauss. Este teorema dizia que toda egoggolino-
mial tem ao menos uma solgx, no campo complexo, e fazendo as sucessivast#igislo
polindmio pelo birdbmio (x— Xk), temos uma decompo§ig emn fatores, sendo queé o grau
do polirbmio. Estava assim provado que todo pofirio de graun possui exatamenteraizes,
contando com as suas multiplicidades.

Definicao 3.1 Uma equado polinomialé toda equa&o que pode ser apresentada sob a forma:
anX"+an_1 X" 1 +an X" 2 4. +a =0,

em que
P(X) = anX"+ an_1 X"+ an_oX"?+ ... +ag

€ um polidmio de grau pn > 1.
Observag@o 3.1 Temos que:

1. Uma equago polinomial pode ser tan@mn denominada equag algebrica.
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2. O grau do poli®dmio Rx) & tamkm o grau da equép polinomial Rx) = 0.
3. As rédzes do polidbmio Rx) sdo tamtem as rézes da equdip polinomial Rx) = 0.

4. No universo dosaimeros complexos, o conjunto formado peldzea da equap poli-
nomial A’x) = 0 & o conjunto solugo (S) ou conjunto verdadéV ) da equaéo.

5. O coeficiente @& chamado de coeficiente dominante de)P
Exemplo 3.1 Analisemos 0s seguintes casos:

(a) Note que2x— 6 = 0 & uma equado polinomial do ? grau na varavel x, cujarai2 3. O
conjunto solugo dessa equa@p é S= {3}.

(b) A equado ¥ — 3x+ 8 = 2x+ 2 pode ser apresentada sob a forma—x5x+6 =0 e,
portantoé uma equa@o polinomial do 2 grau na varavel x. Suas rzes 80 2 e 3 e, por
iSso, seu conjunto solég é S={2,3}.

(c) Temos que— 2x*> +x—2 =0 & uma equaio polinomial do 8 grau na varavel x.
Para determinarmos suasimes complexas podemos fatorar o primeiro membro, ou seja,
X2(x—2)+ (x—2) =0, enfio, (x—2)(x*+1) = 0.

Pela propriedade do produto nulo (dadoga R, se a- b= 0, enfio devemos ter que-a0
ou b= 0), conclimos que:

X—2=0 = x=2o0uxX+1=0
= ¥=-1

X=+i

Assim, as rizes da equap 40 2,i e —i. Temos, erdto, como conjunto solép S—=

2,i,—i}.

Duas equages polinomiais&o equivalentes quando apresentam o mesmo conjunt@soluc
isto &, toda raiz de uma equigé taml&m raiz da outra e reciprocamente. Assim, por exemplo,
as equages

X4+ x2—x—1=3x% -3 ex?—2x—x+2=0 40 equivalentes, poi§; = {1,2, -1} e
S ={12-1}.
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Ha duas operdies que ao alteram o conjunto-sol&ég de uma equag polinomial, istce,
ha duas maneiras de transformar uma egaaaplinomial em outra, equivalerggrimeira:

Primeira opera@o. somar aos dois membros a mesma &opolinomial
f(X) =g(x) = f(x) +h(x) = g(x) +h(x)

Exemplo 3.2 Seja a equaio

3 —4x+11=2¢+x+5 (1)
f(x) a(x)

adicionemos fx) = —g(x) = —2x? — x— 5 aos dois membros:

(3% — 4x+11) 4 (=2 — X —5) = (2P + X+ 5) + (—2x% — x—5)

() h(x) 9(x) h(x)

e fagcamos as simplificaes:
x> —5x+6=0 (2)

decorre quel) é equivalente &2), portanto:
S =9={23}.

Na piatica, aplicamos esta propriedade com o seguinte enunciaaictoda equago poli-
nomial, transpor um termo de um membro para outro, trocargioad do seu coeficientean

~__ 3

altera o conjunto-sol@p”. Em outras palavras:

Segunda operdp: multiplicar os dois membros pelo mesmianmero complexd (k # 0).

F(x) =g(x) = k- f(x) =k-g(x)

» 31 X 1 ~ : :
Exemplo 3.3 As equades p0|ln0mIaIS§ e Oe 2 8= 0 sdo equivalentes pois a
segunda foi obtida da primeira atrég de uma multiplicaio por 8.

Na resolu@o de uma equag polinomial procuramos sempre transfarta em outra, equi-
valente e mais “simples”, em que o conjunto-salipossa ser obtido com maior facilidade. As-
sim, empregando os aiitifos descritos acima posével transformar qualquer equagf (X) =
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g(x) numa equaio equivalentd(x) = f(x) —g(x) = 0, isto&, toda equap polinomialé re-
dufivel a forma:
anxX"+ a1 X"t ra, X" taix+ay=0

Quando transformamos uma eqaagolinomial para a form&(x) = 0, podem ocorrer
dois casos nétveis:

Primeiro caso O polindmio P(x) & identicamente nulo, is#®, estamos diante da eqéac
0-X"4+0-x"14+0-X"24+...4+0.-x+0=0

gueé uma sentenca verdadeira para todmaro complexo que seja colocado no lugaxde
portanto:
S=C

Segundo casdD polindbmio P(x) & constante edo-nulo, ou seja, estamos diante da e§oac
0-X"+0-X"14+0-x"2+...4+0-+k=0
gueé uma sentenca falsa para todomero complexo que seja colocado no lugax,deortanto:

S= 0

Exemplo 3.4 Transforme as equéegs polinomiais para a forma(R) = 0 e verifique quais
casos descritos acima ocorrem.

1. Dado(x—1)(x®+ 1) +x% = X3+ x— 1, temos:
X — ¥ x— 1+ = +x—1,
isto &,
(CH+x—1)— (C+x—1)=0,
assim,
03+ 0x° +0x+0 =0,
portanto, S= C.

2° Resolver Considere a equig polinomial Xx — 1)(x— 2) = x> — 3x> + 2x— 7. Note
que:
X3 — 3%+ 2x = x3—3x2+2x—7,



43

ou seja,
(-3 +2x)— (-3 +2x—7) =0,

donde
0x3 4 0x2 +0x+7 =0,

0 que acarreta que S @.
3.2 NUMERO DE RAIZES

Como toda equap polinomial pode ser colocada na forma

P(X) = anX" + an_1X" 1+ an_oX" 2+ ...+ aix+ag =0,

€ evidente que as seguintes proposg&o equivalentes:

1. r éraiz da equapP(x) = 0.
2. r éraiz da fun@o polinomialP(x).

3. r éraiz do polidmio P

e as tés proposiges §0 sintetizadas pd?(r) = 0.

Diremos tambm que a equé@pP(x) = 0 & de grauwn, se, e 6 se,P(x) e P sdo de graw.

3.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

O estudo das equaes polinomiai€ alicercado nd@eorema Fundamental daAlgebra
(T.F.A)), cujo enunciadeé:

Toda equa@o polinomial admite pelo menos uma raiz completa

A demonstrago desse teorema foi a tese de doutoramento de Carl FriedaicssG1777-
1855) no ano de 1798. Embora outros maitoos a tivessem tentado essa demonstoac
Gauss foi o primeiro a reakzla com perfeigo.

Adiamos, neste momento, a demonsiiaglo teorema fundamental dégebra que sér
apresentada no chplo seguinte.
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3.4 TEOREMA DA DECOMPOSIBGO

Teorema 3.1 (Teorema da decomposig) Todo polittmio de grau rin > 1) pode ser decom-
posto em n fatores ddrau, a menos de ordem e essa decomassgia Unica.

Demonstrag@o: SejaP, um polirdmio de P grau, de acordo com o T.F.A., teremos pelo menos
uma raiz, no qual denotemos par assim, pela defindp de raizP(r1) = 0;

Segundo o teorema D’Alembert (2.9, & dividvel por x—r1, pois o restoP(r1) =0
significando que existe o pofimio Q1, tal queP = Q1(x—r1), mas, send® do primeiro grau,
Q1= a1t =an, 10go,P = an(x—ry).

Resulta enP = (x—r1)(X—r2)Qg, entretanto, para=2,Q, tem graun—2=2—-2=0,
0 que resulta que
P=an(X—r1)(Xx—r2).

Aplicando-se sucessivamente o T.F.A. podemos chegar laye

P=Qn(X—r1)(X—rz)...(X—rp),

novamente, observe q@, tem graun—n = 010go,Q, = a,

e
P=an(X—r1)(X—r2)(Xx—r3)...(X—rp).
Com os procedimentos acima, provamos a érisa da decomposiQ. Para provarmos

sua unicidade, vamos supor que nosso potim admita duas decompo8gs:

P=an(X—r1)(Xx—r2)(x—r3)...(X—rp)

P = afn(X— 1) (X—15)(X—15) .. (X~ Tp)

Supondo reduzidos e ordenados os dois segundos membrasttiadesém:

e, pela definigo de igualdade de pobmios, temos necessariamente:

n=m e an = aj,
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Cancelando os termos iguais, ficamos com a igualdade:

(X—T1)(X—r2)(X—=Tr3)...(X—Tp) = (X—=1) (X—=r15)(X—=r5) ... (X—Tr}) (1)
Atribuindo ax o valor derq, temos:

0= (r1—ry)(r1—ry)(re—r3)...(ra—rp)

e se o produt@ nulo, um dos fatoresnecessariamente nulo, operando uma mudanca de ordem,
/
podemos fazer, =r;.

A igualdade (1) se transforma em:
(X—=r1)(X—r2)(X=r3)...(X—=rp) = (X—=r])(X—=r5)(X—r5) ... (X—1])
Cancelando os termos iguais,
(X—r2)(X—r3)(X—=Tg)...(X—=Tp) = (X—=15)(X—r5)(X—T4) ... (X—=1])
podemos atribuik o valor der, e da teremos:
0=(rz—r5)(r2—r3)...(r2—rp)

Da mesma forma, um dos fatones— r; & necessariamente nulo, novamente usando caotif
de mudar a ordem dos fatores de forma conveniente, podernuzsico

rp=rh

continuando este processo para- r{ para todo € N, obtemos as igualdades,= n, aj,, =
an, I, = rp, que $0 a prova que a decompadog Unica.

O

Como conseggncia do teorema da decomp@¢ que toda equap polinomial de grau
n> 1, admiten e somenta raizes complexas.

3.4.1 Consegencia do Teorema da Decomp@sic

Consideremos a equag polinomial de gram, na varavelx:
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ax"+ap X" ta, X" %+ ... +ay=0
Pelo teorema da decompds; essa equag pode ser apresentada sob a forma:

an(X—r1)(X—r2)(x—=rz)-...-(x—=rp) =0

Temos, erdio, query,rp,rs, ...,y SAo todas as faes dessa equag.
Assim sendo, podemos concluir o seguinte:

Uma equago polinomial de graun admite exatamenten raizes complexas, &0 neces-

sariamente distintas entre si.

3.4.2 Multiplicidade de uma Raiz
Seja a equdp polinomial de gram, variavelx e rdzesry,ra,rs,...,rn:
an(X—rg)(X—r2)(X—rz)-...-(X—rn) =0

e Se uma raiz; comparece uménica vez dentre os fatores do primeiro membroaent

é chamada deaiz simplesda equago.

e Se uma raizj comparecd vezesk > 1, dentre os fatores do primeiro membro aent

é chamada dmaiz de multiplicidade k da equago.
Exemplo 3.5 A equaéo (x— 2)3(x— 5)(x—4)? = 0 pode ser escrita como:
(Xx—2)(x—2)(x—2)(x—5)(x—4)(x—4) =0
Assim, temos que:

e araiz 2 tem multiplicidade 3, ou podemos dizer ainda qéedz tripla da equaéo;
e 0 nUmero 5éraiz simplesda equaéo;

e araiz 4 tem multiplicidade 2, ou podemos dizer ainda qéeaiz duplada equaéo.

3.5 RAZES IMAGINARIAS

Vamos estudar agora um teorema de acordo com Paiva (PAI\®) Ifue diz respeitas
raizes imagiarias de uma equag polinomial de coeficientes reais. Lembre-se derjueero
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imaginario & todo imero complexa nao real, istee,z=a+hicoma € Reb € R*.

Teorema 3.2 Se o timero imagi@rio z=a+b i,a € R e b€ R*, é raiz de uma equap
polinomial A(x) = 0 com coeficientes reais, &ut o conjugado de,z = a— bi, tamkemé raiz
dessa equaip.

Demonstra@o:

SejaP(x) = apx"+an_1x" 1+ an_oX""2+ ... 4agum polirbmio com coeficientes reais tal
que o rumero imagiarioz=a-+bi,a € R eb € R*, seja raiz da equagP(x) = 0.

Temos qué(z) =0, ou seja:
anZ" +an_12" tan 2" % +...+ 8y =0 ()

Se dois complexos® iguais, eréto seus conjugado@a iguais. Por isso, podemos concluir da
sentenca (2) que:

anZ"+an_12"lan 22" 2+...+ag=0

Pelas propriedades do conjugado de um complexo, podemeyesc

anZ'+an_ 12"+ an 22" 2+.. . +a35=0

& i +ai? 1+ a 2 2+...+ag=0

& andan 172V lay 27" 24 ... +ag=0

& a2 "+a 12"+ an 22" +...+a =0
< P(2=0

ou sejaz é raiz da equap P(x) = 0.

Consegeéncias:

e Se um rimero imagi@rio z é raiz de multiplicidad& de uma equa polinomial de coe-
ficientes reais, e&ib 0 conjugado detamkemeé raiz de multiplicidadé& dessa equap.

e O nimero de rezes imagiarias de uma equag polinomial de coeficientes re@seces-
sariamente par.

e Se uma equdap polinomial de coeficientes reais tem gimpar, erdo essa equag
admite pelo menos uma raiz real.
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3.6 RAIZES RACIONAIS

Teorema 3.3 Sejag com p e g inteiros primos entre si e40.

SeB é raiz da equa@o polinomial ax" + an_1X"" 1+ ap_ox""?+ ...+ a9 = 0, na varével x e

comcoeficientes inteirosenfio pé divisor de g e qé divisor de a.

Demonstra@o: Sendog uma raiz da equ&p, devemos ter:

-1 n-2
o) rea(g)rea(()
an | — +an-1{ — +an_2| — +...+a9=0
(q "\q “\q
n n—1 n—2
& an-%Jran_l-zn_1+an_z-%+...+ao:0.

Multiplicando porg" ambos os membros, obtemos:

anp"+an_1p" tg+an 2p" 2P 4. +apd T +ad" = 0 3)
& anp"+an-1p" g+ an2p" Ce’ .t apd T = —aog

< panp" +an-1p" 2g+an2p" 3P+ e ) = —aog”

Como o produto de inteiros inteiro e a soma de inteiros taérh € inteiro, conclimos que
0 primeiro membro da igualdade anter®@um rumero inteiro. Portanto o segundo membro,
—apq", € inteiro e niltiplo de p, pois é igual ao produto dg por um inteirok;, ou seja,
pk = —aoq", kg € Z.

Comop e sao primos entre si, temos qipee " tamkem o §0. Logo,p édivisor deay.

Temos, ainda, que a igualdade €®quivalente a:

"+ taod! = —anp"

n

an_1p"1q+an_2p
S q(an-1p" T Han2p"2q+agp™ ) = —anp

Como a expres® entre pa@ntese€ um rumero inteirdky, podemos escrever:
gk = —anp", ke € Z

Comog e p sao primos entre si, temos qgee p" tamkem o §i0. Logo,q é divisor dea,,.

Observa@o 3.2 No que se refere a faes racionais, temos:
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1. Nem toda equap polinomial de coeficientes inteiros admite raiz raciordr exemplo,

a equaéo ¥ — 2 = 0 n&o admite raiz racional.

2. Se a equdp polinomial de coeficientes inteirog» = 0 tem o polidmio Ax) com
coeficiente dominante igual a 1, e admité&zes racionais, e@b essas rezes o inteiras.
Por exemplo, sé?, com p e q inteiros primos entre si 40, é raiz da equaio X —
5x+6 =0, enﬁoqpé divisor de 6, pe (+1,+2,+3,£6), e gé divisor de 1, ¢ (+1).

Logo,g € (+1,42,+3,+6).

3.7 RELAQOES DE GIRARD

Albert Girard (1590-1633), flamengo, em sua obmaention nouvelle en I'algbre apre-
sentou um importante teorema que relaciona@gsaom os coeficientes de uma e@uaagoli-
nomial. Antes de estudar esse teorema em sua forma gerals\aord-lo particularmente

para equages do 2 e do ¥ grau.

3.7.1 Asrelades de Girard em uma equa;do 2 grau

Consideremos o polimio do 2 grauP(x) = ax? + bx-+ ¢ cujas rézes §orier, ea+# 0.

Pelo teorema da decompdaicde um polibmio, podemos escrever:

al+bx+c = a(x—ri)(x—ry)

b ¢
2 _
SXF+-X+=- = (X=r1)(X—r
+ X+ (X—r1)(Xx—r2)
b ¢
X2+—X+— = xz—(r1+r2)x+r1r2
a a
b
—(ritr2) = ri+rz=——
rirp = — rir, = —
2=7 2=

Temos, erdo, o seguinte:

As rédzesry e ro da equa@io polinomial do 2 grauax? + bx+c = 0 4o obtidas pelas

relages:
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3.7.2 Asrelages de Girard em uma equiexdo 3 grau

Consideremos, agora, o paimio do 3 grauP(x) = ax® + bx? + cx+ d cujas razes &0
ri,ro ergea# 0. Pelo teorema da decompdsicde um polibmio, podemos escrever:

aC+bl+ox+d = ax—ri)(X—ra)(x—ra)

b, c d
@x3+5x + Xt (X—r1)(X—Tr2)(X—Tr3)

X3 — (r+ra+r3)%2

b c d
X4+ X+ X+ =
a a a

+ (r1r2 +rirs+ I’2I’3)X— rirors

b
—(r1+r2+rg) = fitre+rs=——

Il ol o

C C
= Firo+rqira+rors 5 = rro4rqirg+4rofz = 5.

d
—rifrol3 = a Mirofz = 2

Temos, erdo, o seguinte:

As razesry,roerz da equag@o polinomial do 8 grauax® + bx? 4 cx+d = 0 o tais que:

b
M+ro+rzg=——

a C
riro4+rqirg+rofz = 5_

Miraorz = 2

3.7.3 Asrelages de Girard em uma equacde graun

Finalmente, repetindo os mesmos argumentos realizadesjnages de segundo e terceiro
grau temos as relaes de Girard em sua forma geral:

Teorema 3.4 Em toda equai@o polinomial ax" +a,_1x"1+an_ox""?+ ...+ a9 =0, de grau
n,n> 1, cujas rdzes 80 r1,ro,r3,...,I, tem-se que:
L an-1 .
1. asoma das riaese igual a—a, ou seja,

an—1
ri+ro+r+...+rh=———,
" e
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2. a soma dos produtos dasizas, tomadas duas a duésigual a%, ou seja,

an-2
Mro+rir3+rirg+...+rp—1frn = ?

3. a soma dos produtos dasizas, tomadas &s a tés,é igual a—%, ou seja,

an-3
rrorg+rarorg+rifolrg+ ... +rph_ofp—1fn = —K

. —1)" .
4. o produto de todas as tzesé igual a%, ou seja,
(—1)"(a0)
rirorg...f=——"———-=-.
11213 n an

Faremos alguns exemplos dos muitos que se encontram enflEezZi, 1977):

Exemplo 3.6 1. Calcular a soma e o produto dasizes da equap

24 133+ 4x% + 5x+6 = 0.

as 3 430 6
r+ro+r3+rg=——=—- ri-rp-rz3-rp=(-1)"—=-=3
12t Tat T =— =~ 1234()a42

2. Sef,rp,r3 € 0 conjunto-solugo da equago
2x3 4+ 5x% 4+ 8x+11=0, calcular r? +-r3 +r2.

Temos:
it ratrg— -2 2

1thtl=—2 =73
Firo4rar3+ror _+a1_8_4

othfstlals=+_"=5=

ao 11

rrofz3=—— = ——

1fars 2 5

5 25

portanto: B +r3+r2 = (ry+ra+r3)2—2(rra+rirg+rorg) = (—5)2—2(4) = —8=

7

4

3. Resolver a equdp X — 6x% + 3x+ 10 = 0, sabendo que a soma de dua$zesé 1.
Temos:



a
(')r1+r2+r3=—a—2:6 (”l)rll’zrg:—?:—lo
3 3
a
(Il)r1r2+r1r3+r2r3:a—1:3 (IV)ri+r=1
3
(IV)em(l) = 14rz3=6=r3=>5
10
(|||)I’1I’2= —— =2
> = n=-len=2
(IV)ri+rz= 1] resolvendo

portanto, SH-1,2,5}.
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4 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

A prova elementar que apresentareradsasicamente a prova dada Argand em 1814, en-
contrada por exemplo em Andrade (ANDRADE, 2000). Existemtasuoutras provas. A
primeira prova deste teorema foi dada por Gauss em sua tedsuttado em 1799. Existe
uma prova usando vaweis complexas, veja em Titchimarsh e outra usando teeri@adois
devido a Legendre e ainda outra mais quase inteiramerébradg devido a Clifford. A prova
de Clifford € interessante, a sua id&@anostrar que os polimios irreduiveis sobreR sao da
forma px+ g ouax? + bx+c coma? — 4ac < 0, e sabemos que esiktimo é reduivel sobreC.

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental dﬁdgebra) Todo polibmio pz) emC de grau maior ou
igual a 1, tem uma raiz ert. Istoé&, C é algebricamente fechado.

Observamos que um pobmio p(z) com coeficientes complexos pode ser escrito da forma

P(2) = p(x+iy) = p1(X,Y) +ip2(X,y),

ondepi(X,y) e pz2(X,y) sdo polirbmios reais nas vaveis reaix,y. Segue que

1p(2)| = 1/ Pa(% Y)2 + pa(x.Y)2,

gueé claramente furéo contnua nas vaéveisx,y. Na prova usaremos o fatésico do @lculo
gue uma fungo contnua num disco fechado e limitadddo plano tem um mmimo emD. A
prova esa dividida em duas partes, provaremos que:

1. existe um pontd, no plano complexo tal que
Ip(20)| < [p(2)] vz C,

2. sezp & o ponto de rmimo global determinado na primeira parte w(z) = 0.

Primeiramente vamos provar um lema queseit na prova do Teorema fundamental.
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Lema 4.1 Se f(z) € C & polindbmio de grau maior ou igual &, entio dado M> 0 existe R> 0
tal que s€z > R, endo |f(z)| > M.

Demonstrag@o: A provaé feita por indu@o sobre o grau dé. Se o grau dé € igual a 1, er#to
f(z) =a+bz b+# 0. Logo,

f(2)| = la+b7 > |bZ —|a] = [b] - [2] - [a].

DadoM > 0, escolha
~ M+|al

R
0]

e assim s¢z| > Ren@o|f(z)| > M.

Assuma que o lemé verdadeiro para polimios de graud —1). Ento f(z) pode ser
escrito na formaf (z) = a-+ zf1(z), ondef1(z) tem grau(d — 1). DadoM + |a| > O existe, da
hipotese de indwp,R > 1 tal que paradz| > R, |f1(z)| > M + |a|. Enfao, pardz > R,

@] = la+zhu(2)]

v

zf(2)| - [a|

12| f1(2)| - &l
f1(2)[—al
> M+|al—|a =M,

v

provando assim o lema.

Agora estamos prontos para provar o teorema (4.1).

Seja
P2 =2"+a, 12" T+ +ag

Dado M = 1+ |ag

, temos do lema 4.1 que existe > 0 tal que se|z > R,
en@o,|p(z)| > 1+ |ag|, para toda € C tal que|z] > R.

Seja
D={zeC;|z7 <R}

ComoD é fechado e limitado no plano, &atsabemos que existgge D tal que

1p(z0)| < |p(2)],¥z € D.
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Pela escolha dB, temos que

Ip(z0)| < p(2)],Vz,

pois sez¢ D, enBo|z| > Re deste moddp(z)| > 1+ |ag| > |p(0)|. Como Oc D, resulta que

|p(0)| > [p(20)]. Assim,
|p(20)| < |p(2)|,Vz€ Douz¢ D.

Agora provaremos qup(zp) = 0. Fazendo a mudanca de aisw = z— 7, enfio,

p(2) = p(W+20) = u(W)

€ um poliromio emw e

a(0)] = [p(20)] < [P(2)] = | (W), V.

Assimq; tem rrinimo global enmw = 0.

Provaremos queg;(0) = 0. Seq;(0) = a # 0, chegaremos a uma contraitic Suponha
a# 0 e sejagp(w) = aql(w). En®o, |gz2(w)| tem um mnimo emw = 0 se e, somente se,
|g1(w)| tem um nminimo emw = 0.

Agoradgz(w) tem forma

Go(W) = 1+ bW+ byw™ L + .. 4 bw™K,

ondem+k=n.

Sejar a mésima raiz dé—¢). Enfo,br™ = —1. Sejaw = ru e q(u) = gp(ru) = gz(W).
Entio, |q(u)| tem um nmnimo eu = 0 se e, somente s@jp(W)| tem um nmnimo emw = 0.
Agora,q(u) tem a forma

qu) = 1+b(ru)™+ -+ by(ru)™k
= 1-u"+u™1Q(u),

onde,

Q(u) = C1+Coui+ -+ + gt
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€ um poliromio emu comc¢;j = bjrm+j, 1 < j <k. Note queq(0) = 1, assim 1& um valor
minimo de|q(u)|.

Sejat > O real. Fazenda =t, temos

Q)] = |ci+Cot+---+oth?

< eg| + et + -+ ot

Considere
Qo(t) = [ca| +[Calt + - -+ + |a tEL.
Quandd — 0, temos queQo(t) — 0. Segue que existedt < 1 tal quetQo(t) < 1.

Vamos mostrar que para esta escolhg tezendai =t, da|q(t)| < 1=|q(0)|, contrariando
a hipdtese queg(u)| tem seu rimimo emu = 0.

De fato,

q(t)]

[ 1—tM+t™HQ(t)|
[1—t"|+ [t™Q(Y)]
(1—tM) +t"tQ(t)]
< (1-tT)+tM(tQo(t)).

IN

Comot é escolhido de modo qu&o(t) < 1, estelltimo nimeroé menor do que

(1—tM+tM=1=1q(0)|.

Comot # 0, |g(u)| ndo tem seu fimimo emu = 0. Contradi@o. Logo,a= 0 o que implica
queq;(0) = 0 e portantop(zp) = 0.

0

Exemplo 4.1 Considere o poliamio pgx) = x> + 1. E nobrio que p o possui raiz real. No
entanto, ao tomarmos o pobmio [z) = 22 + 1, donde os coeficientes complexos, o Teo-
rema Fundamental dé.lgebra nos diz que este palimio possui ao menos uma raiz. Como se
pode ver, tal polidmio possui duas iiaes, a saber i e-i.
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5 CONCLUSAO

A realiza@o deste trabalho possibilitou uma reflexsobre a necessidade de se aprender
polindmios, contédo este qué basicamente alfprico, trabalhado na?@ 7 séries do ensino
fundamental e muito utilizado a partiridenvolvendo outros contiélos nas&ries seguintes.

A matemratica auxilia no processo de consfiogdo conhecimento e consequentemente na
aprendizagem, o que a torna indispgared para o aluno.

Nos dias de hoje, ainda existem pessoas guepgensamentos negativos e preconceituo-
S0s expostos no trabalho sobre a matioa, mas para mudar estes pensamentos, exige-se a
media@o e a expeéncia do professor, peca fundamental para a cor&irdg conhecimento
matenatico.

A educa@o de uma nova escola exige um novo professor, pois algufespooes conti-
nuam cobrando memorizégs que &o fazem sentido ao alun@ gue estes simplesmente de-
coram a maria, como no caso do algebrista, ou sefauma aprendizagem néetca, fazendo
destes alunos, dépitos de signos sem significados, sem @agrimordiais com seu contexto.
Desse modo a constraig do conhecimento exige novas metodologias e ambiengsiidiados
de aprendizagem, pois, cada salmrmada por um grupo hete@mgeo de alunos.

Observa-se tan@m queé preciso trazer partes essenciais do estudo degooias que
muitas vezes,& deixadas de lado, como o pleno doim da fatorago, rdzes racionais, somas
e produtos de iiaes, gaficos e polidmios irreduiveis. Ressaltando que oalculos da divido
tornam-se maisapidos com a aplicép do dispositivo gtico de Briot-Ruffini e que o Teorema
do Resto nos possibilita a verifiGagdas razes.

Neste trabalho percebemos que a maior ingraia do Teorema Fundamental/&lgebra
reside no fato de ter sido pdgsl demonsti-lo, pois a suspeita de que um péinio de grau
n possuin raizes p existiaa muito tempo, e@do, a sua demonsti@g abriu caminho para o
reconhecimento e desenvolvimento dasteros complexos (saliente-se um outro enunciado do
referido teorem& que todo polibmio de grawn possui pelo menos uma raiz nos complexos).
Alem disso, o Teorema Fundamental/ldgebra destaca que na busca de soéscde uma
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equa@o polinomial, que sempre existe como égmio teorema afirma, nuncais@s fora do
corpo dos ameros complexos, ist® C é algebricamente fechado.

Por fim, cabe ressaltar, que, com este trabalho, percebamos @studo dos polimios
engloba uma gama de conhecimentos interligados peldesalgalgebra, quer dizer, mergu-
lhar nas estruturas dos pdiimiosé€ mergulhar em paralelo no corpo dasweros complexos
bem como nas estruturas ahgicas.
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