UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENGENHARIA CIVIL
MESTRADO EM ENGENHARIA CIVIL

LUCAS HERBER BORTOLI

ANALISE MODAL DE ESTRUTURAS PLANAS COM ELEMENTOS
FINITOS Q4 EM NOTAGAO STRAIN GRADIENT

DISSERTAGAO DE MESTRADO

CURITIBA
2020



LUCAS HERBER BORTOLI

ANALISE MODAL DE ESTRUTURAS PLANAS COM ELEMENTOS FINITOS Q4
EM NOTAGAO STRAIN GRADIENT

MODAL ANALYSIS OF PLANE STRUCTURES USING Q4 FINITE ELEMENTS IN
STRAIN GRADIENT NOTATION

Dissertacdo apresentada como requisito para
obtenc¢éo do titulo de Mestre em Engenharia Civil
da Universidade Tecnologica Federal do Parana
(UTFPR).

Orientador: Prof. Dr. Jodo Elias Abdalla Filho

CURITIBA
2020

Esta licenga permite que outros remixem, adaptem e criem a partir do
trabalho licenciado para fins ndo comerciais, desde que atribuam ao autor

@ ®® o0 devido crédito. Os usuarios ndao tém que licenciar os trabalhos

derivados sob os mesmos termos estabelecidos pelo autor do trabalho
original.

4.0 Internacional



https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

Ministério da Educagao
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA D|ret0r|a de Pesqu|sa e PéS—Graduagéo

CAMPUS CURITIBA

TERMO DE APROVAGAO DE DISSERTAGAO N° 200

A Dissertagdo de Mestrado intitulada: ANALISE MODAL DE ESTRUTURAS PLANAS COM
ELEMENTOS FINITOS Q4 EM NOTAGAO STRAIN GRADIENT, defendida em sessdo publica pelo
Candidato Lucas Herber Bortoli, no dia 29 de maio de 2020, foi julgada para a obtenc¢ao do titulo de
Mestre em Engenharia Civil, area de concentracdo: Construcdo Civil, linha de pesquisa: Estruturas e

Geotecnia, e aprovada em sua forma final, pelo Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Civil.

BANCA EXAMINADORA:

Prof. Dr. Jo&o Elias Abdalla Filho - Presidente - UTFPR
Prof. Dr. lvan Moura Belo - UTFPR

Prof. Dr. Hsu Yang Shang - PUCPR

A via original deste documento encontra-se arquivada na Secretaria do Programa, contendo a

assinatura da Coordenacgao apds a entrega da versao corrigida do trabalho.

Curitiba, 29 de maio de 2020.



AGRADECIMENTOS

Primordialmente e notadamente a meus pais, Eliseu e Voni, por
proporcionarem o alicerce sobre o qual me apoiei e possibilitou trilhar o caminho ao
qual me trouxe. Palavras carecem minha indescritivel gratidao pelo continuo incentivo
e por tudo que me fizeram.

A minha noiva, Nayane, pelo companheirismo, amor e paciéncia nos
momentos dificeis. Muito obrigado, Nayane, por me confortar e estar ao meu lado
nessa tao importante etapa de minha vida.

A minha irm3, Poliana, sempre prestativa e disposta a me apoiar e incentivar.
Saiba que sou grato por tudo, Poli.

A meus tios, Flavio e Ivania, assim como minha prima, Flaviane, pelo
acolhimento na Cidade de Curitiba, além de toda familiaridade prestada.

A meu orientador e professor, Dr. Jodo Elias Abdalla Filho, pelos
ensinamentos, inspiragdes, conselhos e, acima de tudo, pela amizade ao longo deste
percurso.

Ao Programa de Pds-graduagdo em Engenharia Civil da UTFPR, pela
oportunidade e disponibilizacdo do acervo de conhecimentos, tanto por parte do corpo
docente, quanto da infraestrutura da universidade. E a CAPES, pelo apoio financeiro.

A todos que, de alguma forma contribuiram a tornar-me melhor, seja
profissionalmente, ou como pessoa, e, apesar de aqui ndo mencionados, encontram

em minha memadria a minha profunda gratidao.



“S6 pensamos saber tudo quando
sabemos pouco; a medida que vamos
adquirindo conhecimentos, instala-se a
duvida”

(BACON, Francis)



RESUMO

BORTOLI, Lucas Herber. Analise Modal de Estruturas Planas com Elementos
Finitos Q4 em Notagao Strain Gradient. 2020. 100 f. Dissertacdo (Mestrado em
Engenharia Civil) - Programa de Pds-Graduagdo em Engenharia Civil, Universidade
Tecnologica Federal do Parana. Curitiba, 2020.

O crescente avango de tecnologias que viabilizam a construgdo de estruturas mais
esbeltas e complexas, portanto mais susceptiveis a efeitos deletérios, como acdes
dindmicas, demandam cada vez mais o desenvolvimento de ferramentas
computacionais capazes de simular o comportamento mecanico dessas estruturas.
As analises estruturais, na maioria das vezes sao realizadas pelo Método dos
Elementos Finitos, onde a qualidade dos resultados dependem da formulacao
matematica empregada para descrever o modelo fisico, podendo em alguns casos
conter erros de modelagem. Elementos quadrilateros, frequentemente usados na
elasticidade plana, sdo exemplos de elementos com erro conhecido como shear
locking (travamento por cisalhamento), decorrente da presenga de termos espurios
nas expressdes de deformacéao por cisalhamento. Tais termos podem ser identificados
por meio da notagao strain gradient, uma notagao fisicamente interpretavel que
permite avaliar a capacidade de modelagem do elemento e corrigir erros de
modelagem, eliminando a priori os termos que n&o regem a equagao. Neste sentido,
a atual pesquisa visa verificar os efeitos do travamento por cisalhamento nas
frequéncias naturais e modos de vibracao de estruturas planas utilizando quadrilateros
de 4 nés formulados com a notagéo strain gradient. Para tanto, € desenvolvido um
algoritmo computacional capaz de efetuar analise modal de estruturas planas com a
notacdo em questdo. As frequéncias naturais de vibracdo determinadas sao
comparadas com os valores de frequéncia fornecidos pela formulagao isoparamétrica
e pelo software de modelagem ANSYS. As analises mostram a eficacia da notacao
strain gradient em modelar problemas de vibragao livre, onde obtém-se os mesmos
resultados que a formulagao isoparamétrica e software ANSYS, quando ha a presenca
de shear locking. Da comparacdo de resultados de modelos com e sem termos
espurios, observa-se que os termos espurios causam erros nos valores de frequéncias
naturais. Este efeito deletério tem maior preponderancia para malhas menos refinadas
e em modos de vibracao flexionais. Além disso, observa-se que os erros causados
pelos termos espurios sdo mais relevantes em estruturas esbeltas e com menores
valores de coeficiente de Poisson. Desta forma, conclui-se que a notacéo strain
gradient, além de apresentar vantagens do ponto de vista numérico, demonstra éxito
em eliminar os erros de modelagem nas situagdes estudadas, possibilitando atingir
resultados mais precisos e coerentes com o modelo fisico.

Palavras-chave: Notacgdo strain gradient. Vibragao livre. Quadrilatero de quatro nés.
Travamento por cisalhamento. Cisalhamento Parasitico.



ABSTRACT

BORTOLI, Lucas Herber. Modal Analysis of Plane Structures using Q4 Finite
Elements in Strain Gradient Notation. 2020. 100 f. Dissertagdo (Mestrado em
Engenharia Civil) - Federal Technology University - Parana. Curitiba, 2020.

The increasing advancement of technologies that enable building slender and complex
structures, therefore more susceptible to deleterious effects such as dynamic loads,
have increasingly demanded the development of computational tools capable of
simulating the mechanical behavior of those structures. The structural analyses are
mostly performed using the Finite Element Method, where the quality of the results
depends on the mathematical formulation used to describe the physical model, which
may contain in some cases modeling errors. Quadrilateral elements, often used in
plane elasticity, are examples of elements that coutain an error known as shear
locking, due to the presence of spurious terms in the expression of angular
deformation. These terms can be identified using the strain gradient notation, a
physically interpretable notation that enable to evaluate the modeling characteristics of
the element and correctly formulate the polynomials, removing a priori the terms that
do not belong to the equation. Therefore, the objective of this study is to examine the
effects of shear locking on the natural frequencies and mode shapes of vibration of
plane structures using 4-node quadrilaterals formulated by the strain gradient notation.
For that, it is developed a computational program capable of performing modal analysis
of plane structures using the strain gradient notation. The computed natural
frequencies are compared to the values obtained by the isoparametric formulation and
ANSYS simulation software. The analyses show the effectiveness of the strain gradient
notation in the modeling of free vibration problems, where the results obtained are the
same as the isoparametric formulation and ANSYS software, when there is the
presence of shear locking. When comparing the results of models with and without
spurious terms, it is observed that spurious terms cause errors in the values of natural
frequencies. This deleterious effect has a greater preponderance for less refined
meshes and in flexural vibration modes. In addition, it is observed that the errors
caused by spurious terms are more relevant in slender structures and at lower values
of Poisson's ratio. Thus, it is concluded that the strain gradient notation show
advantages by the numerical aspect and successfully eliminate the modeling errors in
the studied problems, where it is possible to compute more accurate and compatible
results according to the physical model.

Keywords: Strain gradient notation. Free vibration. Four-node quadrilateral. Shear
locking. Parasitic shear.
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1 INTRODUGAO

A analise modal de estruturas compreende o estudo do comportamento
dindmico de sistemas estruturais sob vibracdes livres, onde determina-se as
frequéncias naturais e os modos de vibragdo do sistema, de forma a avaliar sua
capacidade oscilatéria diante de potenciais agdes dinamicas.

Para Clough e Penzien (2003), a principal diferenga das a¢gdes dinamicas em
relacdo as estaticas € a variagao temporal. Desta forma, cada ponto do problema
analisado ndo tem um unico resultado de deslocamentos, deformagdes e tensbes para
determinadas condi¢des, e sim um conjunto de resultados dependentes dos diversos
instantes de tempo analisados.

A importancia de se estudar o comportamento dinamico de estruturas é
ressaltada por Silva e Vasconcelos (2010) devido ao crescente desenvolvimento
tecnoldgico que, cada vez mais, proporciona a execugao de estruturas mais esbeltas
e flexiveis, portanto, mais susceptiveis as agcdes de natureza dinamica.

Uma das maiores dificuldades enfrentadas na analise estrutural dindmica é
formular modelos matematicos capazes de representar apropriadamente o modelo
fisico estudado. Para tanto, diversas abordagens foram desenvolvidas, sendo o
Método dos Elementos Finitos (MEF) a mais usual.

O principal motivo da popularizagdo do MEF se deu pela sua capacidade de
simular estruturas complexas, segundo Thompson e Thompson (2017), que seriam
inviaveis por meio de métodos analiticos. Além do mais, o MEF é programavel, o que
possibilita criar rotinas de calculo capazes de tratar problemas com diferentes
geometrias e variaveis sem a necessidade de descrever novas formulagdes
matematicas.

Entretanto, o MEF n&o fornece solugbes exatas para o problema, mas
solucbes aproximadas, onde a acuracia da resposta depende da discretizacao
realizada no modelo estrutural. Segundo Novotny e Fancello (1998), a solugao
aproximada pode ser melhorada por meio de refinos, tanto no aumento da quantidade
de elementos da malha, como no aumento da ordem polinomial do elemento.

A ordem polinomial das fungdes aproximadoras de deslocamento depende do
tipo de elemento adotado na modelagem, em especial da quantidade de graus de

liberdade do elemento. Em estruturas planas, por exemplo, alguns dos elementos
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utilizados s&o: tridngulo de trés nds, formado por polindmio linear completo;
quadrilatero de quatro nds, cujo polinémio linear € completo e quadratico incompleto;
triangulo de seis nos, onde o polinbmio linear e quadratico sdo completos; e
quadrilatero de oito ndés, com polinbmio linear completo, quadratico completo e
polinbmio cubico incompleto.

Como visto, os polinbmios que formam as funcbes aproximadoras de
deslocamento dos elementos triangulares de trés e seis nds consistem em
coeficientes de expansdes binomiais completos, ao passo que nos quadrilateros, o
polinbmio de um determinado grau € incompleto. Uma das consequéncias de
elementos com polinémios incompletos € o aparecimento de erros de modelagem que
interferem nos resultados da analise (ABDALLA e DOW, 1994).

Normalmente estes erros de modelagem sao contornados aumentando o
refino da malha através do aumento do numero de elementos, o que implica em maior
esforco computacional. Porém, esta medida nao elimina os erros de modelagem,
apenas diminuem sua relevancia, e, em muitos casos, o aumento do numero de
elementos pode dificultar a modelagem, visto que exige quantidade cada vez maior
de operagdes numeéricas que demandam maior tempo de calculo.

Neste sentido, torna-se evidente a importancia da formulacdo matematica
empregada no processo computacional de modelagem. Em vista disso, Dow et al.
(1985) propuseram formular as fungdes interpoladoras dos deslocamentos de um
elemento finito utilizando uma notacdo fisicamente interpretavel, que viria a ser
denominada de strain gradient.

Na notacao strain gradient, os deslocamentos sdo expressos como fungdes
de movimentos de corpo rigido, deformacdes e suas derivadas (DOW, 1999). Desta
forma, pode-se avaliar a capacidade de modelagem de um elemento finito e identificar
a presenca de termos espurios nas expansdes polinomiais para as componentes de
deformacgao, causadoras dos erros de modelagem.

Tais termos manifestam-se em certos tipos de elementos finitos, como os
quadrilateros de quatro nés, conhecidos também como elementos Q4. Neste caso, os
termos espurios aparecem na expressao de distor¢gao angular e sdo conhecidos como
termos de cisalhamento parasitico, causando erro denominado de travamento por
cisalhamento, ou, shear locking.

Dow e Byrd (1988) desenvolveram expressdes de deslocamentos para
elementos finitos Q4 em notagao strain gradient de modo a identificar e eliminar a
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presenca dos termos espurios. Tais expressoes levam a alteragdes na formulagao da
matriz de rigidez do elemento, onde foi mostrado para o caso de analise estatica de
vigas planas que a notagéo strain gradient proporciona maior eficiéncia de modelagem
e resultados mais acurados.

Com isso, infere-se que a analise dindmica de estruturas planas com
elementos contendo termos espurios, como é o caso dos quadrilateros, também é
afetada por erros de modelagem, ja que os erros estao contidos na matriz de rigidez
e esta faz parte das equagdes que descrevem o movimento oscilatério do sistema
estrutural. Adicionalmente, a analise dindmica depende também de outros
parametros, como a massa e amortecimento, fazendo com que a matriz de rigidez
possa ser mais ou menos relevante na determinacao das frequéncias naturais de
vibragao da estrutura.

Em razao disso, a atual pesquisa é regida por método hipotético-dedutivo e
pretende simular computacionalmente estruturas planas pelo MEF implementando a
notagédo strain gradient para corrigir erros de travamento nos elementos Q4 em

analises de vibragao livre.

1.1 OBJETIVO

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desta pesquisa é verificar a influéncia do cisalhamento
parasitico na determinagcao das frequéncias naturais e modos de vibragcdo de

estruturas planas utilizando elementos finitos Q4 em notacé&o strain gradient.

1.1.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos sao:

» Validar os resultados de modelagem de vibragéo livre via elementos finitos
strain gradient Q4 em problemas de elasticidade plana linear;

* Avaliar a influéncia de termos de cisalhamento parasitico, presentes na
matriz de rigidez de elementos quadrilateros de 4 nds, na determinacdo das

frequéncias naturais e modos de vibracédo de estruturas planas;



15

* Analisar a convergéncia de malha em notagdo strain gradient com
eliminacao a priori dos termos espurios em relagado a formulagédo convencional de

elementos finitos.

1.2 JUSTIFICATIVA

Estudos anteriores mostram a eficacia da notac&do strain gradient em
identificar e eliminar termos espurios a priori em analises estaticas, fazendo com que
a matriz de rigidez de determinados elementos seja descrita de forma mais precisa e
os resultados de modelagem estrutural sejam mais confiaveis. Paralelo a isso, na
notacgéo strain gradient, as formulagdes matematicas implicam em menor quantidade
de integrais a serem avaliadas, tendo como potencial aumentar a capacidade de refino
da malha do modelo estrutural e reduzir esforgos computacionais.

A eficiéncia computacional deve ser ainda mais significativa na analise
dinamica, que envolve maior quantidade de calculos a serem efetuados. E,
considerando a inexisténcia de publicagdes sobre 0 uso da notagao strain gradient em
dindmica, esta dissertacdo possibilita explorar novos estudos sobre modelagens

dindmicas empregando elementos finitos formulados pela notagao strain gradient.

1.3 DELIMITAGAO

Esta pesquisa foi desenvolvida na Universidade Tecnolégica Federal do
Parana, em Curitiba, Campus Ecoville, no espaco dedicado aos estudantes do
Programa de Pds-graduagao em Engenharia Civil.

A revisdo bibliografica foi realizada com auxilio de livros, artigos cientificos,
dissertacdes e teses. As modelagens efetuadas para atingir os objetivos da pesquisa
consistem em analises de vibragcdo livre sem amortecimento de estruturas
bidimensionais com comportamento elastico-linear.

O software para modelagem computacional das estruturas foi desenvolvido
em ambiente de desenvolvimento integrado de cdédigo aberto Code::Blocks, por
intermédio de linguagem de programacado Fortran 95 em conjunto ao MATLAB
R2018b. Os resultados foram constratados com os valores fornecidos pela formulagao
convencional, desenvolvida em MATLAB R2018b e software de modelagem ANSYS

APDL 19.2, e a tabulagdo dos dados para apresentacao dos resultados via Excel.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo apresenta a fundamentacgao tedrica usada para embasamento
da pesquisa, tratando sobre o método dos elementos finitos no estado plano pelas
notagdes isoparamétrica e strain gradient, com o propdésito de evidenciar as diferengas
entre ambas formulagcbes. Além disso, € abordado sobre analise dinamica de

estruturas, em especial, vibragdes livres no plano.

2.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

As principais ideias relacionadas ao Método dos Elementos Finitos (MEF)
foram apresentadas por varios autores na década de 1950, e o termo MEF foi cunhado
por Clough em 1960. Estudos a respeito da discretizacado de fungdes continuas, por
outro lado, foram realizados pelo matematico Courant em 1943, utilizando subdivisdo
de dominios com elementos triangulares e o principio da minimizagao de energia
potencial em estudos de torcado em pegas mecanicas (RAO, 2011).

Com a contribuicdo de matematicos, fisicos e engenheiros desenvolveu-se
uma solida base tedrica para o método. Teixeira-Dias et al. (2010) diz que a aplicagao
do MEF a problemas complexos de engenharia, exige, muitas vezes, a disponibilidade
de meios computacionais significativos. Deste modo, percebe-se que o
desenvolvimento do método tenha vindo a acontecer de acordo com a disponibilidade
tecnoldgica e aumento da capacidade de calculo dos recursos computacionais.

Para Bittencourt (2010), o MEF pode ser considerado, basicamente, como um
método numérico para a solucdo de Problemas de Valor de Contorno (PVC)
envolvendo equacgdes diferenciais ordinarias e parciais e respectivas condi¢cdes de
contorno.

A ideia basica do método é dividir um corpo em varios subdominios ou
elementos finitos (Figura 1) e determinar sua solugdo aproximada, considerando-se
apenas os nos definidos pela subdivisdo. O conjunto de nés e elementos constitui a

malha de elementos finitos.
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Figura 1 — Dominio dividido em elementos finitos

Fonte: Zienkiewicz et al. (2013)

Os elementos sao interconectados pelos nds, e variagdes de campo, tais
como tensdes, deslocamentos, temperatura, pressao, velocidade, entre outros, sao
aproximadas por fungdes aproximadoras.

Segundo Rao (2011), o processo de solugdo de um problema em elementos
finitos segue uma rotina que pode ser resumida em:

1. Dividir o dominio em elementos finitos;

Atribuir uma solugéo aproximada para os elementos;
Formular as matrizes caracteristicas dos elementos;
Juntar as equacgdes dos elementos em um sistema de equilibrio global;

Solucionar as equagdes em funcado dos pontos nodais desconhecidos;

2

Computar as resultantes do elemento.

Alves Filho (2013) afirma que o conceito basico do MEF, a discretizac&o, gera
diversas equacdes algébricas simultaneas, que sao resolvidas numericamente. Desta
forma, todas as decisbes sao tomadas durante a elaboragdo do modelo, antes de
realizar a analise, escolhendo os devidos parametros que representam uma dada
situagao fisica. Dai, a importancia do elemento finito ser bem definido, com sua
formulacdo matematica representando apropriadamente o comportamento fisico que
se pretende simular.

Se um determinado problema for discretizado de modo a ter n nés, entdo o

numero total de graus de liberdade a determinar €, em todo o modelo, N;; = n - ngy,
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em que ny designa o numero de graus de liberdade por né. Comparando com o
sistema real, que teoricamente possui infinitos graus de liberdade, este numero de
incognitas deve ser suficiente para aproximar adequadamente o comportamento do
sistema real (ALVES FILHO, 2013).

2.1.1 Fungdes Aproximadoras de Deslocamento

O MEF resolve por aproximagao o problema na forma variacional. Como visto,
o dominio é discretizado em elementos, resultando em uma malha com n pontos
nodais. Para tal, sdo utilizadas aproximagdes conforme indicado na Equacéo (1), por
Cook (2002).

20 = ) N (1)

Onde i(x) é a solugao aproximada de elementos finitos sobre o dominio, n é
o numero total de nds do elemento, N; sdo as fungdes de interpolacdo associadas ao
no i e u; os valores nodais de u.

Um aspecto fundamental no MEF é que as fungdes aproximadoras adotadas
gerem um polinémio completo do grau desejado (ASSAN, 2010).

Um polinbmio completo p(x) de grau n na variavel local x possui todos os
termos, de ordem zero até n, conforme a Equacéo (2):

p(x) = ag + ayx + a,x* + azx3 + - ax™ (2)

Considerando a aproximacao do deslocamento axial em uma barra de dois
nos (Figura 2), ao expandir os termos, obtém-se um polindmio completo de primeiro

grau, indicado pela Equacéo (3).

Figura 2— Barra sujeita a esforgos axiais
i .
Pf e cj » P},
ur uj
X

| >

Fonte: autoria prépria

p(x) = Qy + ax (3)
Usando agora um elemento de trés nés (quadratico), o deslocamento axial é
aproximado pela Equagao (4):

p(x) = ay + a;x + ax* (4)
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O mesmo conceito se aplica para casos bi e tridimensional. Polinbmios
completos de grau 1 e 2 nas variaveis locais (x,y) sdo expressos, respectivamente,
pelas Equagdes (5) e (6):

p1(x,y) = ag + a1x + azy (5)
p2(x,y) = ag + a;x + azy + azx® + ayxy + asy® (6)

Para facilitar a visualizagdo dos termos minimos necessarios para gerar uma

expansao completa em (x,y) de um determinado grau, emprega-se o triangulo de

Pascal, ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Monémios de um polinémio completo de grau p (Tridngulo de Pascal)

ININ
AYAYANE 3
CININONON 4

_____ ININININ/N,
/\/\/\/\/\/\

Fonte: Zienkiewicz et al. (2013)

No entanto, alguns tipos de elementos ndo geram polinbmios completos,
como os quadrilateros. E apesar de satisfazerem com precisdo aceitavel o

comportamento cinematico do dominio, erros estdo contidos em suas fungoes.
2.1.2 Aproximacgao de Resultados em Elementos Finitos

Como visto, o MEF consiste em um procedimento numérico. Trata-se na
verdade de um problema escrito em forma fraca, ou seja, sua formulagéo ¢é integral
com solu¢cao matematicamente aproximada. Difere pois, de problemas na forma forte,
cuja formulagao é diferencial e a solugdo matematicamente exata.

A abordagem por energia € um tipico exemplo de formulagédo variacional
considerada como fraca por LIU (2010), pois calcula-se a energia potencial total do
sistema e aplica-se o principio da energia potencial total estacionaria para determinar

0 campo de deslocamentos que extremiza a energia total. A avaliagao por energia
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exige apenas a existéncia de derivadas primeira e segunda dos deslocamentos, uma
condigdo que segundo o autor justificaria sua eventual classificagdo como formulagao
fraca.

Assim sendo, é inevitavel a existéncia de erros de aproximacao da resposta
aproximada em relagdo a reposta exata. Para Diez (2000), toda formulacdo de
elementos finitos contém erro no funcional de aproximacéo dos elementos, onde esse
erro esta associado a aproximagao do espaco funcional dimensional infinito ao qual a
solugdo pertence por um espacgo de interpolagdo dimensional finito induzido pela
malha.

A Figura 4 exemplifica a aproximagédo por elementos finitos em relagao a

solucao exata.

Figura 4 — Aproximagdo @(x) em relagio a solugio exata @(x)
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Fonte: Huebner et al. (2001)

Em geral, pode-se reduzir o erro de discretizagdo por meio da redistribuicao
dos elementos da malha de uma forma mais apropriada ou através do aumento do
numero de graus de liberdade, ao utilizar técnicas de refino (PEREIRA, 1996).

Em consequéncia disso, para melhorar a qualidade da aproximagao dos
resultados no MEF, utiliza-se tais refinos e medidas de estimativa de erros em relagao

a resposta exata.
2.1.2.1 Estratégias de refino

De acordo com Novotny e Fancello (1998), as principais técnicas de refino de

malhas de elementos finitos sdo baseadas na mudancga de localizacdo dos nds sem
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alterar a topologia da malha (refino r), no refino da malha através do aumento do
numero de elementos (refino h), no aumento da ordem polinomial dos elementos
(refino p) ou através de combinagdes destes.

No refino h da malha, a ordem polinomial das fungdes de interpolacdo dos
elementos permanece constante, enquanto o tamanho dos mesmos é modificado. Ja
no refino p, procura-se criar uma sequéncia de aproximagdes aumentando-se
sucessivamente a ordem polinomial das fung¢des de interpolacdo dos elementos,
mantendo seus tamanhos.

O método mais eficiente de controle de erro é obtido ao combinar as diferentes
estratégias de refino, isto €, efetuar uma discretizagéo inteligente da malha, escolher
elementos cuja ordem polinomial seja suficiente ao problema analisado, e variar as

quantidades de elementos até que haja convergéncia aceitavel dos resultados.

2.1.2.2 Convergéncia

Para Bathe (2014), uma solugdo admissivel de elementos finitos deve
convergir, na medida em que se aumenta os graus de liberdade, a solugao analitica
(exata) das equacgdes diferenciais que regem a resposta do modelo matematico.

Entretanto, em problemas de maior complexidade, em especial na dinamica
de estruturas, € comum ndo haver meios viaveis de determinar analiticamente a
solugao exata das equacdes diferenciais do movimento. Neste caso, as caracteristicas
basicas de cinematica, equilibrio e relacbes constitutivas contidas no modelo
matematico devem, em ultima analise, convergir com precisdo numérica satisfatéria
em fungao do objeto de estudo.

Bathe (2014) também afirma que para atingir convergéncia monotdnica, os
elementos devem ser completos e compativeis com a malha. O critério de completude
significa que as fungbes de deslocamento, assim como suas derivadas, devem ser
continuas no interior do elemento. E o critério de compatibilidade, implica que os

deslocamentos devem ser continuos tanto no interior quanto nos limites do elemento.

2.1.2.3 Medidas de erro

Os erros mais recorrentes introduzidos na solucdo de uma dada equacéao

integral pelo MEF, segundo Reddy (2006), podem ser:
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o Erros de aritmética finita e quadratura: oriundos de arredondamento nos
calculos realizados pelo computador;

o Erros de aproximagdo de dominio: interpretados como erros de
especificacao de dados do problema porque a solugéo € encontrada a partir de uma
equacao diferencial com um dominio modificado;

o Erros de aproximagao do polinbmio: decorrentes da substituicdo da
funcao de solugao exata do problema por uma fungao polinomial aproximada.

Para quantificar os erros de aproximagao, diversas abordagens de estimativa
de erro foram desenvolvidas. Tais estratégias podem ser divididas, em geral, em duas
categorias principais: a priori e a posteriori. A primeira, refere-se aos erros antes que
a solucao seja conhecida e fornecem dados relativos ao comportamento assintético
dos erros de discretizacdo (GRATSCH e BATHE, 2005). J4 os estimadores de erros
a posteriori, consistem em estimar o resultado ao qual a resposta de determinada
malha converge, baseado no refino da mesma, resultando em diminui¢do do valor do
erro.

O estudo de estimativas de erro foge do escopo da atual pesquisa, uma vez
que esta concentra-se na correcao a priori de erros de travamento por cisalhamento,

fornecida pela notagao strain gradient.

2.1.2.4 Travamento por cisalhamento

Além dos erros de discretizagdo do continuo, outra categoria de erros
presentes no MEF sdo os erros de modelagem contidos no préoprio elemento. Tais
erros podem manifestar-se, por exemplo, através do enrijecimento artificial ou
travamento do modelo, associado a deformacido por cisalhamento, ou, distorcéo
angular (DOW e BYRD, 1990). Este erro é conhecido como shear locking (travamento
por cisalhamento) e decorre do aparecimento de termos espurios na expressao de
distorcdo angular, que para este caso, sdo chamados de termos de cisalhamento
parasitico.

O motivo do surgimento de termos espurios durante a formulagéo das fung¢des
de deslocamentos é o uso de polinbmios incompativeis. A ordem dos polinbmios pode
ser incompleta, como no caso dos quadrilateros de quatro nés, ou inconsistentes, por

meio de polindbmios incompletos e cuja ordem é inconsistente com a ordem da teoria
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modelada, como ocorre em elementos de viga de Timoshenko, e placas ou cascas
segundo teoria de Mindlin (ABDALLA, 2006).

Como bem menciona Yazdani et al. (1996), existem ainda diversos outros
fatores que afetam a qualidade dos resultados no MEF. Porém, o shear locking é de
particular interesse aos elementos Q4, e com a notacao strain gradient, é possivel

identificar e corrigir o travamento a priori, como mostra a sec¢ao 2.3.

2.2 MEF PARA ELASTICIDADE PLANA

Estruturas de estado plano sao estruturas cujo modelo de representacéo é
bidimensional, onde uma dimensao, normalmente medida na dire¢cao do eixo z do
sistema de coordenadas cartesiano, € muito menor do que as outras duas medidas
nas diregdes dos eixos x € y do plano x — y. As forgcas atuantes nessas estruturas
agem também no plano x — y (VAZ, 2011).

Exemplos de estruturas de estado plano na Engenharia Civil podem ser
alvenarias, vigas-parede, pilares-parede, ou a secédo de espessura constante de um

muro de arrimo ou uma barragem, como pode ser visto na Figura 5.

Figura 5 — Barragem de Loch Laggan (Escécia)

Jusante Montante

Pressao
hidrostatica

Fonte: Teixeira-Dias et al. (2010)
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Na Figura 6a, mostra-se a estrutura real da barragem; (b) o modelo
geométrico tridimensional simplificado; (c) representacao tridimensional simplificada,
discretizada em elementos finitos; e (d) representacdo simplificada do modelo
bidimensional discretizado de uma segao qualquer.

Outro tipo de estrutura plana e de particular interesse a estudos de dinamica
sao pilar-paredes de contraventamento, visto que auxiliam na redugao de efeitos

oscilatérios de acdes sismicas e de vento.
2.2.1Deformacdes
Os campos de deslocamento de estruturas bidimensionais no plano x — y séo

u(x,y) e v(x,y), respectivamente nas dire¢des dos eixos x e y. A Figura 6 mostra uma

representacdo de um elemento infinitesimal em algum ponto de uma estrutura plana.

Figura 6 — Deslocamentos e rotagdes de um elemento no plano x-y

ax

Fonte: Logan (2012)

As componentes de deformacdo para o elemento sdo descritas pelas

Equacdes (13).

Jdu
Ey = u,x :a
ou
£y=u,y=@ (13)
Ju 0Jv
yxy =u,y+v,x 254‘&

Sendo que:

&, = deformagao normal no eixo x
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&, = deformagéo normal no eixo y

Yxy = deformacgéo de cisalhamento no plano x — y

Podendo ser escritas matricialmente como na Equagao (14):

Ex
Vxy

0
0x
0
0

Loy

0
0
ay
9

ax]

L) (14)

Ou ainda, de modo sucinto, conforme Equacao (15):

e} =[L1{uw}

(15)

Onde {¢} é o vetor das deformacoes, [L] a matriz de operadores diferenciais

e {u} o vetor dos deslocamentos.

2.2.2Relagdes Tensao-deformacao

Ao considerar na elasticidade linear um corpo sélido com material isotrépico

e homogéneo sujeito a tensdes em todas as diregdes e livre para se deformar, como

mostra a Figura 7, é valida a Lei de Hooke generalizada.

Figura 7 — Elemento sujeito a tenses em todas as dire¢gdes
.\’I

Fonte: Logan (2012)
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Neste caso, as dire¢cdes ortogonais encurtam-se devido ao efeito de Poisson,
e ao aplicar a superposigéo de efeitos, chega-se nas Equagdes (16).

_ 0y oy o,
ST VEVE
Oy Oy o,
. e A 16
&y VE + £ v G (16)
oy o, 0,
Z="VE ETE

Onde E é o modulo de elasticidade do material, v € o coeficiente de Poisson

e oy, 0y € 0, referem-se as tensGes nas diregbes x, y e z, respectivamente, descritas
pelas Equacgdes (17).

E

Oy = (1+v)(1_2v)[ex(1—v)+vey+vsz]
E

ay=(1+v)(1_2v)[vsx+(1—v)ey+vsz] (17)
E

Oy

=(1+v)(1_2v)[vex+vey+(1—1/)82]

Assim como nas tensdes normais, a Lei de Hooke aplica-se também as
deformagdes e tensdes de cisalhamento, como nas Equacdes (18).

2(1+v)

Vxy = To-xy
2(1+v)

Vyz = To-yz (18)
2(1+v)

zx = Tazx

Sendo que Vyy, ¥y, € V.. referem-se as deformagbes por cisalhamento nos
respectivos planos indicados.

As estruturas no estado plano x — y de tensdes apresentam tensdes atuando

somente neste plano, ou seja, g, = 0, = g, = 0, e as deformagbes na dire¢éo do

eixo z livres, ¢, # 0.

Logo, as relagdes constitutivas podem ser escritas como na Equacgao (19):

o, z 1 v 0 &
g | _ v 1 0 e 19
Oxy 0 0 >

Vxy

Ou, sucintamente, em sua forma matricial, pela Lei de Hooke generalizada,
Equacéo (20):
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{0} = [D] {e} (20)
Onde [D] é denominada matriz constitutiva para o estado plano de tensdes.
Ja nas estruturas em estado plano de deformacgdes, a deformacao é impedida
na dire¢ao do eixo z, €, = ¥y, = ¥, = 0, € as tensGes normais sao diferentes de zero,
o, # 0.

Assim, as relagdes constitutivas para este caso sao dadas pela Equacgao (21):

o 1 v 0

X E v 1 0 gx 21)
Oy ¢ = _ y
o) AEVA-20)|g ¢ 1-2v Vey

2.2.3Solucao de um Elemento Finito no Estado Plano

Para desenvolver as equagdes de equilibrio no MEF é aplicado o principio da
minima energia potencial. De acordo com Moharos et al. (2012), ao considerar um
elemento elastico no estado plano, a energia potencial total 11, é definida pela
diferenga entre a energia de deformagéo U (energia interna) e o trabalho W exercido

pelas agbes externas, conforme descreve a Equacéo (22):

o=u-w=> @@ - [wrpda- [wraay —Z{u}T(xi,yi){Fi} (22)

Ve Ape Ve

Onde:

{u} = campo de deslocamentos

{p} = forgas de superficie

{q} = forgas de corpo

{F;} = forgas concentradas nos pontos nodais

{A,.} = area de contorno do elemento

{V.} = volume do elemento

O campo de deslocamentos € dado pela funcao interpoladora indicada na
Equacao (23):

{uCx, y)} = [N(x, y) {ue} (23)
Onde [N(x, y)] € a matriz de interpolacdo da fungéo e sua dimensao depende

do grau de liberdade do elemento plano. {u.} é o vetor de deslocamentos nodais.
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A relagédo entre o campo de deslocamentos e campo de deformacgdes ja foi
introduzido pela Equacgéo (15). A combinacao destas relagdes resulta na Equagao
(24):

{e} = [LI{u} = [L]IN (%, y) ue} = [B{ue} (24)
O campo de tensdes resulta na Equacéao (25):
{0} = [D]{e} = [D1[B]{u.} (25)

E a energia de deformagao para um elemento € dada pela Equacao (26):
1 1 1
U =5 [ @77 =5 [[ @ BT DT Bty = 5wl K (26
Ve
Sendo [K,] a matriz de rigidez do elemento, Equagao (27):

[K,] = f [(B]"[D]" [BldV = f f [B]"[D]" [Bltdxdy (27)

Ve
A dimensao da matriz depende do numero de grau de liberdade do elemento.
Tratando-se de elemento planos, o volume diferencial é escrito na forma dV = tdA =
tdxdy, onde t € a espessura do elemento. O trabalho das forgas externas que atuam

no elemento fica de acordo com a Equacgao (28):

W= [T+ [Tadr + ) W i)

Ape Ve

W=l [INFp)da + ) [N @)V + ) ()

Ape Ve
Onde {F,.} é o vetor de forgas concentradas que atua nos nés do elemento.

Logo, a energia potencial total pode ser escrita conforme a Equacao (29):

, = 5 0TI ) — () UED (29)
Onde {F,} é o vetor de forgas que atuam no elemento, Equacéao (30):
(RY= [INF@1aa + [N @V + (B = R + (B} + B (a0)
Ape Ve

{F,,} e {Fep} sao as forcas de corpo e de superficie, respectivamente.
As equacbes de equilibrio no elemento sdo formuladas pelo principio da
minima energia potencial total, Equacgao (31):
o, a

ou  ou (% {ue} [Kel{ue} - {ue}T{F;}) =0 (31)
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[Kel{ue} —{F} =0
A montagem das matrizes de rigidez de todos os elementos, assim como os
vetores de deslocamentos nodais e forgas nodais levam a equacéo de equilibrio global
da estrutura, Equagéao (32):
[K{u} = {F} (32)
Onde [K] é a matriz de rigidez global, {u} e {F} sdo os deslocamentos nodais
e forgcas nodais da estrutura, respectivamente.
Para a solugao de problemas no estado plano, podem haver varios tipos de
elementos. Considerando a proposta da atual pesquisa, sdo abordados os elementos

retangulares e quadrilateros, de 4 nos.

2.2.4 Retangulo Bilinear

O retangulo bilinear, trata-se de elemento retangular com 4 nés e 2 graus de
liberdade (u e v) por n6é (ASSAN, 2010). Para este elemento, os deslocamentos séo
descritos por fungdes lineares que podem estar atreladas ao sistema de referéncia

cartesiano (x,y), como mostra a Figura 8.

Figura 8 — Elemento finito bilinear retangular
y(v)a

n

e

bx(u)

Fonte: Assan (2010)

As fungdes que descrevem o campo de deslocamentos u(x,y) e v(x,y) para
esse sistema séo dados pela Equacgao (33):
u(x,y) = a, + a,x + asy + a,xy (33)
v(x,y) = by + byx + b3y + byxy
Particularizando as igualdades da Equacao (33) para cada né do elemento, é

possivel determinar através da resolucdo de um sistema linear com oito equacgdes e
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oito incognitas os coeficientes a,, € b,,. A partir destes coeficientes, as Equacdes (33)

s&o reescritas na forma das Equagdes (34) e (35):

4

u(xy) = ) Ny, (34)
j=1

v(x,y) = Z Nju; (35)

Onde as funcbdes de forma sao:
Ny =5 (1-x)(1-)
Ny == (1+2)(1-)

Ny == (1+2)(1+Y)

Ny=5(1—-20)(1+Y)
A matriz de rigidez do elemento deduzida na Equacgéo (27) fica de acordo com

a Equacéo (36):

f f Bltdxdy (36)

A matriz [B] é determinada relacionando os deslocamentos com deformagoes.

Escrevendo as equacdes (34) e (35) em forma matricial, tem-se a Equacéo (37):

(U1
Uz
Us
{u}:[Nl N, Nz N, 0 0 0 O Uy
v 0 0O 0 O N1 NZ N3 N4_ %1
7]
U3
\ 1V,

\ (37)

Ao substituir a Equagéao (37) na Equacgéo (15), chega-se a Equacao (38):

_ } (U1
i 0 Uz
¢ 0x Us
x Ol[N, N, Ny N
g, l=]0 a_[1 2 Nz DNy NONOIS ON]<11§4> (38)
Vi y 0 0 0 O 1 Ny Nz Ny 1
d d Uy
— — v
[dy Ox. w;

O que implica em [L][N]{d} = [B]{d}, fazendo com que a matriz [B] resulte na
Equacéo (39):
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Nix 0 Npyw 0 Ny 0 Ny O
[B]=| 0 Ny, 0 Ny, O N, O Ny, (39)
Niy Nix Noy Nox Nyy Nop Npy Nog

Nota-se que a operagdo [B]"[D][B] resulta em uma matriz de ordem 8,

compativel com a quantidade de graus de liberdade do elemento.

2.2.5Elementos Isoparamétricos

Muitas vezes os elementos encontram-se distorcidos, com geometrias
irregulares em relagao aos eixos de coordenadas, o que dificulta a solugdo das
integrais que regem a matriz de rigidez. Para facilitar a resolucdo, Huebner et al.
(2001) afirma que nesses elementos, pode-se mapear a geometria distorcida das
coordenadas cartesianas globais em um sistema local de coordenadas, e entdo
integrar as equacgdes resultantes, analitica ou numericamente.

A parametrizacdo dos elementos é realizada através de fung¢des polinomiais
equivalentes as utilizadas na aproximagao da solugcdo. Por exemplo, para um
elemento quadrilatero definido no plano x — y (Figura 9), a aproximacgao u(x, y) escrita

em termos de coordenadas naturais (¢,7n) € dada pela Equagéao (40).

Figura 9 — Parametrizagao de um elemento quadrilatero

y 7

A ~

(-1,1)

P(&.m)

(1;-1)

1

» x [« e

Plano Cartesiano

Fonte: Vaz (2011)

Em = ) N(Em)

]

Onde N;(&,n) é a funcéo de interpolagao local (de elemento) do né i. A

geometria é descrita pelas equacgdes (41) e (42):

Plano Paramétrico

L 4

Ure
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n=4

x(Em =) NEMx @41)
i=1

n=4
yEm = ) NEm v, (42)
i=1

Sendo (x;, y;) as coordenadas dos nos do elemento.

Os elementos isoparamétricos sdo a maneira mais usual de formular
quadrilateros devido a sua capacidade de modelar elementos distorcidos, ndo se
restringindo, portanto, somente a elementos retangulares.

Considerando o sistema de mapeamento (&,n) da Figura 10, introduz-se
segundo Griffiths (1994) o conceito da matriz do Jacobiano [/] de acordo com a

Equacéo (43):

(2) [Z 219 9)
mﬁ o5 =15 (43)

&) 157 3l \Gy) \5y)
Se |J| € o determinante do Jacobiano, tem-se um fator de escala de area
para o mapeamento que leva do espago paramétrico para o espago cartesiano.
Utilizando este conceito e de acordo com a Equacgao (27), obtém-se na Equacéao (44)

a matriz de rigidez para o quadrilatero de 4 nés:

1 1
[K,] = ff [B]"[D][B]tdxdy = f f (BI"[DIIBI| ] |tdéd (44)

A matriz de rigidez para este elemento € de ordem 8 e resulta em 64
expressoes algébricas a serem integradas. A fim de simplificar computacionalmente a
solugdo, visto que as fungdes apresentam diversas operagdes polinomiais,
normalmente emprega-se técnicas de integracdo numeérica, como a quadratura de

Gauss.

2.3 NOTACAO STRAIN GRADIENT

De acordo com Dow (1999), a notacgéao strain gradient trata-se de uma notagéo
fisicamente interpretavel onde os deslocamentos sdo descritos explicitamente como
fungcdes do movimento de corpo rigido, de deformacgdes e de suas derivadas. Com

isso, é possivel:
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|. Avaliar a capacidade de modelagem de elementos finitos;

II. Identificar termos espurios durante a formulacédo de elementos finitos, que
causam erros de modelagem;

[ll. Corrigir erros de modelagem, eliminando a priori termos espurios;

IV. Reformular o método das diferengas finitas para aplicagdo a geometrias e
malhas irregulares;

V. Aprimorar procedimentos de analise da existéncia de erros;

V1. Desenvolver medidas de erro.

Sendo que os principais toépicos de interesse para este trabalho sao |, Il e lll,
e a atual sec¢ao apresenta a fundamentacdo matematica destes topicos, assim como

um panorama geral da notacgao strain gradient.

2.3.1Uso da Notacao Strain Gradient no MEF

A primeira referéncia aos fundamentos que regem a notacgéo strain gradient
foram apresentados por Dow et al. (1985), onde foi proposto uma abordagem para
determinar as propriedades de meio continuo de uma estrutura composta por padroes
repetidos de elementos discretos em termos de coordenadas de deslocamento e
rotagcao de corpo rigido.

Dow e Huyer (1989) publicaram mais informacgdes referentes a identificacéo
de estados de deformacao linearmente independentes de uma dada estrutura. Com
isso, os autores apresentam um procedimento para desenvolver as matrizes de rigidez
de elementos finitos e os operadores de diferencgas finitas.

Tendo em vista as vantagens das abordagens envolvendo a notacgéo
fisicamente interpretavel, diversos estudos foram realizados no que diz respeito a
reformulacdo do MEF e Método das Diferengas Finitas, incluindo procedimentos de
identificacdo e correcdo de erros de modelagem (DOW e BYRD, 1988).
Posteriormente, pesquisas envolvendo erros de modelagem foram desenvolvidas em
diferentes tipos de elementos e estruturas, como € o caso de elementos de placa
(DOW e BYRD, 1990) e compésitos laminados (ABDALLA, 1992; ABDALLA e DOW,
1994).

Depois, Dow (1999) publicou um livro com abordagem unificada para o MEF
e procedimentos de analise de erros, trazendo uma sintese dos estudos envolvendo

a notacgao fisicamente interpretavel, designada como notagao strain gradient.
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Com o uso da notacgao strain gradient, Mohamed et al. (2005) aperfeicoaram
0 processo de integragao reduzida de um elemento finito isoparamétrico. Assim,
aplicaram a quadratura de Gauss para remover a presenca de cisalhamento parasitico
sem introduzir modos espurios de energia nula.

Abdalla et al. (2006) usaram a notagao strain gradient para formular elementos
de vigas de compadsitos laminados, de forma a identificar e eliminar a presenga de
cisalhamento parasitico. Ja Abdalla et al. (2008), desenvolveram elementos de placa
Q4 para analise de compdésitos laminados com travamento por cisalhamento corrigido
a priori.

Mais tarde, Abdalla et al. (2016) formularam elementos serendipity de placa,
livre de shear locking e de modos espurios de energia nula. Em seguida, os autores
realizaram uma avaliagdo das caracteristicas de eficiéncia e convergéncia de um
elemento finito de placa Q4 na analise de compdésitos laminados (ABDALLA et al.,
2017). E por fim, estudaram erros de modelagem no elemento de placa Mindlin de 8
nos (ABDALLA et al., 2020), sendo esta a publicacdo mais recente até o presente
momento que faz uso da notagéao strain gradient.

Ressalta-se que todos os trabalhos supracitados apresentam vantagens
acerca da notacao strain gradient e mostram uma série de diferentes aplicagbes que
sao possiveis principalmente devido a caracteristica fisicamente interpretavel da
notagédo. Além disso, ndo ha ainda publicagdes a respeito da notagao strain gradient

na analise dindmica de estruturas planas, conforme discorre o item 2.4.

2.3.2Funcbdes Aproximadoras de um Elemento Finito Strain Gradient

Conforme exposto nas segdes anteriores, as fungbes aproximadoras de um
elemento finito bidimensional qualquer s&o descritas por um polinédmio de Newton, de
acordo com as Equacgdes (45):

u(x,y) = a; + a,x + azy + a,x? + asxy + agy?® + a;x3 + agx?y + agxy? + - (45)
v(x,y) = by + byx + b3y + byx? + bsxy + bgy? + b;x3 + bgx?y + boxy? + -

Onde a quantidade de termos e o grau do polindbmio dependem do numero de
graus de liberdade do elemento.

Segundo Dow (1999), esta é a forma geral dos polindbmios de deslocamentos
do elemento finito. Os coeficientes contidos nestes polinbmios nao evidenciam

explicitamente o sistema fisico do elemento, devido a sua natureza arbitraria.
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Para que as equagdes de deslocamento do elemento sejam escritas em
funcdo de termos fisicamente interpretaveis, os movimentos de corpo rigido podem
ser expressos pela translacao horizontal u,, na direcao x, translacao vertical v,,, na
diregao y, e rotagao de corpo rigido r,,, conforme a Equagéao (46):

1/0v OJu
=—|——-=— 46
=5 (ax ax) (46)

A Figura 10 exibe os movimentos de corpo rigido de um elemento quadrilatero.

Figura 10 — Movimentos de corpo rigido

WEy R

Fonte: Dow (1999)

Quanto as deformagbes, sdo derivadas dos deslocamentos e ja foram
definidas na Equacao (13).

ou

Sx:u'x:a

Jdu

&y = y=@
Ju Ov
yxyzu,y+v,x=@+a

Assumindo a origem do sistema de coordenadas do elemento no centroide,
os coeficientes de ordem zero sdo u(0,0) = a, e v(0,0) = b;.
Logo, infere-se as Equagdes (47):
(&x)o = a; (Sy)o = bs

1 47)
(Yxy)o = az + b, (Trp)o = E(bz —asz)

Onde os coeficientes de primeira ordem (termos lineares) resultam nas
Equacdes (48):

az = (&x)o az = (y;_y - Trb)o (48)
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by = (%2 +1) by = (&,)0
Tais termos correspondem aos trés estados de deformacao constante e de
rotagcao de corpo rigido.
De modo semelhante, os coeficientes de segunda ordem (termos quadraticos)
sao determinados pela primeira derivada das componentes de deformacbdes em

respeito as diregdes x e y, exibidos nas Equagdes (49):

de, 0%u _0g,  0%u
& T 5y T ox? 2y =9y T axdy
de 0%v de, 0%v
y y
&vx = Ty dyox Exy dy 0y? (49)
dy. 0*u  0%v ay. 0*u  0%v
Yayx = = = T3 YVayy = = = 2 T
dx dyox Ox dy dy? 0xdy
E os coeficientes de segunda ordem séo exibidos nas Equagdes (50):
& — &
a, = ( xéx)o as = (gx,y)o ag = (yxy,y > y,x)O
( ) (&y,y) (°0)
—¢ €
b, = Wxyy — Eyx)o > yx0 bs = (&yx)o be = yéy °

Os seis coeficientes dos termos de segunda ordem sao fungdes das primeiras
derivadas das componentes de deformacéao, ou segunda derivada das componentes
de deslocamento. Estes termos representam as variagdes lineares das deformacgdes
em relacdo a distancia da origem local.

A obtencao dos coeficientes de terceira ordem se da pela segunda derivada
das componentes de deformacao, e assim sucessivamente.

A Figura 11 indica os coeficientes até a quarta ordem das fungdes de

deslocamento bidimensional.
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Figura 11 — Coeficientes até a quarta ordem das funcoes de deslocamento bidimensional

i Termo a; parau(x,y) b; parav(x,y)

1 1 (w)o Qn

2 X (‘c-'x)[) (yxy/z + ?‘)o

3 y (}'xy/z — 1o (Ey){}

4 x? (Ex,x /2)o ((ny,x - Ex,y)/z)o

5 Xy (Ex,y)o (Ey.x)o

6 yz ((ny,y - Ey.x)/z)o (Ey.y/z)o

7 x? (Exxx/6)0 ((ny,xx - Ex,xy)/6)0
8 xzy (Ex,xy/z)o (Ex,xx/z)o

9 xyz (Ex,yy/z)o (Ex,xy/z)o

10 y? ((ny,yy - gy,xy)/6)0 (Ex,yy/6)0

11 x* (Exxxx/24)0 ((ny,xxx - Sx,xxy)/24)0
12 x’y (Sx,xxyff’)o (Ey,xxx/6){}

13 x2y2 (Ex,xyy/'q‘)o (Ey_xxy/'q‘)o

14 xy3 (Ex,yyy/6)0 (Ey_xyy /6)o

15 y4 ((]/xy,yyy - gy,xyy)/24)0 (Exxx/24)0

Fonte: Dow (1999)

De modo a verificar a completa expansao polinomial de uma determinada
ordem, pode-se representar as equacdes de deslocamentos e deformacdes por meio
da expansao em seérie de Taylor, ao realizar sucessivas integragcdes por partes do

funcional que descreve o comportamento da deformacgao, segundo a Equacgao (51):

2, F)
Fa =Y 51)
n=0

n
Deste modo, a expansdo em série de Taylor para as deformacdes fica de
acordo com a Equacao (52):
1
&(x,y) = (&x)o + (Sx,x)ox + (Sx,y)oy + E (Sx,xx)oxz + (gx,xy)oxy + -

1
() = (&), + (ey2) ¥ + (8y5) ¥ + > (ey,xx)oxz + (yay) Xy + - (52)

1
ny(x: y) = (ny)o + (ny,x)ox + (yxy,y)oy + E (ny,xx)oxz + (ny,xy)oxy +

A expansao em série de Taylor para as deformacdes pode ser usado como
referéncia para verificar se as deformacgcdes do elemento contemplam os termos

corretos de deformagdes de uma dada ordem do polinémio.
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2.3.2.1 Funcgdes aproximadoras do quadrilatero de 4 n6s

Tendo conhecimento dos coeficientes arbitrarios que compdem as fungdes
aproximadoras de deslocamento de um elemento finito qualquer, basta apenas as
funcbes de um elemento especifico para que seja formulado expressdes de
deslocamentos e deformagdes na notagao strain gradient.

Para o elemento Q4, as fung¢des aproximadoras em notagao convencional séo
dadas pelas Equacgdes (53):

u(x,y) = a; + a,x + azy + azxy

v(x,y) = by + byx + byy + byxy (53)

A escolha do polindmio de 22 ordem xy ao invés de x2?ou y? é feita para que
haja simetria do campo de deslocamentos em ambas diregdes.

Substituindo os coeficientes arbitrarios pelos coeficientes em notagao strain

gradient, temos a Equacéo (54):

uCo) = (urp)o + (e)ox + (52 =1io) ¥+ (e )oxy
(54)
v(y) = @l + (52 +7) X+ (&)Y + (&0

Nota-se que os coeficientes em notacao strain gradient podem ser fisicamente
interpretados, onde (&, ), representa a variagao linear de (&,), na diregao y. Este
padrdao de deformagao é equivalente a deformacédo apresentada em um elemento
fletido por um momento constante. Entao, este termo pode ser interpretado como um
termo de deformacao a flexao.

As fungdes aproximadoras das deformagdes ficam conforme a Equagao (55):

&x = (&x)o + (Exy)oy
ey = (&y)o + (£2)0% (55)
Yxy = (Fxy)o T (Exy)oX + (£yx)0Y

As expressOes de deformagédo normal ¢, e ¢, representam corretamente a
deformagao do elemento de acordo com a expansao da série de Taylor, mostrada na
Equacéao (52), embora haja somente um termo de deformacgéao linear. Neste caso,
trata-se de um polindbmio de primeira ordem incompleto, onde os termos presentes
nas expressdes sao corretos.

Entretanto, a deformacao por cisalhamento, ou, distorcdo angular, contém

dois termos incorretos. Os termos de deformag&o normal (e, )0 € (&),)o indicam
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acoplamento incorreto na representagao da deformacao por cisalhamento, pois esta
independe de deformagdes normais. Estes termos, portanto, sdo termos de
cisalhamento parasitico e ocasionam o supracitado erro conhecido como shear
locking (DOW e BYRD, 1988).

Portanto, a deformacéo por cisalhamento pode ser reescrita eliminando os
termos espurios, como mostra a Equacao (56):

Yy = (Faydo (56)

A identificacdo dos termos espurios € possivel devido a interpretacio fisica

das expressodes de deformacgdes, proporcionada pela notagao strain gradient.
2.3.3Formulagéo da Matriz de Rigidez Elemento Q4

A partir das expressdes que regem o campo de deslocamentos e deformacgdes
do elemento, a construgcdo da matriz de rigidez em notagao strain gradient, de acordo
com Dow (1999), pode ser resumida as seguintes etapas:

1. Formulagdo da expressao da energia de deformagao;

2. Integracao dos termos da energia de deformacéo;

3. Formulacao das coordenadas de transformacao;

4. Formulagédo da Matriz de Rigidez.

Apresenta-se nesta segdo o desenvolvimento da matriz de rigidez para o
Estado Plano de Tensdes, sendo que para o Estado Plano de Deformacgdes o

procedimento é analogo, com a unica mudanca a ser observada na matriz constitutiva.
2.3.3.1 Energia de deformacéo

As expressbes de deformacdes mostradas na Equacao (55) podem ser
escritas em forma matricial, como na Equacéo (57):

f (urb ) 0)
(vrb)o
(rrb)o
(&x)
(oo | = [T{esq) (57)
(ny)o
(Sx,y)o

k(sy,x)OJ

o

o oo
o o r
o Rr o
oo
Rox
<R
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Onde [T] é a matriz de transformacgado das deformacdes elasticas a base do
continuo e {esg} representa as deformacbes expressas em quantidades strain
gradient, que formam a base cinematica que o elemento pode representar. Os termos
em destaque, referem-se aos termos espurios.

A aproximacgao discreta da energia de deformacédo U em quantidades strain

gradient como variaveis independentes s&o indicadas pela Equacao (58).

U == {eog) 101 {555} (58)

A matriz [U] pode ser interpretada como uma matriz que quantifica as
quantidade de energia de deformacéo associadas as coordenadas strain gradient do

elemento finito, de acordo com a Equacéo (59).
91 = [ 1717 [p1iTIav (59)
14

Para desenvolver a energia de deformagéao do quadrilatero sem a presencga
do cisalhamento parasitico, pode-se remover a priori 0s termos espurios x € y em
destaque na terceira linha da matriz [T], de forma a escrever a matriz de
transformacao corrigida. Neste caso, porém, o erro sera mantido para que possa ser
visualizado os efeitos do mesmo na energia de deformacgéo do elemento.

As componentes strain gradient podem ser vistas como “coordenadas
generalizadas”. E a partir deste ponto ja podem ser notadas as diferengas entre o
procedimento convencional de formulacdo de elementos finitos e a abordagem por
meio da notacéo strain gradient.

Com isso, a forma expandida da matriz [U] resulta na Equacgéo (60):

7 f [[TO]T[D][TO] [TO]T[D][TE]] v
v UTIT[DIT,]  [Tel"[DI[Te]
Onde somente a particdo U,, ndo resulta em zero, ja que [T,] € uma matriz

(60)

nula. Realizando as operagbes matriciais e integrando em uma area de espessura t

constante, esta parte resulta na Equacéo (61):

10 0
B tE|ro1o]11711’8100y0
U22=f(1_2)001 1_v[0100de
|4 vl}’OxJOO 0 01 x vy

0 x vy 2
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[ I vl; 0 I3 vi, ]
B tE vl I 0 vz I,
U22 e 0 0 all alz a13 (61)

(1-v%
I3 vl al, (g+aly) (w+a)ls
vl, I, al; (v+a)ls (4 + alg)

Onde:
A A A
I, = fxsz Is = fxydA Iy = fyZdA
A A A
1—v
a =

2
Os termos espurios contidos na Energia de Deformacgao sao al,, als e al;.

; T ~ - T —
Quando ¢ efetuada a multiplicagdo matricial {e;;} U {e5,}, estes termos passam a
multiplicar as deformagdes (&, )¢ € (£y,x)0, Que sdo lineares.

Com a remocao destes termos, a expressao é resumida na Equacao (62):

[11 vl; 0O I3 vlz]

B g |vh b 0wy L |

e ¢ g .
3 3 2 6 5
v, L aly vlg Iy |

Caso estes termos tivessem sido eliminados a priori na Equagao (57), a
expansao da energia de deformacgéo ja teria resultado na Equacédo (61), ao invés da
Equacéo (62).

Uma importante caracteristica desta expressao, segundo Dow (1999), é que
apenas seis integrais sao efetuadas para formular a matriz de rigidez do quadrilatero
de 4 nés. Nota-se que as integrais em questao referem-se a area, momentos estaticos
e momentos de inércia do elemento. O pequeno numero e simplicidade dos
integrandos contidos nas integrais significa que ndo € necessario efetuar
transformagdes de mapeamento como ocorre nos elementos isoparamétricos.

Caso a origem do sistema de coordenadas esteja no centroide do elemento,
as integrais I, e I, referentes aos momentos estaticos, resultam sempre em zero,
fazendo com que a Equacao (62) seja simplificada a Equacgao (63):

11 7.7]1 0 0 0
v, I, 0 0 0
— = 0 0 al 0 O (63)
) 1
(A=v9) 0o o0 I v
0 0 0 vlg I

_ tE
Uy, =
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Desta forma, a quantidade de integrais reduz-se a quatro, podendo estas
serem calculadas por integracdo direta em caso de elementos retangulares, ou
aplicando-se o Teorema de Green para quaisquer formas de quadrilateros.

Enfatiza-se ainda, que os integrandos sdo sempre os mesmos, alterando
somente os limites de integracdo de acordo com as coordenadas nodais do elemento.
Logo, as integrais podem ser resolvidas previamente por manipulagado simbdlica, de

modo a diminuir operagdes numeéricas e simplificar o calculo da matriz de rigidez.

2.3.3.2 Matriz de rigidez

A transformacdo necessaria para escrever as expressdes da energia de
deformagdo em termos de coordenadas nodais € formada utilizando a fungcao de
interpolacdo dada na Equacéo (64):

{d} = [8){esq} (64)

A matriz [@] é descrita pela Equagéo (65):

1 0 x 0 yi 0 x10 0
1 0 % 0 y 0 x1)0
0 x2 0 ¥y, 0 x3v; 0

1 0 x 0 y 0 x)
0 x3 0 y3 0 x3y;3 0 (69)
1 0 x3 0 y; 0 x3y3
0 x4 0 ya 0 x990 O

(001 0 x4, 0 vy, 0 xuy,]

0
1
0
1
0
1

Onde {d} é o vetor de deslocamentos nodais e [@] é a matriz de transformacao
entre coordenadas nodais e as coordenadas strain gradient. A matriz [@] contém os
vetores linearmente independentes que representam matematicamente a
configuracéo deformada do elemento finito associado a cada estado de deformacao
presente em &g,,.

Com a disponibilidade da expressdo de energia de deformagdo em termos
das variaveis escritas em notacédo strain gradient para deslocamentos nodais, é

possivel formular a expressao da energia de deformagéo, segundo a Equacgao (66):
1 _
U =—{d}"[0]"U[@]*{d} (66)

A matriz de rigidez do elemento pode ser extraida segundo o principio da
minima energia potencial, resultando na Equacgéo (67):
[K.] = [0]""U[2] ™ (67)
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2.4 ANALISE DINAMICA PELO MEF

Estudos de dinédmica sao realizados desde os séculos XVII e XVIII por meio
da investigacdao do movimento oscilatorio de péndulos, onde destaca-se contribuicoes
de Galilei, Newton, Bernoulli, D’alembert e Euler. Entretanto, foi no final do século XIX
e principalmente no século XX que problemas de dinédmica estrutural passaram a ser
amplamente desenvolvidos e aplicados, onde tiveram notoriedade os trabalhos de
Rayleigh, que introduziu o efeito de inércia rotacional a teoria de vigas de Euler-
Bernoulli, e Timoshenko, que acrescentou efeitos de cisalhamento (SHANG, 2016). A
teoria de vigas de Timoshenko tornou-se relevante especialmente em problemas cuja
secao transversal da viga é elevada, diferente da teoria de Euler-Bernoulli, que melhor
se adequa a problemas de vigas longas.

Analises dinamicas no plano bidimensional, por sua vez, tornaram-se mais
recorrentes com o desenvolvimento do MEF. Até entdo, era comum o emprego de
solugdes via equagdes de onda, métodos semianaliticos e numéricos como diferengas
finitas ou problemas de valor de contorno (FORSYTHE, 1954; HUBBARD, 1961; REID
e WALSH, 1965). Como nado ha solugbes exatas para problemas de vibragdes de
estruturas em estado plano, varias abordagens foram propostas na tentativa de
chegar a resultados acurados.

Leissa (1969) publicou o livro Vibration of Plates que traz uma revisdo
bibliografica de pesquisas sobre vibracdo de estruturas planas com diferentes
formatos: circular, eliptica, retangular, triangular, espessura variavel e demais tipos de
geometrias. Mais tarde, publicou um artigo sobre vibracdo livre de chapas
retangulares sob diferentes condicdes de contorno (LEISSA, 1973).

Carr (1970) pesquisou o efeito do cisalhamento na flexdao e da inércia
rotacional nas frequéncias naturais de vigas altas. Posteriormente, outros
pesquisadores usaram as solucdes analiticas fornecidas pelo autor para comparar
com as frequéncias naturais de vigas no estado plano de tensées (NELSON, 1978;
CHEUNG et al., 2000; LEUNG et al., 2004).

Apo6s uma série de testes experimentais e simulagdes numéricas realizadas
na NASA, Veletsos et al. (1972) publicaram diversos casos de vibragdes de arcos
circulares em estado plano.

Gupta (1978) desenvolveu expressdes de elementos finitos dindamicos para

vibragao livre de estruturas bidimensionais, onde atingiu resultados acurados de
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frequéncias naturais e modos de vibragdo para uma chapa quadrada engastada em
uma das bordas. Tal caso foi analisado por Zhao e Steven (1996), Leung et at. (2004),
e Shang et al. (2017).

A partir do MEF, extensivas aplicagdes de dindmica em estruturas planas
foram realizadas. Guan-Liang et al. (1991) por exemplo, desenvolveram um modelo
de elementos finitos para estudar a vibragdo de chapas com a presenca de trincas.
Valliappan e Zhao (1993) estudaram a resposta dindmica de barragens considerando
a interagao estrutura-fluido-fundagéo, um problema em estado plano de deformagdes.
Ja Nicolae e Reynouard (2000) por sua vez, propuseram um modelo constitutivo para
predizer a resposta ciclica de estruturas de concreto armado em estado plano de
tensdes.

Algumas pesquisas mais recentes que podem ser destacadas sao: vibragao
livre de discos circulares planos (BASHMAL et al., 2009); analise de vibragdo de
chapas com enrijecedores pelo MEF (HAMEDANI et al., 2012); aplicagdo de modelos
nao lineares em paredes de concreto (SONG e HARMON, 2013); efeitos de
mecanismos de amortecimento em paredes de contraventamento acopladas
(FARIDANI e CAPISONI, 2016); e vibracdo de chapas anulares com restricoes
elasticas e material graduado (LYU et al., 2017).

Além de formulagdes convencionais do MEF, diversas outras foram
desenvolvidas e usadas em analises dinamicas de estruturas planas. Nagashima
(1999) e Gu e Liu (2001) aplicaram métodos sem malhas em analises estaticas e
dinamicas, Liu et al. (2009) usaram ES-FEM (Edge-Based Smoothed Finite Element
Method) em problemas de sdlidos bidimensionais, e Nguyen-Thanh et al. (2010),
propuseram o Método de Elementos Finitos Alternativo Alfa (AaFEM) para vibragao
livre e forcada de estruturas com malhas triangulares. Nestes artigos, os autores
calculam, dentre varios problemas, as frequéncias naturais e modos de vibragao de
uma viga em balango, onde comparam as solugdes aproximadas da viga em estado
plano com as solugdes exatas de viga de Euler-Bernoulli.

Cita-se como exemplo ainda, o Método dos Elementos Finitos Hierarquicos
(MEFH), que permite a formulagao de elementos de alta ordem por meio da introdugao
de expressoes hierarquicas nas fungdes de forma. Apds isso, formulou-se o Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), onde adiciona-se fungbes de
enriquecimento para melhorar a qualidade das aproximagdes do elemento. Shang et

al. (2017) aplicaram o MEFG para analisar a vibragéo livre de estruturas em estado
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plano de tensdes com malhas distorcidas. Depois, Shang et al. (2018) estudaram o
MEFG com enriquecimento trigonométrico na dindmica de modelos elastoplasticos
bidimensionais.

Quanto a notagéao strain gradient, embora haja diversos estudos mostrando
sua eficacia na determinacdo de tensdes e deslocamentos, ndo ha publicacbes
aplicando-a em analises dindmicas de estruturas planas. Na analise dindmica de uma
forma geral, o primeiro e até entdo unico trabalho € ainda recente, onde a notagéo
strain gradient foi usada por Horta (2019) para determinar as frequéncias naturais e
modos de vibragdo em vigas de Timoshenko.

Enfatiza-se entdo a importancia de formular elementos planos pela notagao
strain gradient. Como visto, ha variados tipos de aplicagbes envolvendo analises
dinamicas pelo MEF, e combinando as potencialidades da notagéo strain gradient
demonstradas na segéo 2.3, novas abordagens sao possiveis. Com isso em mente,
os tépicos subsequentes sintetizam os principais temas associados as pesquisas

desenvolvidas por este trabalho.

2.4.1 Agdes dindamicas

Acbes de natureza dinédmica diferem das estaticas em duas importantes
contrapartidas, mencionam Clough e Penzien (2003). A primeira diferenca a ser
notada é, por definigdo, a variacdo temporal no problema. Tanto as agdes quanto a
resposta da estrutura variam em funcdo do tempo em problemas dinamicos, o que
nao implica em uma solugao unica, como ocorre em problemas estaticos.

A segunda principal distingao é ilustrada na Figura 12. Se uma viga simples
esta sujeita a uma carga estatica p, seus esforgos internos dependem somente desta
carga e podem ser computados estabelecendo principios de equilibrios de forgas. Por
outro lado, se a carga p(t) é aplicada dinamicamente, os deslocamentos resultantes
na viga ndo dependerao apenas desta carga mas também de forgas inerciais que se

opdem as aceleragdes produzidas.
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Figura 12 — Viga sujeita a carga estatica, a esquerda, e viga sujeita a carga dinamica, a direita
P plit)

Inertial forces
Fonte: Clough e Penzien (2003)

Logo, os esforgos correspondentes na viga n&o equilibram apenas a forga
externa p(t) mas também as forgas inerciais resultantes das aceleragées da viga.

Para Cook (2002), as respostas dindmicas passam a apresentar diferencas
consideraveis em relagao as respostas estaticas em casos de carregamentos de alta
frequéncia, carregamentos aplicados subitamente (impacto) ou quando os
carregamentos sdo ciclicos com frequéncia inferior a % da menor frequéncia de
vibracao da estrutura. Nesta esta ultima situagao, € necessario conhecer a frequéncia
natural de vibragao da estrutura, objeto de estudo deste trabalho e que € discutida nas

secoes adiante.
2.4.2 Equacgao de movimento

Paz e Leigh (2004) elencam que as caracteristicas fundamentais de uma
estrutura para a analise dinamica contém os seguintes elementos:

|. Elementos de massa m representando a massa e parametros inerciais da
estrutura;

Il. Elementos de rigidez k representando a forga elastica restauradora e a
energia potencial armazenada na estrutura;

[ll. Elementos de amortecimento ¢ representando caracteristicas friccionais e
a energia de dissipag¢ao da estrutura;

IV. Forca(s) de excitagdo f(t) representando cargas externas atuando no
sistema estrutural.

Todos estes parametros juntos constituem o equilibrio da estrutura em
movimento, constituindo portanto, as equacdes de movimento.

Para cada for¢ca f(t) atuante em uma estrutura, surgem trés forgas
resistentes: forga inercial f;(t), forca de amortecimento f,(t) e forga elastica fs(t),

como pode ser visto na Equacgao (68):
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[+ @)+ £ =f() (68)
Segundo o principio de d’Alembert (HUMAR, 2012), a forga inercial pode ser
resumida como o produto da massa m e aceleragao ii(t), conforme a Equagéao (69):
fi(®) = mii(e) (69)
Assumindo o mecanismo de amortecimento, a forca de amortecimento é
expressa como o produto entre a constante de amortecimento ¢ e a velocidade u,
indicado na Equacgéo (70):
fo(®) = cu(t) (70)
E a forga elastica € o produto da rigidez k e do deslocamento u(t), mostrado
na Equacgao (71):
fi(@®) = ku(t) (71)
A partir das equacgdes (69), (70) e (71), obtém-se a Equacao (72) de
movimento do sistema:
mii(t) + cu(t) + ku(t) = f(t) (72)
Geralmente, a estrutura encontra-se em repouso antes de ser excitada
dinamicamente, o que implica segundo Chopra (2014) em especificar o deslocamento
inicial u(0) e a velocidade inicial 1(0) no tempo zero, para definir o problema

completamente.

2.4.3Vibracao Livre Nao Amortecida

A vibragao é descrita por Hibbeler (2013) como sendo 0 movimento periddico
de um corpo ou sistema de corpos conectados deslocados de uma posicao de
equilibrio. Para o autor, em geral, ha dois tipos de vibragao: livre e forgcada. A vibracao
livre ocorre quando apds cessada a forga f(t), o movimento € mantido por forgas
restauradoras gravitacionais ou elasticas. Ja a vibragao forgada, é caracterizada por
excitagdes intermitentes ou periddicas, advindas de agentes externos a estrutura.

Quanto a dissipacao de energia, seja por efeitos de atrito interno e externo,
ou demais mecanismos, faz com que na pratica, a oscilagdo da estrutura decaia
gradualmente. Entretanto, supondo um sistema ideal sem amortecimento, a oscilagao
continuara indefinidamente, caracterizando um problema de vibragao livre néo

amortecida, que exprimem os estudos aqui realizados.
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2.4.3.1 Sistema de um grau de liberdade

A fim de entender e para simplificar a aplicagdo da equagao de movimento em
um modelo dinamico, apresenta-se um sistema de um grau de liberdade.

Tal sistema € representado por um corpo rigido com massa m constante
conectado a uma mola sem massa e de rigidez k sobre uma superficie sem atrito.

Essa configuracao é ilustrada na Figura 13.

Figura 13 — Sistema de um grau de liberdade
— u(f) — u@
Ji (0

mo e p(1) foy— <IZ )

Q) Q) Q Q)

Fonte: adaptado de Clough e Penzien (2003)

Se uma forga f(t) é aplicada, entdo resulta em um deslocamento do corpo,
u(t), descrito pela equagédo do movimento. Apds cessada a forga, o corpo continua a
oscilar, tratando-se portanto, de um problema de vibracio livre. Desconsiderando
efeitos do amortecimento, tem-se entdo um sistema de um grau de liberdade com
vibragao livre nado amortecida.

A equagao do movimento consiste em uma equagao diferencial linear de
segunda ordem, homogénea com coeficientes constantes. Sua solugao, partindo das
condi¢cbes iniciais de repouso, € descrita pela Equacédo (73), de acordo com
Timoshenko (1937).

u(t) = @ sen(wt) + u(0) cos(wt) (73)

Onde w refere-se a frequéncia angular ou circular de oscilagdo, dada pela

Equacéo (74):
w= |— (74)

A frequéncia de vibragdo € muitas vezes expressa pela frequéncia ciclica,
baseado na quantidade de ciclos completos que o sistema executa a cada segundo
(Hertz), expresso pela Equagéao (75):

2

fa=— (75)
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E o periodo natural de vibragdo € o tempo de uma oscilagdo completa do

corpo, Equacéo (76):
_ w
" 2m

A solugcdo da equagdao de movimento do sistema mostra que a funcéo é

(76)

periodica, com amplitudes senoidal e cossenoidal representadas por u(0) e u(O)/ ,
respectivamente. E o periodo, neste caso, indica a distadncia entre dois pontos

adjacentes de cristas ou vales (YANG, 2005).
2.4.3.2 Sistema de multiplos graus de liberdade

As estruturas de engenharia, no geral, sdo representadas por sistemas com
multiplos graus de liberdade. Um tipico exemplo desse sistema consiste em dois
corpos rigidos com massa constante conectado a trés amortecedores e trés molas,

como mostra a Figura 14.

Figura 14 — Sistema de multiplos graus de liberdade
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Fonte: adaptado de Rao (2011)

O movimento do sistema é descrito pelos deslocamentos u,(t) e u,, que
define as massas m; € m, em qualquer tempo t das respectivas posicdes de
equilibrio. As equagdes de movimento para o sistema sao dadas pela Equagéao (77):

my u1 + (ks + k) ug —kou, = f3 77)
my i, — koug + (ky + k3) u, = f

O sistema pode ser escrito matricialmente como na Equacéo (78):
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5wl [ b =) g

A Equacéao (78) escrita em sua forma mais compacta € apresentada na
Equacado (79), tratando-se da equacdo de movimento para multiplos graus de
liberdade:

[M]{u} + [K1{u} = {f} (79)

Onde:

[M] = matriz de massa

{ii} = vetor de aceleragdes

[K] = matriz de rigidez

{u} = vetor de deslocamentos

{f} = vetor de forgas externas

Supondo um sistema de vibragao livre nao amortecida, {f} passa a ser um
vetor nulo, pois n&o ha presenca de forcas de excitacéo, e a Equacéo (79) reduz-se a
Equacéao (80):

[M]{i} + [K]{u} = {0} (80)

A Equacéo (80), advinda do sistema de dois graus de liberdade, pode ser

estendida para qualquer sistema com n graus de liberdade.
2.4.4 Analise Modal

Como visto, a estrutura tende a vibrar em funcéo das excitagdes causadas e
de suas propriedades de massa, rigidez e amortecimento. No caso de sistemas com
multiplos graus de liberdade, a estrutura passara a vibrar de diversas formas,
assumindo diferentes frequéncias e modos de vibragao.

Apos cessado o efeito que causou a oscilagcado da estrutura, podendo este ser
uma forga ou deslocamento, a taxa de oscilagao livre com que a estrutura continua a
vibrar € denominada de frequéncia natural de vibragao. A analise modal determina as
frequéncias naturais de vibracido da estrutura e os modos naturais correspondentes.

De acordo com Chopra (2014), as frequéncias naturais de vibragao livre de
um sistema ndo amortecido com n graus de liberdade é descrita matematicamente
pela Equacgéo (81):

u(t) = 0p qn(t) (81)
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Onde @,, é a forma de vibragdo do modo natural n que ndo varia com o tempo,
enquanto q,(t) é o deslocamento dependente do tempo, descrito pela funcao
harménica da Equacgao (82):

qn(t) = A, cos(w,t) + Bysen(wyt) (82)

Onde A, e B, sao constantes que dependem das condicbes de contorno

iniciais. Substituindo a Equacéao (82) na Equacéo (81), obtém-se a Equacéao (83):
u(t) = 0,[A, cos(wypt) + Bysen(wyt)] (83)

Ao substituir o deslocamento u(t) da Equacédo (83) na solucdo de vibracéo
livre ndo amortecida apresentada na Equacdo (80) e sua segunda derivada
ii(t) multiplicada por @,,, chega-se a Equacéo (84):

(—wi[M]8, + [K10,) qn(t) =0 (84)

Considerando o sistema inicialmente em repouso, entdo u(t) =0,
consequentemente, g, (t) = 0. Esta € conhecida como solugao trivial do problema, e
resulta na Equacgao (85):

(K18, = wi[M]0, (85)

Esta equacao refere-se ao problema de autovalores e autovetores. A solugédo
trivial @,, = 0 n&o é valida, pois implica que ndo ha movimento oscilatorio no sistema
(CHOPRA, 2014). Portanto, a solugao nao trivial € descrita pela Equagao (86):

det([K] — w?[M]) =0 (86)

A Equacao (86) é conhecida como equagéao caracteristica.

Apos a determinacao das frequéncias naturais, a Equacéo (85) pode ser
resolvida para os modos de vibragdo. Os modos de vibracdo @, podem ser

estruturados em uma matriz singular inica como mostra a Equacao (87):

¢11 ®12 Q)ln

¢jn — ®521 Q)SZZ -‘:. Q)SZn

_ (87)
Oni Pnz = O

Onde j indica o grau de liberdade, e cada coluna representa um modo natural

de vibracdo. Esta matriz € conhecida como matriz modal para o problema de

autovalores.
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2.4.5Condensacao Estatica

A ideia da condensagao estatica na analise dinamica, segundo Alves Filho
(2008), é considerar a massa da estrutura concentrada a limitados graus de liberdade.
Desta forma, as equagdes dindamicas serao reduzidas e s6 serdo contabilizadas forgas
de inércia onde ha massa. Os graus de liberdade escolhidos para concentrar as
massas sao denominados graus de liberdade master, ao passo que os demais nao
fazem parte das equagdes dinamicas e s&do chamados de graus de liberdade slave. O
movimento dos graus slave esta constrito aos graus master por meio de equagdes
denominadas Constraint Equations.

Este caso particular de Condensacao Estatica € conhecido como Redugao
Cinematica, e um dos métodos utilizado para realizar numericamente a reducéo € a
Redugéo de Guyan.

Na Reducao de Guyan, os graus de liberdade slave sao requeridos para se
movimentarem conforme ditado pelos graus master e o conteudo de [K], com inércia
ignorada. Somente os GL master aparecem no sistema de equagdes reduzidas, cuja
ordem € equivalente ao numero de graus master (COOK, 2002).

O método parte da Equacdo (85) de autovalores e autovetores e é

particionada conforme os GL master (D,,) e slave (D), indicado na Equacao (88):

Kmm KmS 2 Mmm MmS ) {Em} 0
< Kom Ko My M ))1D, o} (88)

A expressao € particionada de modo a resultar em um problema de autovalor
reduzido, conforme a Equacao (89):
(K] — w?[M,]){Dr} = {0} (89)
Onde:
(K] = Kinm = Kims Kss™ Ksm
[M,] = Mpn — Mins K™ Kon — Kins Kos ™" Mg + Kins K™ * Mgs Ko™ K,

2.4.6 Matriz de Massa

As forgas que atuam em um corpo podem ser classificadas em forcas
pontuais, forcas de superficie (como a pressao), ou forgas de volume, segundo Alves
Filho (2008). A forga de volume pode ser a for¢a peso, que se distribui ao longo de

toda a massa da estrutura, ou a forga inercial.
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As forgas inerciais que atuam no interior dos elementos também podem ser
transformadas em forgas nodais equivalentes, por intermédio de transformacdes que
permitem aplicar forgas pontuais no nés que causariam o mesmo efeito das forgas
inerciais. Por esse motivo, faz-se necessario conhecer as aceleracdes internas do
elemento e aplicar técnicas de interpolacdo, semelhante ao processo da analise
estatica.

A ideia resume-se em utilizar a mesma fungdo de forma que descreve o
deslocamento interno do elemento em termos de deslocamentos nodais, para fornecer
também a aceleragéo interna em termos de aceleragdes nodais. Tal conceito leva a
matriz de massa consistente do elemento, que permite considerar nas equacdes
dinamicas da estrutura o efeito das massas que nao estao originalmente concentradas
nos nos (ALVES FILHO, 2008).

Assim sendo, a massa da estrutura pode ser representada pela matriz de
massa consistente, além da matriz de massa concentrada, que engloba possiveis
corpos acoplados a determinados nés da estrutura. E para determinar as frequéncias
naturais de vibragdo, Hamedani et al. (2011) afirmam que ambas as matrizes de
massa concentradas e consistentes podem ser somadas, a fim de serem inseridas na

equacéo caracteristica dos autovalores e autovetores.

2.4.6.1 Matriz de massa concentrada

Uma matriz de massa concentrada para o elemento Q4 pode ser definida
inserindo-se um quarto da massa total em cada um dos 8 termos da diagonal da
matriz. Cada termo corresponde a um grau de liberdade do elemento, sendo 2 graus

de liberdade por nd. Esse procedimento conduz a matriz de massa da Equacao (90):

1 0 0 0 0 0 0 O
0100000 O
At00100000
PAt1Io 0 0 1 0 0 0 O

MI=="1o0 0 0 0 1 0 0 0 (90)
0000010 0
000000 1 0
0o 0 0 00 0 0 14

Sendo A, a area do elemento e t, a espessura. Como o elemento tem i graus
de liberdade por n6, um deslocamento horizontal e outro vertical, a soma das massas

m; em cada diregao, tem que serigualam =p A t.
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2.4.6.2 Matriz de massa consistente

A matriz de massa consistente de um elemento finito, segundo Boutagoga e
Djeghaba (2013), é dada pela Equacgao (91):

[M,] = f p NI [N]dV 1)
Vv

Sendo [N] a matriz das fungdes de forma usadas para a interpolagdo do
deslocamento e p a massa especifica do material.

Aksu (1997) mostra que tal matriz é obtida a partir da express&o de energia
cinética, aplicando-se o principio do trabalho virtual.

Para o caso de elementos distorcidos geometricamente, a matriz de massa
consistente é de dificil integracdo no dominio do elemento, o que leva a aplicar o
mesmo mapeamento isoparamétrico usado na matriz de rigidez. Portanto, a matriz de

massa consistente para o elemento isoparamétrico é dada pela Equagéao (92):

el = [ [ pN T NG e dets (6 dsan (92)
—17-1

Sauer (1993) menciona que a integracao da matriz pela quadratura de Gauss
de ordem 2x2 ja é suficiente, visto que o aumento da ordem de pontos de Gauss
fornecera o mesmo resultado.

Resolvendo entdo a Equacéao (92) para um elemento retangular de largura a

e altura b, a Matriz de Massa Consistente resulta na Equacao (93):

4 0 2 010 2 0
0402010 2
20402010
pabtlog 2 0 4 0 2 0 1
Ml==z711 0 2 0 4 0 2 0 (93)
0102040 2
201020 4 0
0 2 010 2 0 4

Tanto a Equacgao (91) quanto a Equacgao (92) resultam na mesma matriz para
elementos retangulares, como é de se esperar. Podendo entéo, esta matriz resultante
ser utilizada como padrdo na resolugdo de estruturas planas que envolvem
discretizagdes regulares da malha, em complemento a matriz de massa consistente
em coordenadas isoparamétricas sendo aplicada aos elementos com geometrias néo

regulares.
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3 MATERIAL E METODOS

O método de pesquisa utilizado para estudo do problema consiste em
simulacdo computacional, onde foi desenvolvido algoritmo especifico para modelar
computacionalmente estruturas planas via método dos elementos finitos empregando
notacado strain gradient, a fim de determinar as frequéncias naturais e modos de
vibrag&o das estruturas em estudo.

Este capitulo apresenta as particularidades das estruturas a serem estudadas,
hipéteses adotadas para a modelagem e descrigdo do procedimento utilizado.

Efetua-se a modelagem de diferentes estruturas em estado plano com
elementos finitos Q4. A principal importancia de realizar o mesmo estudo para
problemas com caracteristicas distintas & verificar quais padrbes de comportamento
dos resultados se repetem em ambas situagdes, servindo como forma de validar as
analises e verificar os principais aspectos que afetam os efeitos do shear locking.

Uma vez que a solucdo dos problemas estudados requerem analise
computacional, efetua-se simulagao pelo software Ansys APDL, cujo resultados séo
comparados com a formulagdo isoparamétrica desenvolvida em MATLAB sem
aplicacado de procedimentos de redugéo de erro, visando verificar se os resultados
obtidos pelo software aplicam tais procedimentos. Paralelo a isso, os resultados da
formulacao isoparamétrica sdo comparados com a notagao strain gradient e estudos
observados na literatura, como forma de validar a modelagem da mesma, onde

posteriormente corrige-se os termos de cisalhamento parasitico.

3.1 IMPLEMENTAGCAO COMPUTACIONAL

A parte a ser implementada envolve o desenvolvimento de elementos finitos
quadrilateros de 4 nés em notagao strain gradient, tal como toda a parte da analise
modal, sendo que o programa existente, PC-FEM, é capaz de performar somente
andlises de tensdes e deformagdes por elementos finitos com alguns tipos de

elementos.
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3.1.1PC-FEM

O PC-FEM consiste em um programa de cédigo aberto para simulagdo em
elementos finitos, escrito inicialmente por Dow (1988) em linguagem de programacgao
Fortran 77 na Universidade do Colorado. Devido a sua estrutura modular que permite
modificagdes do cddigo-fonte do programa, adapta¢des foram realizadas a fim de
inserir novos tipos de elementos ou de realizar outros tipos de analises, como é o caso
do LAMFEM, programa desenvolvido por Abdalla (1992) para analise de compdésitos
laminados via método dos elementos finitos utilizando notagao strain gradient.

A versao atual do PC-FEM soluciona problemas de estado plano de tensoes,
estado plano de deformagdes e axisimetria de estatica em regime elastico-linear. O
programa inclui biblioteca dos seguintes elementos em formulagdo isoparamétrica:
quadrilatero de quatro nds, quadrilatero de nove nds e triangulo de seis nos.

Na sequéncia, resume-se o principal funcionamento do PC-FEM de acordo
com o manual do programa.

O PC-FEM ¢ formado por uma arquitetura modular (Figura 15) que permite ao
operador do programa implementar novas sub-rotinas em etapas especificas de uma

simulagado computacional por meio do MEF.

Figura 15 — Fluxograma das sub-rotinas do PC-FEM

PRE_PRO.FOR INPUT FILE
DRIVER.FOR
| PRO.FOR
ALLOCT.INC
1 POST_PRO.FOR OUTPUT FILE

Fonte: Manual do PC-FEM (1988)

O programa consiste em um subprograma principal denominado driver, trés
subprogramas e um arquivo de alocagao de memoaria. O driver principal do programa,
DRIVER.FOR, contém somente declaragcées que chamam sub-rotinas e ndo executa
computacdes. O primeiro subprograma, PRE_PRO.FOR, contém as sub-rotinas que
controlam os dados de entrada no programa. O subprograma PRO.FOR contém as
sub-rotinas que formulam as matrizes de rigidez individuais dos elementos, as

combina para criar a matriz de rigidez global e soluciona os sistemas de equagdes de
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movimento. O terceiro subprograma, POST_PRO.FOR, contém sub-rotinas que
calculam tensdes e deformacdes nos pontos de Gauss e cria os dados de saida. A
comunicagao das variaveis sao efetuadas pelo arquivo ALLOCT.INC através do uso
de declaragdes “$include”.

Uma descricdo mais detalhada dos passos utilizados para solucionar um

problema tipico no PC-FEM é dado na Figura 16.

Figura 16 — Fluxograma das sub-rotinas do PC-FEM
] PRE_PRO.FOR ¥—| INPUT FILE |

—=INITAL —T-DZERO
IZERO

—~INPUTP—INPUT COORD
ELTOP
1 MATO1
[DRIVER.FOR | FIXITE
FORCE
PRDISP

— PROFIL—PROFLE —ELEGRP—ELELI[B
= STORAG

PRO.FOR

—STIFBK STIFO1—7—GAUSO1
—SHAPO1
—SHAP02
—~EQLOAD
—ADDSTF

STIF06—7=GAUSO6

[ALLOCT.INC — [TEARIG

—EQLOAD
— ADDSTF

~LOADBR—LOADO1
—SOLVSR = SOLVER

POST_PRO.FOR |_|OUTPUT FILE]

—DSPLT—DISPL1——DZERO

—RESPON-T—RESP01 MODUL—DZERO
GAUS01
SHAPO1
SHAPO2

RESPDb—E MODUL—DZERO

GAUS06
SHAP06

—QUTPUT— QUTPO1— DZERO
GAUSO1
GAUS06
SHAPO1
SHAP02
SHAP06
MODUL

Fonte: Manual do PC-FEM (1988)

1. Para iniciar o programa, o usuario digita ‘PCFEM’. Entdo o driver
principal do programa, ‘DRIVER.FOR’, chama as sub-rotinas ‘INITAL’ no subprograma
‘PRE_PRO.FOR’, que inicializa os vetores reais e inteiros a serem utilizados ao longo

do programa.
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2. Em seguida o subprograma chama a sub-rotina INPUTP’, contida em
‘PRE_PRO.FOR’. Essa sub-rotina leva o usuario a inser¢cado do arquivo de entrada de
dados a ser lido pela sub-rotina ‘INPUT’. Esta sub-rotina chama uma série de outras
sub-rotinas para ler os dados do problema inserido. Apés isso, o programa retorna ao
driver principal.

3. A sub-rotina ‘PROFIL’ no subprograma ‘PRE_PRO.FOR’ é chamada na
sequéncia pelo driver principal. Esta sub-rotina estipula o numero de equagdes que
serdo necessarias para a analise e configura o sistema de armazenamento. Isso
também estabelece o tipo de elemento usado, e apds isso o programa retorna
novamente ao driver principal.

4. Os requerimentos do armazenamento sao checados por meio da sub-
rotina ‘STORAG’ em ‘PRE_PRO.FOR’. Esta sub-rotina verifica se o programa
designou vetores suficientes para a armazenagem.

5. A formulagdo da matriz de rigidez é controlada pela sub-rotina ‘STIFBK’
no subprograma ‘PRO.FOR’. Esta sub-rotina direciona o programa a sub-rotina
apropriada que ira formular a matriz de rigidez de acordo com o elemento em questao.
Estas matrizes entdo sdo adicionadas a matriz de rigidez global na sub-rotina
‘ADDSTF’ e o programa retorna ao driver principal.

6. A formulagdo do vetor de carregamento € o préximo passo na solugéo
do processo e € acompanhado pela sub-rotina ‘LOADBR’ no subprograma ‘PRO.FOR’
que utiliza as informagdes de entrada para criar um vetor contendo as cargas, assim
como as cargas resultantes de um deslocamento prescrito.

7. A solucdo para o sistema de equacgdes é realizado primeiramente pela
sub-rotina ‘SOLVSR’ no subprograma ‘PRO.FOR’ que chama a sub-rotina ‘SOLVER'.
Esta sub-rotina utiliza eliminagcao de Gauss e retorna ao driver principal.

8. Entdo o programa chama a subrotina ‘DISPLT’ no subprograma
‘POST_PRO.FOR’, cuja finalidade é rearranjar os vetores de deslocamentos em uma
matriz que também contém deslocamentos prescritos. Apds isso, 0 programa retorna
ao subprograma ‘DRIVER.FOR’.

9. Astensdes e deformagdes no ponto de Gauss sao computadas pela sub-
rotina ‘RESPON’ no subprograma ‘POST_PRO.FOR’ onde se executa as sub-rotinas
apropriadas ao tipo de elemento em uso e calcula as tensbes e deformacgdes.

10. O Passo final na solugao do processo € formar os dados de saida. Isto
é feito chamando a sub-rotina ‘OUTPUT’ no programa ‘POST_PRO.FOR’. Esta sub-



59

rotina entdo chama ‘OUTPO01’ que escreve as informacdes da analise no dado de

saida e apo6s completado este passo o programa retorna ao subprograma

‘DRIVER.FOR’, onde o programa ¢ finalizado.

Os dados de entrada sao divididos em controle de entrada e dados do problema

onde cada arquivo de entrada possui as seguintes informagdes:

Cabecalho

Parametros de controle de entrada
Topologia do elemento

Restricdes cinematicas nodal
Forgcas nodais prescritas
Deslocamentos nodais prescritos
Coordenadas nodais

Dados de agrupamento do material

Declaragdes que finalizam o processo de entrada

3.1.2 Algoritmo de Analise Dinamica

Conforme mencionado anteriormente, o PC-FEM é construido em uma

estrutura que permite ao usuario acessar os cédigos-fonte e modifica-los. Com base

nisso, foi desenvolvido algoritmos capazes de inserir as equagdes de analise dindamica

apresentadas na pesquisa a fim de simular as estruturas em questao.

Na estrutura do PC-FEM, pretende-se adicionar a matriz de rigidez do

elemento Q4 em notacéo strain gradient, e por meio da implementagcdo da analise

dindmica no programa, inserir os novos parametros de analise, além de implementar

a solugao do problema de autovalores e autovetores para auferir as frequéncias

naturais e modos de vibragao da estrutura.

O programa segue uma rotina descrita pelos seguintes passos:

1.

o e

Construgao das matrizes de rigidez e massa de cada elemento;
Conectividade das matrizes;

Matriz de rigidez e massa global da estrutura;

Sistema de equacdes dinamicas;

Frequéncias naturais de vibracédo da estrutura.

As sequéncias sao descritas brevemente nos topicos seguintes.
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3.1.2.1 Obtengao das matrizes de rigidez e massa

O procedimento computacional para formular as matrizes de rigidez e massa
de um elemento é semelhante, de modo que o programa seja capaz de identificar a
geometria do elemento a partir de suas coordenadas nodais e paradmetros, como
modulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, espessura e massa especifica do
material.

A conectividade trata-se de transformagdes criadas para adequar cada
elemento ao sistema global, sendo possivel soma-los e montar a matriz global da
estrutura. Com base nas informacdes de coordenadas, numeracao e condigdes de
contorno de cada no, é formada a matriz de conectividade, funcionando como uma
transformacao de ordem e posig¢ao do conjunto matricial (Cueva-Zepeda, 2006).

A Figura 17 ilustra um exemplo de contribuicdo individual de elementos a

matriz global.

Figura 17 — Contribuigdo dos elementos individuais a matriz global
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Fonte: Zienkiewicz (2013)
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Cada elemento possui suas propriedades particulares e estdo conectados a
outros elementos pelos seus nds. Por meio da transformagéo, as matrizes individuais
de massa e de rigidez dos elementos sao assimiladas a uma matriz maior cuja ordem
refere-se a ordem da matriz global conforme a quantidade de graus de liberdade, ao
passo que 0s nos sdo realocados de acordo com suas posigdes no sistema global.
Desta forma, torna-se possivel somar todos os elementos e formar a matriz do sistema
global.

Apos a transformagédo do sistema de coordenadas locais do elemento as
coordenadas globais, a montagem das matrizes globais de rigidez e massa é realizada
por meio de um somatério de todos os elementos em suas respectivas posicdes
nodais.

A matriz de massa global é entdo apresentada na mesma forma da matriz de

rigidez para que haja compatibilidade entre as duas.

3.1.2.2 Sistema de equacgdes dindmicas

Com as matrizes de massa e rigidez compatibilizadas, é possivel formular a
equacgao que rege o problema de vibragao livre da estrutura, descrito na sec¢édo 2.4.3.

Com a implementacédo, a equac¢ao modal da dindmica para vibracéao livre leva
ao problema de autovalores e autovetores, onde calcula-se as frequéncias naturais e
modos de vibragdo da estrutura.

Resolvido o problema de autovalores e autovetores, encontram-se as
frequéncias naturais associadas a cada modo de vibracido da estrutura.

A Figura 18 resume as principais etapas de resolugcdo abordadas pelo

processo de solucédo do problema estrutural.

Figura 18 — Etapas para solugao do processo

Elementos Conectividade Estrutura
Rigidez Rigidez Rigidez Global Equacsio d
Local  Global quagao de Autovetores
. @ 5K, =® frequéncia
Massa . I — | det(K-AM)=0 —— | (K-AM)¢=0

Massa Massa Global
Local Global l l

WG| |m®
7\\ ’ wi ¢i

Fonte: autoria prépria
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3.2 ESTRUTURAS PLANAS EM ESTUDO

Para averiguar os efeitos decorrentes dos termos de cisalhamento parasitico
em ocasides distintas, simula-se diferentes estruturas em estado plano de tensdes.
Portanto, cada problema apresenta diferentes geometrias, propriedades de material,
discretizagbes de malha e consequentemente, quantidade de graus de liberdade.

Zhao e Steven (1996) afirmam que nao ha solugbes exatas para problemas
de vibracao livre de sdlidos elasticos bidimensionais. Por isso, uma forma de verificar
os valores de frequéncias naturais determinados por solugbes numéricas no estado
plano, € modelar estruturas planas com uma dimensao muito superior a outra, cujos
resultados podem ser comparados com solugdes de estruturas unidimensionais.

Em vista disso, a primeira estrutura modelada trata-se de uma viga longa
engastada em uma das bordas. A segunda estrutura, refere-se a uma shear wall
(parede de cisalhamento) analisada sob a o6tica de viga alta. E por fim, a terceira
estrutura trata-se de uma chapa quadrada engastada.

Todas analises sao efetuadas no regime linear-elastico considerando material

homogéneo com comportamento isotrépico.

3.2.1Viga em Balango

A primeira estrutura plana a ser estudada refere-se a uma viga em balanco

com as dimensoes e propriedades do material indicadas na Figura 19.

Figura 19 — Viga em balango

E =210 GPa
v=0.3 10+
o = 8000 kg/m? i
t=1mm

100 mm

Fonte: autoria prépria

Tal problema foi analisado por Nagashima (1999), Gu e Liu (2001), Liu et al.
(2009) e Nguyen-Thanh (2010), onde os autores computam as frequéncias naturais
referentes aos oito primeiros modos de vibragdo da estrutura no estado plano de

tensdes. Cada autor apresenta diferentes abordagens de elementos finitos, onde
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comparam os resultados com solucbes refinadas e verificam as frequéncias
fundamentais de vibragdo no estado plano em relagdo a solugao de vigas de Euler-
Bernoulli.

Neste sentido, o presente trabalho utiliza as frequéncias naturais e modos de
vibracao fornecidos pelos autores para validar e comparar com os resultados das
modelagens do trabalho.

A Figura 20 mostra as discretizagdes de malha adotadas para as modelagens.

Figura 20 — Discretizagoes de malha da viga em balang¢o

Malha 5 x 1 (20 GL)

Malha 10 x 1 (40 GL)

Malha 20 x 2 (120 GL)
Fonte: autoria propria

A comparagao das frequéncias fundamentais com a solugdo analitica de viga
de Euler-Bernoulli visam validar as implementacgdes efetuadas no trabalho. Entretanto,
para as demais frequéncias naturais, utiliza-se como referéncia uma malha refinada
de 100 x 10 elementos (2200 GL) para comparar os resultados com um modelo que
melhor represente a estrutura no estado plano. Assim, determina-se as frequéncias
naturais dos oito primeiros modos de vibragcdo, quantidade proporcional aos
calculados pelos demais autores.

Além disso, para este problema avalia-se o Numero de Condi¢cao (NC) da
matriz de rigidez, calculada pela notagao strain gradient com a presenca de termos
espurios e sem a presenca dos mesmos. O motivo de calcular NC somente para a
matriz de rigidez deve-se ao fato dos termos espurios estarem presentes apenas

nesta matriz, ao passo que a matriz de massa nao se altera nas analises.
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De acordo com Cook (2002), matrizes com NC elevado indicam mal
condicionamento do problema. Isto significa que o sistema € sensivel a pequenas

variagdes nos termos da matriz.

3.2.2 Shear Wall

O exemplo da shear wall (parede de cisalhamento) foi proposto inicialmente
por Petyt (1992, apud Leung et al., 2004), onde o autor analisa as cinco primeiras
frequéncias naturais de vibragao usando diferentes tipos de elementos e tipologias de
malhas. Posteriormente, Cheung et al. (2000) aplicaram quadrilateros refinados
denominados de RQ6 para computar as trés primeiras frequéncias naturais dos
modos de vibragao flexionais. E por fim, Leung et al. (2004) utilizaram elementos p
trapezoidais de Fourier para determinar as cinco primeiras frequéncias naturais de
vibragao da estrutura.

A Figura 21 apresenta as caracteristicas geométricas da estrutura e as
respectivas malhas modeladas pela notagcdo strain gradient e formulagao

convencional de elementos finitos.

Figura 21 — Shear Wall

60,96 m

15,24 m«j/ 1x4 (16 GL) 2x 8 (48 GL) 3 x 12 (96 GL) 4 x 16 (160 GL)

Fonte: autoria prépria

A estrutura apresenta as seguintes propriedades:
— Espessura: t =1 m;
— Moddulo de Elasticidade: E = 34,474 GPa;

— Coeficiente de Poisson: v =0,11;
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— Massa especifica: p = 568,7 kg/m>.

Diferente do exemplo de viga longa, onde a dimensao longitudinal € dez vezes
superior a transversal, na shear wall, a dimensao longitudinal € quatro vezes superior,
e a simplificagdo da teoria de viga de Euller-Bernoulli ndo mais se adequa ao
problema. Por isso, Petyt (2010) e Leung et al. (2004) apresentam as frequéncias
naturais de vibrag&do da estrutura calculadas analiticamente com base nas solugbes
propostas por Carr (1970), que considera efeitos de inércia rotacional e cisalhamento
na flexao para a vibragao livre de vigas altas.

Com o objetivo de comparar as modelagens do trabalho com as solugdes
fornecidas pelos autores, computa-se as mesmas frequéncias naturais referentes aos
primeiros cinco modos de vibragao.

Além disso, neste problema estuda-se a convergéncia de malha das
frequéncias naturais referentes aos modos flexionais de vibracdo. O estudo de
convergéncia é realizado nas frequéncias naturais obtidas a partir das formulagdes
considerando a presenca dos termos espurios, em relagdo as analises da notacao
strain gradient com eliminagao dos termos espurios. Desta forma, é possivel comparar
qual solugdo melhor se aproxima do resultado de referéncia, na medida em que

efetua-se o refino da malha.

3.2.3Chapa Quadrada

A chapa quadrada foi proposta inicialmente por Gupta (1978), onde foi usado
elementos finitos dinamicos para analisar a vibracao livre da estrutura. O problema foi
estudado mais tarde por Shang et al. (2017), aplicando o MEFG.

A Figura 22 mostra a estrutura em questao.
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Figura 22 — Chapa Quadrada
Y

o
L—Lx—-—

Fonte: autoria prépria

As dimensdes sao: Lx = 10 e Ly = 10. As propriedades do material sdo
unitarias, com E =1 e p = 1, e o coeficiente de Poisson, v = 0,3.

Diferente dos problemas anteriores, solu¢gdes de elementos unidimensionais
nao se aplicam a chapa quadrada. Por isso, as frequéncias naturais mais acuradas
observadas em Gupta (1978) e Shang et al. (2017) sdo usadas como referencial aos
resultados. Adota-se também uma malha de 100 x 100 elementos (20200 GL)
modelada no ANSYS.

Os autores supracitados apresentam as frequéncias naturais dos seis
primeiros modos de vibracdo. Para efeitos de comparagao, determina-se a mesma
quantidade de frequéncias naturais e modos de vibragao que os autores.

A Figura 23 indica as discretizagcdes de malha da estrutura.
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Figura 23 — Discretizagoes de malha da chapa

1x1(4GL) 2x2(12GL) 4 x 4 (40 GL)

6 x 6 (84 GL) 8 x 8 (144 GL)

Fonte: autoria prépria

A primeira malha refere-se a uma malha grossa de um unico elemento (4 GL),
onde efetua-se o refino até observar diferenga inferior a 1% na frequéncia

fundamental, em relacao ao resultado de Gupta (1978).

3.2.3.1 Variacao da relagao altura/comprimento e coeficiente de Poisson

A principal caracteristica que difere a chapa da viga engastada e shear wall &

a geometria. Na chapa quadrada, a relagéo altura/comprimento € unitaria (L, /L, = 1)

e por isso apresenta menor esbeltez quando comparada as demais estruturas.

Wolff (2019) constata que a razdo de aspecto dos elementos que compdem a
malha da estrutura, assim como o coeficiente de Poisson, afetam o erro ocasionado
pelo cisalhamento parasitico na determinacdo das tensbes e deslocamentos de
estruturas planas. Apesar disso, nao foi verificado a influéncia entre as dimensdes
longitudinais e transversais da estrutura.

No exemplo da chapa, verifica-se na analise modal a influéncia entre
altura/comprimento da estrutura e também dos elementos da malha, além do
coeficiente de Poisson. Desta forma, varia-se a altura da chapa e determina-se as

frequéncias fundamentais de vibracdo da chapa com quatro diferentes dimensdes:
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— Razao de aspecto L, /L, = 1 com L, = 10 e L, = 10;

— Razéao de aspecto L, /L, = 0,5 com L, =5 e L, = 10;

— Razéao de aspecto L, /L, = 0,2 com L, =2 e L, = 10;

— Razéao de aspecto L, /L, = 0,1 com L, =1 e L, = 10.

Para que ndo haja mudanga na quantidade de graus de liberdade da estrutura,
mantem-se em todas as analises as mesmas discretizagcdes de malhas usadas na
chapa quadrada. Portanto, altera-se as relagdes altura/comprimento dos elementos
proporcionalmente a razdo de aspecto da estrutura.

As analises s&o realizadas na notacgao strain gradient com e sem a presencga
dos termos espurios. Para auferir o erro relativo, usa-se como referéncia solugéao
refinada calculada pelo ANSYS.

O mddulo de elasticidade e massa especifica do material continuam unitarios,
comE =1ep = 1. As variagdes nos valores de coeficiente de Poisson adotados sao:
v=0;v=0,15;v=0,3;ev=0,4999 = 0,5.

3.3 CRITERIOS DE ANALISE

Ap0os obtencgao dos resultados finais das estruturas em estudo, é estabelecido
os critérios utilizados para analise dos dados em questdo. Por isso, lista-se as
frequéncias naturais e modos de vibragao calculados pelas diferentes metodologias
para cada malha da estrutura.

A ilustragcdo dos modos de vibracdo das estruturas sdo obtidos a partir do
ANSYS. E a apresentagao dos dados para analise é feita em forma de graficos e para
comparagao dos mesmos, verifica-se os erros relativos as solu¢des de referéncia.

O erro relativo é calculado por:

Erro = |<—wcalc — 1>|

Wref
Onde w4 refere-se a frequéncia natural calculada, e w,.r € a frequéncia
usada como referéncia nas analises.
No ultimo exemplo, onde varia-se a relagao altura/comprimento e coeficiente
de Poisson, determina-se também a diferenca de erro relativo entre as analises da
notacao strain gradient com a presenga de termos espurios (SG) em relagcao as

analises sem a presenca dos termos (SGS). Tal diferenca é expressa por:
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Dif. = Erro SG — Erro SGS

O Quadro 1 lista as abreviaturas que sdo empregadas nas analises.

Quadro 1 — Legenda das abreviaturas usadas nas analises

ISOP Resultados obtidos a partir da formulagao isoparamétrica

ANSYS Resultados obtidos a partir da modelagem via ANSYS

SG Notacéo strain gradient com termos espurios
SGS Notacéo strain gradient sem termos espurios
N/A Nao aplicavel

Ref. Valor de referéncia para o calculo do erro relativo
GL Graus de Liberdade

n x n (GL) | Malha com n x n elementos e determinada quantidade de GL

Dif. Diferenca de erro relativo entre analises SG e SGS

| | Frequéncia calculada inferior a solugao de referéncia

Fonte: autoria prépria

Com a analise dos resultados, espera-se avaliar a eficacia da notagao strain

gradient para os problemas estudados e atingir os objetivos propostos do trabalho.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nas secdes seguintes é descrito as analises e discussédo dos resultados de

modelagem conforme estabelecido em Material e Métodos.

4.1 VIGA EM BALANCO

4.1.1Validagao da notagao strain gradient

Para validar as analises da viga em balango, a Tabela 1 indica a frequéncia

fundamental de vibragao referente a cada metodologia, onde a solugcédo de viga de

Euler-Bernoulli € usada como referéncia aos demais resultados. Nas analises pela

notacao strain gradient, exibe-se também o Numero de Condicionamento da matriz

de rigidez.
Tabela 1 — Frequéncia fundamental da viga em balanco
Método Malha (GL) w1 (rad/s) Erro NC (10%)
Euler-Bernoulli N/A 5200 Ref. —
Nagashima (1999) N/A 5304 2,00% —
Gu e Liu (2001) N/A 5180 |0,39%| —
Liu et al. (2009) 20 x 2 (120) 5360 3,06% —
Nguyen-Thanh et al. (2010) 20 x 2 (120) 5453 4,85% —
ISOP = ANSYS = SG 5 x 1 (20) 8358 60,72% 2,25
10 x 1 (40) 6283 20,82% 3,52
20 x 2 (120) 5477 5,33% 20,55
SGS 5 x 1 (20) 5436 4,54% 5,32
10 x 1 (40) 5418 4,18% 4,72
20 x 2 (120) 5239 0,75% 21,89

Fonte: autoria prépria

Constata-se que tanto a modelagem via ANSYS, formulagao isoparamétrica
e notacgéo strain gradient com termos espurios apresentam os mesmos valores de
frequéncia fundamental. Tais resultados ja eram esperados e servem para confirmar

0s processos aplicados nos calculos da notagdo strain gradient, visto que para
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comparagao entre as formulagdes, € necessario que haja conformidade entre os
procedimentos numéricos utilizados na obtencao dos resultados.

As analises sem a presencga do cisalhamento parasitico auferem frequéncia
mais acurada quando comparadas aos outros métodos, com excec¢ao de Gu e Liu
(2001), que usam uma solugédo refinada sem malha. Todavia, quando contrastada com
as discretizagcbes equivalentes, a aproximagao da frequéncia com eliminagdo dos
termos espurios em relagcdo a solugéo de Euler-Bernoulli € maior. Mesmo a malha
grossa com apenas 5 elementos e 20 GL mostra resultados mais precisos que as
malhas refinadas de 40 elementos e 120 GL dos outros métodos, tanto em relagao a
formulagcdo convencional, quanto aos métodos propostos pelos autores, o que
evidencia a influéncia dos termos espurios na frequéncia fundamental desta estrutura.

Contudo, a eliminagao dos termos espurios eleva o numero de condigdo da
matriz de rigidez, o que implica em mal condicionamento do problema. Essa
discrepancia é inversamente proporcional ao erro relativo, onde NC varia de 2,25x104
para 5,32x10* (aumento de 136,44%) na malha grossa, e 20,55x10* para 21,89x10*
(+6,52%) na malha fina.

Tal fenébmeno ocorre também no MEFG, onde é possivel atingir frequéncias
naturais mais acuradas devido as funcdes de enriquecimento, porém as matrizes de
rigidez e de massa possuem numero de condicionamento maior, em despeito da
solugao convencional de elementos finitos. Para esta abordagem, Shang et al. (2018)
mencionam que foi proposto o Método dos Elementos Finitos Estabilizado, a fim de
mitigar os valores de NC do problema. No caso da notagao strain gradient, a

investigacao desse efeito foge do escopo deste trabalho.
4.1.2 Frequéncias Naturais e Modos de Vibragao
A Tabela 2 lista as frequéncias naturais para a malha grossa de 5 elementos

e 20 GL, assim como os respectivos erros em relacéo aos resultados da malha fina
de 100 x 10 e 2200 GL, usada como referéncia.
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Tabela 2 — Frequéncias naturais de vibragdo para malha 5 x 1 (20 GL), em rad/s

Modo 10!;exf.1 0 Qgﬁ/Yssc{. Erro SGS Erro
1 5179 8358 61,38% 5436 4,96%
2 31081 52380 68,53% 35637 14,66%
3* 80582 81300 0,89% 81279 0,87%
4 81914 149637 82,68% 109440 33,60%
5* 148955 252676 69,63% 241790 62,32%
6 227344 297672 30,93% 252568 11,09%
7 241588 450279 86,38% 431101 78,44%
8 313267 466304 48,85% 449984 43,64%

*Modo de vibragéo longitudinal
Fonte: autoria prépria

Os resultados da malha média, de 10 x 1 elementos e 40 GL, sao indicados

pela Tabela 3.

Tabela 3 — Frequéncias naturais de vibragao para malha 10 x 1 (40 GL), em rad/s

Modo 1 olgif'1 0 IggilYSSCI{- Erro SGS Erro
1 5179 6283 21,31% 5417,7 4,60%
2 31081 38183 22,85% 33274,2 7,06%
3* 80582 80821 0,30% 80783,2 0,25%
4 81914 103186 25,97% 91202,9 11,34%
5 148955 194537 30,60% 174854 ,1 17,39%
6* 227344 244548 7,57% 244372,9 7,49%
7 241588 310004 28,32% 283466,0 17,33%
8* 313267 414578 32,34% 414068,3 32,18%

*Modo de vibracao longitudinal
Fonte: autoria propria

Em todos os modos de vibragao, as frequéncias naturais determinadas pela
notacao strain gradient sem a presencga de termos espurios nas malhas 5 x 1 (20 GL)
e 10 x 1 (40 GL) sao mais préximas as frequéncias da malha de referéncia 100 x 10
(2200 GL), em comparacao as analises considerando os termos espurios para a
mesma malha. Nos modos cujo sentido de vibragdo € predominantemente axial, por
outro lado, a diferenca nao é tao acentuada.

Teoricamente, os termos de cisalhamento parasitico nao afetam as oscilacées
no sentido axial, ja que estas independem dos efeitos de cisalhamento, que age
transversalmente. No entanto, no estado plano o sentido das vibragcdes ocorre em
concomitancia, ndo havendo modos puramente axiais ou transversais, € por isso

todos os modos sofrem alguma interferéncia devido ao cisalhamento parasitico. Em
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vista disso, define-se os modos de vibragdo com sentido predominantemente axial

como modos axiais ou longitudinais de vibragéao.
Em relacdo a malha refinada, de 20 x 2 elementos e 120 GL, os resultados

sdo apresentados na Tabela 4. Para este caso, exibe-se também as frequéncias
naturais dos métodos calculados por Liu et al. (2009) e Nguyen-Thanh et al. (2010)

usando a mesma discretizagdo de malha.

Tabela 4 — Frequéncias naturais de vibragado para malha 20 x 2 (120 GL), em rad/s

. Nguyen-
Modo 1 o';exf',l 0 L;goeotg?l. TP?ath et IgglilYSS(li Erro SGS Erro
al. (2010)
1 5179 5360 5453 5477 5,76% 5239 1,16%
2 31081 31906 32851 33071 6,40% 31715 2,04%
3* 80582 80601 80636 80658 0,09% 80643 0,08%
4 81914 83227 87074 88030 7,47% 84706 3,41%
5 148955 149433 159384 162209 8,90% 156673 5,18%
6* 227344 224838 241737 242364 6,61% 242302 6,58%
7 241588 240633 244904 251341 4,04% 243645 0,85%
8 313267 304942 339430 352126 12,40% 342479 9,33%

*Modo de vibragao longitudinal
Fonte: autoria prépria

Os métodos propostos por Liu et al. (2009) e Nguyen-Thanh et al. (2010)
resultam em frequéncias mais proximas a solugao de referéncia quando comparados
ao MEF convencional na malha 20 x 2 (120 GL). No entanto, as frequéncias fornecidas
pelos autores diferem dos resultados da notagao strain gradient com eliminagao dos
termos espurios. No caso de Liu et al. (2009), os ultimos modos resultam em
frequéncias naturais mais baixas, mesmo em relacao a solugao refinada de 2200 GL
do MEF convencional. Por tratar-se de abordagens distintas, ndo cabem comparacdes
a notacao strain gradient, mas servem como referéncias adicionais aos resultados
calculados.

Diferente de outras abordagens de elementos finitos que visam resultados
mais acurados, a formulagdo da notagao strain gradient parte das mesmas fungbes
de deslocamento que o método de elementos finitos convencional, com a diferencga
de formular a matriz de rigidez com mais facilidade e corrigir erros de modelagem,

como o shear locking.
O Grafico 1 exibe a variacado do erro relativo em fungédo do modo de vibracao

para cada malha.
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Grafico 1 — Erro relativo em fungdo do modo de vibragao

—m—SG5x1(12) ——SGS5x1(12)
—A—SG 10 x 1 (40) —A—SGS 10 x 1 (40)
—e—5G 20 x 2 (120) —0—5GS 20 x 2 (120)
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Fonte: autoria prépria

Constata-se menores discrepancias de erros entre os modos de vibragao para
a malha refinada. As diferengas entre as analises modais com a presenca dos termos
espurios e sem a eliminagdo dos mesmos sido acentuadas principalmente nos
primeiros modos de vibragao.

Nas frequéncias mais elevadas, o erro relativo aumenta, e a influéncia do
cisalhamento parasitico na analise é intensificada de acordo com o modo de vibragao.
Os modos flexionais sdo os mais afetados pelo shear locking.

Na Figura 24, observa-se os oito primeiros modos de vibracdo da malha

refinada.
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Figura 24 — Modos de vibragado da viga em balango para malha 20 x 2 (120 GL)
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Fonte: autoria prépria

Os modos 3 e 6 demonstram as vibragdes longitudinais, e os demais, as
flexionais.

Importante ressaltar que nas malhas de 5 x 1 e 10 x 1, os modos de vibragao
coincidem com a malha 20 x 2 até o quarto modo, onde o modo 3 € axial e os modos
1, 2 e 4 flexionais. Na medida em que aumenta-se a quantidade de graus de liberdade,
os modos de vibracido da estrutura se alteram.

Como este primeiro exemplo ndo se propde a analisar a convergéncia do
modelo, e sim a validagao dos resultados fornecidos pela notagao strain gradient, os
resultados atendem o primeiro objetivo proposto pelo trabalho. Ja para os proximos

exemplos, compara-se somente os modos de vibragao equivalentes.

4.2 SHEAR WALL

4.2.1 Frequéncias Naturais e Modos de Vibragao

A Tabela 5 lista as frequéncias naturais de vibragao fornecidas pelos autores
supracitados no item 3.2.2 e pelas modelagens efetuadas via ANSYS, calculos
usando formulagao convencional do MEF, e pela notagao strain gradient — com e sem
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a presenca dos termos espurios — para cada malha, conforme critérios em Material e

Métodos.
Tabela 5 — Frequéncias naturais da parede de cisalhamento (rad/s)
Método Malha (GL) w1 w2 ws* W4 ws*
Leung et al. (2004) — 31,18 161,81 200,72 375,39 601,99
Analitico N/A 31,25 165,82 200,71 389,97 602,13
Cheung et al. (2000) — 31,28 164,51 — 386,99 —
ISOP = ANSYS=SG 1 x4(16) 37,60 202,13 209,04 536,77 637,80
2 x 8(48) 32,97 175,79 201,08 424,04 610,77
3 %12 (96) 31,96 167,80 200,87 397,03 605,75
4 x 16 (160) 31,59 164,79 200,80 386,83 603,99
SGS 1x4(16) 31,63 184,54 202,09 493,87 637,56
2 x 8 (48) 31,35 169,02 201,06 410,97 610,67
3 x 12 (96) 31,22 164,60 200,86 390,41 605,70

4 x 16 (160) 31,17 162,94 200,79 382,90 603,96
*Modo de vibragao longitudinal

Fonte: autoria prépria

Assim como no problema de viga longa em balanc¢o, o atual problema, que é
analisado sob a otica de viga alta, apresenta os resultados de analise modal em
concomitancia entre o ANSYS, formulagao isoparamétrica e notagao strain gradient
com termos espurios. Observam-se diferencas de frequéncias naturais entre as
analises somente apds corregao do cisalhamento parasitico, que aproxima-se dos
resultados de literatura.

A frequéncia fundamental de vibracdo nas modelagens contendo termos
espurios varia de 37,60 rad/s a 31,59 rad/s entre a malha grossa e a ultima malha
refinada, em comparagdo com 31,63 rad/s a 31,17 rad/s, nas modelagens com
remocgao dos termos espurios. Neste ultimo caso, o valor da frequéncia fundamental
€ inferior a solugao analitica e aos valores determinados por Cheung et al. (2000) e
Leung et al. (2004).

Observa-se também diferencas consideraveis nos demais modos flexionais
de vibracdo — 2 e 4 —, ao passo que os modos longitudinais — 3 e 5 — apresentam
discrepancias menores.

Na Tabela 6, apresenta-se os erros das frequéncias naturais em relacdo aos

resultados de Leung et al. (2004).
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Tabela 6 — Erro relativo das frequéncias naturais da parede de cisalhamento

Método Malha (GL) w1 w2 ws* W4 ws*
Leung et al. (2004) — Ref. Ref. Ref. Ref. Ref.
Analitico N/A 0,21% 2,48% 0,00% 3,89% 0,02%
Cheung et al. (2000) — 0,31% 1,67% — 3,09% —
ISOP = ANSYS=SG 1 x4(16) 20,58% 24,92% 4,15% 42,99% 5,95%
2 x 8 (48) 5,74% 8,64% 0,18% 12,96% 1,46%
3 x 12 (96) 2,50% 3,70% 0,08% 5,76% 0,62%
4 x 16 (160) 1,32% 1,84% 0,04% 3,05% 0,33%
SGS 1x4(16) 1,42% 14,05% 0,69% 31,56% 591%
2 x 8(48) 0,54% 4,46% 0,17% 9,48% 1,44%
3 x 12 (96) 0,14% 1,72% 0,07% 4,00% 0,62%

4 x 16 (160) [0,03%| 0,70% 0,04% 2,00% 0,33%
*Modo de vibragao longitudinal

Fonte: autoria prépria

Nota-se que nas anadlises da notagédo strain gradient com eliminagdo dos
termos espurios, o erro relativo diminui principalmente na frequéncia fundamental de
vibragédo, analogamente ao exemplo da viga longa. Mesmo a malha grossa de 1 x 4
elementos e 16 GL apresenta erro de apenas 1,42% na notagao strain gradient sem
termos espurios. Este valor de erro s6 é atingido na malha refinada de 4 x 16
elementos e 160 GL, quando incluidos os termos espurios.

Em todos os modos de vibracdo flexionais da ultima malha refinada, as
analises pela notagao strain gradient sem a presenca de cisalhamento parasitico
demonstra erros menores em relagao a solugao analitica e aos calculos de Cheung et
al. (2000).

Os cinco primeiros modos de vibragao da estrutura sao exibidos na Figura 25.

Figura 25 — Modos de vibragao da parede de cisalhamento para malha 4 x 16 (160 GL)
Modo 1: Modo 2: Modo 3: Modo 4: Modo 5:
i S i H‘-Y

. EEE I ]

Fonte: autoria propria
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Observa-se a vibragéo no sentido longitudinal da estrutura nos modos 3 e 5 e
no sentido flexional nos demais modos.

Ressalta-se que para este exemplo, todos os cinco primeiros modos
determinados sao equivalentes em todas as malhas analisadas, e por isso torna-se
adequado comparar os resultados do mesmo modo referente as malhas distintas,

conforme mostra o item 4.2.2.

4.2.2 Convergéncia dos Resultados

Para verificar a convergéncia de malha na notagao strain gradient com
eliminacao dos termos espurios, compara-se as variagdes de frequéncias naturais em
funcdo dos graus de liberdade da malha de elementos finitos em relacdo as
modelagens contendo termos espurios. Tais analises sdo efetuadas para os modos

flexionais de vibracdo — 1, 2 e 4 — de acordo com os Graficos 2, 3 e 4, respectivamente.

Grafico 2 — Frequéncia natural do 1° modo em fun¢ao do GL para o problema da parede de
cisalhamento
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Fonte: autoria prépria
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Grafico 3 — Frequéncia natural do 2° modo em fun¢ao do GL para o problema da parede de
cisalhamento
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Fonte: autoria prépria

Grafico 4 — Frequéncia natural do 4° modo em fun¢ao do GL para o problema da parede de
cisalhamento
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Fonte: autoria prépria

Em todos os modos de vibragao, constata-se que as analises com corregao
do cisalhamento parasitico resultam em valores mais acurados de frequéncias
naturais de vibracio.

No primeiro modo de vibracdo, a presencga dos termos espurios causa erros
relativos a solugédo de referéncia na ordem de dez vezes superiores aos valores de

erros calculados com a remocado dos termos espurios. J& nos modos 2 e 4, as
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diferengas de erro entre as analises sdo menos significativas em relagdo ao primeiro
modo.

As variagdes das frequéncias naturais indicam que tanto as analises com e
sem a presenca de termos espurios tendem a convergir ao mesmo resultado, desde
que haja um refino suficiente. Porém, o erro estara sempre presente na modelagem,
visto que o MEF trata-se de uma solucdo aproximada e ndo exata do problema,
conforme apontado no Referencial Tedrico.

Sendo assim, com o emprego da notagao strain gradient neste problema, é
possivel atingir as frequéncias das formulagdes convencionais modelando a estrutura
com menores quantidades de graus de liberdade. Isto corrobora para o procedimento
empregado na remogao de erros a priori, atestando a capacidade da notacédo strain
gradient em atingir resultados mais acurados com um mesmo refino, isto &, sem
necessariamente aumentar o numero de elementos ou a ordem do polindmio usado

nas funcdes de deslocamento.

4.3 CHAPA QUADRADA

4.3.1 Frequéncias Naturais e Modos de Vibragao

A Tabela 7 lista as frequéncias naturais de vibragao fornecidas pelos autores
supracitados no item 3.2.3 e pelas modelagens efetuadas via ANSYS, calculos
usando formulagao convencional do MEF, e pela notagao strain gradient — com e sem
a presenca dos termos espurios — para cada malha, conforme critérios estabelecidos

anteriormente.
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Tabela 7 — Frequéncias naturais da chapa quadrada (rad/s)

Método Malha (GL) w1 w2 ws Ws Ws We
Gupta (1978) N/A 0,0659 0,1580 0,1769 02707 03034 0,3214
Shangetal. (2017) ~ (1300GL)  0,0658 0,1580 01772 02816 03037 03223
MEF (ANSYS) o0 00658 01580 0,1772 02816 03037 0,3223
ISOP=ANSYS=SG 1x1(4) 00779 01743 02908 03821  — —
2x2(12) 00719 01637 02090 03372 03905 0,3963

)
4 x 4 (40) 0,0679 0,1597 0,1870 0,3029 0,3317 0,3438
6 x 6 (84) 0,0669 0,1588 0,1819 0,2919 0,3171 0,3316
8 x 8 (144) 0,0665 0,1585 0,1800 0,2876 0,3115 0,3275

SGS 1x1(4) 0,0717 0,1734 0,2720 0,3671 — —
2x2(12) 0,0701 0,1635 0,2050 0,3208 0,3801 0,3889
4 x 4 (40) 0,0673 0,1595 0,1856 0,2966 0,3304 0,3387
6 x 6 (84) 0,0666 0,1587 0,1812 0,2887 0,3161 0,3295
8 x 8 (144) 0,0663 0,1584 0,1795 0,2857 0,3108 0,3263
Fonte: autoria prépria

As frequéncias naturais de vibragédo de Shang et al. (2017) usando uma malha
refinada de 1300 GL por meio do MEFH coincidem até a quarta casa decimal com as
frequéncias obtidas a partir da malha refinada do ANSYS. A solug¢ao de Gupta (1978),
embora apresente frequéncia fundamental superior, demonstra frequéncias menores
nos demais modos de vibracdo. Por conta disso, utiliza-se os resultados de Gupta
(1978) como referéncia para o calculo do erro relativo.

Nas demais analises contendo termos espurios, a frequéncia fundamental de
vibragdo varia de 0,0779 rad/s a 0,0665 rad/s entre a malha de um elemento (4 GL) a
malha de 8 x 8 elementos (144 GL), atingindo valores proximos das analises com
eliminacao dos termos espurios, que apresenta 0,0663 rad/s na malha de 8 x 8
elementos (144 GL).

A principal diferenga de resultados entre as analises com e sem termos
espurios é notada na malha representada por um unico elemento (4 GL).

A Tabela 8 apresenta os erros das frequéncias naturais relativos aos
resultados de Gupta (1978).
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Tabela 8 — Erro relativo das frequéncias naturais da parede de cisalhamento

Método Malha (GL) w1 w2 ws Ws Ws We
Gupta (1978) N/A Ref. Ref. Ref. Ref. Ref. Ref.
Shangetal. 2017)  (1300GL)  [0,04%| 001%  0,17%  404%  0,10%  028%
MEF (ANSYS) B0l 0.08%  0.03%  0.17%  405%  0.11%  0.29%
ISOP=ANSYS=SG  1x1(4)  1832% 1033% 6440% 41,18%  — —
2x2(12)  912%  367%  1815% 2459%  28,72%  2333%

)
4 x 4 (40) 3,14% 1,10% 5,71% 11,91%  9,35% 6,97%
6 % 6 (84) 1,58% 0,55% 2,82% 7,86% 4,52% 3,19%
8 x 8 (144) 0,96% 0,33% 1,72% 6,25% 2,69% 1,91%

SGS 1x1(4) 8,89% 9,81%  53,75%  35,63% — —
2x2(12) 6,44% 3,50% 15,86%  18,52%  25,30%  21,01%
4 x 4 (40) 2,25% 1,01% 4,93% 9,59% 8,91% 5,40%
6 x 6 (84) 1,14% 0,49% 2,42% 6,68% 4,20% 2,53%

8 x 8 (144) 0,69% 0,30% 1,48% 5,56% 2,46% 1,54%
Fonte: autoria prépria

A partir da malha 2 x 2 (12 GL), as analises com e sem termos espurios
apresentam pequenas diferengas de erro relativo, em especial no segundo modo, que
refere-se a vibragao no sentido axial.

Em vista disso, a chapa quadrada demonstra menores discrepancias de
resultados entre as analises com cisalhamento parasitico e sem a remog¢ao do
mesmo, quando comparada as outras estruturas analisadas: viga longa e parede de
cisalhamento.

A Figura 26 mostra os modos de vibragao da chapa quadrada.
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Figura 26 — Modos de vibragao da chapa quadrada para malha 8 x 8 (144 GL)
Modo 1: Modo 2: Modo 3:
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Fonte: autoria prépria

O segundo modo de vibracao refere-se as vibragées no sentido do eixo x,
ortogonal a face engastada (eixo y). Neste modo, as vibragées ocorrem somente no
sentido axial do eixo, e por isso € considerado um modo de vibragao axial, ou
longitudinal, mesmo que ambas as dimensdes da chapa sejam iguais. Isto explica a
menor interferéncia do cisalhamento parasitico nas frequéncias naturais de vibracao
do modo 2.

4.3.2Variacao da Relacao entre Dimensdes e Coeficiente de Poisson

Como ja observado, a principal diferenca da chapa quadrada para as demais
estruturas é a relagéo entre as dimensdes longitudinal e transversal da estrutura, que
implica em um problema com pouca flexdo. Devido a isso, os termos espurios na
distorcdo angular tem menos relevancia para este caso, em comparagao aos
problemas da viga e shear wall.

Portanto, este item considera a influéncia da relagdo altura/comprimento da
estrutura na analise modal. A razdo de aspecto dos elementos varia
proporcionalmente a relacdo entre dimensdes da estrutura, de forma a manter a
mesma malha em todos os problemas analisados. Verifica-se também a influéncia do

coeficiente de Poisson.
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A Tabela 9 apresenta a frequéncia fundamental da chapa com relagao

L,/L, = 1 determinadas por cada metodologia de calculo, discretizagdo de malha e

coeficiente de Poisson.

Tabela 9 — Frequéncia fundamental da chapa com L, /L, =1 (10 rad/s)

Método Malha (GL) v=0 v=0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 100 (20200) 69,12 67,34 65,82 64,10
SG 1x1(4) 82,94 79,82 77,92 77,13
2 x 2 (12) 75,32 73,22 71,86 71,12
4 x 4 (40) 71,07 69,27 67,92 66,78
6 x 6 (84) 70,05 68,28 66,89 65,56
8 x 8 (144) 69,66 67,90 66,48 65,04
SGS 1x1(4) 72,90 71,77 71,71 73,21
2 x 2 (12) 72,53 71,00 70,10 69,87
4 x 4 (40) 70,24 68,58 67,34 66,3
6 x 6 (84) 69,65 67,95 66,60 65,30
8 x 8 (144) 69,43 67,71 66,30 64,87

Fonte: autoria prépria

Para todos coeficientes de Poisson considerados nas analises, as frequéncias

obtidas a partir da notagao strain gradient sem o cisalhamento parasitico sdo mais

préoximas a solucao refinada do ANSYS, embora a diferenca seja pequena.

Nota-se que o aumento no coeficiente de Poisson resulta em frequéncias de

vibracdo mais baixas. Na analise da malha 8 x 8 (144) com a presenga de termos

espurios, a frequéncia é de 0,0697 rad/s para v = 0 e 0,0650 rad/s para v = 0,5. Ja

nas analises sem termos espurios, a frequéncia € de 0,0694 rad/s para v =0 e 0,0649

rad/s parav = 0,5.

A Tabela 10 indica os erros relativos das frequéncias a solucéo de referéncia,

e a diferenca de erro entre ambas formulagcées — com e sem termos espurios.
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Tabela 10 — Erro relativo da chapacom L, /L, = 1

Método Malha (GL) v=0 v=0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 100 (20200) Ref. Ref. Ref. Ref.
SG 1x1(4) 20,00% 18,53% 18,37% 20,32%
2 x2(12) 8,98% 8,73% 9,17% 10,95%
4 x 4 (40) 2,83% 2,85% 3,18% 4,18%
6 x 6 (84) 1,35% 1,40% 1,63% 2,27%
8 x 8 (144) 0,78% 0,83% 1,00% 1,46%
SGS 1x1(4) 5,47% 6,58% 8,94% 14,20%
2 x2(12) 4,95% 5,43% 6,49% 9,00%
4 x 4 (40) 1,63% 1,84% 2,30% 3,43%
6 x 6 (84) 0,78% 0,91% 1,18% 1,87%
8 x 8 (144) 0,45% 0,54% 0,73% 1,21%
Dif. 1x1(4) 14,54% 11,95% 9,43% 6,12%
(SG — SGS) 2 x2(12) 4,03% 3,30% 2,68% 1,95%
4 x 4 (40) 1,20% 1,01% 0,88% 0,75%
6 x 6 (84) 0,57% 0,49% 0,44% 0,41%
8 x 8 (144) 0,33% 0,29% 0,27% 0,26%

Fonte: autoria prépria

Constata-se que na chapa quadrada, o erro relativo dos resultados a solugao
de referéncia aumenta proporcionalmente ao coeficiente de Poisson. A excegao sao
as malhas grossas de 1 x 1 (4 GL) e 2 x 2 (12 GL) nas analises considerando termos
espurios, onde para v = 0,15 e v = 0,3 apresentam reducéo do erro, e parav = 0,5
novamente mostra aumento do erro nestas malhas. Isto ndo ocorre nas analises sem
a presencga dos termos espurios.

Verifica-se ainda que apesar do erro relativo ser maior nas analises com
coeficientes de Poisson mais elevados, a diferenga de erro entre ambas formulagcbes
€ menor. Observa-se variagdes superiores de erro em v = 0, onde a diferenga de erro
varia de 14,54% a 0,33% conforme o refino. E para v = 0,5 a variagdo € menos
acentuada, de 6,12% para 0,26%.

Com isso, infere-se que na chapa quadrada, coeficientes de Poisson menores

intensificam a interferéncia do cisalhamento parasitico na vibracao livre da estrutura.
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A Tabela 11 exibe a frequéncia fundamental da chapa com relagéo L, /L, =

0,5 auferidas por cada metodologia de calculo, discretizagdo de malha e coeficiente

de Poisson.

Tabela 11 — Frequéncia fundamental da chapa com L,/L, = 0,5 (10° rad/s)

Método Malha (GL) v=0 v=0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 50 (10200) 44,31 43,84 43,47 43,09
SG 1x1(4) 69,41 66,01 63,69 62,30
2x2(12) 54,16 52,63 51,80 51,88
4 x 4 (40) 4715 46,41 46,02 46,12
6 x 6 (84) 45,61 45,03 44,69 44,64
8 x 8 (144) 45,05 44,52 44,19 44,05
SGS 1x1(4) 45,79 45,56 45,90 48,85
2x2(12) 44,92 44,94 45,75 47,31
4 x 4 (40) 44,77 44,40 44,30 44,72
6 x 6 (84) 44,52 44,10 43,89 43,98
8 x 8 (144) 44,43 43,99 43,73 43,66

Fonte: autoria prépria

Da mesma forma que na chapa quadrada, a chapa com relagéo L, /L, = 0,5

também apresenta frequéncias mais préximas a solugcdo refinada usada como

referéncia, em todas malhas e coeficientes de Poisson analisados.

Neste caso, o aumento do coeficiente de Poisson novamente resulta em

valores inferiores de frequéncias. Na analise da malha 8 x 8 (144) com a presenca de

termos espurios, a frequéncia € de 45,05(103) rad/s para v =0 e 44,05(103) rad/s para

v = 0,5. Enquanto nas analises sem termos espurios, a frequéncia é de 44,43(103)

rad/s parav =0 e 43,66(103) rad/s parav = 0,5.

A Tabela 12 expbe os erros relativos das frequéncias a solugao refinada, e a

diferenca de erro entre ambas formulagées — com e sem termos espurios.
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Tabela 12 — Erro relativo da chapacom L, /L, = 0,5

Método Malha (GL) v=0 v=0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 50 (10200) Ref. Ref. Ref. Ref.
SG 1x1(4) 56,66% 50,57% 46,53% 44,57%
2 x 2 (12) 22,23% 20,05% 19,18% 20,40%
4 x 4 (40) 6,41% 5,86% 5,89% 7,02%
6 x 6 (84) 2,94% 2,72% 2,83% 3,60%
8 x 8 (144) 1,67% 1,57% 1,67% 2,23%
SGS 1x1(4) 3,34% 3,92% 5,60% 13,36%
2x2(12) 1,39% 2,51% 5,27% 9,79%
4 x 4 (40) 1,05% 1,27% 1,92% 3,77%
6 x 6 (84) 0,48% 0,61% 0,98% 2,05%
8 x 8 (144) 0,27% 0,35% 0,60% 1,32%
Dif. 1x1(4) 55,27% 48,06% 41,02% 31,21%
(SG — SGS) 2 x 2 (12) 18,88% 16,13% 13,68% 10,61%
4 x 4 (40) 5,36% 4,59% 3,96% 3,24%
6 x 6 (84) 2,46% 2,12% 1,84% 1,55%
8 x 8 (144) 1,40% 1,21% 1,07% 0,91%

Fonte: autoria prépria

Na chapa com relagédo L,/L, = 0,5 identifica-se diferentes padrées de
variagdo do erro relativo em fungdo do coeficiente de Poisson da estrutura. Nas
analises em que se considera o cisalhamento parasitico, o erro relativo aumenta em
funcdo do coeficiente de Poisson na malha 1 x 1 (4) e diminui em outras. Para este
caso, 0s menores valores de erro sdo observados na estrutura com v = 0,15. E nas
analises com eliminacdo do cisalhamento parasitico, o erro € maior para v = 0 em
todas as malhas, e diminui proporcionalmente ao coeficiente de Poisson nas demais.

Quanto a diferengca de erro entre as formulagbes, percebe-se para esta
estrutura 0 mesmo padrdao da chapa quadrada: a diferenca € inversamente
proporcional ao coeficiente de Poisson da estrutura.

O principal fator a ser notado, entretanto, sdo as diferengas de erro relativo
desta estrutura em relagao a chapa quadrada, ja que a flexao para este caso € mais
relevante. Por isso, os termos de cisalhamento parasitico tem efeito mais deletério.

O erro das frequéncias calculadas com a notagao strain gradient considerando
termos espurios € consideravelmente superior na estrutura cujo L,/L, =0,5 em

relagéo a estrutura onde L, /L, = 1. E na notagao strain gradient sem a presenga dos

termos espurios, ocorre o oposto: o erro relativo diminui na chapa com relacéo

altura/comprimento inferior.
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4.3.2.3 Relagéo L, /L, = 0,2

A Tabela 13 lista a frequéncia fundamental da chapa em que L, /L, = 0,2,

computadas por cada metodologia de calculo, discretizagdo de malha e coeficiente de

Poisson.

Tabela 13 — Frequéncia fundamental da chapa com L, /L, = 0,2 (10 rad/s)

Método Malha (GL) v=0 v =0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 20 (4200) 19,80 19,77 19,75 19,76
SG 1x1(4) 62,79 58,83 55,70 52,62
2x2(12) 39,39 37,38 35,90 34,74
4 x 4 (40) 26,35 25,57 25,08 24,86
6 x 6 (84) 22,96 22,55 22,32 22,29
8 x 8 (144) 21,63 21,38 21,25 21,27
SGS 1x1(4) 20,27 20,35 20,73 22,37
2x2(12) 19,95 19,96 20,45 21,86
4 x 4 (40) 19,86 19,86 20,13 20,66
6 x 6 (84) 19,83 19,82 19,95 20,27
8 x 8 (144) 19,61 19,80 19,87 20,10

Fonte: autoria prépria

As frequéncias naturais observadas neste caso sdo nitidamente superiores
nas analises com presenca do cisalhamento parasitico, em especial nas malhas
grossas. Considerando v = 0, a analise com termos espurios apresenta variagdes de
62,79(10%) a 21,63(10%) rad/s na frequéncia fundamental, conforme o refino. Enquanto
na analise com remoc¢ao dos termos espurios, a variagao da frequéncia é de
20,27(10%) a 19,61(103) rad/s, atingindo valor de frequéncia inferior a solugao refinada
do ANSYS.

Contudo, constata-se que na medida em que se aumenta o coeficiente de
Poisson, as frequéncias fundamentais das analises sem termos espurios aumentam,
em contraponto ao que ocorre nas chapas onde L, /L, =0,5¢e L, /L, = 1.

A Tabela 14 exibe os erros relativos das frequéncias a solucao refinada, e a

diferencga de erro entre ambas formulagdes — com e sem termos espurios.
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Método Malha (GL) v=0 v =0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 20 (4200) Ref. Ref. Ref. Ref.
SG 1x1(4) 217,03% 197,63% 182,03% 166,25%
2x2(12) 98,89% 89,10% 81,77% 75,75%
4 x 4 (40) 33,03% 29,37% 26,97% 25,79%
6 x 6 (84) 15,91% 14,09% 13,01% 12,79%
8 x 8 (144) 9,23% 8,17% 7,59% 7,64%
SGS 1x1(4) 2,34% 2,97% 4,94% 13,17%
2x2(12) 0,71% 1,00% 3,54% 10,58%
4 x 4 (40) 0,29% 0,47% 1,90% 4,52%
6 % 6 (84) 0,14% 0,26% 1,01% 2,58%
8 x 8 (144) [0,96%| 0,15% 0,62% 1,70%
Dif. 1x1(4) 214,69% 194,65% 177,09% 153,08%
(SG - SGS) 2x2(12) 98,18% 88,10% 78,22% 65,16%
4 x 4 (40) 32,73% 28,91% 25,07% 21,27%
6 x 6 (84) 15,77% 13,83% 12,00% 10,21%
8 x 8 (144) 10,19% 8,02% 6,96% 5,94%

Fonte: autoria prépria

Observa-se que o erro relativo das frequéncias fundamentais calculadas pela

notacao strain gradient com cisalhamento parasitico distanciam da solugdo de

referéncia em todas as malhas, indicando a necessidade de maior refino da malha

para obtencéo de resultados mais acurados.

A diferenca de erro entre os resultados sdo muito mais significativos nesta

estrutura, em comparagéo as analises onde L, /L, = 0,5e L, /L, = 1.

4.3.2.4 Relagao L, /L, = 0,1

A Tabela 15 mostra a frequéncia fundamental da chapa com relagéo L, /L, =

0,1, calculadas por cada metodologia de calculo, discretizagao de malha e coeficiente

de Poisson.
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Tabela 15 — Frequéncia fundamental da chapa com L, /L, = 0,1 (10 rad/s)

Método Malha (GL) v=0 v =0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 10 (2200) 10,11 10,10 10,11 10,13
SG 1x1(4) 61,64 57,55 54,23 50,69
2x2(12) 36,18 33,92 32,12 30,31
4 x 4 (40) 20,39 19,37 18,58 17,87
6 x 6 (84) 15,56 14,97 14,53 14,17
8 x 8 (144) 13,45 13,06 12,79 12,59
SGS 1x1(4) 10,31 10,37 10,58 11,45
2x2(12) 10,16 10,19 10,42 11,21
4 x 4 (40) 10,12 10,13 10,29 10,60
6 % 6 (84) 10,10 10,11 10,20 10,40
8 x 8 (144) 9,95 10,06 10,16 10,30

Fonte: autoria prépria

Como esperado, na relagéo L, /L, = 0,1 as malhas das analises pela notagao

strain gradient com termos espurios nao sao suficientes para aproximar-se da solugao
refinada do ANSYS. Ja nas analises com eliminacdo do cisalhamento parasitico,
mesmo as malhas mais grossas ja resultam em frequéncias mais precisas,
principalmente quando considera-se valores mais baixos de coeficiente de Poisson.
Inclusive, nas malhas finas da notagao strain gradient sem termos espurios, para v =
0 e v = 0,15, a frequéncia fundamental de vibracao ¢é inferior a solucao de referéncia,
0 que sugere que nestes casos, a influéncia do shear locking pode estar afetando
também a malha refinada de 100 x 10 elementos (2200 GL) do ANSYS.

A Tabela 16 apresenta os erros relativos das frequéncias a solugéo refinada,

e a diferenca de erro entre ambas formulagcées — com e sem termos espurios.
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Tabela 16 — Erro relativo da chapacom L, /L, = 0,1

Método Malha (GL) v=0 v =0,15 v=0,3 v=0,5
MEF (ANSYS) 100 x 10 (2200) Ref. Ref. Ref. Ref.
SG 1x1(4) 509,67% 469,54% 436,42% 400,32%
2x2(12) 257,84% 235,70% 217,78% 199,13%
4 x 4 (40) 101,74% 91,67% 83,83% 76,36%
6 x 6 (84) 53,93% 48,12% 43,73% 39,84%
8 x 8 (144) 33,03% 29,28% 26,53% 24.23%
SGS 1x1(4) 1,96% 2,63% 4,70% 13,03%
2x2(12) 0,47% 0,80% 3,04% 10,64%
4 x 4 (40) 0,08% 0,29% 1,80% 4,62%
6 % 6 (84) [0,06%| 0,09% 0,91% 2,63%
8 x 8 (144) [1,57%| [0,46%| 0,52% 1,71%
Dif. 1x1(4) 507,71% 466,91% 431,72% 387,29%
(SG - SGS) 2x2(12) 257,37% 234,90% 214,74% 188,49%
4 x 4 (40) 101,66% 91,38% 82,03% 71,74%
6 x 6 (84) 53,99% 48,02% 42,82% 37,21%
8 x 8 (144) 34,60% 29,74% 26,01% 22,52%

Fonte: autoria prépria

Verifica-se que as diferengas de erro entre as analises variam desde 507,71%
a 22,52% dependendo da malha e coeficiente de Poisson. Tais discrepancias
decorrem da interferéncia dos termos de cisalhamento parasitico nas frequéncias
fundamentais de vibragdo. Quando removidos os termos, os erros nas frequéncias
diminuem.

Destaca-se que a variagdo da relagdo L,/L, tem efeitos distintos na
determinacdo dos erros relativos entre as modelagens. Quando considerado os
termos espurios nas analises, o erro relativo aumenta para menores relagoes L, /L,.
Isto ndo ocorre nos casos em que os termos espurios sdo eliminados.

Estas observagdes confirmam que o shear locking é acentuado em estruturas
planas cuja relacao entre dimensdes transversal e longitudinal € menor, influenciando

a determinacéao das frequéncias naturais de vibracao da estrutura.
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5 CONCLUSAO

Conforme apontado no decorrer desta dissertagao, a notagao strain gradient,
por ser fisicamente interpretavel, permite avaliar se as expressées de deformacgao
descrevem adequadamente o comportamento do elemento em questdo, como ocorre
no triangulo de trés e seis nos, por exemplo. E nos casos em que o elemento
apresenta erros de modelagem, a notagao permite identificar e corrigir os termos que
nao sao legitimos a equacgao de distor¢do angular, como feito com o quadrilatero de
quatro nos.

Destaca-se a eficiéncia da notagao strain gradient em formular as matrizes de
rigidez dos elementos que compdem a estrutura. Pois como pode ser observado no
referencial tedrico, ha somente seis integrais a serem computadas, que diminuem
para quatro, quando considera-se a origem de coordenadas do elemento em seu
centroide. Ademais, as integrais referem-se sempre as mesmas fungdes, podendo
estas serem integradas previamente.

Em virtude disso, € notavel a simplificacdo numérica da notacao strain
gradient em comparacao a formulagao isoparamétrica, onde integra-se diferentes
expressodes para todos os termos da matriz de rigidez. Esta simplificagdo permite ndo
apenas aprimorar o processo de calculo, mas também a modelagem de estruturas
com maior quantidade de graus de liberdade, que requerem maior esforgo
computacional.

No que diz respeito as modelagens computacionais, a implementagdo da
notacao strain gradient demonstra éxito em simular as estruturas planas sob vibragao
livre ndo amortecida, uma vez que € capaz de fornecer frequéncias naturais de
vibracdo equivalentes a formulagdo convencional nas mesmas malhas analisadas,
quando contendo os termos de cisalhamento parasitico. E indo além, ao corrigir o
cisalhamento parasitico, obtém-se resultados mais acurados, que se aproximam com
maior precisdo de solugdes analiticas e resultados disponiveis em literatura.

No problema da viga longa em balango, a frequéncia fundamental de vibragao
das modelagens com a notacéo strain gradient sem a presenca de termos espurios
aproximam-se da solucdo analitica de referéncia. E nos demais modos de vibracgao,
as frequéncias naturais aproximam-se dos resultados de modelagem com malha
refinada do ANSYS e valores da literatura, mostrando inclusive maior acuracia da

notagao strain gradient sem termos espurios nas malhas equivalentes.
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Na shear wall, as frequéncias naturais da notacido strain gradient com
remogao dos termos espurios também condizem com as solugdes analiticas e
resultados de literatura. Além disso, a eliminagdo dos termos espurios nas analises
da notagéo strain gradient proporcionam melhor convergéncia de malha, o que implica
na obtencéo de frequéncias naturais mais acuradas com menor quantidade de refino.

Quanto a chapa quadrada, as diferencgas entre as formulagdes com e sem a
presencga de termos espurios € menor em relagédo aos problemas de viga longa e shear
wall. Tal fato deve-se a esbeltez das estruturas, onde as analises com variacédo das
relagdes altura/comprimento da chapa indicam que o shear locking se mostra mais
evidente em estruturas com menores relagdes entre as dimensdes. Isto porque, a
flexdo é mais relevante em estruturas esbeltas, o que implica em preponderancia dos
efeitos de cisalhamento parasitico.

Em todos os problemas analisados, as principais diferengcas entre as
formulagdes com e sem termos espurios ocorrem nos modos de vibragao flexionais,
que estao sujeitos a deformacgao por flexao, onde a manifestagdo do cisalhamento
parasitico € mais significativa.

Outros fatores que também afetam a influéncia do cisalhamento parasitico nas
analises é o coeficiente de Poisson e a razao de aspecto dos elementos que compdem
a malha. Valores inferiores no coeficiente de Poisson e elementos com menor razéo
de aspecto (menor relagcédo entre largura e altura) resultam em erros relativos mais
elevados.

Assim sendo, as analises modais das estruturas mostram que de fato os
termos espurios afetam as frequéncias naturais de vibragao, e a correcao a priori dos
erros permite melhorar a acuracia dos resultados. Por fim, infere-se que o erro relativo
das frequéncias naturais de vibragdo da estrutura depende de sua caracteristica
geométrica, propriedades do material, e discretizagdo adotada na malha de elementos

finitos.

5.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Até o presente momento, ndo ha registros de publicagcdes sobre analises

dindmicas em estruturas planas por meio da notagao strain gradient. Neste sentido, a
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atual pesquisa € pioneira no tema e sugere outras abordagens a serem exploradas
sobre o assunto, tais como:

— Modelar elementos quadrilateros com distor¢bes geométricas;

— Efetuar analises dindmicas com outros tipos de elementos que também
contém termos espurios em sua formulagdo, como os quadrilateros de 8 e de 9 ndés;

— Estudar o comportamento de estruturas sob vibragdes livres amortecidas e
vibragdes forcadas — com e sem amortecimento — utilizando a notagao strain gradient;

— Realizar analises transientes com elementos finitos strain gradient.
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