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RESUMO 
 
 
CASAGRANDE,  Lucas  G.  S.  Método  e  pontos  interiores  primaldual: 
minimização de perdas.  2020. 87 f. Trabalho de Conclusão de Curso (Bacharelado 
em  Engenharia  Elétrica)  –  Universidade  Tecnológica  Federal  do  Paraná,  Cornélio 
Procópio, 2020.  
 
 
Com o decorrer dos anos, houve, no sistema elétrico de potência, um aumento das 
exigências dos consumidores em relação aos serviços das concessionárias e, assim, 
a  necessidade  de  melhorar  as  operações  na  rede.  A  utilização  de  métodos  de 
otimização é uma opção para isso, sendo, o processo de resolução de um problema 
desse  tipo  em  sistemas  elétrico  de  potência,  denominado  como  fluxo  de  potência 
ótimo. Esse trabalho realiza a análise e a aplicação de um tipo de método de pontos 
interiores, o método de pontos  interiores primaldual. Esse método pode  lidar  com 
diferentes  tipos de problemas,  sendo que esse  trabalho  realiza a minimização das 
perdas  ativas  do  sistema  elétrico  com  restrições  de  desigualdades  no  módulo  de 
tensões das barras e correntes nas linhas. A sua análise e aplicação são realizados 
nos  sistemas  WSCC  9  barras  e  IEEE  14  barras,  sendo  verificado  a  eficiência  do 
método,  analisado  o  seu  desempenho  com  o  estreitamento  da  região  factível, 
observado o seu funcionamento com a inicialização em um ponto que não obedece 
as  restrições  do  problema  e  feito  o  planejamento  de  operação  de  acordo  com  o 
crescimento da carga e em algumas situações de contingência. 
 
 
Palavraschave: Sistema elétrico de potência. Fluxo de potência ótimo. Método de 
pontos interiores. Minimização das perdas ativas. Planejamento de operação. 



ABSTRACT 

 
 
CASAGRANDE,  Lucas  G.  S.  Primaldual  interior  point  method:  minimizing 
losses.  2020. 87 f. Course Conclusion Paper (Bachelor of Electrical Engineering) – 
Federal Technological University of Paraná, Cornélio Procópio, 2020.  
 
 
Over  the years,  there has been,  in  the electrical power systems, an  increase  in the 
requirements about the quality of the concessionaires services and, thus, the need to 
improve network operations. The use of optimization techniques is an option for this, 
being the process of solving optimization problems in electrical power systems known 
as optimal power  flow.  In  this work  is analyzed and applied a  type of  interior point 
method,  the  primaldual  interior  point  method.  This  method  can  deal  with  different 
types of problems, and the problem of this work is minimize the active  losses of an 
electrical power system with inequalities restrictions in the voltage module of the bars 
and  currents  in  the  lines.  The  analysis  and  application  are  performed  in  WSCC  9 
bars and IEEE 14 bars system, being checked the efficiency of the method, analyzed 
the  performance  of  the  method  when  narrowing  the  feasible  region,  observed  its 
operation when the method is initialized in a point that does not obey the restrictions 
of the problem and planned the operation according to the growth of the load and in 
some contingencies. 
 
 
Keywords:  Electric  power  system.  Optimal  power  flow.  Interior  point  method. 
Minimize the active losses. Planned the operation. 
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1 INTRODUÇÃO 
 
1.1 TEMA 

   
  Sistema elétrico de potência (SEP) é o “conjunto de instalações e 

equipamentos destinados à geração,  transmissão e distribuição de energia elétrica 

até a medição, inclusive” (PORTARIA GM, 2004, p. 9), sendo que no Brasil esse 

sistema  sofreu  mudanças  com  o  decorrer  dos  anos.  Ocorreu  um  aumento  de 

demanda de acordo com os anos, como demonstrado na Figura 1, e problemas na 

rede, como quedas de energia, variações de tensão e harmônicas, se tornaram mais 

frequentes  aos  consumidores  que,  por  sua  vez,  passaram  a  exigir  uma  maior 

qualidade de energia elétrica  (QEE). Esses  fatores contribuíram para a criação de 

normas  técnicas  de  QEE  e  a  reestruturação  do  SEP  brasileiro.  Com  essas 

mudanças, têmse que a qualidade de energia fornecida e a eficiência dos serviços 

das concessionárias estejam ligados ao seu desenvolvimento econômico e, devido a 

isso,  são  realizados  estudos  em  diferentes  áreas  do  SEP,  sendo  estas:  geração, 

transmissão, distribuição e comercialização (MOTENEGRO, 2014, p. 17). 

Figura 1  Consumo anual de energia elétrica no Brasil.

 
    Fonte: Adaptado da Empresa de Pesquisa Energética ([2019?]). 
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As  perdas  na  energia  elétrica  gerada  é  uma  característica  que  está 

relacionada  a  eficiência  e  qualidade  dos  serviços  das  concessionárias,  e  ocorrem 

durante o transporte de energia na rede de transmissão e de distribuição. De acordo 

com a Superintendência de Gestão Tarifária (2019), da Agência Nacional de Energia 

Elétrica,  o  setor  de  transmissão  e  de  distribuição  sofrem  perdas  técnicas,  que 

ocorrem devido as características físicas da rede, e somente o setor de distribuição 

está submetido as perdas não técnicas, que acontece devido a ações como fraude 

de energia, furto de energia, erros de medição e de faturamento. Uma das formas de 

reduzir as perdas  técnicas é a realização do transporte de energia em alta  tensão. 

Essa por sua vez, ainda pode ser  reduzida aplicando métodos de otimização para 

encontrar o melhor ponto de operação. 

Problemas de otimização em SEP são chamados de fluxo de potência ótimo 

(FPO)  (GONÇALVES,  2015,  p.  23).  O  FPO  é  formado  por  uma  ou  mais  funções 

objetivo e pode possuir restrições. A função objetivo é uma função que descreve o 

aspecto  da  rede  a  ser  otimizado  podendo  ser,  por  exemplo,  as  perdas  na 

transmissão  ou  os  custos  de  geração.  As  restrições  são  limites  e  igualdades  nos 

aspectos  físicos  da  rede  que  devem  ser  satisfeitos,  por  exemplo,  restrição  no 

módulo  de  tensão,  na  defasagem  entre  as  barras  e  na  magnitude  da  corrente  de 

linha  (GONÇALVES,  2015).  O  FPO  pode  ser  utilizado  para  o  planejamento  e  a 

operação de um SEP (GONÇALVES, 2015, p.23), sendo que devido as diferenças 

em sistemas, características do problema (função objetivo e restrições) e aplicações, 

foram desenvolvidos diferentes métodos para a solução.  

 

1.2 DELIMITAÇÃO DO TEMA 

 

O  ponto  de  operação  ótimo pode  ser  obtido  por  diversos  métodos.  Esses, 

podem  ser  classificados  de acordo  com  as  técnicas utilizadas  para  determinar um 

ponto ótimo de operação, sendo divididas da seguinte forma (KHAMMES, 2016): 

  Métodos  exatos:  São  baseados  em  técnicas  de  programação 

matemática de otimização, sendo alguns desses métodos: 

o  Método do gradiente reduzido; 

o  Método de Newton; 

o  Método de pontos interiores (MPI). 
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  Métodos heurísticos: São baseados em técnicas heurísticas para realizar 

a otimização, sendo alguns dessas técnicas: 

o  A busca tabu; 

o  As redes neurais artificiais; 

o  Os algoritmos genéticos. 

A  escolha  do  método  de  solução  está  relacionado  a  função  objetivo  do 

problema e as  restrições  impostas no sistema. Essas características especificam o 

tipo de problema analisado, podendo ser diferenciado em (ZHU, 2015, p.297): 

  Problema linear: A função objetivo e as restrições são lineares e ambas 

possuem variáveis contínuas; 

  Problema nãolinear: A  função objetivo ou uma das  restrições não são 

lineares e ambas possuem variáveis contínuas; 

  Problema inteiro e misto: Problemas que possuem variáveis discretas e 

contínuas. 

O método de pontos  interiores é um método exato que surgiu  inicialmente 

para  a  resolução  de  problemas  lineares,  porém  devido  seus  eficientes  resultados 

começou a ser utilizado em problemas nãolineares (GONÇALVES, 2015, p. 34). O 

MPI  possui  diversas  variações,  como  o  método  de  ponto  interiores  primaldual 

(MPIPD) e método de pontos interiores preditorcorretor. O foco do trabalho proposto 

é no MPIPD, uma das variações do MPI que apresenta um bom desempenho para 

diferentes problemas em SEP (FRANK, 2012a, p. 243). 

 

1.3 PROBLEMAS E PREMISSAS 

 

Um  programa  de  fluxo  de  potência  ótimo  possui  diferentes  requisitos  para 

cada  aplicação.  Apesar  disso,  as  características  mais  desejadas  nesse  tipo  de 

programa são (FRANK, 2012a): 

  Baixo tempo de processamento; 

  Confiabilidade; 

  Robustez; 

  Flexibilidade; 

  Realizar otimização considerando restrições no sistema; 

  Realizar otimização para problemas com variáveis discretas; 
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  Realizar otimização de problemas com mais de uma função objetivo; 

  Otimização com análise probabilística em diferentes aspetos do SEP; 

  Baixo requisitos em memória; 

  Simplicidade. 

Os  métodos  exatos  possuem  algumas  vantagens  e  desvantagens.  Como 

vantagens,  é  que  ele  determina  o  ótimo  global  e  possui  confiabilidade  para 

diferentes  tipos  de  problemas,  enquanto  as  suas  desvantagens  são  o  tempo 

computacional  de  resolução  para  certos  casos  e  a  dificuldade  em  modelar 

problemas de forma precisa quando ele possui variáveis discretas  (FRANK, 2012a, 

p. 251). 

Os métodos heurísticos também possuem vantagens e desvantagens. Como 

vantagens, não há problema em modelar problemas com variáveis discretas e esses 

métodos  podem  resolver  problemas  com  um  bom  tempo  computacional.  As 

desvantagens são que esses métodos exigem um alto esforço computacional e que 

o seu tempo computacional de solução pode ser afetado devido a seleção incorreta 

de determinados parâmetros, resultando em um programa lento (FRANK, 2012b). 

O problema abordado nesse trabalho é a aplicação e o desempenho de um 

método exato no planejamento de operação de um SEP, sendo o FPO constituído 

de uma função objetivo e diversas restrições. O método escolhido para a solução é o 

MPIPD. Em relação ao seu uso, ele apresenta uma ótima performance para resolver 

diferentes tipos de problemas, o número de iterações para otimizar o problema não é 

muito sensível ao tamanho da rede, é robusto e, diferentes de alguns MPI e métodos 

de Newton, o MPIPD não apresenta o requisito de que o ponto inicial, para analisar 

a rede, satisfaça as restrições do problema (FRANK, 2012a; KHAMMES, 2016). As 

desvantagens  desse  método  são  as  mesmas  impostas  nos  métodos  exatos  e  as 

limitações  dos  MPI,  como  o  fato  dele  não  convergir  quando  um  conjunto  de 

restrições cria uma região de busca estreita.  

 

1.4 OBJETIVOS 

 
1.4.1 Objetivo geral 

 

É proposto nesse  trabalho o estudo e a aplicação de um método exato de 

FPO no planejamento de operação de um sistema de transmissão, sendo escolhido 
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o  método  de  pontos  interiores  primaldual  e  analisado  um  problema  do  tipo  não

linear.  Para  esse  problema,  o  objetivo  do  FPO  é  a  redução  das  perdas  ativas  na 

rede e há restrições no módulo da tensão em cada barra e as correntes nas linhas 

do sistema.  

 

1.4.2 Objetivos específicos 

 

    Os  objetivos  específicos  desse  trabalho  são:  desenvolver  o  algoritmo  do 

MPIPD para o problema trabalhado, implementalo e analisar o seu funcionamento. 

 

1.5 JUSTIFICATIVA 

 

Existem  diversos  métodos  para  resolver  um  FPO,  sendo  que  cada  um 

possui  suas  características  que  os  diferenciam  dos  demais.  Esses  métodos 

possuem fatores que os tornam vantajosos para determinada aplicação, sendo que 

no  planejamento  de  operação  de  um  SEP  têmse  requisitos  específicos  que  são 

diferentes do caso da operação. Levando isso em conta, o trabalho proposto será a 

aplicação e  o  estudo do  MPIPD  ao  ser  utilizado  no  planejamento  da  operação  do 

sistema. 
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2 MÉTODO DE PONTOS INTERIORES PRIMALDUAL 
 
2.1 CONCEITO 

 

Os métodos de pontos interiores são um tipo de método de otimização que 

podem  ser  aplicados  para  problemas  lineares  e  não  lineares.  Ele  possui  diversas 

variações,  sendo  uma  das  suas  características,  a  busca  de  um  ponto  ótimo  no 

interior  de  um  espaço  de  pontos  que  satisfaz  as  suas  restrições  (Região  factível) 

(DELGADO, 2016, p. 6). Esse processo é demonstrado na Figura 2, em que é dado 

um ponto inicial no interior da região e por meio de uma busca, indicada pelas setas 

no interior da região factível, é obtido o ponto ótimo do problema. 

Figura 2  Conceito do método de pontos interiores. 

 
      Fonte: Autoria própria. 

Como  já citado, o MPIPD é uma das suas variações e ele é caracterizado 

pela busca simultânea da solução do problema primal e dual de um caso. Durante a 

busca, ele utiliza uma  função barreira para  garantir que a otimização seja  feita no 

interior  da  região  que  satisfaz  as  restrições  de  desigualdade,  e  com  a  função 

Lagrangeana  ele  garante  a  satisfação  das  restrições  de  igualdade,  sendo  esses 

conceitos explicados mais adiante. 

Outra característica dos métodos de pontos interiores é que devido a busca 

pelo  ponto  ótimo  na  região  explicada,  o  seu  tamanho  tem  influência  na 
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convergência, podendo não haver a convergência se ela for muito pequena. Com a 

busca  do  ponto  ótimo  nessa  região  e  a  utilização  da  função  Lagrangeana,  esse 

método  tem  como  vantagem  uma  solução  dentro  da  região  factível  mesmo  se 

convergir em um ótimo local (DELGADO, 2016, p. 27).  

 

2.2 MÉTODO 

 

O  MPIPD  utilizado  nesse  trabalho  pode  ser  subdividido  pelo  (DELGADO, 

2016): 

  Método  dualLagrangeano:  Utilizado  para  tratar  as  restrições  de 

igualdade  do  problema,  sendo  que  ele  que  busca  a  solução  de  um 

problema por meio dos multiplicadores de Lagrange; 

  Método da barreira: Utilizado para tratar as restrições de desigualdade do 

problema  e  manter  a  solução  de  cada  iteração  no  interior  da  região 

delimitada pelas desigualdades; 

  Método de Newton: Utilizado para a atualização das variáveis.  

   

2.2.1 Problema primal e dual 

 

Um  problema  de  otimização  composto  por  uma  função  objetivo,  restrições 

de  igualdade  e  restrições  de  desigualdade  pode  ser  representado  por  (01) 

(BERTSEKAS, 1999; LUENBERGER; YE, 2008): 

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥) 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: {
𝑔(𝑥) = 0
ℎ(𝑥) ≤ 0

 
(01) 

em que: 

  𝑓(𝑥) é a função objetivo em que 𝑓: ℜ𝑡 ⟶ℜ; 

  𝑔(𝑥) = (𝑔1(𝑥), … , 𝑔𝑚(𝑥))
𝑇 é o vetor com as funções de restrições de 

igualdade do problema em que 𝑔𝑖: ℜ𝑡 ⟶ℜ, 𝑖 = 1, … ,𝑚; 

  ℎ(𝑥) = (ℎ1(𝑥), … , ℎ𝑟(𝑥))
𝑇 é o vetor com as funções de restrições de 

desigualdade do problema em que ℎ𝑖: ℜ𝑡 ⟶ℜ, 𝑖 = 1,… , 𝑟; 
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  𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑡) é o vetor com as variáveis do problema, tal que 𝑥 𝜖 𝑋 e 𝑋 é 

subconjunto de ℜ. 

O  problema  (01)  é  denominado  problema  primal,  sendo  o  seu  caso  dual 

dado por (02): 

𝑀𝑎𝑥 𝜙(𝜋, 𝜆) 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: {𝜋 ≥ 0 
(02) 

tal que: 

  𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑚)  é o vetor das variáveis desse problema, composto pelos 

valores  dos  multiplicadores  de  Lagrange  da  restrição  𝑔(𝑥) = 0,  sendo 

que não é imposto uma restrição ao seus valores por estar relacionada a 

uma restrição de igualdade; 

  𝜋 = (𝜋1, … , 𝜋𝑟) é o vetor das variáveis desse problema, composto pelos 

valores  dos  multiplicadores  de  Lagrange  da  restrição  ℎ(𝑥) ≤ 0,  sendo 

𝜋 ≥ 0 devido à restrição do caso primal; 

  𝜙(𝜆) é dado por (03): 

𝜙(𝜋, 𝜆) = 𝑖𝑛𝑓
𝑥 𝜖 𝑋

[𝑓(𝑥) + 𝜋𝑇 . 𝑔(𝑥) + 𝜆𝑇 . ℎ(𝑥)]  (03) 

o  Em que 𝑖𝑛𝑓 é a abreviatura de infimum que resulta no maior 

limite inferior de um conjunto. 

A existência do problema dual  tem  importância para a otimização, pois ele 

possui propriedades que podem facilitar a resolução de um problema e melhorar a 

sua compreensão (CHONG; ZAK, 2001, p. 321). Algumas dessas propriedades são 

(BERTSEKAS, 1999; LUENBERGER; YE, 2008): 

  O domínio da função 𝜙(𝜋, 𝜆) é convexo e 𝜙(𝜋, 𝜆) é côncava nele, se esse 

domínio for finito; 

  O  valor  do  ótimo  global  do  problema  dual  (𝜋∗, 𝜆∗)  é  sempre  menor  ou 

igual  ao  valor  do  ótimo  global  do  problema  primal  (𝑥∗),  como 

demonstrado em (04): 

𝜙(𝜋∗, 𝜆∗) ≤ 𝑓(𝑥∗)  (04) 
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  𝑥∗, 𝜋∗ e 𝜆∗ são ótimos globais somente se 𝑥∗𝜖 𝑋, 𝜆∗ ≥ 0 e esses valores 

são  um  ponto  de  sela  da  função  Lagrangeana,  como  demonstrado  em 

(05): 

𝐿(𝑥∗, 𝜋, 𝜆) ≤ 𝐿(𝑥∗, 𝜋∗, 𝜆∗) ≤ 𝐿(𝑥, 𝜋∗, 𝜆∗), ∀ 𝑥 𝜖 𝑋, 𝜆 ≥ 0  (05) 

em que 𝐿(𝑥, 𝜋, 𝜆) é dado por (06): 

𝐿(𝑥, 𝜋, 𝜆) = 𝑓(𝑥) + 𝜆𝑇 . 𝑔(𝑥)+𝜋𝑇 . ℎ(𝑥)  (06) 

  Se  todas  as  funções  do  problema  primal  forem  convexas  e  estiverem 

definidas em um conjunto convexo, temse (07): 

𝜙(𝜋∗, 𝜆∗) = 𝑓(𝑥∗) (07) 

Vale  ressaltar  que  não  é  necessário  definir  o  problema  dual  do  caso 

trabalhado  e  somente  é  necessário  formular  a  função  Lagrangeana.  Essa  função 

permite  relacionar  os casos,  sendo  ela utilizada para  tratar  as  restrições,  atualizar 

variáveis  e  avaliar  a  convergência  da  otimização,  tal  que  o  método  dual

Lagrangeano é a resolução do problema (02) para um determinado 𝑥.  

 

2.2.2 Alteração do problema de otimização 

 

Para  realizar  a  otimização  do  problema  (01)  é  necessário  realizar 

modificações  para  tratar  as  suas  restrições  de  desigualdade.  Primeiramente,  é 

adicionado  variáveis  de  folga  positivas  nas  restrições  de  desigualdade,  com  isso 

essas  inequações  são  transformadas  em  igualdades  (DELGADO,  2016,  p.  30). 

Realizando essa alteração, temse (08): 

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥) 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: {
𝑔(𝑥) = 0

ℎ(𝑥) + 𝑠 = 0
𝑠 ≥ 0

 
(08) 

em que: 

  𝑠 = (𝑠1, … , 𝑠𝑟)
𝑇 é o vetor com as variáveis de folga do problema, tal que 

𝑠 𝜖 𝐾 e 𝐾 é subconjunto de ℜ. 
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Conforme as alterações nos valores de ℎ(𝑥), o valor de 𝑠 irá ser modificado 

para satisfazer a desigualdade ℎ(𝑥) ≤ 0, tal que 𝑠 > 0 quando ℎ(𝑥) < 0 e 𝑠 = 0 caso 

ℎ(𝑥) = 0.  

A  adição  de  uma  função  barreira  na  função  a  ser  otimizada  caracteriza  o 

método de barreira e faz com que a busca pelo ponto ótimo de operação satisfaça 

as restrições de desigualdade. Durante a resolução de um problema, essa função irá 

afastar  a  solução  das  extremidades  delimitadas  pelas  restrições  de  desigualdade. 

Vale  ressaltar  que  a  função  barreira  também  deve  analisar  a  convergência  do 

problema,  pois  o  ponto  ótimo  de  operação  pode  estar  localizado  nessas 

extremidades  e  ele  deve  ser  encontrado.  Outra  utilidade  da  função  barreira  é  a 

eliminação  da  restrição  de  desigualdade  em  𝑠  (CAPITANESCU,  2007,  p.  510)  e, 

dessa forma, simplificando o problema. 

Com  isso,  é  adicionada  uma  função  barreira  no  problema  (08).  A  função 

barreira  utilizada  é  composta  pelo  logaritmo  natural  das  variáveis  de  folga  e  um 

termo  multiplicandoo,  esse  termo  é  denominado  parâmetro  da  barreira  (𝜇)  que 

possui equacionamento demonstrado na seção 2.2.5. Desse modo, o problema com 

essa função é (09): 

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥) − 𝜇.∑ln (𝑠𝑖)

𝑟

𝑖=1

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: {
𝑔(𝑥) = 0

ℎ(𝑥) + 𝑠 = 0
 

(09) 

Na função barreira utilizada, o logaritmo tem como objetivo afastar a solução 

do  problema  das  extremidades  delimitadas  pelas  condições  de  desigualdade  e  o 

parâmetro  da  barreira  influência  no  resultado  ao  analisar  a  convergência  do 

problema e permitir uma solução nessas extremidades.  

 

2.2.3 Método de Newton 

 
Esse  método  é  utilizado  para  determinar  os  valores  das  variáveis  do 

problema, sendo ele baseado na aproximação de 2ª ordem pela série de Taylor de 

uma função em um ponto 𝑥0. Com essa aproximação, o valor dessa função em um 

ponto 𝑥1 é (10) (LUENBERGER; YE, 2008, p.246): 
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𝑞(𝑥1) =  𝑞(𝑥0) + 𝛻𝑞(𝑥0)
𝑇 . (𝑥1 − 𝑥0) +

1

2
. (𝑥1 − 𝑥0)

𝑇 . 𝛻2𝑞(𝑥0). (𝑥1 − 𝑥0)  (10) 

sendo que: 

  𝑞() é a função aproximada; 

  𝑥0 é um ponto em que se têm 𝑞(𝑥0), 𝛻𝑞(𝑥0) e 𝛻2𝑞(𝑥0). 

Aplicando a condição de otimalidade de 1ª ordem para 𝑥1, temse (11): 

𝛻𝑞(𝑥1) =  𝛻𝑞(𝑥0)
𝑇 + 𝛻2𝑞(𝑥0). (𝑥1 − 𝑥0) = 0  (11) 

Analisando  a  Equação  (11),  o  valor  de  𝑥1  que  minimiza  a  aproximação  é 

calculado por (12) (LUENBERGER; YE, 2008, p.246): 

𝑥1 = 𝑥0 − (𝛻
2𝑞(𝑥0))

−1. 𝛻𝑞(𝑥0)
𝑇 = 0  (12) 

em que: 

  (𝛻2𝑞(𝑥0))
−1. 𝛻𝑞(𝑥0) é o termo denominado direção de busca da variável 

do problema. 

Utilizando  a  Equação  (12),  é  obtido  o  valor  que  minimiza  a  função,  sendo 

que esse valor pode ou não ser o mínimo global,  pois é analisada a aproximação 

dessa função. Para encontrar esse mínimo é necessário aplicar a Equação (12) para 

cada  valor  𝑥1  obtido  e  tratalo  como  o  termo  𝑥0,  até  que  seja  satisfeito  um 

determinado critério. 

No  MPIPD,  o  método  de  Newton  é  aplicado  na  função  Lagrangeana  e 

utilizado  para  determinar  as  direções  de  buscas  das  variáveis  primais  (𝑥  e  as 

variáveis de folga 𝑠) e duais (os multiplicadores de Lagrange 𝜆 e 𝜋). As condições de 

otimalidade dessa  função permitem analisar  todas  as  restrições, a  relação  entre o 

problema primal e dual e obter o ponto ótimo desses problemas. Para o problema 

(09), essa função é (13) (DELGADO, 2016, p.31): 

𝐿(𝑥, 𝜆, 𝜋, 𝑠) = 𝑓(𝑥) − 𝜇.∑ln (𝑠𝑖)

𝑟

𝑖=1

+ 𝜆𝑇 . 𝑔(𝑥) + 𝜋𝑇 . (ℎ(𝑥) + 𝑠)  (13) 

em que: 

  𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑚)
𝑇  é  o  vetor  com  os  multiplicadores  de  Lagrange 

associados a condição 𝑔(𝑥) = 0; 
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  𝜋 = (𝜋1, … , 𝜋𝑟)
𝑇  é  o  vetor  com  os  multiplicadores  de  Lagrange 

associados a condição ℎ(𝑥) + 𝑠 = 0. 

A condição de 1ª ordem de otimalidade da  função Lagrangeana é  também 

chamada de condições de 1ª ordem de KarushKunhTucker (BUENO, 2016, p. 24), 

sendo que essa condição garante que um resultado seja um ótimo, podendo ele ser 

local  ou  global,  tal  que  para  garantir  que  ele  seja  um  ótimo  global  precisa  ser 

analisada as condições de 2ª ordem, o que exige mais tempo de processamento. A 

condição  de  1ª  ordem  é  dada  pela  Equação  (14),  sendo  ela  válida  para  qualquer 

ponto ótimo do problema (BUENO, 2016, p. 24) e pode ser utilizada para compor um 

critério de convergência para o problema, como o demonstrado na Seção 2.2.6. 

𝛻𝐿(𝑥, 𝑠, 𝜆, 𝜋) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
𝜕𝐿

𝜕𝑠
𝜕𝐿

𝜕𝜋
𝜕𝐿

𝜕𝜆]
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0  (14) 

Realizando  as  derivadas  em  𝐿(𝑥, 𝑠, 𝜆, 𝜋)  em  relação  a  𝑥, 𝑠, 𝜆  e 𝜋,  temse 

(15.a), (15.b), (15.c) e (15.d): 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝛻𝑥𝑓(𝑥) + 𝜆

𝑇 . 𝛻𝑥𝑔(𝑥) + 𝜋
𝑇 . 𝛻𝑥ℎ(𝑥) = 0  (a) 

(15) 

𝜕𝐿

𝜕𝑠
= −

𝜇

𝑠𝑖
+ 𝜋𝑖 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑟  (b) 

𝜕𝐿

𝜕𝜋
= 𝑔𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚  (c) 

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= ℎ𝑖(𝑥) + 𝑠𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑟   (d) 

A Equação (15.a) indica que 𝑥 é um ponto crítico ao levar em conta todas as 

condições  impostas,  a  Equação  (15.b)  é  denominada  condição  de  folga 

complementar,  tal  que  ela  é  uma  relação  entre  o  problema  primal  e  dual,  e  as 

Equações  (15.c)  e  (15.d)  indicam  que  as  restrições  do  problema  devem  ser 

respeitadas no ponto ótimo. 
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Para  a  determinação  dos  valores  das  variáveis  que  resolvem  o  caso 

analisado são utilizadas as suas direções de buscas das variáveis do problema (∆𝑥, 

 ∆𝑠, ∆𝜆  e ∆𝜋),  que  são  obtidas  pelo  método  de  Newton  (DELGADO,  2016,  p.  31). 

Essas direções são calculadas por (16): 

∆𝑑 = −𝑊−1. 𝛻𝐿  (16) 

em que: 

  ∆𝑑 = (∆𝑥, ∆𝑠, ∆𝜆, ∆𝜋)𝑇 é a direção de busca; 

  𝑊 é a matriz hessiana da função Lagrangeana, dada por (17): 

𝑊 =

[
 
 
 
𝛻𝑥𝑥
2 𝐿 0 𝛻𝑔(𝑥)𝑇 𝛻ℎ(𝑥)𝑇

0 𝜇. 𝑆 0 𝑒
𝛻𝑔(𝑥) 0 0 0
𝛻ℎ(𝑥) 𝑒 0 0 ]

 
 
 
  (17) 

  tal que 𝛻𝑥𝑥2 𝐿 e 𝑆 são dados por (18) e (19) e o termo 𝑒 é: 

o  𝛻𝑥𝑥
2 𝐿 = 𝛻2𝑓(𝑥) + ∑ 𝜆𝑖. 𝛻

2𝑔𝑖(𝑥)
𝑚
𝑖=1 + ∑ 𝜋𝑗 . 𝛻

2ℎ𝑗(𝑥)
𝑟
𝑗=1   (18) 

o  𝑆 =

[
 
 
 
1

𝑠1
2 0

⋱

0
1

𝑠𝑟
2 ]
 
 
 

  (19) 

o  𝑒 é uma matriz diagonal unitária de dimensão 𝑟 𝑥 𝑟 e 𝑟 é a quantidade 

de restrições de desigualdade. 

 

2.2.4 Atualização das variáveis 

 

Como já citado, para resolver o problema é necessário aplicar o método de 

Newton repetidamente nos pontos obtidos até satisfazer um determinado critério de 

parada,  cada  aplicação  desse  método  é  denominada  iteração.  Ao  resolver  a 

Equação (16), podese atualizar os valores das variáveis do problema por meio das 

Equações (20.a), (20.b), (20.c) e (20.d) (DELGADO, 2016, p. 32): 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑝. ∆𝑥  (a) 
(20) 

𝑠𝑘+1 = 𝑠𝑘 + 𝛼𝑝. ∆𝑠  (b) 
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𝜆𝑘+1 = 𝜆𝑘 + 𝛼𝑑 . ∆𝜆  (c) 

𝜋𝑘+1 = 𝜋𝑘 + 𝛼𝑑 . ∆𝜋  (d) 

em que: 

  𝛼𝑝e  𝛼𝑑  são  os  passos  utilizados  na  atualização  das  variáveis  do 

problema primal e dual, respectivamente; 

  𝑘 é o número da iteração. 

Com o intuito de evitar problemas de convergência, são utilizados os passos 

𝛼𝑝e 𝛼𝑑. Os valores desses passos são atualizados por uma regra heurística, que é 

demonstrada no trabalho de Grainville (1994, p. 137). Realizando uma adaptação da 

regra  heurística  demonstrada  por  Grainville  para  o  problema  analisado  nesse 

trabalho, temse que esses passos são determinados por (21.a) e (21.b): 

𝛼𝑝 = 0,9995.𝑚𝑖𝑛 {min
Δ𝑠𝑖<0

−
𝑠𝑖
𝑘

Δ𝑠𝑖
, 1}  (a) 

(21) 
𝛼𝑑 = 0,9995.𝑚𝑖𝑛 { min

Δ𝜋𝑖<0
−
𝜋𝑖
𝑘

Δ𝜋𝑖
, 1}  (b) 

Esses  passos  evitam  problemas  de  convergência  ao  garantir  a  não 

negatividade  de  𝑠  e  𝜋  (GONÇALVES,  2015,  p.  46)  e  diminuem  o  tamanho  das 

direções dadas pela Equação (16), pois com valores muito grandes é possível que, 

ao  atualizar  os  valores  das  variáveis,  elas  não  convirjam  ao  mínimo  e  fiquem  em 

regiões próximas a ele. 

 

2.2.5 Atualização do parâmetro da barreira 

 

O parâmetro da barreira deve ser atualizado de acordo com as iterações do 

problema  pois  deve  analisar  a  convergência  do problema.  Isso pode  ser  realizado 

por (22) (CASTRONUOVO, 2001, p. 50): 

𝜇𝑘+1 = 0,1
𝑠𝑘

𝑇
. 𝜋𝑘

𝑟
 (22) 

em que: 

  𝑟 é a quantidade de restrições de desigualdade; 
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  𝑠𝑘
𝑇
. 𝜋𝑘  é  o  gap  de  complementariedade  do  problema  analisado,  sendo 

ele  relacionado  a  convergência  do  problema  por  meio  da  equação 

(15.b.). 

 

2.2.6 Critério de parada 

 

Existem  diferentes  critérios  de  parada  que  podem  ser  adotados  para  esse 

método. O critério adotado nesse  trabalho é o apresentado por Capitanescu et al. 

(2006,  p.  511),  em  que  é  verificado  a  factibilidade  primal  e  dual,  condição  de 

otimalidade em  relação a  função Lagrangeana, o gap de complementariedade e a 

alteração  do  valor  da  função  objetivo.  Esses  fatores  são  comparados  com  uma 

determinada tolerância e a comparação pode ser realizada por (23.a), (23.b), (23.c) 

e (23.d): 

𝜗1 ≤ 1  (a) 

(23) 
𝜗2 ≤ 1  (b) 

𝜗3 ≤ 2  (c) 

𝜗4 ≤ 2  (d) 

sendo que: 

  𝜗1, 𝜗2, 𝜗3 e 𝜗4 são calculados por (24.a), (24.b), (24.c) e (24.d): 

𝜗1 = 𝑚𝑎𝑥{𝑚𝑎𝑥{ℎ(𝑥
𝑘+1)}, ‖𝑔(𝑥𝑘+1)‖∞}  (a) 

(24) 

𝜗2 =
‖𝛻𝑥𝑓(𝑥

𝑘+1) + 𝜆𝑘+1
𝑇
. 𝛻𝑥𝑔(𝑥

𝑘+1) + 𝜋𝑘
𝑇
. 𝛻𝑥ℎ(𝑥

𝑘+1)‖
∞

1 + ‖𝑥𝑘+1‖2 + ‖𝜆𝑘+1‖2 + ‖𝜋𝑘+1‖2
  (b) 

𝜗3 =
𝑠𝑘+1

𝑇
. 𝜋𝑘+1

1 + ‖𝑥𝑘+1‖2
  (c) 

𝜗4 =
|𝑓(𝑥𝑘+1) − 𝑓(𝑥𝑘)|

1 + |𝑓(𝑥𝑘+1)|
  (d) 

  ‖𝑧‖∞ = max
𝑖 𝜖 {1,…,𝑁}

|𝑧𝑖|, tal que 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑁) é um vetor qualquer em ℛ𝑁 ou ℂ𝑁; 

  ‖𝑧‖2 = (∑ |𝑧𝑖|
2𝑁

𝑖=1 )
1/2, tal que 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑁) é um vetor qualquer em ℛ𝑁 ou ℂ𝑁; 

  1 = 10
−4 é a tolerância para a factibilidade primal e dual; 
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  2 = 10
−6 é a tolerância para o gap de complementariedade e a alteração 

no valor da função objetivo. 

 

2.3 INICIALIZAÇÃO DAS VARIÁVEIS 

 

Para  aplicar  o  método  apresentado  nessa  seção,  é  necessário  possuir  os 

valores iniciais de 𝑥, 𝑠, 𝜆 e  𝜋. Os seus valores iniciais podem ser aleatórios ou seguir 

um conjunto de regras que dependem do tipo de problema analisado, sendo que são 

apresentados os seus valores iniciais e as suas regras na Seção 3. 

 

2.4 FLUXOGRAMA DO MÉTODO 

 
Levando  em  conta  todos  os  conceitos  apresentados  é  elaborado  um 

fluxograma do algoritmo do MPIPD deste trabalho, que é demonstrado na Figura 3. 
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Figura 3  Fluxograma do MPIPD trabalhado. 
 

 
                  Fonte: Autoria própria. 
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3 PROBLEMA TRABALHADO 
 

É resolvido um problema de otimização em sistemas de transmissão, sendo 

que,  na  sua  análise,  são  desconsiderados  os  elementos  shunts  das  linhas  de 

transmissão devido à pouca influência nos cálculos e para simplificar o problema. No 

caso trabalhado, a função objetivo é a soma das perdas ativas no sistema elétrico de 

transmissão e as variáveis do problema são o módulo da tensão e a fase nas barras 

da rede, com isso essa função pode ser calculada por (25): 

𝑓(𝑉, 𝜃) =∑𝐼𝑖(𝑉, 𝜃)
2. 𝑅𝑖

𝐿𝑡

𝑖=1

  (25) 

em que: 

  𝐼𝑖(𝑉, 𝜃)  é  a  corrente  na  linha  𝑖,  contida  entre  as  barras  𝑎  e  𝑏  e 

desconsiderando os elementos shunts dada por (26): 

𝐼𝑙(𝑉, 𝜃) = |𝑦𝑎𝑏 . (𝑉𝑎∠𝜃𝑎 − 𝑉𝑏∠𝜃𝑏)|  (26) 

  tal que 𝑦𝑎𝑏 é a admitância série da linha contida entre as barras 𝑎 e 𝑏; 

  𝐿𝑡 é quantidade total de linhas. 

  𝑅𝑖 é a resistência da linha 𝑖;  

  𝑉 = (𝑉1, … , 𝑉𝑣)
𝑇 é o vetor com o módulo das tensões variáveis; 

  𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑓)
𝑇 é o vetor com as fases variáveis; 

  𝑣 e 𝑓 é número total de tensões e fases variáveis; 

As  restrições  de  igualdade  do  problema  analisado  são  a  diferença  da 

potência ativa e reativa calculada em relação à potência ativa e reativa esperada nas 

barras. Essas relações devem valer 0, sendo elas demonstradas em (27.a) e (27.b.): 

𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑃𝑖 = 0 , 𝑖 = 1, … , 𝑃𝑉𝑄  (a) 
(27) 

𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑄𝑖 = 0 , 𝑖 = 1,… , 𝑃𝑄  (b) 

em que: 

  𝑃𝑖  e 𝑄𝑖  são  as  potências  ativa  e  reativa  esperadas  em  uma  barra  do 

sistema; 

  𝑃𝑉𝑄 é a quantidade total de barras PV e PQ no sistema; 
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  𝑃𝑄 é a quantidade total de barras PQ no sistema; 

  𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖 e 𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖 são as potências ativa e reativa calculadas de uma barra do 

sistema, sendo calculadas por (28.a) e (28.b.): 

𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) = 𝑉𝑖. ∑ 𝑉𝑝. [𝐺𝑖𝑝. cos(𝜃𝑖 − 𝜃𝑝) + 𝐵𝑖𝑝. sen(𝜃𝑖 − 𝜃𝑝)]

𝑝 ∈ 𝐵𝑖

  (a) 
(28) 

𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) = 𝑉𝑖. ∑ 𝑉𝑞. [𝐺𝑖𝑞. sen(𝜃𝑖 − 𝜃𝑞) − 𝐵𝑖𝑞. cos(𝜃𝑖 − 𝜃𝑞)]

𝑞 ∈ 𝐵𝑖

  (b) 

tal que: 

o  𝐵𝑖 é o conjunto de barras conectadas as barras a barra 𝑖; 

o  𝐺𝑖𝑗 é o elemento (𝑖, 𝑗) da matriz condutância da rede; 

o  𝐵𝑖𝑗 é o elemento (𝑖, 𝑗) da matriz susceptância da rede. 

No problema analisado, o valor nas  tensões variáveis deve estar entre um 

valor mínimo (𝑉𝑚𝑖𝑛) e máximo (𝑉𝑚á𝑥) de tensão e a corrente em cada linha deve ser 

inferior  ou  igual  a  um  determinado  valor.  Com  isso,  a  rede  trabalhada  deve  estar 

submetida as restrições de desigualdade (29.a) e (29.b): 

𝑉𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑉𝑖 ≤ 𝑉𝑚á𝑥 , 𝑖 = 1,… , 𝑣  (a) 
(29) 

𝐼𝑖 ≤ 𝐼𝑖𝑚á𝑥 , 𝑖 = 1, … , 𝐿𝑡  (b) 

sendo que 𝐼𝑖𝑚á𝑥 é o limite superior de corrente na linha 𝑖. 

O  caso  analisado  nesse  trabalho  é  a  minimização  das  perdas  ativas  no 

sistema  elétrico  sujeito  as  restrições  citadas  anteriormente.  Com  isso,  têmse  o 

problema de otimização (30): 

𝑀𝑖𝑛∑𝐼𝑖
2. 𝑅𝑖

𝐿𝑡

𝑖=1

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: 

{
 
 

 
 𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑃𝑖 = 0 , 𝑖 = 1,… , 𝑃𝑉𝑄

𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑄𝑖 = 0 , 𝑖 = 1, … , 𝑃𝑄

𝑉𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑉𝑖 ≤ 𝑉𝑚á𝑥 , 𝑖 = 1,… , 𝑣

𝐼𝑖(𝑉, 𝜃) ≤ 𝐼𝑖𝑚á𝑥 , 𝑖 = 1,… , 𝐿𝑡

 

(30) 
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Adicionando  a  função  barreira,  realizando  manipulações  matemáticas  nas 

restrições  de  desigualdade  e  adicionando  as  suas  variáveis  de  folga,  o  problema 

modificado é (31): 

𝑀𝑖𝑛 ∑𝐼𝑖
2. 𝑅𝑖

𝐿𝑡

𝑖=1

− 𝜇. ∑ ln (𝑠𝑖)

𝐿𝑡+𝑣+𝑓

𝑖=1

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: 

{
 
 

 
 
𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑃𝑖 = 0 , 𝑖 = 1,… , 𝑃𝑉𝑄 

𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑄𝑖 = 0 , 𝑖 = 1, … , 𝑃𝑄

𝑉𝑖 − 𝑉𝑚á𝑥 + 𝑠1𝑖 = 0 , 𝑖 = 1,… , 𝑣

𝑉𝑚𝑖𝑛 − 𝑉𝑖 + 𝑠2𝑖 = 0 , 𝑖 = 1,… , 𝑣

𝐼𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝐼𝑖𝑚á𝑥 + 𝑠3𝑖 = 0 , 𝑖 = 1,… , 𝐿𝑡

 

(31) 

em que: 

  𝑠1 = (𝑠11, … , 𝑠1𝑣) é o vetor com as variáveis de folga referentes a restrição 

𝑉𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝑉𝑚á𝑥 ≤ 0, tal que 𝑖 = 1,… , 𝑣; 

  𝑠2 = (𝑠21, … , 𝑠2𝑣)  é  o  vetor  com  as  variáveis  de  folga  referentes  a 

restrição 𝑉𝑚𝑖𝑛 − 𝑉𝑖(𝑉, 𝜃) ≤ 0, tal que 𝑖 = 1,… , 𝑣; 

  𝑠3 = (𝑠31, … , 𝑠3𝐿𝑡)  é  o  vetor  com  as  variáveis  de  folga  referentes  a 

restrição 𝐼𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝐼𝑖𝑚á𝑥 ≤ 0 sendo que 𝑖 = 1,… , 𝐿𝑡; 

  𝑠 = (𝑠1, 𝑠2,  𝑠3)
𝑇 é o vetor com as variáveis de folga de todas as restrições 

de desigualdades.  

Para  a  aplicação  do  método  descrito  na  Seção  2,  são  determinadas  as 

equações necessárias para a aplicação do método, essas demonstradas no Anexo 

A. Também é necessário determinar os valores iniciais das variáveis do problema (𝑉, 

𝜃,  𝑠,  𝜆  e 𝜋)  para  aplicar  o  MPIPD.  Para  isso,  é  utilizada  a  regra  heurística  C  de 

Torres (1998, p. 75), em que: 

  É  utilizado  o  flat  start  usando  o  ponto  entre  o  limite  superior  e  inferior 

para a tensão e a fase, tal que como não é aplicado um limite na fase ela 

irá iniciar com o valor de 0º; 

  Considerando  esses  valores  iniciais  de  tensão  e  fase,  as  variáveis  de 

folga são calculadas por (32.a), (32.b) e (32.c): 

𝑉𝑖 − 𝑉𝑖𝑚á𝑥 + 𝑠1𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑣  (a) 

(32) 𝑉𝑖𝑚𝑖𝑛 − 𝑉𝑖 + 𝑠2𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑣  (b) 

𝐼𝑖(𝑉, 𝜃) − 𝐼𝑖𝑚á𝑥 + 𝑠3𝑖 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝐿𝑡  (c) 
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  Os valores dos multiplicadores de Lagrange associados às restrições de 

igualdade (𝜆) valem 1 e 0 se relacionados às equações de potência ativa 

e reativa, respectivamente; 

  Os valores dos multiplicadores de Lagrange associados às restrições de 

desigualdade  (𝜋)  valem  1  e  0  se  relacionados  a  equações  com  limites 

inferiores e superiores, respectivamente. 
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4 IMPLEMENTAÇÃO 
 

Utilizando o software Matlab foi implementado o método descrito na Seção 2 

para resolver o problema descrito na Seção 3 no sistema WSCC 9 barras e IEEE 14 

barras  que  são  demonstrados  no  Anexo  C.  Também  foi  analisado  o  método 

utilizado,  planejado  a  operação  nesses  sistemas  com  o  crescimento  da  carga  e 

implementado algumas situações de contingência. 

Para realizar a implementação nesses sistemas é necessário representalos 

em p.u., definir a barra slack (Barras com tensão e fase fixas), definir as barras PQ 

(Barras  com  potências  ativas  e  reativas  fixas),  definir  as  barras  PV  (Barras  com 

potências ativas e tensão fixa) e as barras com nenhuma restrição de igualdade na 

potência  ou  tensão  ou  fase  (Barras  com  gerador  e  com  nenhuma  restrição  de 

igualdade na operação para que não haja restrição na determinação de um ponto de 

operação no gerador). Com isso, as variáveis do problema estudado são as tensões 

das barras de carga e as barras com nenhuma restrição, e as fases das barras PQ, 

PV  e  com  nenhuma  restrição.  Ao  determinar  os  valores  dessas  variáveis  pelo 

MPIPD,  obtêmse  os  valores  das  potências  geradas  nas  barras  que  alimentam  o 

sistema de forma que as perdas são mínimas.  

Após  realizar a  implementação de um caso no sistema WSCC 9 barras  foi 

feito  a  validação  do  algoritmo  comparando  o  ponto  de  operação  obtido  com  o 

resultado de um software de fluxo de carga denominado PowerWorld, sendo que tais 

resultados estão demonstrados no Anexo D. 

   

4.1 ANÁLISE DO MÉTODO 

 

  Nessa  seção  é  implementado  o  problema  citado  na  Seção  3,  observado  o 

desempenho  do  método  quando  o  ponto  inicial  está  fora  da  região  factível  e 

verificado o desempenho do método ao diminuir a região factível. 

 

4.1.1 Sistema WSCC 9 barras 

   
Os dados, a transformação para sistema p.u. utilizada na implementação e o 

diagrama desse sistema estão demonstrados no Anexo C, sendo que na sua análise 

é considerado como barra slack, PQ, PV e sem restrições: 
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  Barra slack: 1; 

  Barras PQ: 4, 5, 6, 7, 8 e 9; 

  Barras PV: Não possui; 

  Barras sem restrições: 2 e 3. 

Considerando  a  tensão  na  barra  slack  como  1  p.u.  e  com  ela  fixa,  as 

variáveis do problema são: 

  Módulo da tensão das barras: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9; 

  Fase das barras: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. 

Ao determinar os valores das variáveis do problema obtêmse as potências 

geradas nas barras 1, 2 e 3, as quais estão conectadas os geradores do sistema. 

 

4.1.1.1 Minimização das perdas 

   
Com 𝑉𝑚á𝑥 = 1,05 𝑝. 𝑢., 𝑉𝑚𝑖𝑛 = 0,95 𝑝. 𝑢. e a corrente máxima em todas as linhas 

valendo 3 p.u., têmse após 32 iterações o resultado demonstrado na Tabela 1. 

Tabela 1  Resultado para o caso WSCC 9 barras. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  2,358  0,493 

2  1,046  5,803  1,039  0,510 

3  1,049  5,845  0,981  0,533 

4  0,981  7,958  0  0 

5  0,973  13,0377  1,660  0,050 

6  0,951  14,099  1,650  0,280 

7  1,018  9,230  0  0 

8  1,000  11,126  1  0,350 

9  1,021  8,922  0  0 
Fonte: Autoria própria. 

Nesse  ponto  de  operação  os  valores  de  corrente  em  cada  linha  são 

demonstrados na Tabela 2. 
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Tabela 2  Valores de corrente para o caso WSCC 9 barras. 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  14  2,409 

2  27  1,064 

3  39  1,106 

4  45  1,265 

5  46  1,151 

6  57  0,480 

7  69  0,633 

8  78  0,627 

9  89  0,432 
Fonte: Autoria própria. 

Observouse que esse ponto de operação respeita as restrições impostas e 

as perdas valem 0,0671 (6,71 MW), tal que, para obter esse estado de operação, é 

necessário que os geradores das barras 1, 2 e 3 gerem as potências demonstradas 

no Quadro 1. 

Quadro 1  Potências geradas no sistema WSCC 9 barras. 

Gerador  Barra 
Potência ativa gerada  Potência reativa gerada 

p.u.  [MW]  p.u.  [MVAR] 
1  1  2,358  235,8  0,493  49,3 

2  2  1,039  103,9  0,510  51,0 

3  3  0,981  98,1  0,533  53,3 
Fonte: Autoria própria. 

Nesse estado de operação, a eficiência do sistema é de 98,5%, sendo que o 

gerador  da barra  1 alimenta maior parte da  potência ativa  do  sistema. Também é 

observado que as tensões mais próximas do limite superior são as das barras 2 e 3, 

enquanto que a tensão mais próxima do limite inferior é a da barra 6. 

Analisando  os  valores  de  corrente  obtidos  para  esse  ponto  de  operação, 

observouse  que  os  maiores  valores  estão  presentes  nas  linhas  ligadas  aos 

geradores e que alimentam as cargas das barras 5 e 6, sendo elas as linhas 1, 2, 3, 

4 e 5. 
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Para observar o efeito da convergência do método utilizado, é monitorado o 

valor  da  função  objetivo,  os  valores  dos  critérios  de  convergência  e  o  valor  do 

parâmetro barreira, sendo que os seus comportamentos demonstrados nas Figuras 

4, 5, 6, 7, 8 e 9. 

Figura 4  Perdas no sistema WSCC 9 barras. 

 

    Fonte: Autoria própria. 

Figura 5  Valor do critério 𝝑𝟏 na análise do sistema WSCC 9 barras. 

 

                 Fonte: Autoria própria. 
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Figura 6  Valor do critério 𝝑𝟐 na análise do sistema WSCC 9 barras. 

 

    Fonte: Autoria própria. 

Figura 7  Valor do critério 𝝑𝟑 na análise do sistema WSCC 9 barras. 

 

                Fonte: Autoria própria. 
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Figura 8  Valor do critério 𝝑𝟒 na análise do sistema WSCC 9 barras. 

 

    Fonte: Autoria própria. 

Figura 9  Valor do parâmetro barreira (𝝁) na análise do sistema WSCC 9 barras. 

 

    Fonte: Autoria própria. 

Analisando  o  gráfico  de  perdas,  temse  que  a  convergência  do  resultado 

inicia na 19ª iteração, sendo as seguintes iterações realizadas como um processo de 

refinamento  dos  valores  das  variáveis  e  do  parâmetro  barreira,  com  o  intuito  de 
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satisfazer  os  critérios  de  convergência,  que  ocorreu  na  32ª  iteração  com  a 

diminuição de 𝜗3. 

O gráfico do parâmetro barreira está diretamente relacionado à convergência 

do problema primal e dual. Observouse que durante a  convergência do problema 

esse parâmetro  tende a 0, sendo que ocorreu o seu  refinamento nas  iterações do 

algoritmo  com  o  intuito  de  satisfazer  os  critérios  de  otimalidade  por  meio  da 

atualização dos valores de 𝑠 e 𝜋. 

 

4.1.1.2 Desempenho fora da região factível 

 

Aplicando  as  regras  da  Seção  3  para  determinar  os  valores  iniciais  das 

variáveis do problema, têmse que o algoritmo iniciou o processo de otimização fora 

da região factível, pois as condições de igualdades não são satisfeitas. Verificouse 

no  início da otimização, que as  restrições de desigualdade são satisfeitas e que o 

método apresentado conseguiu resolver o problema proposto. 

Com o intuito de verificar a eficácia do método utilizado no trabalho quando o 

ponto  inicial não satisfaz as  restrições de desigualdade, os módulos de  tensão em 

todas as barras (com exceção da barra slack)  iniciaram com o valor de 1,06 p.u. e 

em  seguida  com  o  valor  de  1,1  p.u..  Em  ambas  as  situações,  o  algoritmo 

desenvolvido  não  encontrou  um  ponto  ótimo,  a  matriz  hessiana,  utilizada  na 

atualização das variáveis, ficou mal condicionada e, durante todas as iterações, pelo 

menos 1 das varáveis de folga ficou negativa. No caso da satisfação de somente as 

restrições de  igualdade e parte das condições de desigualdade, verificouse que o 

algoritmo  não  resolveu  o  problema.  Assim,  o  algoritmo  não  resolveu  o  problema 

quando as restrições de desigualdade são insatisfeitas. 

 

4.1.1.3 Desempenho no estreitamento da região factível 

   

Para  analisar  o  efeito  do  estreitamento  da  região  factível  no  método 

utilizado, são alterados os valores dos limites das restrições de desigualdade, sendo 

inicialmente alterados os limites da corrente em todas as linhas para 2,5 e 2,41 e 2 

p.u.. No primeiro e segundo caso obtiveramse, com 13 e 12 iterações, o resultado 

do problema original enquanto que no  terceiro  caso o algoritmo convergiu  com 15 

iterações  para  um  novo  ponto  de  operação  em  que  as  perdas  valem  0,0715  p.u. 
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(7,15 MW). Durante a resolução do último caso, verificouse o mal condicionamento 

da matriz Hessiana devido ao fato que uma das variáveis de folga do problema tinha 

um valor muito próximo de 0, sendo realizado a aproximação de valores na matriz 

Hessiana pelo Matlab durante a resolução do caso. Esse novo ponto de operação e 

os valores das correntes em cada linha estão demonstrados nas Tabelas 3 e 4. 

Tabela 3  Resultado para o caso WSCC 9 barras com restrição de desigualdade alterada. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  1,955  0,421 

2  1,050  0,568  1,285  0,538 

3  1,050  1,071  1,142  0,529 

4  0,982  6,584  0  0 

5  0,974  10,724  1,660  0,050 

6  0,952  11,687  1,650  0,280 

7  1,021  4,864  0  0 

8  1,003  6,737  1  0,350 

9  1,022  4,643  0  0 
Fonte: Autoria própria. 

Tabela 4  Valores de corrente para o caso WSCC 9 barras com restrição de desigualdade alterada. 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  14  2,000 

2  27  1,198 

3  39  1,327 

4  45  1,035 

5  46  0,975 

6  57  0,683 

7  69  0,787 

8  78  0,645 

9  89      0,412 
Fonte: Autoria própria. 

Com a alteração do ponto de operação,  verificouse a elevação da  tensão 

em  algumas  barras,  em  que  as  tensões  das  barras  2  e  3  atingiram  o  seu  limite 

superior, tal que também houve a alteração nos valores de todas as fases variáveis. 
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Também observou que a corrente da linha 1 atingiu o limite e que houve a elevação 

das correntes nas barras 2, 3, 4, 5 e 9, enquanto que as correntes das outras linhas 

diminuíram. 

Ao alterar somente as restrições de desigualdade nas tensões, com tensão 

mínima e máxima 0,96 e 1,04 p.u., verificouse que o algoritmo não convergiu e a 

matriz hessiana ficou mal condicionada. Esse problema ocorreu, pois tratase de um 

caso  sem  solução  e  isso  pode  ser  verificado  ao  monitorar  os  valores  do  vetor  da 

restrição  de  igualdades,  que  todas  as  iterações  não  encontram  um  ponto  de 

operação que as satisfaça. 

 

4.1.2 Sistema IEEE 14 barras 

 

Os dados, a transformação para sistema p.u. utilizada na implementação e o 

diagrama desse sistema estão demonstrados no Anexo C, sendo que para a análise 

desse sistema, é considerado como barra slack, PQ, PV e sem restrições: 

  Barra slack: 1; 

  Barras PQ: 4, 5, 7, 9, 10, 11, 12, 13 e 14; 

  Barras PV: Não possui; 

  Barras sem restrições: 2, 3, 6 e 8. 

Considerando  a  tensão  na  barra  slack  como  1  p.u.  e  com  ela  fixa,  as 

variáveis do problema são: 

  Tensão da barra: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14; 

  Fase da barra: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14. 

Ao determinar os valores das variáveis do problema obtêmse as potências 

geradas  nas  barras  1,  2,  3,  6  e  8,  as  quais  estão  conectadas  aos  geradores  do 

sistema. 

 

4.1.2.1 Minimização das perdas 

 

Com 𝑉𝑚á𝑥 = 1,05 𝑝. 𝑢., 𝑉𝑚𝑖𝑛 = 0,95 𝑝. 𝑢. e corrente máxima em  todas as  linhas 

valendo  3  p.u.,  temse  após  13  iterações  o  ponto  de  operação  e  as  correntes 

demonstrados nas Tabelas 5 e 6. 
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Tabela 5  Resultado para o caso IEEE 14 barras. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  0,007  0,033 

2  1,000  0,003  0,017  0,064 

3  0,999  0,012  0,009  0,030 

4  0,994  0,008  0,478  0,039 

5  0,994  0,030  0,076  0,016 

6  0,988  1,209  0,363  0,140 

7  0,994  4,861  0  0 

8  1,050  13,890  0,930  0,407 

9  0,972  1,396  0,295  0,166 

10  0,967  1,028  0,090  0,058 

11  0,974  0,972  0,035  0,018 

12  0,972  0,274  0,061  0,016 

13  0,967  0,255  0,135  0,058 

14  0,950  0,284  0,149  0,050 
Fonte: Autoria própria. 

Tabela 6  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras. 
                      (continua) 
 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  12  0,006 

2  15  0,027 

3  23  0,003 

4  24  0,037 

5  25  0,032 

6  34  0,034 

7  45  0,026 

8  47  0,402 

9  49  0,057 

10  56  0,084 

11  611  0,069 

12  612  0,081 

13  613  0,184 
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Tabela 6  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras. 
                      (conclusão) 
 

Linha Linha entre as barras Módulo da corrente (p.u.) 

14  78  0,967 

15  79  0,577 

16  910  0,088 

17  914  0,119 

18  1011  0,035 

19  1213  0,017 

20  1314  0,050 
Fonte: Autoria própria.   

O  ponto  de  operação  obtido  respeita  as  restrições  impostas  e  as  perdas 

valem 0,0064 p.u.  (0,64 MW). Para  isso, é necessário que os geradores gerem as 

potências demonstradas no Quadro 2. 

Quadro 2  Potências geradas no sistema IEEE 14 barras. 

Gerador  Barra 
Potência ativa gerada  Potência reativa gerada 

p.u.  [MW]  p.u.  [MVAR] 
1  1  0,007  0,7  0,033  3,30 

2  2  0,234  23,4  0,191  19,1 

3  3  0,951  95,1  0,220  22,0 

4  6  0,475  47,5  0,215  21,5 

5  8  0,930  93,0  0,407  40,7 
Fonte: Autoria própria. 

Nesse ponto de operação a eficiência é de 99,8%, sendo que os geradores 

das  barras  3  e  8  são  os  que  mais  fornecem  potência  ativa  e  reativa.  Também  é 

observado  que  a  tensão  das  barras  8  e  14  atingem  o  limite  superior  e  inferior, 

respectivamente.  Para  essa  operação,  as  maiores  correntes  estão  presentes  nas 

linhas ligadas ao gerador 8, o qual fornece maior potência ativa e reativa no sistema. 

Para observar o efeito da convergência do método utilizado, é monitorado o 

valor  da  função  objetivo,  os  valores  dos  critérios  de  convergência  e  o  valor  do 

parâmetro  barreira,  sendo  os  seus  comportamentos  estão  demonstrados  nas 

Figuras 10, 11, 12, 13, 14 e 15. 
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Figura 10  Perdas no sistema IEEE 14 barras. 

 

                 Fonte: Autoria própria. 

Figura 11  Valor do critério 𝝑𝟏 na análise do sistema IEEE 14 barras. 

 

                 Fonte: Autoria própria. 
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Figura 12  Valor do critério 𝜗2 na análise do sistema IEEE 14 barras. 

 

 
                 Fonte: Autoria própria. 

Figura 13  Valor do critério 𝝑𝟑 na análise do sistema IEEE 14 barras. 

 

    Fonte: Autoria própria. 
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Figura 14  Valor do critério 𝝑𝟒 na análise do sistema IEEE 14 barras. 

 

    Fonte: Autoria própria. 

Figura 15  Valor do parâmetro barreira (𝝁) na análise do sistema IEEE 14 barras. 

 

                 Fonte: Autoria própria. 

Na 9ª iteração iniciouse a convergência do valor da função objetivo, sendo 

que  as  seguintes  iterações  são  um  processo  de  refinamento  dos  valores  das 

variáveis  do  problema  e  o  parâmetro  barreira  para  satisfazer  os  critérios  de 

convergência, que ocorreu na 13ª iteração, com a diminuição de 𝜗3 e 𝜗4. 
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Como  no  primeiro  sistema,  observouse  que  durante  a  convergência  do 

problema o parâmetro barreira tende a 0, sendo que ocorreu o seu refinamento nas 

iterações do algoritmo com o intuito de satisfazer os critérios de otimalidade. 
   

4.1.2.2 Desempenho fora da região factível 

 

Utilizando  as  regras  da  Seção  3  para  determinar  os  valores  iniciais  das 

variáveis do problema, têmse que ocorreu o processo de otimização fora da região 

factível devido à insatisfação das condições de igualdades. Como no primeiro caso, 

verificouse que no início da otimização as restrições de desigualdade são satisfeitas 

e que o método apresentado conseguiu resolver o problema proposto. 

Com a tensão em todas as barras (com exceção da barra slack) valendo de 

1,06  pu  e  em  seguida  com  o  valor  de  1,1  pu,  o  algoritmo  desenvolvido  não 

encontrou um ponto ótimo, a matriz hessiana ficou mal condicionada e durante todas 

as  iterações  pelo  menos  uma  das  varáveis  de  folga  ficou  negativa.  No  caso  da 

satisfação  de  somente  as  restrições  de  igualdade  e  parte  das  condições  de 

desigualdade,  verificouse  que  o  algoritmo  não  resolveu  o  problema.  Assim,  o 

algoritmo  não  resolveu  o  problema  quando  as  restrições  de  desigualdade  são 

insatisfeitas.  

 

4.1.2.3 Desempenho no estreitamento da região factível 

 

Para analisar o efeito do estreitamento da região factível nesse sistema, são 

alterados  os  valores  dos  limites  das  restrições  de  desigualdade.  Com  a  corrente 

máxima  alterada  para  1,  0,968  e  0,92  p.u.,  temse  que  na  primeira  e  segunda 

modificação  é  obtido  o  mesmo  resultado  após  14  iterações,  enquanto  que  para  o 

terceiro  caso,  é  obtido  um  novo  ponto  de  operação  após  14  iterações  em  que  há 

perdas  semelhantes  ao  caso  não  modificado.  O  novo  ponto  de  operação  e  os 

valores de correntes nas linhas estão demonstrados nas Tabelas 7 e 8. 
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Tabela 7  Resultado obtido para o caso IEEE 14 barras com corrente máxima de 0,92 p.u.. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  0,015  0,030 

2  1,000  0,005  0,038  0,061 

3  0,999  0,024  0,020  0,028 

4  0,992  0,127  0,478  0,039 

5  0,994  0,070  0,076  0,016 

6  0,988  1,071  0,371  0,135 

7  0,995  4,358  0  0 

8  1,050  12,905  0,881  0,396 

9  0,972  1,017  0,295  0,166 

10  0,967  0,692  0,090  0,058 

11  0,974  0,733  0,035  0,018 

12  0,972  0,119  0,061  0,016 

13  0,967  0,082  0,135  0,058 

14  0,950  0,573  0,149  0,050 
Fonte: Autoria própria. 

Tabela 8  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras com corrente máxima de 0,92 p.u.. 
                      (continua) 
 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  12  0,005 

2  15  0,028 

3  23  0,003 

4  24  0,041 

5  25  0,034 

6  34  0,038 

7  45  0,034 

8  47  0,372 

9  49  0,051 

10  56  0,081 

11  611  0,071 

12  612  0,081 

13  613  0,187 
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Tabela 8  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras com corrente máxima de 0,92 p.u.. 
                      (conclusão) 
 

Linha Linha entre as barras Módulo da corrente (p.u.) 

14  78  0,920 

15  79  0,561 

16  910  0,082 

17  914  0,115 

18  1011  0,034 

19  1213  0,017 

20  1314  0,052 
Fonte: Autoria própria. 

Nesse  novo  ponto  de  operação  verificouse  que  a  corrente  na  linha  14 

atingiu o limite da desigualdade, sendo também observado alteração nos valores de 

tensão das barras 4 e 7 e nos valores da fase de todas barras. 

Alterando  os  valores  dos  limites  de  tensão  mínima  e  máxima  para  0,96  e 

1,04 p.u., é obtido, após 13 iterações, um novo ponto de operação em que as perdas 

valem 0,007 p.u. (0,7 MW). Esse resultado está demonstrado na Tabela 9. 

Tabela 9  Resultado obtido para o caso IEEE 14 barras com tensão mínima e máxima de 0,96 e 1,04 
p.u.. 

                     (continua) 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  0,002  0,016 

2  1,002  0,004  0,026  0,063 

3  1,003  0,018  0,014  0,037 

4  0,996  0,035  0,478  0,039 

5  0,998  0,028  0,076  0,016 

6  1,006  1,114  0,377  0,235 

7  0,994  4,731  0  0 

8  1,040  13,653  0,911  0,340 

9  0,976  1,372  0,295  0,166 

10  0,974  1,004  0,090  0,058 

11  0,986  0,924  0,035  0,018 

12  0,989  0,206  0,061  0,016 
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Tabela 9  Resultado obtido para o caso IEEE 14 barras com tensão mínima e máxima de 0,96 e 1,04 
p.u.. 

                     (conclusão) 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
 

13  0,983  0,205  0,135  0,058 

14  0,960  0,296  0,149  0,050 
Fonte: Autoria própria.   

Nesse  ponto  de  operação  os  valores  de  corrente  em  cada  linha  são 

demonstrados na Tabela 10. 

Tabela 10  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras com tensão mínima e máxima de 0,96 e 
1,04 p.u.. 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  12  0,024 

2  15  0,009 

3  23  0,005 

4  24  0,029 

5  25  0,019 

6  34  0,035 

7  45  0,044 

8  47  0,396 

9  49  0,056 

10  56  0,086 

11  611  0,093 

12  612  0,082 

13  613  0,191 

14  78  0,935 

15  79  0,550 

16  910  0,075 

17  914  0,109 

18  1011  0,060 

19  1213  0,020 

20  1314  0,064 
Fonte: Autoria própria.   
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Verificouse  a  diminuição  da  corrente  na  barra  14,  sendo  que  as  perdas 

aumentaram e os valores de tensão das barras 8 e 14 atingiram o seu limite superior 

e  inferior,  respectivamente. Também se observou a alteração nos valores de  todas 

as tensões e fases variáveis. 

 

4.2 PLANEJAMENTO DA OPERAÇÃO COM O CRESCIMENTO DA CARGA 

   

Nessa seção é realizado o planejamento de operação com o crescimento da 

carga.  Para  isso,  é  necessário  realizar  a  previsão  do  crescimento  das  cargas  no 

sistema.  Existem  diversas  metodologias  para  isso,  sendo  que  nesse  trabalho  é 

utilizado a regressão linear dos dados do gráfico da Figura 1 para prever a carga no 

ano de 2020. Com ela, é previsto um aumento de 7,28% no consumo de energia, 

sendo que assumido esse aumento nos valores das cargas do sistema. 

   

4.2.1 Sistema WSCC 9 barras 

 

Considerando o crescimento das cargas no ano de 2020, elas possuem os 

valores demonstrados na Tabela 11. 

Tabela 11  Potências consumidas no sistema WSCC 9 barras no ano de 2020. 

Barra 
 

P  
[MVA] 

Q  
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q  
(p.u.) 

1  0  0  0  0 

2  0  0  0  0 

3  0  0  0  0 

4  0  0  0  0 

5  178,1  5,4  1,781  0,054 

6  177,0  30,0  1,770  0,300 

7  0  0  0  0 

8  107,3  37,6  1,073  0,376 

9  0  0  0  0 
Fonte: Autoria própria. 

Ao  resolver  o  problema  da  Seção  3  com  as  mesmas  restrições  da  Seção 

4.1.1.1,  o  algoritmo  não  encontrou  um  ponto  de  operação  que  satisfaça  todas  as 
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condições.  Para  encontrar  esse  ponto,  é  necessário  alterar  as  condições  de 

desigualdade para que haja uma solução para o problema ao aumentar o espaço da 

região  de  busca.  Essa  alteração  é  realizada  nas  restrições  de  desigualdade  da 

tensão, em que a tensão mínima e máxima valem 0,9 e 1,1 p.u.. Com isso, para que 

as perdas no sistema sejam mínimas, os geradores do sistema devem fornecer as 

potências  demonstradas  no  Quadro  3,  sendo  o  seu  ponto  de  operação  e  as 

correntes nas linhas demonstrados nas Tabelas 12 e 13. 

Quadro 3  Potências geradas no sistema WSCC 9 barras no ano de 2020. 

Gerador  Barra 
Potência ativa gerada  Potência reativa gerada 

p.u.  [MW]  p.u.  [MVAR] 
1  1  2,517  251,7  0,539  53,9 

2  2  1,123  112,3  0,576  57,6 

3  3  1,062  106,2  0,604  60,4 
Fonte: Autoria própria. 

Tabela 12  Resultado obtido para o caso WSCC 9 barras no ano de 2020.. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  2,517  0,539 

2  1,055  6,182  1,123  0,576 

3  1,058  6,228  1,062  0,604 

4  0,980  8,509  0  0 

5  0,979  13,951  1,781  0,054 

6  0,949  15,097  1,770  0,300 

7  1,023  9,913  0  0 

8  1,004  11,854  1,073  0,376 

9  1,026  9,513  0  0 
Fonte: Autoria própria.   
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Tabela 13  Valores de corrente para o caso WSCC 9 barras no ano de 2020. 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  14  2,574 

2  27  1,154 

3  39  1,197 

4  45  1,353 

5  46  1,230 

6  57  0,529 

7  69  0,694 

8  78  0,670 

9  89  0,462 
Fonte: Autoria própria. 

Para o ano de 2020, as perdas valem 0,0781 p.u. (7,981 MW), havendo uma 

eficiência de 98,3% no sistema. Com o aumento da carga é verificado tensões acima 

de 1,05 p.u. nas barras 2 e 3, o aumento nas correntes nas  linhas, o aumento de 

perdas em 0,011 p.u. (1,1 MW) e a diminuição da eficiência do sistema em 0,2% ao 

comparar com a solução da seção de minimização das perdas. 

 

4.2.2 Sistema IEEE 14 barras 

 

Considerando o crescimento das cargas no ano de 2020, elas possuem os 

valores demonstrados na Tabela 14. 

Tabela 14  Potências consumidas no sistema IEEE 14 barras no ano de 2020. 
                      (continua) 

Barra 
P  

[MVA] 

Q  
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q  
(p.u.) 

1  0  0  0  0 

2  23,3  13,6  0,233  0,136 

3  101,1  20,4  1,011  0,204 

4  51,3  4,2  0,513  0,042 

5  8,2  1,7  0,082  0,017 

6  12,0  8,1  0,120  0,081 

7  0  0  0  0 
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Tabela 14  Potências consumidas no sistema IEEE 14 barras no ano de 2020. 
                    (conclusão) 

Barra 
P  

[MVA] 

Q  
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q  
(p.u.) 

 

8  0  0  0  0 

9  31,7  17,8  0,317  0,178 

10  9,7  6,2  0,097  0,062 

11  3,8  1,9  0,038  0,019 

12  6,5  1,7  0,065  0,017 

13  14,5  6,2  0,145  0,062 

14  16,0  5,4  0,160  0,054 
Fonte: Autoria própria. 

Ao  resolver  o  problema  da  Seção  3  com  as  mesmas  restrições  da  Seção 

4.1.1.1 é encontrado um ponto de operação que satisfaça todas as condições. Para 

que as perdas no sistema sejam mínimas, os geradores do sistema devem fornecer 

as  potências  demonstradas  no  Quadro  4,  tal  que  o  seu  ponto  de  operação  e  as 

correntes nas linhas são demonstrados nas Tabelas 15 e 16. 

Quadro 4  Potências geradas no sistema IEEE 14 barras no ano de 2020. 

Gerador  Barra 
Potência ativa gerada  Potência reativa gerada 

p.u.  [MW]  p.u.  [MVAR] 
1  1  0,004  0,4  0,015  1,5 

2  2  0,241  24,1  0,197  19,7 

3  3  0,955  95,5  0,226  22,6 

4  6  0,509  50,9  0,267  26,7 

5  8  0,986  98,6  0,421  42,1 
Fonte: Autoria própria. 
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Tabela 15  Resultado obtido para o caso IEEE 14 barras no ano de 2020. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  0,004  0,015 

2  1  0,004  0,024  0,070 

3  1  0,017  0,013  0,036 

4  0,993  0,019  0,513  0,042 

5  0,995  0,001  0,082  0,017 

6  0,995  1,242  0,397  0,192 

7  0,993  5,135  0  0 

8  1,050  14,724  0,986  0,421 

9  0,971  1,456  0,317  0,178 

10  0,967  1,059  0,097  0,062 

11  0,977  0,995  0,038  0,019 

12  0,977  0,249  0,065  0,017 

13  0,971  0,232  0,145  0,062 

14  0,950  0,344  0,160  0,054 
Fonte: Autoria própria.   

Tabela 16  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras no ano de 2020. 
                      (continua) 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
1  12  0,006 

2  15  0,022 

3  23  0,001 

4  24  0,038 

5  25  0,030 

6  34  0,038 

7  45  0,037 

8  47  0,427 

9  49  0,061 

10  56  0,086 

11  611  0,085 

12  612  0,087 

13  613  0,201 
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Tabela 16  Valores de corrente para o caso IEEE 14 barras no ano de 2020. 
                      (conclusão) 

Linha  Linha entre as barras  Módulo da corrente (p.u.) 
 

14  78  1,021 

15  79  0,608 

16  910  0,088 

17  914  0,123 

18  1011  0,049 

19  1213  0,020 

20  1314  0,060 
Fonte: Autoria própria. 

No ano de 2020 as perdas valem 0,0077 p.u. (0,77 MW) e há uma eficiência 

de  99,7%  na  operação.  Nesse  estado  do  sistema,  é  observado  o  aumento  nas 

correntes  nas  linhas,  elevação  de  tensão  nas  barras,  o  aumento  de  perdas  em 

0,0013  p.u.  (0,13  MW)  e  a  diminuição  da  eficiência  em  0,1%  ao  comparar  com  a 

solução da seção de minimização das perdas. 

 

4.3 ANÁLISE DE CONTINGÊNCIAS 

 

Nessa  seção  é  resolvido  o  problema  da  Seção  3  sujeito  as  mesmas 

restrições da Seção 4.1.1.1 em 3 casos de contingências, analisando o resultado e 

realizando comparações com a solução obtida na seção de minimização de perdas.  

 

4.3.1 Sistema WSCC 9 barras 

 

Os casos analisados são: 

  Caso 1: Perda da linha 4 (Entre as barras 4 e 5); 

  Caso 2: Perda da linha 7 (Entre as barras 6 e 9); 

  Caso 3: Perda da linha 8 (Entre as barras 7 e 8). 

Em  todos  esses  casos  não  é  encontrado  um  ponto  de  operação  que 

satisfaça  as  mesmas  restrições  da  Seção  4.1.1.1,  sendo  necessário  alterar  as 

condições de desigualdade das  tensões com o  intuito de haver a convergência no 

algoritmo. As condições alteradas são as das desigualdades de  tensão, em que a 

tensão mínima e máxima são modificadas para 0,9 e 1,1 p.u.. 
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Ao analisar esses casos, é observado que o algoritmo encontrou um ponto 

de operação somente para os casos 1 e 3. Para obter um ponto de operação que 

minimize as perdas no sistema é necessário que os geradores do sistema forneçam 

as potências demonstradas no Quadro 5. 

Quadro 5  Potências geradas no sistema WSCC 9 barras para as contingências analisadas. 

Caso  Gerador  Barra 
Potência ativa gerada  Potência reativa gerada 

p.u.  [MW]  p.u.  [MVAR] 

1 

1  1  1,095  109,5  0,125  12,5 

2  2  2,325  232,5  1,039  103,9 

3  3  1,033  103,3  0,727  72,7 

3 

1  1  2,338  233,8  0,421  42,1 

2  2  0,447  44,7  0,212  21,2 

3  3  1,601  160,1  1,015  101,5 

Fonte: Autoria própria. 

No caso 1 as perdas valem 0,1426 p.u. (14,26 MW) e há uma eficiência de 

96,8% nesse estado de operação. As tensões que são superiores a 1,05 p.u. são as 

das barras 2, 3 e 9, enquanto que a barra com tensão inferior a 0,95 p.u. é a barra 5. 

Observouse um aumento de 0,0755 p.u.  (7,55 MW) nas perdas e uma diminuição 

na eficiência em 1,7%. 

Ao tentar resolver o caso 2, o algoritmo não obteve um ponto de operação 

mesmo com a alteração nas condições de desigualdade da tensão, sendo que isso 

ocorreu devido ao fato que o programa não encontrou os valores das variáveis que 

satisfaçam as condições de igualdade. 

No caso 3 as perdas valem 0,0755 p.u.  (7,55 MW) e há uma eficiência de 

98,3% nesse estado do sistema. Esse ponto de operação possui tensão superior a 

1,05  p.u.  na barra  3 e  não  há barras  com  tensão  inferior a 0,95 p.u.. Também  se 

observou  que  nessa  contingência há  um  aumento  de  perdas  de  0,0084  p.u.  (0,84 

MW) e uma diminuição na eficiência em 0,2%. 

 

4.3.2 Sistema IEEE 14 barras 

 

Os casos analisados são: 
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  Caso 1: Perda da linha 3 (Entre as barras 2 e 3); 

  Caso 2: Perda da linha 7 (Entre as barras 4 e 5); 

  Caso 3: Perda da linha 18 (Entre as barras 10 e 11). 

Nesses  casos  são  encontrados  pontos  de  operação  que  satisfaçam  as 

mesmas restrições da Seção 4.1.1.1. Para obtêlos é necessário que os geradores 

do sistema forneçam as potências demonstradas no Quadro 6. 

Quadro 6  Potências geradas no sistema IEEE 14 barras para as contingências analisadas. 

Caso  Gerador  Barra 
Potência ativa gerada  Potência reativa gerada 

p.u.  [MW]  p.u.  [MVAR] 

1 

1  1  0,007  0,7  0,032  3,2 

2  2  0,233  23,3  0,190  19,0 

3  3  0,952  95,2  0,221  22,1 

4  6  0,475  47,5  0,216  21,6 

5  8  0,930  93,0  0,407  40,7 

2 

1  1  0  0  0,018  1,8 

2  2  0,235  23,5  0,193  19,3 

3  3  0,957  95,7  0,235  23,5 

4  6  0,465  46,5  0,213  21,3 

5  8  0,940  94,0  0,411  41,1 

3 

1  1  0,006  0,6  0,029  2,9 

2  2  0,233  23,3  0,188  18,8 

3  3  0,951  95,1  0,220  22,0 

4  6  0,474  47,4  0,214  21,4 

5  8  0,931  93,1  0,418  41,8 

Fonte: Autoria própria. 

No caso 1 e 3 as perdas valem 0,0064 p.u. (0,64 MW) e há uma eficiência 

de  99,8%  nesse  estado  de  operação.  Observouse  que  nesse  caso  não  houve 

alteração nas perdas e na eficiência do sistema. 

No caso 2, as perdas valem 0,0065 p.u.  (0,65 MW) e há uma eficiência de 

aproximadamente 99,8%. Observouse que as perdas aumentaram em 0,0001 p.u. 

(0,01 MW) e a eficiência não é muito alterada. 
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Em todos esses casos observouse pouca alteração nos valores de potência 

ativa gerada e muito semelhança com o ponto de operação demonstrado na Seção 

4.1.2.1,  sendo  que  cada  estado  de  operação  se  diferencia  principalmente  pelos 

diferentes valores de potência reativa gerada. 

 

4.4 PROBLEMAS E SOLUÇÕES 

 

  Os problemas encontrados na fase da implementação foram: 

  Mal condicionamento da matriz hessiana; 

  Casos em que não é encontrado soluções. 

Nessa seção são propostas soluções para esses tipos de problemas. 

 

4.4.1 Mal condicionamento da matriz hessiana 

 

Esse problema ocorre quando  𝑠  tende a 0 e  isso  faz com que o  termo 𝜇. 𝑆 

tenda ao  infinito. Uma abordagem para  resolver esse problema é demonstrado no 

trabalho de Oliveira et al. (2015), em que é adicionado um parâmetro de segurança 

(𝛿) na função barreira, que é alterado com as iterações do problema, e fazendo com 

que 𝜇 e 𝛿 sejam maiores ou iguais a 𝜇𝑚í𝑛 e 𝛿𝑚í𝑛. 

A modificação na função barreira é demonstrada no problema (33).   

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥) − 𝜇.∑ln (𝑠𝑖 + 𝛿)

𝑟

𝑖=1

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: {
𝑔(𝑥) = 0

ℎ(𝑥) + 𝑠 = 0
 

(33) 

Com  essa  alteração  no  problema,  temse  uma  alteração  na  sua  função 

Lagrangeana,  a  equação  (15.b),  o  cálculo  de  𝑆  na  matriz  hessiana,  na  forma  de 

atualizar  o  parâmetro  𝜇  e  o  critério  𝜗3.  As  suas  novas  equações  e  a  forma  de 

atualização do parâmetro de segurança na função barreira são calculados por (34), 

(35), (36), (37), (38) e (39) (OLIVEIRA et al., 2015). 

𝐿(𝑥, 𝜆, 𝜋, 𝑠) = 𝑓(𝑥) − 𝜇.∑ ln (𝑠𝑖 + 𝛿)

𝑟

𝑖=1

+ 𝜆𝑇 . 𝑔(𝑥) + 𝜋𝑇 . (ℎ(𝑥) + 𝑠)  (34) 

𝜕𝐿

𝜕𝑠
= −

μ

𝑠𝑖 + 𝛿
+ 𝜋𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑟  (35) 
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𝑆 =

[
 
 
 
 

1

(𝑠𝑖 + 𝛿)2
0

⋱

0
1

(𝑠𝑖 + 𝛿)2]
 
 
 
 

      (36) 

 

 
𝜇𝑘+1 = 0,1

(𝑠𝑘+1 + 𝛿𝑘+1)
𝑇
. 𝜋𝑘+1

𝑟
     (37)  

 
𝜗3 =

(𝑠𝑘+1 + 𝛿𝑘+1)
𝑇
. 𝜋𝑘+1

1 + ‖𝑥𝑘+1‖2
 

    (38)  

 𝛿𝑘+1 = 𝛿𝑘. 𝛾     (39)  

Com  𝛿0 = 0,01,  𝛾 = 0,3,  𝜇𝑚í𝑛 = 10−8  e  𝛿𝑚í𝑛 = 10−10,  o  MPIPD  com  a  função 

barreira modificada é aplicado no caso em que houve problema na matriz hessiana, 

sendo obtido o mesmo ponto de operação e resolvido o problema citado.  

 

4.4.2 Casos em que não é encontrado soluções 

 
Esse  problema  pode ser  resolvido  realizando  alterações nas  condições  de 

igualdade ou desigualdade, como realizado na Seção 4.2.1 e 4.3.1. Outra solução é 

realizar  modificações  no  sistema  trabalhado.  Essas  modificações  podem  ser:  a 

alteração  na  distribuição  das  cargas  em  cada  barra,  a  adição  de  banco  de 

capacitores no sistema, a adição de novos pontos de geração de energia no sistema 

e utilizar FACTS. Ambas soluções são  realizadas para alterar o espaço de pontos 

factíveis, de maneira que a otimização possa encontrar um ponto de operação. 
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5 CONCLUSÃO 
 

Esse trabalho desenvolveu um algoritmo no Matlab para minimizar 

as perdas ativas em um sistema elétrico com restrições de desigualdade 

no  módulo  de  tensão  nas  barras  e  nas  correntes  das  linhas.  Nele  foi 

analisado  o  método  utilizado  e  implementado  em  casos  de  aumento  de 

carga e em algumas situações de contingência. 

Durante  a  análise  é  verificado  o  funcionamento  do  MPIPD.  É 

observado  que  a  variação  de  iterações  para  a  resolução  dos  sistemas 

demonstrados é inferior a 20 iterações e que é obtido pontos de operação 

com eficiência superior a 95%. 

Também é observado que esse método funciona somente quando 

as  condições  de  desigualdades  são  satisfeitas  e  que,  ao  realizar  o 

estreitamento  da  região  de  busca,  o  algoritmo  consegue  determinar  um 

ponto de operação se ele existir. 

No planejamento de operação para o crescimento da carga e em 

situações de contingência podese realizar a minimização das perdas nos 

sistemas,  sendo  verificado  o  aumento  das  perdas  de  acordo  com  o 

aumento  da  carga  e  perda  da  eficiência  em  alguns  casos.  Também  se 

verificou pouca alteração no ponto de operação do sistema IEEE para os 

casos de contingência implementados. 

Em  alguns  dos  casos  implementados  se  observou  o  mal 

condicionamento  da  matriz  Hessiana  e  situações  de  não  convergência 

devido a inexistência de soluções. O primeiro problema pode ser resolvido 

pela abordagem citada na Seção 4.4.1, sendo que no segundo caso pode 

ser resolvido com a aplicação das alterações no sistema citadas na seção 

4.4.2.  Essa  alteração  é  feita  para  aumentar  a  quantidade  de  possíveis 

respostas em um determinado problema.  
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Para a análise do problema, é determinada a sua função Lagrangeana, dada 

por (A.1): 

𝐿(𝑉, 𝜃, 𝑠, 𝜆, 𝜋) = 𝑓(𝑉, 𝜃) + 𝜇. ∑ ln (𝑠𝑖)

𝐿𝑡+2.𝑣

𝑖=1

+ 𝜆𝑇. 𝑔(𝑉, 𝜃) + 𝜋𝑇 . (ℎ(𝑉, 𝜃) + 𝑠)  (A.1) 

sendo que: 

  𝑔(𝑉, 𝜃) é (A.2): 

𝑔(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 
 

𝑃1 − 𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐1(𝑉, 𝜃)

⋮
𝑃𝑃𝑉𝑄 − 𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑃𝑉𝑄(𝑉, 𝜃)

𝑄1 − 𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐1(𝑉, 𝜃)

⋮
𝑄𝑃𝑄 − 𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑃𝑄(𝑉, 𝜃) ]

 
 
 
 
 
 

  (A.2) 

  ℎ(𝑉, 𝜃) é (A.3): 

ℎ(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑉1 − 𝑉1𝑚á𝑥
⋮

𝑉𝑣 − 𝑉𝑣𝑚á𝑥
𝑉1𝑚𝑖𝑛 − 𝑉1

⋮
𝑉𝑣𝑚𝑖𝑛 − 𝑉𝑣

𝐼1(𝑉, 𝜃) − 𝐼1𝑚á𝑥
⋮

𝐼𝐿𝑡(𝑉, 𝜃) − 𝐼𝐿𝑡𝑚á𝑥 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (A.3) 

É  necessário  determinar  as  equações  do  gradiente  da  função  objetivo,  a 

restrição de igualdade e desigualdade em relação a 𝑉 e 𝜃, têmse que: 

𝛻𝑓(𝑉, 𝜃) = [
𝜕𝑓

𝜕𝑉1
…

𝜕𝑓

𝜕𝑉𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝜃1
…

𝜕𝑓

𝜕𝜃𝑓
]  (A.4) 

𝛻𝑔(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 

𝜕𝑔1
𝜕𝑉1

…
𝜕𝑔1
𝜕𝑉𝑣

𝜕𝑔1
𝜕𝜃1

…
𝜕𝑔1
𝜕𝜃𝑓

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑃𝑉𝑄+𝑃𝑄
𝜕𝑉1

…
𝜕𝑔𝑃𝑉𝑄+𝑃𝑄
𝜕𝑉𝑣

𝜕𝑔𝑃𝑉𝑄+𝑃𝑄
𝜕𝜃1

…
𝜕𝑔𝑃𝑉𝑄+𝑃𝑄
𝜕𝜃𝑓 ]

 
 
 
 
 

  (A.5) 

𝛻ℎ(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 
𝜕ℎ1
𝜕𝑉1

…
𝜕ℎ1
𝜕𝑉𝑣

𝜕ℎ1
𝜕𝜃1

…
𝜕ℎ1
𝜕𝜃𝑓

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕ℎ𝐿𝑡+2.𝑣
𝜕𝑉1

…
𝜕ℎ𝐿𝑡+2.𝑣
𝜕𝑉𝑣

𝜕ℎ𝐿𝑡+2.𝑣
𝜕𝜃1

…
𝜕ℎ𝐿𝑡+2.𝑣
𝜕𝜃𝑓 ]

 
 
 
 
 

  (A.6) 

tal que: 
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    𝜕𝑓

𝜕𝑉𝑖
= 2. [ ∑ 𝑅𝑎(𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑎. 𝛼1𝑎 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑎. 𝛼2𝑎)

𝑎 ∈ 𝑙𝑎

+ ∑ 𝑅𝑏(𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑏 . 𝛼3𝑏 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑏 . 𝛼4𝑏)

𝑏 ∈ 𝑙𝑏

] 

(A.7) 

    𝜕𝑓

𝜕𝜃𝑖
= 2. 𝑉𝑖. [ ∑ 𝑅𝑎 (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑎.

𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑖

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑎.
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑖

)

𝑎 ∈ 𝑙𝑎

+ ∑ 𝑅𝑏 (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑏 .
𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑖

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑏.
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑖

)

𝑏 ∈ 𝑙𝑏

] 

(A.8) 

    𝜕𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑝
= 𝑉𝑝

−1. (𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑝 + 𝐺𝑝𝑝𝑉𝑝
2)  (A.9) 

    𝜕𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚
= 𝑉𝑝. (𝐺𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) + 𝐵𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚))  (A.10) 

    𝜕𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑝
= −𝐵𝑝𝑝. 𝑉𝑝

2 − 𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑝  (A.11) 

    𝜕𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑚
= 𝑉𝑝. 𝑉𝑚. (𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚))  (A.12) 

    𝜕𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑞
= 𝑉𝑞

−1. (𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑞 − 𝐵𝑞𝑞. 𝑉𝑞
2)  (A.13) 

    𝜕𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑛
= 𝑉𝑞 . (𝐺𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛))  (A.14) 

    𝜕𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑞
= −𝐺𝑞𝑞 . 𝑉𝑞

2 + 𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑞  (A.15) 

    𝜕𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑛
= −𝑉𝑞𝑉𝑛. (𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) + 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛))  (A.16) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑑

= 1 , 𝑑 ≤ 𝑣  (A.17) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑖

= 0 , 𝑑 ≤ 𝑣  (A.18) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑖

= 0 , 𝑑 ≤ 𝑣  (A.19) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑑−2.𝑣

= −1 , 𝑑 > 𝑣 𝑒 𝑑 ≤ 2. 𝑣  (A.20) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑖

= 0 , 𝑑 > 𝑣, 𝑑 ≤ 2. 𝑣  (A.21) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑖

= 0 , 𝑑 > 𝑣, 𝑑 ≤ 2. 𝑣  (A.22) 
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    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎

=
1

𝐼𝑑−2.𝐵𝑡
. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼1 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼2], 𝑑 > 2. 𝑣  (A.23) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏

=
1

𝐼𝑑−2.𝐵𝑡
. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼3 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼4] , 𝑑 > 2. 𝑣  (A.24) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑖

= 0 , 𝑑 > 2. 𝑣  (A.25) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎

=
𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝐵𝑡
. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.

𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

] , 𝑑 > 2. 𝑣  (A.26) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏

=
𝑉𝑏

𝐼𝑑−2.𝐵𝑡
. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.

𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

]  , 𝑑 > 2. 𝑣  (A.27) 

    𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑖

= 0 , 𝑑 > 2. 𝑣  (A.28) 

com: 

o  𝑙𝑎  o  conjunto  de  linhas  em  que 𝑉𝑖  ou 𝜃𝑖  é  o  elemento 𝑎  das  correntes  das 

linhas do sistema; 

o  𝑙𝑏  o  conjunto  de  linhas  em  que 𝑉𝑖  ou 𝜃𝑖  é  o  elemento 𝑏  das  correntes  das 

linhasdo sistema; 

o  𝑝 é o índice da potência ativa (𝑃) da restrição de igualdade analisada; 

o  𝑞 é o índice da potência reativa (𝑄) da restrição de igualdade analisada; 

o  𝑚 e 𝑛 é um índice qualquer de 𝑉 ou 𝜃, em que 𝑚 ≠ 𝑝 e 𝑛 ≠ 𝑞 para a equação 

analisada; 

o  𝑑 é o índice da restrição de desigualdade analisada; 

o  𝑖 é um  índice qualquer de 𝑉 ou 𝜃, em que  𝑖 ≠ 𝑑 ou  𝑖 ≠ 𝑑 − 2. 𝑣 para o caso 

analisado; 

o    𝑦𝑎𝑏 = 𝑔𝑎𝑏 + 𝑗. 𝑏𝑎𝑏  (A.29) 

o    𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝑉𝑎. (𝑔𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑎) − 𝑏𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑎))

+ 𝑉𝑏 . (−𝑔𝑎𝑏. cos(𝜃𝑏) + 𝑏𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑏)) 
(A.30) 

o    𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔 = 𝑉𝑎. (𝑔𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑎) + 𝑏𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑎))

+ 𝑉𝑏 . (−𝑔𝑎𝑏. sen(𝜃𝑏) − 𝑏𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑏)) 
(A.31) 

o    𝛼1 = 𝑔𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑎) − 𝑏𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑎)  (A.32) 

o    𝛼2 = 𝑔𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑎) + 𝑏𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑎)  (A.33) 

o    𝛼3 = −𝑔𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑏) + 𝑏𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑏)  (A.34) 

o    𝛼4 = −𝑔𝑎𝑏 . sen(𝜃𝑏) − 𝑏𝑎𝑏 . cos(𝜃𝑏)  (A.35) 

o    𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

= −𝑔𝑎𝑏 . 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑎) − 𝑏𝑎𝑏 . cos (𝜃𝑎)  (A.36) 
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o    𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

= 𝑔𝑎𝑏 . 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑎) − 𝑏𝑎𝑏 . sen (𝜃𝑎)  (A.37) 

o    𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

= 𝑔𝑎𝑏 . 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑏) + 𝑏𝑎𝑏 . cos (𝜃𝑏)  (A.38) 

o    𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

= −𝑔𝑎𝑏 . 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑏) + 𝑏𝑎𝑏 . sen (𝜃𝑏)  (A.39) 

Para realizar a otimização ainda é preciso calcular 𝛻𝐿(𝑉, 𝜃, 𝜆, 𝜋, 𝑠),  𝛻2𝑓(𝑉, 𝜃), 

𝛻2𝑔𝑝𝑞(𝑉, 𝜃)  e  𝛻2ℎ𝑑(𝑉, 𝜃),  sendo  esses  termos  calculados  pelas  Equações  (A.40), 

(A.46), (A.63) e (A.112). 

𝛻𝐿(𝑉, 𝜃, 𝜆, 𝜋, 𝑠) = [
𝜕𝐿

𝜕𝑉

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝑠

𝜕𝐿

𝜕𝜆

𝜕𝐿

𝜕𝜋
]  (A.40) 

em que: 

    𝜕𝐿

𝜕𝑉
= [

𝜕𝑓

𝜕𝑉1
+ 𝜆𝑇 .

𝜕𝑔

𝜕𝑉1
+ 𝜋𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑉1
…

𝜕𝑓

𝜕𝑉𝑣
+ 𝜆𝑇 .

𝜕𝑔

𝜕𝑉𝑣
+ 𝜋𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑉𝑣
]  (A.41) 

    𝜕𝐿

𝜕𝜃
= [

𝜕𝑓

𝜕𝜃1
+ 𝜆𝑇 .

𝜕𝑔

𝜕𝜃1
+ 𝜋𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝜃1
…

𝜕𝑓

𝜕𝜃𝑓
+ 𝜆𝑇 .

𝜕𝑔

𝜕𝜃𝑓
+ 𝜋𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝜃𝑓
]  (A.42) 

    𝜕𝐿

𝜕𝑠
= [−

𝜇

𝑠1
+ 𝜋1 … −

𝜇

𝑠𝐿𝑡+2.𝑣
+ 𝜋𝐿𝑡+2.𝑣]  (A.43) 

    𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 𝑔(𝑉, 𝜃)𝑇  (A.44) 

    𝜕𝐿

𝜕𝜋
= ℎ(𝑉, 𝜃)𝑇  (A.45) 

 

𝛻2𝑓(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑉1
2 …

𝜕2𝑓

𝜕𝑉1𝜕𝑉𝑣

𝜕2𝑓

𝜕𝑉1𝜕𝜃1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝑉1𝜕𝜃𝑓
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑣𝜕𝑉1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑣
2

𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑣𝜕𝜃1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑣𝜕𝜃𝑓

𝜕2𝑓

𝜕𝜃1𝜕𝑉1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝜃1𝜕𝑉𝑣

𝜕2𝑓

𝜕𝜃1
2 …

𝜕2𝑓

𝜕𝜃1𝜕𝜃𝑓
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑓𝜕𝑉1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑓𝜕𝑉𝑣

𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑓𝜕𝜃1
…

𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑓
2
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (A.46) 

tal que: 

    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑖
2 = 2. [ ∑ 𝑅𝑎(𝛼1𝑎

2 + 𝛼2𝑎
2)

𝑎 ∈ 𝑙𝑎

+ ∑ 𝑅𝑏(𝛼3𝑏
2 + 𝛼4𝑏

2)

𝑏 ∈ 𝑙𝑏

] , 𝑖 ≤ 𝑣  (A.47) 
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    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑎𝜕𝑉𝑏
= 2. 𝑅𝑎(𝛼1𝑎. 𝛼3𝑎 + 𝛼2𝑎. 𝛼4𝑎)  (A.48) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑏𝜕𝑉𝑎
= 2. 𝑅𝑏(𝛼1𝑏 . 𝛼3𝑏 + 𝛼2𝑏 . 𝛼4𝑏)  (A.49) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑖𝜕𝑉𝑎
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑗𝜕𝑉𝑏
= 0 , 𝑖 ≠ 𝑎 𝑒 𝑗 ≠ 𝑏 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑖 𝑒 𝑗 ≤ 𝑣  (A.50) 

   𝜕2𝑓
𝜕𝜃𝑖𝜕𝑉𝑖

= 2. [ ∑ 𝑅𝑎 (
𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑖

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑎 + 𝛼1𝑎. 𝑉𝑖) +
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑖

. (𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑎 + 𝛼2𝑎 . 𝑉𝑖))

𝑎 ∈ 𝑙𝑎

+ ∑ 𝑅𝑏 (
𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑖

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑏 + 𝛼3𝑏 . 𝑉𝑖)

𝑏 ∈ 𝑙𝑏

+
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑖

. (𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑏 + 𝛼4𝑏 . 𝑉𝑖))] , 𝑖 ≤ 𝑣 

(A.51) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑎𝜕𝑉𝑏
= 2. 𝑉𝑎. 𝑅𝑎. (𝛼3𝑎 .

𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑎

+ 𝛼4𝑎.
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑎

)  (A.52) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑏𝜕𝑉𝑎
= 2. 𝑉𝑏 . 𝑅𝑏 . (𝛼1𝑏 .

𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑏

+ 𝛼2𝑏 .
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑏

)  (A.53) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑖𝜕𝑉𝑎
=

𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑗𝑉𝑏
= 0 , 𝑖 ≠ 𝑎 𝑒 𝑗 ≠ 𝑏 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑖 𝑒 𝑗 ≤ 𝑓  (A.54) 

   𝜕2𝑓
𝜕𝜃𝑖

2 = 2. 𝑉𝑖. [ ∑ 𝑅𝑎 (𝑉𝑖.
𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑖

2

− 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑎. 𝛼1𝑎 + 𝑉𝑖.
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑖

2

− 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑎. 𝛼2𝑎)

𝑎 ∈ 𝑙𝑎

+ ∑ 𝑅𝑏 (𝑉𝑖.
𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑖

2

− 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙𝑏 . 𝛼3𝑏 + 𝑉𝑖.
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑖

2

𝑏 ∈ 𝑙𝑏

− 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔𝑏. 𝛼4𝑏)] , 𝑖 ≤ 𝑓 

(A.55) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑎𝜕𝜃𝑏
= 2. 𝑉𝑏. 𝑅𝑏 . (𝑉𝑎.

𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼3𝑎
𝜕𝜃𝑏

+ 𝑉𝑎.
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼4𝑎
𝜕𝜃𝑏

)  (A.56) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑏𝜕𝜃𝑎
= 2. 𝑉𝑎. 𝑅𝑎. (𝑉𝑏 .

𝜕𝛼1𝑏
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑏

+ 𝑉𝑏 .
𝜕𝛼2𝑏
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑏

)  (A.57) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑎
=

𝜕2𝑓

𝜕𝜃𝑗𝜃𝑏
= 0 , 𝑖 ≠ 𝑎 𝑒 𝑗 ≠ 𝑏 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑖 𝑒 𝑗 ≤ 𝑓  (A.58) 
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    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑖𝜕𝜃𝑖
=
1

𝑉𝑖
.
𝜕𝑓

𝜕𝜃𝑖

+ 2. 𝑉𝑖. [ ∑ 𝑅𝑎 (𝛼1𝑎.
𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑖

+ 𝛼2𝑎.
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑖

)

𝑎 ∈ 𝑙𝑎

+ ∑ 𝑅𝑏 (𝛼3𝑏 .
𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑖

+ 𝛼4𝑏 .
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑖

)

𝑏 ∈ 𝑙𝑏

] , 𝑖 ≤ 𝑣 

(A.59) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑎𝜕𝜃𝑏
= 2. 𝑉𝑏. 𝑅𝑏 . (𝛼1𝑎.

𝜕𝛼3𝑏
𝜕𝜃𝑏

+ 𝛼2𝑎.
𝜕𝛼4𝑏
𝜕𝜃𝑏

)  (A.60) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑏𝜕𝜃𝑎
= 2. 𝑉𝑎. 𝑅𝑎. (𝛼3𝑏 .

𝜕𝛼1𝑎
𝜕𝜃𝑎

+ 𝛼4𝑏 .
𝜕𝛼2𝑎
𝜕𝜃𝑎

)  (A.61) 

    𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑖𝜕𝜃𝑎
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑉𝑗𝜕𝜃𝑏
= 0 , , 𝑖 ≠ 𝑎 𝑒 𝑗 ≠ 𝑏 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑖 𝑒 𝑗 ≤ 𝑣  (A.62) 

 

𝛻2𝑔𝑝𝑞(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉1
2 …

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉1𝜕𝑉𝑣

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉1𝜕𝜃1
…

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉1𝜕𝜃𝑣
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉𝑣𝑉1
…

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉𝑣
2

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉𝑣𝜕𝜃1
…

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑉𝑣𝜕𝜃𝑣

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃1𝜕𝑉1
…

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃1𝜕𝑉𝑣

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃1
2 …

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃1𝜕𝜃𝑓
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃𝑓𝜕𝑉1
…

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃𝑓𝜕𝑉𝑣

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃𝑓𝜕𝜃1
…

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝜃𝑓
2
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (A.63) 

em que: 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑝
2 = 2. 𝐺𝑝𝑝  (A.64) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚𝜕𝑉𝑝
= 𝐺𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) + 𝐵𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚 ∈ 𝐵𝑖  (A.65) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚𝜕𝑉𝑝
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖 ,𝑚 ∉ 𝐵𝑖  (A.66) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑝𝜕𝑉𝑚
= 𝐺𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) + 𝐵𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚 ∈ 𝐵𝑖  (A.67) 

    𝜕𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚
2 = 0  (A.68) 
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    𝜕𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑖𝜕𝑉𝑚
= 0 , 𝑖 ≠ 𝑝 𝑒 𝑖 ≠ 𝑚  (A.69) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑝𝜕𝑉𝑝
= −𝐵𝑝𝑝. 𝑉𝑝 − 𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑝. 𝑉𝑝

−1  (A.70) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑚𝜕𝑉𝑝
= 𝑉𝑚. (𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.71) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑚𝜕𝑉𝑝
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖 ,𝑚 ∉ 𝐵𝑖  (A.72) 

    𝜕2𝑔𝑝
𝜕𝜃𝑝𝜕𝑉𝑚

= 𝑉𝑝. (−𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) + 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.73) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑚𝜕𝑉𝑚
= 𝑉𝑝. (𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.74) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑖𝜕𝑉𝑚
= 0, 𝑖 ≠ 𝑝 𝑒 𝑖 ≠ 𝑚  (A.75) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑝
2 = 𝐺𝑝𝑝. 𝑉𝑝

2 − 𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑝  (A.76) 

    𝜕2𝑔𝑝
𝜕𝜃𝑚𝜕𝜃𝑝

= 𝑉𝑝𝑉𝑚. (𝐺𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) + 𝐵𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)), 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.77) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑚𝜕𝜃𝑝
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖 ,𝑚 ∉ 𝐵𝑖  (A.78) 

    𝜕2𝑔𝑝
𝜕𝜃𝑝𝜕𝜃𝑚

= 𝑉𝑝𝑉𝑚. (𝐺𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) + 𝐵𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.79) 

   𝜕2𝑔𝑝
𝜕𝜃𝑚

2 = 𝑉𝑝𝑉𝑚. (−𝐺𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.80) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑚
= 0, 𝑖 ≠ 𝑝 𝑒 𝑖 ≠ 𝑚  (A.81) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑝𝜕𝜃𝑝
= −𝑉𝑝

−1. (𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑝 − 𝐵𝑝𝑝. 𝑉𝑝
2) − 2. 𝐵𝑝𝑝. 𝑉𝑝  (A.82) 
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   𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚𝜕𝜃𝑝
= −𝑉𝑝. (𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.83) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚𝜕𝜃𝑝
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖 , 𝑚 ∉ 𝐵𝑖  (A.84) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑝𝜕𝜃𝑚
= 𝑉𝑚. (𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.85) 

    𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑚𝜕𝜃𝑚
= 𝑉𝑝. (𝐺𝑝𝑚. sen(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚) − 𝐵𝑝𝑚. cos(𝜃𝑝 − 𝜃𝑚)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑝 = 𝑖,𝑚

∈ 𝐵𝑖 
(A.86) 

   𝜕2𝑔𝑝

𝜕𝑉𝑖𝜕𝜃𝑚
= 0, 𝑖 ≠ 𝑝 𝑒 𝑖 ≠ 𝑚  (A.87) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑞
2 = −2. 𝐵𝑞𝑞  (A.88) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑛𝜕𝑉𝑞
= 𝐺𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.89) 

   𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑛𝜕𝑉𝑞
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖 , 𝑛 ∉ 𝐵𝑖  (A.90) 

   𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑞𝜕𝑉𝑛
= 𝐺𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.91) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑛
2 = 0   (A.91) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑖𝜕𝑉𝑛
= 0, 𝑖 ≠ 𝑞 𝑒 𝑖 ≠ 𝑛  (A.93) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑞𝜕𝑉𝑞
= −𝐺𝑞𝑞 . 𝑉𝑞 + 𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑞 . 𝑉𝑞

−1  (A.94) 

   𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝜃𝑛𝜕𝑉𝑞

= 𝑉𝑛. (−𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.95) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑛𝜕𝑉𝑞
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖 , 𝑛 ∉ 𝐵𝑖  (A.96) 

   𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑞𝜕𝑉𝑛
= 𝑉𝑞 . (𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) + 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.97) 

   𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝜃𝑛𝜕𝑉𝑛

= 𝑉𝑞. (−𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.98) 
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    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑖𝜕𝑉𝑛
= 0, 𝑖 ≠ 𝑞 𝑒 𝑖 ≠ 𝑛  (A.99) 

   𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑞
2 = −𝐵𝑞𝑞 . 𝑉𝑞

2 − 𝑄𝑐𝑎𝑙𝑐𝑞  (A.100) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑛𝜕𝜃𝑞
= 𝑉𝑞. 𝑉𝑛. (𝐺𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛

∈ 𝐵𝑖 
(A.101) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑛𝜕𝜃𝑞
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖 , 𝑛 ∉ 𝐵𝑖  (A.102) 

   𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝜃𝑞𝜕𝜃𝑛

= −𝑉𝑞 . 𝑉𝑛. (−𝐺𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) + 𝐵𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛

∈ 𝐵𝑖 
(A.103) 

    𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝜃𝑛

2 = −𝑉𝑞 . 𝑉𝑛. (𝐺𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) − 𝐵𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛

∈ 𝐵𝑖 
(A.104) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑛
= 0, 𝑖 ≠ 𝑞 𝑒 𝑖 ≠ 𝑛  (A.105) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑞𝜕𝜃𝑞
= −2. 𝐺𝑞𝑞 . 𝑉𝑞 + 𝑉𝑞

−1. (𝑃𝑐𝑎𝑙𝑐𝑞 + 𝐺𝑞𝑞𝑉𝑞
2)  (A.106) 

    𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝑉𝑛𝜕𝜃𝑞

= 𝑉𝑞. (𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) + 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.107) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑛𝜕𝜃𝑞
= 0 , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖 , 𝑛 ∉ 𝐵𝑖  (A.108) 

   𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝑉𝑞𝜕𝜃𝑛

= −𝑉𝑛. (𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) + 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.109) 

   𝜕2𝑔𝑞
𝜕𝑉𝑛𝜕𝜃𝑛

= −𝑉𝑞 . (𝐺𝑞𝑛. cos(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛) + 𝐵𝑞𝑛. sen(𝜃𝑞 − 𝜃𝑛)) , 𝑐𝑜𝑚 𝑞 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝐵𝑖  (A.110) 

    𝜕2𝑔𝑞

𝜕𝑉𝑛𝜕𝜃𝑛
= 0, 𝑖 ≠ 𝑞 𝑒 𝑖 ≠ 𝑛  (A.111) 
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𝛻2ℎ𝑑(𝑉, 𝜃) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝑉1
2 …

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉1𝜕𝑉𝑣

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉1𝜕𝜃1

…
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉1𝜕𝜃𝑓

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑣𝜕𝑉1

…
𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝑉𝑣
2

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑣𝜕𝜃1

…
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑣𝜕𝜃𝑓

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃1𝜕𝑉1

…
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃1𝜕𝑉𝑣

𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝜃1
2 …

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃1𝜕𝜃𝑓

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑓𝜕𝑉1

…
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑓𝜕𝑉𝑣

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑓𝜕𝜃1

…
𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝜃𝑓
2
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (A.112) 

sendo que: 

    Com 𝑑 ≤ 2. 𝑣:   

o    𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝑉𝑖
2 =

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝜃𝑖
2 =

𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝑉𝑖

= 0  (A.113) 

    Com 𝑑 ≥ 2. 𝑣:   

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑖

= 0, 𝑐𝑜𝑚 𝑑 ≤ 2. 𝑣  (A.114) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎

2 = −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼1 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼2) +
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. (𝛼1

2 + 𝛼2
2)  (A.115) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏𝜕𝑉𝑎

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼1 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼2)

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. (𝛼1. 𝛼3 + 𝛼2. 𝛼4) 

(A.116) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏

2 = −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼3 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼4) +
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. (𝛼3

2 + 𝛼4
2)  (A.117) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎𝜕𝑉𝑏

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼3 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼4)

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. (𝛼1. 𝛼3 + 𝛼2. 𝛼4) 

(A.118) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑖𝜕𝑉𝑎

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑖𝜕𝑉𝑏

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝑉𝑖

= 0, 𝑐𝑜𝑚 𝑗 𝑒 𝑖 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑎 𝑒 𝑏 
(A.119) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎𝜕𝑉𝑎

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼1 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼2)

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. [
𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

. (𝑉𝑎. 𝛼1 + 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙) +
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

. (𝑉𝑎. 𝛼2 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔)] 
(A.120) 
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o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏𝜕𝑉𝑎

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼1 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼2)

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. [𝑉𝑏 . 𝛼1.

𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝑉𝑏. 𝛼2.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

] 
(A.121) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎𝜕𝑉𝑏

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼3 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼4)

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. [𝑉𝑎. 𝛼3.

𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝑉𝑎. 𝛼4.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

] 
(A.122) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏𝜕𝑉𝑏

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏

. (𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼3 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼4)

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. [
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

. (𝑉𝑏. 𝛼3 + 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙) +
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

. (𝑉𝑏. 𝛼4 + 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔)] 
(A.123) 

o   𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝑉𝑎

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝑉𝑏

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏𝜕𝑉𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝑉𝑖

= 0, 𝑐𝑜𝑚 𝑖 𝑒 𝑗 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑎 𝑒 𝑏 
(A.124) 

o    𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝜃𝑎
2 = −

𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎

. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

]

+
𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝑣
. [𝑉𝑎.

𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

2

− 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼1 + 𝑉𝑎.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

2

− 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼2] 
(A.125) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏𝜕𝜃𝑎

= −
𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏

. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

]

+
𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝑣
. [𝑉𝑏 .

𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝑉𝑏 .
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

] 
(A.126) 

o    𝜕2ℎ𝑑

𝜕𝜃𝑏
2 = −

𝑉𝑏

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏

. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

]

+
𝑉𝑏
𝐼𝑑−2.𝑣

. [𝑉𝑏.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

2

− 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙. 𝛼3 + 𝑉𝑏 .
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

2

− 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔. 𝛼4] 
(A.127) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎𝜕𝜃𝑏

== −
𝑉𝑏

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎

. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

]

+
𝑉𝑏
𝐼𝑑−2.𝑣

. [𝑉𝑎.
𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝑉𝑎.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

] 
(A.128) 

o   𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑎

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑏

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑎𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑏𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑖

= 0, 𝑐𝑜𝑚 𝑖 𝑒 𝑗 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑎 𝑒 𝑏 
(A.129) 
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o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎𝜕𝜃𝑎

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎

. [𝑉𝑎. 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝑉𝑎. 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

]

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. [(𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙 + 𝑉𝑎. 𝛼1).

𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ (𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔 + 𝑉𝑎. 𝛼2).
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

] 
(A.130) 

o   𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏𝜕𝜃𝑎

= −
𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏

. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

]

+
𝑉𝑎

𝐼𝑑−2.𝑣
. [𝛼3.

𝜕𝛼1
𝜕𝜃𝑎

+ 𝛼4.
𝜕𝛼2
𝜕𝜃𝑎

] 
(A.131) 

o   𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎𝜕𝜃𝑏

= −
𝑉𝑏

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎

. [𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

]

+
𝑉𝑏
𝐼𝑑−2.𝑣

. [𝛼1.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝛼2.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

] 
(A.132) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏𝜕𝜃𝑏

= −
1

𝐼𝑑−2.𝑣
2 .
𝜕ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏

. [𝑉𝑏. 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙.
𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ 𝑉𝑏. 𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔.
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

]

+
1

𝐼𝑑−2.𝑣
. [(𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙 + 𝑉𝑏 . 𝛼3).

𝜕𝛼3
𝜕𝜃𝑏

+ (𝐼𝑖𝑚𝑎𝑔 + 𝑉𝑏 . 𝛼4).
𝜕𝛼4
𝜕𝜃𝑏

] 
(A.133) 

o    𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝜃𝑎

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝜃𝑏

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑎𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑏𝜕𝜃𝑖

=
𝜕2ℎ𝑑
𝜕𝑉𝑗𝜕𝜃𝑖

= 0, 𝑐𝑜𝑚 𝑗 𝑒 𝑖 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑎 𝑒 𝑏 
(A.134) 

Com isso, têmse todas as equações necessárias para aplicar o método da 

Seção 2 no problema da Seção 3. 
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ANEXO B – Transformação para o sistema p.u. 
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A  transformação  para  valores  por  unidade  (p.u.)  corresponde  a  uma 

mudança  na  escala  de  determinadas  grandezas  (OLIVEIRA,  1996,  p.  106).  Esse 

processo facilita a análise de sistemas elétricos, pois permite trabalhar com valores 

próximos  de 1  e  os  transformadores  podem  ser  substituídos  por uma  impedância. 

Para realizar essa transformação em SEP, é necessário definir um tensão de  linha 

base  (𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒) e potência aparente  trifásica base  (𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒)   e em seguida determinar os 

valores p.u. de cada grandeza do sistema pelas Equações (B.1), (B.2), (B.3), (B.4), 

(B.5), (B.6), (B.7) e (B.8). 

𝑉𝑝𝑢 =
𝑉𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.1) 

𝑆𝑝𝑢 =
𝑆𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.2) 

𝑃𝑝𝑢 =
𝑃𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.3) 

𝑄𝑝𝑢 =
𝑄𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.4) 

𝐼𝑝𝑢 =
𝐼𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝐼𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.5) 

𝑍𝑝𝑢 =
𝑍𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.6) 

𝑅𝑝𝑢 =
𝑅𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.7) 

𝑋𝑝𝑢 =
𝑋𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒

  (B.8) 

em que: 

  𝑉𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎, 𝑆𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎, 𝑃𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎, 𝑄𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎,  𝐼𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎, 𝑍𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎, 𝑋𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎  são  a  tensão, 

potência aparente, potência ativa, potência reativa, corrente, impedância, 

resistência e reatância do sistema; 

  𝐼𝐵𝑎𝑠𝑒  e  𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒  são  a  corrente  e  impedância  base  que  podem  ser 

determinados através de 𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒 e 𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒 por meio de (B.9) e (B.10). 

𝐼𝐵𝑎𝑠𝑒 =
𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒

√3. 𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒
  (B.9) 

𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒 =
𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒

2

𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒
  (B.10) 
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Para  realizar  a  substituição  de  um  transformador  por  apenas  uma 

impedância, é necessário obedecer a sua relação de transformação na definição das 

tensões base do seu lado primário e secundário. Esse processo é demonstrado no 

Exemplo B.1.  

 

B.1 EXEMPLO DE TRANSFORMAÇÃO NO SISTEMA P.U. 

   

Exemplo Dado o sistema da Figura B.1, transformeo em p.u. 

Figura B.1 Sistema do exemplo. 

 

   Fonte: Autoria própria. 

Adotando: 

𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒 = 13,8 𝑘𝑉 

𝑆𝐵𝑎𝑠𝑒 = 100 𝑀𝑉𝐴 

Com isso, têmse que no primário do transformador: 

𝐼𝐵𝑎𝑠𝑒 =
100. 106

√3. 13,8. 103
= 4183,6976 𝐴 

𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒 =
(13,8. 103)2

100. 106
= 1,9044 Ω 

Assim  a  tensão  do  gerador  (𝑉𝑝𝑢)  e  a  impedância  da  linha  no  primário  do 

transformador (𝑍1𝑝𝑢) em p.u. valem: 

𝑉𝑝𝑢 =
13,8. 103

13,8. 103
= 1 𝑝. 𝑢. 

𝑍1𝑝𝑢 =
1,5 + 𝑗. 2,5

1,9044
= 0,7876 + 𝑗. 1,3127 𝑝. 𝑢. 
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Para  omitir  o  transformador,  a  potência  base  permanece  a  mesma  e  a 

tensão base do secundário é calculada utilizando a sua relação de transformação: 

𝑉𝐵𝑎𝑠𝑒 = 13,8. 10
3.
230. 103

13,8. 103
= 230 𝑘𝑉 

Com isso, têmse que no secundário do transformador: 

𝐼𝐵𝑎𝑠𝑒 =
100. 106

√3. 230. 103
= 251,0219 𝐴 

𝑍𝐵𝑎𝑠𝑒 =
(230. 103)2

100. 106
= 529 Ω 

Assim, a impedância da linha no secundário do transformador (𝑍2𝑝𝑢) em p.u. 

vale: 

𝑍2𝑝𝑢 =
4,5 + 𝑗. 20,5

529
= 0,0085 + 𝑗. 0,0388 𝑝. 𝑢. 

Para transformar a  impedância do  transformador em p.u. (𝑍𝑇𝑝𝑢), o seu valor 

deve  ser  convertido  para  ohms  utilizando  os  valores  de  tabela  do  transformador 

como valores de base e dividir o resultado obtido pela impedância base do primário 

ou secundário do transformador. Logo: 

𝑍𝑇𝑝𝑢 = 𝑗. 0,0586.
(13,8. 103)2

100. 106
.

1

1,9044
= 𝑗. 0,0586 𝑝. 𝑢. 

Com essas informações, o sistema da Figura B.1 em p.u. é o demonstrado 

pela Figura B.2. 

Figura B.2 Sistema do exemplo em p.u. 

 
Fonte: Autoria própria. 
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Os sistemas analisados são o WSCC 9 barras e o  IEEE 14 barras,  sendo 

que  este  anexo  demonstra  os  seus  diagramas,  as  informações  necessárias  para 

análise e a transformação para sistema p.u. utilizado no trabalho. 

 

C.1 WSCC 9 barras 

 

O diagrama desse sistema está demonstrado na Figura C.1. 

Figura C.1 Sistema WSCC 9 barras. 

 

Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013b). 

  Os dados dos transformadores estão demonstrados na Tabela C.1. 
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Tabela C.1  Relações de transformações nos transformadores do sistema WSCC 9 barras. 

Transformador  Entre as barras 
Relação de 

transformação 
Potência aparente 

[MVA] 
T1  14  16,5 : 230   100 

T2  27  18 : 230  100 

T3  39  13,8 : 230  100 
Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013b).   

Utilizando uma potência base de 100 MVA e os níveis de tensão da relação 

de  transformação  da  Tabela  C.1  como  tensões  base  do  seu  respectivo  lado  do 

transformador,  as  impedâncias  de  cada  linha  e  os  seus  valores  em  p.u.  estão 

demonstrados na Tabela C.2. 

Tabela C.2  Dados das linhas do sistema WSCC 9 barras. 

Linha 
Barra entre a 

linha 
𝑹 [Ω] 𝑿𝑳[Ω] 𝑹 (𝒑. 𝒖. ) 𝑿𝑳(𝒑. 𝒖. ) 

1  14  0  0,1568  0  0,0576 

2  27  0  0,2025  0  0,0625 

3  39  0  0,1116  0  0,0586 

4  45  5,2900  35,9720  0,0100  0,0680 

5  46  8,9930  48,668  0,0170  0,0920 

6  57  16,9280  85,1690  0,0320  0,1610 

7  69  20,6310  91,9402  0,0390  0,1738 

8  78  4,4965  30,4704  0,0085  0,0576 

9  89  6,2951  53,3232  0,0119  0,1008 
Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013b). 

sendo que: 

  𝑅 é a resistência da linha; 

  𝑋𝐿 é a impedância na linha devido uma indutância 𝐿 e na frequência 𝑓 de 

60 [kHz], sendo calculada pela Equação C.1. 

o    𝑋𝐿 = 2. 𝜋. 𝑓. 𝐿 (C.1) 

  As potências ativas e reativas geradas e consumidas em [MW], [MVAR] e p.u. 

de cada barra do sistema estão demonstradas na Quadro C.1. 
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Quadro C.1 Potências do sistema WSCC 9 barras. 

Barra 
Gerada  Consumida 

P [MVA]  Q 
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q  
(p.u.) 

P [MVA]  Q 
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q  
(p.u.) 

1          0  0  0  0 

2          0  0  0  0 

3          0  0  0  0 

4  0  0  0  0  0  0  0  0 

5  0  0  0  0  166,00  5,00  1,66  0,05 

6  0  0  0  0  165,00  28,00  1,65  0,28 

7  0  0  0  0  0  0  0  0 

8  0  0  0  0  100,00  35,00  1,00  0,35 

9  0  0  0  0  0  0  0  0 
Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013b). 

 

C.2 IEEE 14 barras 

 

O diagrama desse sistema está demonstrado na Figura C.2. 

Figura C.2 Sistema IEEE 14 barras. 

 

    Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013a). 
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Os dados dos transformadores estão demonstrados na Tabela C.3. 

Tabela C.3  Relações de transformações nos transformadores do sistema IEEE 14 barras. 

Transformador  Entre as barras 
Relação de 

transformação 
Potência aparente 

[MVA] 
T1  56  138:138  100 

T2  49  138:138  100 

T3  47  138:138  100 
Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013a).   

  Utilizando uma potência base de 100 MVA e os níveis de  tensão da relação 

de  transformação  da  Tabela  C.1  como  tensões  base  do  seu  respectivo  lado  do 

transformador,  as  impedâncias  de  cada  linha  e  os  seus  valores  em  p.u.  estão 

demonstrados na Tabela C.4. 

Tabela C.4  Dados das linhas do sistema IEEE 14 barras. 
                    (continua) 

Linha 
Barra entre a 

linha 
𝑹 [Ω] 𝑿𝑳[Ω] 𝑹 (𝒑. 𝒖. ) 𝑿𝑳(𝒑. 𝒖. ) 

1  12  3,69073  11,26834  0,01938  0,05917 

2  15  10,28947  42,47574  0,05403  0,22304 

3  23  8,93164  37,70141  0,04690  0,19797 

4  24  11,06647  33,57838  0,05811  0,17632 

5  25  10,84556  33,11371  0,05695  0,17388 

6  34  12,76138  32,57095  0,06701  0,17103 

7  45  2,54237  8,01943  0,01335  0,04211 

8  47  0  39,82481  0  0,20912 

9  49  0  105,91892  0  0,55618 

10  56  0  47,99469  0  0,25202 

11  611  18,08799  37,87852  0,09498  0,19890 

12  612  23,40698  48,71646  0,12291  0,25581 

13  613  12,59761  37,87852  0,06615  0,13027 

14  78  0  48,71646  0  0,17615 

15  79  0  24,80862  0  0,11001 

16  910  6,05790  16,09218  0,03181  0,08450 
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Tabela C.4  Dados das linhas do sistema IEEE 14 barras. 
                    (conclusão) 

Linha 
Barra entre a 

linha 
𝑹 [Ω] 𝑿𝑳[Ω] 𝑹 (𝒑. 𝒖. ) 𝑿𝑳(𝒑. 𝒖. ) 

 

17  914  24,20683  51,49117  0,12711  0,27038 

18  1011  15,62560  36,57781  0,08205  0,19207 

19  1213  42,07201  38,06515  0,22092  0,19988 

20  1314  32,55191  66,27693  0,17093  0,34802 
Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013a).   

As  potências  ativas  e  reativas  geradas  e  consumidas em  [MW],  [MVAR]  e 

p.u. de cada barra do sistema estão demonstradas na Quadro C.2. 

Quadro C.2  Potências do sistema IEEE 14 barras. 

Barra 
Gerada  Consumida 

P [MVA]  Q 
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q 
 (p.u.) 

P [MVA]  Q 
[MVAR] 

P  
(p.u.) 

Q  
(p.u.) 

1          0  0  0  0 

2          21,700  12,700  0,217  0,127 

3          94,200  19,000  0,942  0,190 

4  0  0  0  0  47,800  3,800  0,478  0,038 

5  0  0  0  0  7,600  1,600  0,076  0,016 

6          11,200  7,500  0,112  0,075 

7  0  0  0  0  0  0  0  0 

8          0  0  0  0 

9  0  0  0  0  29,500  16,600  0,295  0,166 

10  0  0  0  0  9,000  5,800  0,090  0,058 

11  0  0  0  0  3,500  1,800  0,035  0,018 

12  0  0  0  0  6,100  1,600  0,061  0,016 

13  0  0  0  0  13,500  5,800  0,135  0,058 

14  0  0  0  0  14,900  5,000  0,149  0,050 
Fonte: Adaptado de Illinois Center for a Smarter Electric Grid (2013a). 
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  Utilizando os valores de potência ativa e reativa em cada gerador do sistema 

WSCC  9  barras  no  resultado  de  minimização  da  Seção  4.1.1.1  foi  realizado  a 

implementação  no  software  PowerWorld  para  verificar  se  os  valores  de  tensão  e 

fase em cada barra estão corretos. 

  O ponto de operação obtido pelo algoritmo implementado e pelo PowerWorld 

estão demonstrados na Tabela D.1 e Figura D.1. 

Tabela D.1  Resultado obtido pelo algoritmo implementado. 

Barra  V (p.u.)  𝜽(graus) P (p.u.)  Q (p.u.) 
1  1  0  2,358  0,493 

2  1,046  5,803  1,039  0,510 

3  1,049  5,845  0,981  0,533 

4  0,981  7,958  0  0 

5  0,973  13,0377  1,660  0,050 

6  0,951  14,099  1,650  0,280 

7  1,018  9,230  0  0 

8  1,000  11,126  1  0,350 

9  1,021  8,922  0  0 
Fonte: Autoria própria. 

Figura D.1 Resultado obtido pelo PowerWorld. 

 

Fonte: Autoria própria. 

Ao  analisar  os  resultados  obtidos  verificouse  diferenças  nos  valores  de 

algumas  casas  decimais  pois  o  PowerWorld  resolve  o  fluxo de  carga  por meio do 

método de Newton com uma precisão de 0,01. Porém devido a pequena diferença 

concluiuse que o algoritmo resulta em casos factíveis para os problemas propostos. 


