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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo utilizar-se de teoremas, proposi¢des, exemplos e demais resulta-
dos dos estudos de probabilidade, equacdes de diferencas e transformada Z, para resolver um
problema envolvendo partidas em um jogo de azar. Através de varios dos conceitos estudados,
o problema proposto foi analisado e solucionado. Também foi feito uma simulagéo do problema
em questdo, utilizando o software Jupyter Notebook, através de linguagem Python, o que
possibilitou analisar a solugao obtida de forma mais didatica, observando-se o comportamento

da funcao solugdo no decorrer das partidas.

Palavras-chave: probabilidade; transformada z; equagdes de diferencas.



ABSTRACT

This work aims to use theorems, propositions, examples and other results from the studies of
probability, difference equations and z-transforms, to solve a problem involving gambling games.
Through many of the studied concepts, the problem was analyzed and solved. A simulation of
the problem at hand was also made, using the Jupyter Notebook software, through the Python
coding language, which enabled analysis of the solution in a more didactic way, observing the

behaviour of the solution function throughout the matches.

Keywords: probability; z-transforms; difference equations.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Figura 10 — Sequéncia x,, com a = 0,23 = 0,3
Figura 11 — Grafico de 10 Simulagdes

Figura 12 — Grafico de 100 Simulagbes
Figura 13 — Grafico de 1000 Simulagdes

Figura 14 — Grafico de 10000 Simulagbes
Figura 15 — Gréfico com oo = 0,85 = 0,2
Figura 16 — Graficocom o = 0,45 = 0,7

LISTA DE FIGURAS

Regido de Convergéncia. . . . . . . ... . ... ... ...
Transformada Z esuainversa . . . . . .. ... ... ....
Sériedepoténecias. . . . . ... ... o oL
Gréficodasequénciax, . . . . . . . . . ... ...
Sequéncia z,,coma=£=08 ... ... ... ......
Sequénciaz, coma=053=08 .. ... ... ......

Sequénciaz, coma =0,86=0,7 . ... ... ... ....



Quadro 1
Quadro 2
Quadro 3
Quadro 4
Quadro 5
Quadro 6
Quadro 7
Quadro 8
Quadro 9

LISTA DE QUADROS

Varidveis Aleatérias . . . . . . . . .. . 24
Funcdo de Probabilidade . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 25
Funcao de Probabilidade Bernoulli . . . . . . . . . ... .. ... . .... 26
Ase Bs. . e 47
S e 47

Simulagéo 1:
Simulagéo 2:
Simulacéo 3:

Simulagéo 4:

Quadro 10 — Simulagéo 5:

Quadro 11 — Simulagéo 5:

10partidas. . . . . . .. . . .. 58
100partidas. . . . . ... . .. ... ... 59
1000 partidas. . . . . . . . . . .. 60
10000 partidas. . . . . . . . . ... 61
a=08el=02.. ... ... 62
a=04el8=07.. .. . . ... 63



1.1
1.1.1
1.1.2

2.1
2.1.1
21.2
2.1.3
2.1.4
2.1.5
2.1.6
21.7
2.1.8
2.1.9
2.1.10
2.2
2.2.1
222
2.2.3
2.3

SUMARIO

INTRODUCAOD . . . . . ittt i e e e e e e e e et e e e e e e e 11
Objetivos . . . . . . . . i e e e e e e e e e e 12
Objetivo Geral . . . . . . . . . . 12
Objetivos Especificos . . . . . . . . . ... 12
CONCEITOS . . . . . . o e e e e e e e e e e e e e e e e 14
Probabilidade . . . .. .. ... ... ... ... 14
Espaco Amostral . . . . . . . .. 14
Evento . . . . . .. 15
Definicdo de Probabilidade . . . . . . . . . ... . ... ... ... .. ... 18
Probabilidades Condicionais . . . . . . . .. .. ... ... ......... 20
Lei da Probabilidade Total . . . . . . .. ... .. ... ... ........ 21
TeoremadeBayes . . . . . . . .. . 23
Varidveis Aleatérias . . . . . . . . . .o 24
Distribuicdo de Probabilidades . . . . . . . .. . . . ... ... ... 24
Distribuicdode Bernoulli . . . . . . . . . ... 26
Distribuiugdo Uniforme . . . . . . . . . . ... o 26
Transformada Z . . . . . . . . . . . . @ i e e e 27
Regidode Convergéncia . . . . . . . . . . . . . 31
Propriedades . . . . . . . . . . 32
Transformada Z Inversa . . . . . . . . . ..o 33
Equacdesde Diferencas . . . . . . . . . . . . o i i e e e 45
UM PROBLEMA DE PROBABILIDADE . . . . . .. ... ... ....... 46
SIMULACOES . . . . . . ittt it et e e e e e e e e e 57
CONCLUSAO . . . ittt ittt e e e ettt e e e 64
REFERENCIAS . . . . . . . . . e et e e e e e 65

APENDICE A DEMONSTRAGOES .. .......... v u... 67



11

1 INTRODUCAO

Todos os dias nos deparamos com questdes, por mais simples e imperceptiveis que
sejam, de carater probabilistico. Diversos fendmenos aleatérios, que ocorrem constantemente,
nos levam a questionar, de acordo com as possibilidades, se uma ou outra escolha é a mais
acertada. Ao sair de casa em uma tarde ensolarada, talvez vocé ndo consideraria levar um
guarda-chuva consigo. Mas se tivesse visto na previsdo do tempo que a probabilidade de chuva
seria de 90% naquela tarde, provavelmente isso influenciaria a sua deciséo.

A relevancia destas questdes comegou a ser discutida principalmente nos séculos XVI
e XVII. Nesta época, os jogos de azar, muito populares no momento, serviram de gatilho para o
estudo da probabilidade (SILVA, 2013). E esta ciéncia, surgida em meio a jogos de azar, com o
tempo tornou-se 0 mais importante objeto de conhecimento humano (ROSS, 2010).

Grandes nomes da matematica contribuiram para o desenvolvimento da Teoria das
Probabilidades, dentre eles estdo Jerénimo Cardano (1501-1576), Pierre de Fermat (1601-
1665), Blaise Pascal (1623-1662), Christiaan Huygens (1629-1695), Thomas Bayes (1701-
1776), Pierre Simon Laplace (1749-1827) e Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Essa
Teoria servira de base para as discussdes presentes neste trabalho.

Os jogos de azar podem servir de gatilho para o estudo de probabilidades em diversos
contextos. No Ensino Médio, usualmente sao apresentados problemas envolvendo langamentos
de dados, de moedas, jogos de cartas, entre outros. Da mesma forma, este trabalho pretende
utilizar-se de um problema, envolvendo jogos de azar, como ponto de partida para os estudos.

Sera considerado o seguinte problema: Dois jogadores disputam uma série de partidas.
Cada partida é iniciada por quem venceu a partida anterior. Em cada partida, quem a iniciou tem
probabilidade 0,6 de ganha-la e probabilidade 0,4 de perdé-la. Se o jogador A iniciou a primeira
partida, qual é a probabilidade do jogador B ganhar a n-ésima partida?

Ao determinar a solucdo do problema, sera analisado se os resultados das partidas
convergem ou divergem e, caso os valores das probabilidades dados no problema fossem dife-
rentes, que tipo de solugéo seria obtida. Estas analises serao feitas ndo apenas algebricamente,
como também através de simulagdes feitas no software Jupyter Notebook.
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Apesar de parecer um simples problema de probabilidade condicional, sera
nescessario recorrer a outras ferramentas para soluciona-lo. Para esse fim serd empregado
o uso da Transformada Z, uma transformacéo linear que converte uma sequéncia numérica em
uma funcao de variavel complexa 'z’. Sera exposto um método para encontrar a solucio geral
de uma recorréncia (também chamada de equacao de diferengas), utilizando-se esta trans-
formada. "As recorréncias mostram-se como uma ferramenta para auxiliar as resolugoes de
problemas nas quais o raciocinio recursivo se faz presente, pois além de tornar mais simples a
resolucdo de alguns problemas matematicos, também pode-se encontrar solugbes gerais para
os mesmos"(VENTURI, 2016).

Com o intuito de auxiliar o leitor a se familiarizar com os termos utilizados, as
proposicdes, os teoremas e demais resultados, o primeiro capitulo do trabalho traz as
definicdes e principais propriedades dos conceitos que serdo abordados para a solugcado do
problema. Porém, mesmo definindo os principais objetos usados para este estudo, este traba-
Iho exije alguns pré requisitos, como conhecimentos basicos de fungdes, limites, séries, teoria
de conjuntos, entre outros.

O capitulo subsequente foi destinado a construgao da solugdo do problema proposto,
descrevendo todas as propriedades e teoremas utilizados. Ja o terceiro e Gltimo capitulo, traz
os resultados obtidos com as simulagées bem como a analise desses resultados.

As demonstragbes dos principais resultados usados no corpo do trabalho estardo
disponiveis no apéndice A, enquanto as demonstragées dos demais resultados seréo indica-
das em outras leituras, caso haja interesse do leitor.

1.1 Objetivos

1.1.1  Objetivo Geral

Solucionar o problema proposto para demonstrar possiveis aplicagées da Transformada
Z em resolugdes de problemas que envolvem probabilidades condicionais.

1.1.2 Objetivos Especificos

* Definir e exemplificar os conceitos associados a Probabilidade.
« Definir e exemplificar os conceitos associados a Transformada Z.

+ Definir e exemplificar Equacdes de Diferencas.

Utilizar os conceitos de probabilidade para deduzir uma equacao de diferencas que
seja solucao do problema proposto.
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« Utilizar os conceitos de Transformada Z para deduzir uma fungé@o que seja solugao do
problema proposto a partir da equacao de diferengas.

» Generalizar o problema inicial e determinar a solugao para o caso geral.

» Realizar simulagcbes no Jupyter Notebook e comparar os resultados com aqueles obti-
dos anatiticamente.
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2 CONCEITOS

Para se familiarizar com as ferramentas que seréo utilizadas na resolucao do problema,
neste capitulo serdo introduzidos os conceitos de probabilidade, transformada Z e equacgoes
de diferencas.

2.1 Probabilidade

Em uma grande quantidade de experimentos, em que se ha n resultados possiveis,
nosso conhecimento pratico nos leva a crer que nenhum resultado € mais provavel que outro.
Nestes experimentos, dizemos que os n resultados sao igualmente provaveis (YATES; GOOD-
MAN, 2017). Nestes casos, a probabilidade de ocorrer um determinado resultado é l

Porém, nem sempre um experimento realizado possui tais condigées. gortanto, é
necessario definir a probabilidade de se obter um resultado em um experimento sob quaisquer
condicdes. Para tal, serdo consideradas algumas definicoes prévias.

2.1.1 Espaco Amostral

Suponha que em um determinado experimento nao seja possivel determinar o resultado
com certeza. Porém, apesar de ndo conhecer o resultado do experimento, admita que o conjunto
de todos os resultados possiveis é conhecido. Este conjunto de todos os resultados possiveis é
chamado espaco amostral (YATES; GOODMAN, 2016), conjunto este que sera denotado pela
letra S.

Exemplo (2.1.1): Se um experimento consiste no resultado do langamento de um dado
de 6 faces, o conjunto de todos os resultados possiveis é dado por

S ={1234,56}.
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2.1.2 Evento
Todo subconjunto do espago amostral é chamado de evento. Ou seja, um evento é um
conjunto formado por resultados possiveis do experimento (YATES; GOODMAN, 2016).
Exemplo (2.1.2): No langamento de um dado de 6 faces, o conjunto
P ={24,},
€ 0 evento em que se obtém um numero par, enquanto o conjunto
M = {1,2,3},
€ 0 evento em que se obtém um numero menor que 4.
O conjunto AU B, é chamado unido dos eventos A e B. Este, é definido como o conjunto
formado por todos os eventos que pertencem a A ou B.
Exemplo (2.1.3): Conforme o exemplo (2.1.2),se P = {2,4,6} e M = {1,2,3} entéo

PUM = {1,2,34,6}.

Para representar a unido de mais de dois eventos, F,F», Fs,..., utiliza-se a notacao

.
=1

Ha& ainda o conjunto A N B, ou apenas AB, chamado intersecdo dos eventos A e B.
Este, é definido como o conjunto formado pelos eventos que pertencem a A e B simultanea-
mente.

Exemplo (2.1.4): Tomando os conjuntos P e M dos exemplos anteriores, tem-se que

PM = {2}.

Para representar a intersecdo de mais de dois eventos, F',FEs,Ejs,..., utiliza-se a notagdo

A
i=1
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Seja um evento I, dado por I = {1,3,5}. Visto que P = {2,4,6}, entdo o conjunto
P1I nao possui elementos. Neste caso, P e [ sao ditos mutuamente exclusivos. Além disso, o
conjunto P é denominado conjunto vazio, denotado por (.

Dado um evento A, é definido um novo evento A€, chamado complemento de A. Este
evento € o conjunto formado por todos os resultados do espago amostral que nao pertencem a
A. Portanto, o evento A ocorre se, e somente se, A° ndo ocorre.

Exemplo (2.1.5): Se o espago amostral é dado por S = {1,2,3,4,5,6}, enquanto P =
{2,4,6}, entdo o complemento de P é dado por

Pe = {135}

As operacgdes de unido e intersegao respeitam certas propriedades, semelhantes as da
algebra. Essas propriedades sao:
Comutatividade:

AUB = BU A,

AB = BA.

Associatividade:

(AUB)UC =AU (BUCQC);

(AB)C = A(BC).

Distributividade:

(AU B)C = (AC) U (BC);
(AB)UC = (AUC)(BUO).
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Essas propriedades podem ser facilmente verificadas, através dos diagramas de Venn.
Tomando uma propriedade distributiva como exemplo, tem-se:

Figura1- (AU B)C = (AC) U (BC).

C

Fonte: Autoria Propria.

Nas duas ilustragdes superiores, estdo representados os conjuntos AC, em azul e BC,
em amarelo. A unido destes resultara na ilustragao inferior, em verde, que esta representando o
conjunto (AU B)C.
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2.1.3 Definicdo de Probabilidade

Seja S um espago amostral e £ um evento desse espaco. Uma medida de
probabilidade P(FE), € uma fungdo que mapeia eventos no espago amostral & nimeros reais,
tais que (YATES; GOODMAN, 2017)

Axioma 1

P(E) > 0; (1)
Axioma 2

P(S)=1; (2)
Axioma 3

Para eventos mutuamente exclusivos, Ey, Es, Es,... (com E;E; = (), quando i # j),

P (U E) =D _P(E). 3)

O Axioma 1 afirma que, a probabilidade de ocorrer um evento £ é sempre maior ou igual
a zero. Pelo Axioma 2, a probabilidade de ocorrer um resultado do espaco amostral, é sempre
1. Por fim, o Axioma 3 afirma que, para eventos mutuamente exclusivos, a probabilidade de
ocorrer algum desses eventos, é dada pela soma das suas respectivas probabilidades.

A medicdo da probabilidade corresponde a ideia de frequéncia relativa
(YATES; GOODMAN, 2017). Em um experimento sequencial, que consiste em repetir n
vezes 0 experimento sob as mesmas condigdes, sendo s(E) o nimero de vezes em que 0
evento E ocorre, entdo, a frequéncia relativa de E é a fragdo s(E)/n, e a probabilidade de
ocorrer I é dada por:

P(E) = 1im &)

n—o0 n

Por utilizar conceitos que ndao sdo abordados neste trabalho, este resultado ndo sera
demonstrado. A demonstracao pode ser encontrada no capitulo 10 do livro Probabilidade e
Processos Estocasticos, de Roy Yates e David Goodman.
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Dos 3 axiomas enunciados, seguem alguns resultados diretos:

P@)=0. (4)

A probabilidade de nao ocorrer nenhum evento é nula.

P(E?) =1- P(E). (5)

A probabilidade de um evento ndo ocorrer, é igual a 1 menos a probabilidade de que ele ocorra.

ECF = P(E)< P(F). (6)

Se um evento E esta contido em outro evento £, entdo, a probabilidade de ocorrer E' € menor,
ou igual (caso sejam 0 mesmo evento), que a probabilidade de ocorrer F'.

P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(EF). (7)

O Axioma 3 afirma que, a probabilidade da unidao de eventos disjuntos, € dada pela soma das
probabilidades desses eventos. Na proposigao (2.7), a ideia € ampliada para dois eventos néo
necessariamente disjuntos.

As demonstracdes das proposicdes (2.4), (2.5), (2.6) e (2.7) podem ser encontradas no
apéndice A.

Um caso particular, frequentemente encontrado em problemas de probabilidade, é
o de espacos amostrais com resultados igualmente provaveis. Suponha o espag¢o amostral
S ={E\,EsEs,...,E,}, emque P(E,) = P(E,) = ... = P(E,). Neste caso, P(E;) = 1/n,
i=1,2,3, .., n. Apartir dessa equacao e do Axioma 3, resulta que, para cada evento E,

n(

~—

em que n(FE) é o nimero de resultados em E e n(S) é o nimero de resultados em S.
A demonstracao desse resultado pode ser encontrada no Apéndice A.

Exemplo (2.1.6): Em uma urna com 5 bolas, sendo duas vermelhas, duas azuis e uma
preta, qual a probabilidade de retirar ao acaso uma bola vermelha?
Seja V o evento em que se retira uma bola vermelha. A probabilidade de retirar qualquer uma
das bolas é a mesma. Portanto, em um espago amostral com 5 resultados, o evento desejado
possui 2 resultados. Logo P(V') = 2/5.
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2.1.4 Probabilidades Condicionais
Ao calcular uma probabilidade, caso se disponha de informacdes parciais a respeito do

resultado de um experimento, esta denomina-se probabilidade condicional. Dados dois eventos
E e F', a probabilidade de que E ocorra, dado que F' ocorreu, é dada por

P(E|F) =

(9)

A deducgao deste resultado vem do fato de que, se o evento F' ocorreu e espera-se

que FE ocorra, entdo o resultado esperado estd em E N F'. Além disso, como F’ ja ocorreu, 0o

espago amostral, que anteriormente era S, é entao reduzido para F'. Portanto, a probabilidade

condicional é dada pela probabilidade relativa entre EN F' e F'. Equivalentemente, esta equagao
pode ser expressa como

P(EF)= P(E|F)P(F). (10)

Exemplo (2.1.7): Uma urna contém 5 bolas, sendo duas brancas, duas azuis e uma
vermelha. Qual a probabilidade de uma pessoa retirar, ao acaso e sem reposi¢do, duas bolas
brancas?

Seja B; o evento em que se obtém uma bola branca na primeira retirada e B> o evento
em que se obtém uma bola branca na segunda retirada. Logo,

- ()(3)-(3)

A generalizacdo da equacdo (2.10), comumente conhecida como regra da
multiplicagéo, é dada por:

P(EyF3E;s...E,) = P(Ey)P(E3|Ey)P(E3|ELEy)...P(Ey|En1... B> EY).

Para provar este resultado, basta aplicar a definicdo de probabilidade condicional a cada uma
das probabilidades do lado direito da equagéo.

Probabilidades condicionais satisfazem todos os trés axiomas da probabilidade. A de-
monstracao deste resultado pode ser encontrada no capitulo 3 do livro "Probabilidade: um curso
moderno com aplicacdes”, de Sheldon Ross.
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2.1.5 Lei da Probabilidade Total
Dados dois eventos E' e F', é possivel expressar o evento £ da forma
E=FEFUEF°.

Isso se deve pelo fato de que os resultados de E ou estdo em £ e, a0 mesmo tempo em
F', ou estdo em E, mas nao estdo em I, ou seja, estdo em F°. Os diagramas de Venn podem
ser Uteis na compreensao desse resultado:

Figura2- F = FF U EF*“.

E F

Fonte: Autoria Prépria.

Os eventos E'F' e EF° sao mutuamente exclusivos, portanto, pelo Axioma 3

P(E)= P(EF)UP(EF®)
= P(E|F)P(F) + P(E|F°)P(F°),

logo
P(E) = P(E|F)P(F)+ P(E|F°)(1— P(F)). (11)
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Essa férmula é 0til para quando ha dificuldade em se calcular uma probabilidade
diretamente, mas o célculo se torna simples ao conhecer a probabilidade de ocorréncia de
outro evento.

Esse raciocinio pode ser estendido para um ndmero maior de eventos. Considere uma
série de eventos F' = {F},F,,F3,...F,, }, com Fy, Fy,....F,, mutuamente exclusivos entre si, de

n
tal forma que S = U F;. Neste caso, F' € denominado uma particdo. Tomando um outro evento

=1
E/, deste mesmo espago amostral, £/ pode ser escrito como: £ = EFy U EF, U ..U EF,,, logo

P(E) = P(EF, UEF,U...UEF,).

Como os eventos de F sdo mutuamente exclusivos, pode-se aplicar o Axioma 3 e, por fim, a
definicdo de probabilidade condicional, obtendo

P(E) =Y P(E|F)P(F;).

Este resultado é conhecido como lei da probabilidade total.

Exemplo (2.1.8): Certo estudante fara um exame com questdes objetivas. Esse
estudante sabe responder corretamente 60% das questdes, porém, nas outras 40%, ele
chutard uma alternativa aleatéria, com 0,2 de probabilidade de acertar. Qual a probabilidade
desse estudante responder corretamente a primeira questao?

Seja T' o evento em que o estudante acerta a questéao, F' o evento em que o estudante
sabe a resposta e (G 0 evento em que ele nao sabe a resposta e, portanto, chuta uma alternativa.
Pela lei da probabilidade total, sabe-se que

P(T) = P(T|F)P(F) + P(T|G)P(G)
= (1)(0,6) + (0,2)(0,4)

= 0,6 +0,08 = 0,68.
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2.1.6 Teorema de Bayes

Outro resultado usado para calcular probabilidades condicionais, é o feorema de Bayes.
Através dele é possivel calcular P(E|F), a partir de uma informagéo a priori sobre P(F|E).
O teorema de Bayes é uma consequéncia simples da definicdo da probabilidade condicional.
Ele € nomeado por ser extremamente Util nas inferéncias sobre fendmenos que nao podem ser
observados diretamente (YATES; GOODMAN, 2017).

Teorema (Bayes): P(F|E)P(E)

P(E|F) = POF)

A demonstracao do teorema pode ser encontrada no apéndice A.

Exemplo (2.1.9): Um exame de sangue feito por um laboratério, tem eficiéncia de 95%
na deteccao de certa doencga, quando ela esta de fato presente. Entretanto, o teste também leva
a um resultado "falso positivo"em 1 % das pessoas saudaveis testadas (isto é, se uma pessoa
testada for saudavel, entdo, com probabilidade 0,01, o teste indicara que ele ou ela tem a
doenca). Se 0,5% da populacdo realmente tém a doenca, qual é a probabilidade de que uma
pessoa tenha a doenga, dado que o resultado do teste deu positivo?

Seja D o evento em que a pessoa possui a doenga e 7' 0 evento em que o resultado do

teste da positivo. Pela lei da probabilidade total sabe-se que

P(T)= P(T|D)P(D)+ P(T|D°)P(D°)

= (0,95)(0,005) + (0,01)(0,995) = 0,0147.

Portanto, pelo teorema de Bayes

P(T|D)P(D)
P(T)
(0,95)(0,005)

=1 /7 23.
0,0147 0,323

P(D|T) =

Nos topicos 2.1.7 a 2.1.10 a seguir, serdo abordados alguns conceitos especificos que
nao se aplicarao a resolucao do problema, mas que serao Uteis na elaboracao do algoritmo para
as simulagoes.
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2.1.7 Variaveis Aleatérias

Supondo que para cada ponto de um espaco amostral seja atribuido um nimero. Dessa
forma, é definida uma funcao neste espagco amostral. "Esta funcao é chamada de variavel ale-
atoria (ou variavel estocastica) ou mais precisamente uma fungdo aleatéria (fungdo estocas-
tica)"(SPIEGEL; SCHILLER; SRINIVASAN, 2015). "Em geral, a variavel aleatoria tem um signifi-
cado especifico que pode ser fisico, geométrico ou outro"(SPIEGEL; SCHILLER; SRINIVASAN,
2015).

Exemplo (2.1.10): Suponha que uma moeda seja langada duas vezes. Logo, 0 espago
amostral é S = {CC,CK, KC, KK}, em que C representa cara e K representa coroa. Seja
X o numero de caras obtidas nesses langamentos. Para cada ponto de S, podemos associar
um valor para X.

Quadro 1 - Variaveis Aleatorias
Ponto Amostral | CC | CK | KC | KK

X 2 1 1 0
Fonte: Autoria Propria.

Uma variavel aleatéria pode ser tanto discreta, quando assume um namero finito ou um
namero infinito contavel de valores, quanto continua, quando assume um numero infinito ndo

contavel de valores.

2.1.8 Distribuicao de Probabilidades

Considere X uma variavel aleatéria discreta. Suponha também que os valores possiveis
que ela pode assumir sdo dados por x1, T2,13,..., dispostos em alguma ordem. Estes valores
s&0 assumidos com probabilidades dadas por:

P(X = :L'k) = f(l’k),k’ = 172,3,...

A fungdo de probabilidade ou ainda distribuicdo de probabilidade é dada por:
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Uma funcgéo é dita funcao de probabilidade, se cumprir com o0s seguintes requisitos:

f(x) > 0;
> flw) =1,

para todos os possiveis valores de x.
Exemplo (2.1.11): Suponha que em uma urna ha uma bola branca, uma bola preta e
uma bola azul. Ao retirar 2 bolas simultaneamente e ao acaso da urna, o espago amostral é

dado por S = {PB, PA, AB}. Determine a fungdo de probabilidade do evento em que se
retira uma bola azul da urna.

P(PB) = P(PA) = P(AB) = é;

P(X =0)=P(PB) =

)

_l_

Wl = Wik

P(X =1)=P(PA)+ P(AB) =

W
Il
Wl o

Quadro 2 — Funcao de Probabilidade
x 0 1

flx) | 1/3 | 2/3
Fonte: Autoria Prépria.
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2.1.9 Distribuicao de Bernoulli

Na pratica, muitos experimentos admitem apenas 2 resultados. Estes resultados podem
ser classificados genericamente como sucesso € fracasso. Estes tipos de experimento rercebem
0 nome de ensaios de Bernoulli. Uma variavel aleatéria de Bernoulli pode assumir dois valores,
1 para sucesso, e 0 para fracasso. Se p é a probabilidade de sucesso e 7-p é a probabilidade
de fracasso, entdo a funcao de probabilidade de Benoulli ¢ dada por:

Quadro 3 — Funcao de Probabilidade Bernoulli
T 0 1

flx) [1p|p
Fonte: Autoria Propria.

Sucessivos ensaios de Bernoulli, independentes e com mesma probabilidade de su-
cesso, sdo sdo ditos uma distribuicdo binomial.

2.1.10 Distribuiucao Uniforme

Uma variavel aleatoria X é dita ser uniformemente distribuida em ¢ < x < b, se sua
funcéo de densidade for

,a<x<b
flx)=q0b—a
0
e sua distribuigao € dita uniforme (SPIEGEL; SCHILLER; SRINIVASAN, 2015).
Sua fungao de distribuicao é dada por
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2.2 Transformada Z

Uma das principais ferramentas que sera usada na resolucao do problema, no préximo
capitulo, é a Transformada Z. "A Transformada Z é um poderoso método para resolver equa-
¢Oes de diferencas e, em geral, para representar sistemas discretos (POULARIKAS, 2010). "A
transformada Z define como construir uma fungéo a partir de uma sequéncia"(VENTURI, 2016).
Esta transformada, converte uma sequéncia numérica x,, em uma fungao de variavel complexa
X (z). Sera utilizado também uma uma segunda notagdo Z(z, ), para se referir a esta fungéo.

A transformada Z de uma sequéncia x,, = {zg, x1, Z2, ...}, € dada por:

Z{zn} = X(2)
= x x x
:anz —a:o+—1+—§ _§+ (12)
o z oz z

O somatdrio (2.12) é dito uma série de numeros complexos.

E importante destacar que, para que a sequéncia x, admita transformada Z, é
necessario que a série (2.12) seja convergente para pelo menos um complexo z, o que de-
fine um dominio ndo vazio (PROBST; SANCHEZ; VENTURI, 2017).

Uma série é dita absolutamente convergente se a série dos modulos

D lail = || + |wal + oo+ 2] + o
=1

€ convergente (GUIDORIZZI, 2002).

Lema (2.1): Toda a série absolutamente convergente, é convergente.

Para verificar em quais condicées a transformada Z converge, serd considerado o
exemplo de uma série de soma geométrica. Tomando z complexo e a sequéncia de poténcias
de z (z,, = 2"), a série geométrica f,, é definida por:

fn:sz:1+z+22—0—...+z".
k=0

Tomando r = |z|, a série de moédulos s,, € dada por

sn:Zrk:1+r+r2+...+r".
k=0

Ao multiplicar esta série por r, obtém-se
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Sy =1 P =r 4t T
k=0

subtraindo este resultado de s,

Sp— T8y =1—7"T

Sp(l —7)=1— "t

1— Tn+1
Sn = 1_r (13)
Ao tomarr = |z| < 1, tem-se que
1 —pntl 1

lim s, = lim = .
n—00 n—soco 1 —1r 1—r

Portanto, a série converge para 1/(1-r).
Como a série f,, é absolutamente convergente, pelo Lema (2.1), ela é convergente.

Ao tomarr = |z| > 1, tem-se que

lim s, = lim —— = oo.
n—00 n—oco 1 —7r

Logo, a série diverge.
Obtemos analogamente que f,, = (1 —
esta funcdo converge, sera considerado a forma polar do complexo z, de argumento 6.

2"*1) /(1 — r). Para verificar o valor para o qual

z = |z|(cos(0) + isen(6))

= r(cos(f) + isen(P)).
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Da férmula de Euler, sabe-se que
e = cos(0) + isen().

Logo,

Dessa forma, para todo n € N, tem-se que

com e’ = cos(nf) + isen(nd).
Portanto, sabe-se que |¢™’| = \/cos?(nf) + sen?(nd) = 1. Ou seja, ¢™? é limitada para todo
n € N.

Lema (2.2): Sejam f e g duas fungdes, tais que

lim f(z) =0,
r—a

e g é limitada. Entdo, existe
lim f(z)g(z),
r—a

e este limite é zero.

Pelo Lema (2.2), conclui-se que, para todo r» < 1

lim 2" = lim r"-e™ = 0.
n—oo n—oo

Logo,
1 — n+1 1
lim f, = lim SR )
n—00 n—o00 ]_ -z ]_ — Z

E para todo r > 1, este limite ndo existe.
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Serao considerados alguns exemplos de sequéncias cujas transformadas Z sao dadas
por séries geométricas.
Exemplo (2.2.1): Seja a sequéncia z,, = {1, 1, 1, 1,...}. Sua transformada Z é dada por

oo

11 1
1™ =1+ =4 =+ — + ...
> 1z tot Gt

n=0

Essa é uma série geométrica cuja razdo é 1/z. Para que a série seja convergente, € necessario
que o mddulo da razao seja menor que 1, como visto anteriormente. Portanto, se |1/z| < 1, ou
equivalentemente |z| > 1, a série converge para

1 z

=7
12 7 1
z
Nesta forma, fica mais evidente que se trata de uma funcao de variavel complexa z. Por
isso, a notagdo X (z) = z/(z — 1) passa a ser utilizada.
Exemplo (2.2.2): Seja a sequéncia z, = a", ou seja, a sequéncia z, =

{1,a,a? a?, ...}, sua transformada Z é dada por

N . a a* @
Zaz =l+-+5+5+..
z 22z

n=0

Essa é uma série geométrica de razdo a/z. Logo, sua transformada Z existe para |a/z| < 1,
ou ainda |z| > |a|. Neste caso, a série converge para

Entdo, X (2) = z/(z — a).
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2.2.1 Regido de Convergéncia

Nos exemplos anteriores, foi observado que a transformada Z nao esta definida para
qualquer complexo z, apenas para um z tal que |z| > R. Esta expressdo representa uma
regiao do plano complexo e € denominada regido de convergéncia.

A regiao de convergéncia do exemplo (2.2.1) esté ilustrada na figura 3.

Figura 3 — Regido de Convergéncia.
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Fonte: Autoria Propria.




32

2.2.2 Propriedades

Dentre as propriedades da transformada Z, serdo destacadas as que serdo usadas na
resolucdo do problema no proximo capitulo. Sao elas:

1. Linearidade: Sejam a e b niUmeros complexos dados, x,, e v, sequéncias, e X(z) a
transformada Z de z,, para |z| > R; e Y(z) a transformada Z de y,,, para |z| > Rs.
Entao

Z{azx, + by,} = aX(2) + Y (2).

para |z| > max{ Ry,Rz}.

2. Diferenciagéo: Se a transformada X (z) = Z{x,} existe para |z| > R, entdo a trans-
formada Z{nx, } também existe para |z| > R e tem-se

Z{nz,} = —zdiZX(z).

3. Similaridade: Sejaa € C,a # 0 e X(z) atransformada Z de z,,, para |z| > R. Tem-se
que

Z{a"x,} =X (f) ,
a
para |z| > |a|R.
4. Translagéo: Seja X (z) a trasformada Z de x,,, para |z| > R. Ent&o:

 Translagao para direita

Z{xn_i} = 27X (2),
para|z| > Rek €N

» Translacdo para esquerda

k—1

Z{Tnin} = 2" X (2) — Z T, 2"

n=0

para|z| > Rek €N

As demonstragdes destas propriedades, podem ser encontradas no apéndice A.
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2.2.3 Transformada Z Inversa

Dada uma fungéo de varidvel complexa X(z), caso seja possivel determinar uma
sequéncia z,, tal que Z{z,} = X(z), entdo esta sequéncia é chamada transformada Z in-
versa de X(z) e é denotada por Z~{X (2)}.

A figura 4 ilustra a definicdo da transformada Z e sua inversa.

Figura 4 — Transformada Z e sua inversa

Z{zn}

T

Z7H{X(2)}

Fonte: Autoria Prépria.
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Para determinar a transformada Z inversa de uma funcdo, serdo apresentados 4
diferentes métodos:

1. Série de Poténcias

Este método tem por objetivo expandir X (z) em uma série de poténcias de z !, para
obter uma expressao da forma

X(z2) = Z:an_", (14)
0

com |z| > R. Dessa forma, a sequéncia de coeficientes x,, determina a transformada
Z inversa.

Exemplo (2.2.3): Seja X (z2) = z(2+1)/(z — 1), determine a transformada Z inversa
de X (z).

Ao dividir o polinémio z(z + 1) = 2% + z por (z — 1) = 22 — 2z + 1, obtém-se
quociente 1 e resto 3z — 1. Normalmente o processo encerra-se aqui, porém, é possivel
continuar o processo gerando poténcias de 2! no quociente para eliminar termos do
resto. Neste exemplo, ao somar o termo 3z~! no quociente, obtém-se um quociente
1+ 32! eresto 5 — 3z7L. Por sua vez, é possivel eliminar o termo 5 do resto ao
somar no quociente o termo 5z~ 2. Repetindo esse processo algumas vezes, obtém-se
oquociente 1 + 3271 + 5272 47273 4 ..

Figura 5 — Série de poténcias.

Fonte: PROBST et al., 2017.

A expressao do quociente esta da forma (2.13). Portanto, os coeficientes deste po-
linémio determinam a sequéncia =, = {1,2,5,7,9,...},0u seja, € uma sequéncia de
nameros impares iniciada em 1. Entao, x,, pode ser escrita da forma z,, = 2n + 1.

Para verificar se o resultado obtido esta correto, basta aplicar a transformada Z na
sequéncia obtida e comparar com a fungéo X (z).
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2. Fragbes Parciais

Este método tem por objetivo decompor a fungdo X(z) em uma soma de
fracdes, chamadas fragcbes parciais, cuja transformada Z seja mais facil de se calcular.
Geralmente, este método é aplicado em expressodes da forma

em que A(z) e B(z) s&o polindmios em z.

Exemplo (2.2.4): Seja X (2) = 2%/(2—a)(z—b),ondeae b € C e a # b, determine a
transformada Z inversa de X (z).

Sera considerado inicialmente X (z)/z, para facilitar a determinagéo da decomposigao.

X(z) z

2 (z—a)(z—10)
Tomando o e § € R, entdo X (z) pode ser escrito na forma

X(z) o« 6}

z (z—a)+(z—b)
:a(z—b)+ﬁ(z—a)

(z—a)(z—0)
_ (a+ B)z — (b + aff)
(z—a)(z—b)

Pela igualdade dos polindmios em z nos numeradores, conclui-se que

a+pf=1
ba+ af =0

Ao resolver o sistema, obtém-se

Portanto,
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Ao aplicar a tranformada Z inversa e a propriedade de linearidade, tem-se que

o= () 2 () <) 2 ()

z z , ,
Como < ) e ( b) séo transformadas de sequéncias conhecidas (exemplo
z—a z—

ZUX(2)) = (%) "+ (b f a) b

bn—i—l _ an—i—l

2.2.2), tem-se que

b—a
anrl _ an+1
Portanto, a sequéncia procurada é z,, = b —a
—a

Exemplo (2.2.5): Seja X (z) = z/(z —a)(z —b),onde a e b € C e a # b, determine a
transformada Z inversa de X (z).

Fazendo um processo anélogo ao do exemplo anterior, obtém-se &« = —1/(b — a) e
f =1/(b— a). Portanto,
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3. Convolugao

A convolugdo de duas sequéncias, x, € y,, € uma nova sequéncia w,,, denotada por
w, = T, * 1y, € é dada por

n
Wn = E Tn—kYk-
k=0

A propriedade da convolugédo pode ser Util no célculo da transformada Z~! de uma
funcdo X (2):

Se Z{z,} = X(z), para |z| > Ry e Z{y,} = Y(2), para |z] > Rs, entdo Z{z, *
ynt = X(2)Y (2), para |z| > max{Ry,R2}.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada no capitulo 1 do livro Uma Intro-
ducdo a Transformada Z, de Probst, Sanchez e Venturi.

A forma de utilizar este teorema para determinar a transformada Z~! de uma funcéo
X(z), esta exemplificada a seguir:

Exemplo (2.2.6): Seja X (z) = 2%/(z — 1)%. Sabendo-se que Z{1} = z/(z — 1) e
Z{n} = z/(z — 1)?, determine a sequéncia z,,.

z—1 (z—1)2
= Z{1}- Z{n}.

Utilizando a propriedade da convolugao:

22

(z—1)%

Z{1lxn}=2Z{1} - Z{n} =

Aplicando a definicdo de convolucéo:

1*n:zn:1.k
k=0

=04+14+2+3+...+n
_n(n+1)

==

n(n+1)

Portanto, z,, = 5



Exemplo (2.2.7): Determine a sequéncia z,, de X (z) = 2%/(z — a)(z — b).

x6 = || |5
= Z{a"}- Z{b"}

= Z{a" xb"}.

Aplicando a definigao:

n

a” % b = E a”kpk
k=0
n

—a" Z afkbk

k=0
n - b ’
k=0

Da equagéao (2.13), segue que

n+1l _ bn+1 bn+1 . n+l

a

a—> B b—a

38



Exemplo (2.2.8): Determine a sequéncia =, de X (z) = z/(z — a)(z — b).

Do exemplo 2.2.7, tem-se que

a—>b

n+l _ pn+l
X(z) =212 {u} :

Aplicando a propriedade da translagao, tem-se que

X(z):Z{a::zn},

pois, dada a sequéncia

an+1 _ bn+1
Yn —a 7
= (y()a Y1, Y2, )

at — b a? b o -3
:<a—b’ a—b’ a—b ,...),

sabe-se que
Yn—1 = <y717y07y17y27 )
= <07y07y1>y27“')
1 _ bl 2 _ b2
— (0,2 ¢ .
a—b a-—>b
aO_bO al_bl a2—b2
Logo,

an_bn_bn_an
a—b  b—a

Portanto, a sequéncia procurada, é dada por

Yn—1 =

b — a™

b—a

Tp = Yn—-1 =

39
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4. Residuos

A fundamentacao do método dos residuos, vem de resultados importantes da analise
complexa (YATES; GOODMAN, 2017). Alguns destes resultados serdo considerados

sem demonstracao.

Definicéo (P6lo). Considere uma fungédo F'(z), da forma
A_m a_q

F(z):m+...+z_zo

+ ) an(z = 20)", 0o # 0, (15)

n=0

2o € chamado polo de ordem m da fungéo F.

Em geral, para determinar os pélos de uma func¢ao (caso existam), € necessario escre-
ver a funcao na forma da série de Taylor. Porém, o resultado a seguir pode ser muito
util para determinar os pélos, de uma forma mais simples.

Seja

H(z)

F(2) = G

onde H(z) e G(z) séo fungdes polinomiais e 2y € C, tal que H(zy) # 0. Entéo, z, é
um pdlo de ordem m de F(z) se, e somente se, 2z, € uma raiz de multiplicidade m de
G(z).

Portanto, para determinar os pélos da fungao, basta determinar as raizes de G(z) que
ndo sejam raizes do numerador H (z).

Exemplo (2.2.9): Determine os pélos da fungéo F(z) = z/z* + 1.

As raizes de 22 + 1 sd0 z = i e z = —i, ambas com multiplicidade 1. Como estas ndo
sdo raizes do numerador, entdo z = i € z = —i sdo polos simples de F'(z).



Definicao (Residuo)

Seja

a_m a
F(z) = ———+ ...
(2) = 2" + ...+ o

n - n, —m 0.
ZO+Z&(2 20)", A F

n=0
O coeficiente a_; é dito residuo de F'(z) e é denotado por Res F'(z).
z2=z0

Quando a fungéo possui um pdélo simple zy, o residuo pode ser obtido com

Res F(z) =a—; = im [(z — 29)F(2)].

Z=Z0 Z—r20

E quando a fungao possui pélo duplo zy, o residuo pode ser obtido com

Res F(z) = lim i[(z — 20)2F(2)].

Z=Zz0 z—z0 A2
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(17)

Nao sera considerado o caso geral para o calculo de residuos nos pélos de ordem m.

As demonstracdes dos resultados (2.15) e (2.16), podem ser encontrados no capitulo

2 do livro Uma Introdugéo a Transformada Z.

Exemplo (2.2.10): Determine os residuos da fungéo F'(z) = z2/(z + 3)(z — 1)%.

A fungéo do exemplo possui polos, -3 e 1, de ordens 1 e 2 respectivamente. Portanto,

Res F(z) = lim [(z 4+ 3)F(2)]

z=-3 z——3
52
= i 3
Jim, (2 43) (z +3)(z — 1)?2
22 9

(- 12 16

1 z—=1 dz

é%:es F(z) = lim i[(z —1)*F(2)]

2
P
—1dz (z+3)(z—1)2
= lim 4 G
~eoidz | (24 3)
. (243)22—22 7
= lim = —.
=1 (24 3)2 16

= limi {(z 1

A expresséo (2.14), é considerada um caso particular da chamada série de Laurent de

uma funcao.
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Se X(z) é analiticaem r < |z — zg| < R, entdo X(z) pode ser escrito como

onde . %
a, = —j{ —<Z> dz,
21 Jo (2 — zo)"H!

e C é qualquer curva simples fechada que separe |z — 25| = r de |z — 29| = R. A série
definida por X (z) e a,, € chamada série de Laurent de X (z) ao redor de z.

Dada uma sequéncia z,,, pela definicdo da transformada Z, tem-se que

X(z) = Z Tz
k=0

Ao multiplicar a fungdo X (z) por 2!

, obtém-se um desenvolvimento da série de
Laurent de 2"~ ' X (z) = F(z) em torno de z, = 0. Através do teorema da série de

Laurent, é possivel calcular o termo x,, como

1
T, =— @ F(2)dz.
2mi Jo
Para ndo precisar calcular cada termo da sequéncia através de uma integral de linha,
sera necessario aplicar o Teorema do Residuo, enunciado a seguir.
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Se C' é uma curva fechada simples orientada positivamente, tal que X (z) é analitica
sobre C' e no seu interior exceto nos pontos z1,...,2;, entdo

= X(2)dz = Z Res X (2).

271 C

Portanto, para calcular a transformada Z inversa basta tomar

k k
Ty = Z g%:ezf X (2) = Z 5:63;9 F(z).
j=1 =1

As demonstracdes destes resultados podem ser encontradas no livro "Uma introdugao
a Transformada Z, nas paginas 54 a 56.

Exemplo (2.2.11): Calcule a transformada Z inversa de X (z) = 22/(z + 3)2.

Para utilizar o método dos residuos, calcula-se 2" ' X (z) = F(z):

zn+1

Esta fungao possui um pdlo de segunda ordem em z = —3 para n > 0, portanto
z, = Res

= limg(n +1)2"

=(n+1)(-3)".

Portanto, Z7'X(2) = (n+ 1)(=3)™



Exemplo (2.2.12): Calcule a transformada Z inversade X (z) = z/(z — a)(z — b).

Tomando F(z) = 2" 1 X(z), tem-se que

n

o=

Esta fungéo possui pélos simples em z = a e em z = b, logo

" 2"
n=Res—~ {Res—
TG S G aE )

" 2"
—lm(z—a)— At lim(r—b)
zl—I>IclL(Z @) (z—a)(z—0) +zlg}><z )(z —a)(z—10)
= lim + lim
z—a 2 — z—=b 2 —a
a” b b —a”
= _|_ —

44
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2.3 Equacoées de Diferencas

Uma equacao é de natureza recursiva quando é definida em funcao dela mesma, apli-
cada a valores anteriores (PINHEIRO; LAZZARIN, 2015). Pode-se dizer tambem que uma equa-
cdo de diferencas é uma equagao que descreve uma relagao entre 0s termos de uma sequéncia
de nimeros. Uma sequéncia é chamada de solu¢ao da equagao de diferengas, quando os ter-
mos da sequéncia satisfazem a equacao (PROBST; SANCHEZ; VENTURI, 2017).

Exemplo (2.3.1): Mostre que a sequéncia x,, = 2", com n € N, é solucdo da equagao
de diferencas x,,+1 = 2x,,.

A sequéncia z,,, € dada por

xr, =2" =1{1,2,4,8,16,...}.
Esta sequéncia satisfaz a equacao de diferencas, pois
Tpi1 =2"T =227 =2.1,.

Porém, é importante considerar que a solucdo desta equacado nao é unica. Por exem-
plo, a sequéncia =, = {5, 10, 20,40, 80, ...}, também ¢é solugdo da equagdo de diferencas.
Em geral, quando pretende-se determinar uma solugéo Unica, é necessario estabeelecer uma
condicao incial.

No exemplo anterior, se for determinada a condicao inicial o = 1, entdo a sequéncia
x, =2" =1{1,2,4,8,16, ...}, torna-se a nica solugdo possivel.

Uma ferramenta util para determinar a sequéncia x,, que satisfaz uma equacao de
diferencgas, € a transformada Z.“Aplica-se a transformada Z de ambos os lados da equagao,
obtendo uma equagéo algébrica em X (z), com varidvel z complexa. A partir desta equagéo
em X (z), toma-se a transformada Z inversa para encontrar x,, em termos de n, variavel que
pertence ao conjunto dos numeros naturais” (SERTOZ, 2004).

Esta sera a estratégia empregada no proximo capitulo, no qual serd considerada a
resolucdo de um problema envolvendo jogos de azar.
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3 UM PROBLEMA DE PROBABILIDADE

Com todas as ferramentas necessarias ja bem definidas, neste capitulo sera construida
a solugao para o problema a seguir.

Dois jogadores disputam uma série de partidas. Cada partida é iniciada por quem ven-
ceu a partida anterior. Em cada partida, quem a iniciou tem probabilidade 0,6 de ganha-la e
probabilidade 0,4 de perdé-la. Se o jogador A iniciou a primeira partida, qual é a probabilidade
do jogador B ganhar a n-ésima partida?

A principio, pode parecer uma boa estratégia aplicar o teorema de Bayes para
solucionar o problema, visto que deseja-se determinar uma probabilidade, dado uma
informacdo a priori. Porém, a aplicagdo do teorema de Bayes exije que, caso pretenda-se
calcular P(E|F), tenha-se informagdes sobre P(F'|E). O objetivo do problema em questao
é calcular P(B vencer n-ésima partida | A iniciou a primeira partida), porém, nao sao fornecidas
informacdes sobre P(A iniciar a primeira partida | B venceu a n-ésima partida).

Ao fornecer informagdes sobre a probabilidade de vitoria, conhecendo o resultado da
partida anterior, o problema cria as ferramentas necessarias para a aplicacao da lei da probabi-
lidade total.

Inicialmente, serdo escolhidas notagdes para os elementos que serdo considerados na
solucao:

O espacgo amostral, denotado por S, é o conjunto de todos os possiveis resultados.

B,, é o evento formado por todos os possiveis resultados, em que o jogador B vence a
n-ésima partida.

A,, é o evento formado por todos os possiveis resultados, em que o jogador A vence a
n-ésima partida.

Visto que neste jogo € impossivel que ambos os jogadores vengam a mesma partida, €
possivel concluir que A,, e B,, sdo eventos mutuamente exclusivos.
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Além disso, o conjunto A,, U B,, = S. Talvez estas afirmagdes nao sejam tao intuitivas,
entdo sera considerado um exemplo. Tomando n = 3, os conjuntos As, Bs e S3 estdo descritos
nas tabelas a seguir. Considere que "A"representa uma vitéria do jogador A, que "B"representa
uma vitéria do jogador B € a ordem com que as letras estdo dispostas, representa a ordem dos
resultados das partidas ("A, A, B"por exemplo, representa duas vitérias consecutivas do jogador
A seguidas de uma vitéria do jogador B).

Quadro 4 — A3 e Bs.

A3 Bg
B,B,A | B,B,B
B,A,A | B/A,B

AB,A | AB,B

AAA | AAB
Fonte: Autoria Propria.

Quadro 5 - Ss.
S3
B,B, A
B, B,B
B,A A

B,A,B
A B, A
A/ B B
A A A

A A B
Fonte: Autoria Prépria.

Ao observar um exemplo nos quadros 4 e 5, fica mais evidente que o conjunto 4,,UB,, é
iguala S e que A,,B,, = @. Portanto, como A,, e B,, sdo mutuamente exclusivos e A,UB,, = S,
tem-se que

P(A,) = P(B,) =1— P(B,). (18)

Agora, aplicando a lei da probabilidade total

P(E) =Y P(E|F)P(F;).
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Tomando B,,_; e A,,_1 como sendo os eventos em que, o jogador B vence a (n-1)-ésima partida
e o jogador A vence a (n-1)-ésima partida, respectivamente, tem-se que

P(Bn) = P(Bn’anl)P(anl) +P(Bn’Anfl)P(Anfl)' (19)
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Aplicando na expressao o resultado de (3.1), tem-se

P(Bn) = P(Bn|Bn—1> ) P(Bn—l) + P(Bn|An—1) ’ [1 - P<Bn—1)]
= P(Bn|Bn71> ) P(anl) + P(Bn|Anfl) - P<Bn’An71> ) P(anl)

= [P<Bn’Bn71) - P<Bn’An71)] 'P(anl> + P<Bn’An71)~ (20)

Como P(B,|B,_1) e P(B,|A,_1) sdo dados no enunciado do problema, com os valo-
res de 0,6 e 0,4 respectivamente, entdo

P(B,) =02 P(B,_1)+04.

De forma equivalente, pode-se afirmar que
P(Bny1) =0,2- P(B,) + 04. (21)

A expressao (3.4) pode ser vista como uma equacdo de diferencas, na qual as
probabilidades de vitéria, em cada uma das partidas, representam os termos da sequéncia que
satisfaz a equacao. Para simplificar esta expressao, sera utilizada outra notacao equivalente.

Tomando P(B,+1) = X,+1 € P(B,) = X, a expressao (3.4) pode ser reescrita como

Xni1=02-X, +04. (22)

Para determinar a solugéo desta equacgéo de diferengas, serdo aplicados os conceitos
de transformada Z abordados no capitulo anterior.

Ao aplicar a transformada Z nos dois lados da equacéao, tem-se

Z{X,1}=2{02- X, +0,4}.
Aplicando a linearidade
Z{X,1}=02-Z2{X,} +04- Z{1}.
Do exemplo (2.7.1), sabe-se que Z{1} = Ll Logo,
Z —

z

Z{Xo11} =02 Z{X,} + 04—
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Fazendo a substituicdo da notagdo Z{z,} = X(z) e aplicando a propriedade da
translagéo para esquerda em x,, 11

2X(2) —220=10,2- X(2)+0,4- z—il (23)

Note que na expressao (3.6), a aparicao do termo z, pode parecer confusa, pois €
um valor que ainda nao foi definido. O termo z representa a probabilidade de que o jogador
B venca a partida de numero 0. Porém, as partidas estdo sendo considerados a partir da de
namero 1.

Neste caso, a partida de nimero 0 pode ser considerada como um sorteio, feito para
definir o jogador que iniciaria a primeira partida. Como o problema afirma que a partida foi
iniciada pelo jogador A, entédo a probabilidade de o jogador B ter vencido o sorteio, é zero. Se a
situacdo fosse diferente, com o jogador B iniciando a primeira partida, entdo a probabilidade z,
seria igual a 1.

Portanto, substituindo em (3.6) zo = 0 e isolando X (z)

2X(z) :0,2-)((,2)—|—0,4~L

z—1
(2 — 0,2)X(2) = Zole
0,4z
X = oe 0y

Agora que a transformada Z da sequéncia que satisfaz a equacgéao (3.4) foi determinada,
basta calcular a transformada Z inversa, para determinar qual é esta sequéncia.
Pelo exemplo (2.2.5), tem-se que a sequéncia x,, € dada por

1" — (0,2)"
1-02
1—(0,2)

08

-(1=(0,2)")

T, =04

o)

A

N~ N

(0,2)",

N | —

comn € N.
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Esta sequéncia representa as probabilidades de vitéria do jogador B em cada partida. E

interessante notar que, no caso em que n tende ao infinito, a probabilidade tende a 50%.

Observando no grafico a seguir os pontos desta sequéncia, é facil notar a convergéncia.

Figura 6 — Grafico da sequéncia x,,

o o2 os o6 o8 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44 46 48 5 52 54 56 58 6 62 64

Fonte: Autoria propria..
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Sera que 0 mesmo ocorreria caso as probabilidades fornecidas no problema fossem
outras? Para responder este questionamento, basta efetuar o mesmo calculo para o caso geral.
A partir da equagéo (3.2), definimos P(B,|B,_1) = a e P(A,|A,_1) = [3, consequentemente
P(B,|A,-1) =1 — . Logo,

P(Bn) = P<Bn|anl)P<anl> +P(Bn|An71)P(Anfl>

= aP(Bp-1) + (1 = f)P(An-1).

Aplicando na expressao o resultado de (3.1), tem-se

== (1 =PIP(Bya) + (1= 5).

Equivalentemente, P(B,11) = [a — (1 — 8)|P(B,) + (1 — 5).
Fazendo a substituigdo P(B,11) = X411 € P(B,) = X,,, tem-se

Xt = [a = (1= B))X, + (1 - B).

Ao aplicar a transformada Z em ambos os lados da equacgéao, tem-se

Z{Xnu}t = Z{la = (1-0)]Xn + (1= 5)}.
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Aplicando a linearidade,

Z{Xnu}t =[la—-(1-p)2{Xa} + (1 - B)Z{1}

= la— (1= AIZ{Xa} + (1 - B

Fazendo a substituigdo na notagdo Z{z,} = X(z) e aplicando a propriedade da
translacdo para esquerda em x,, 1,

2
z—1

2X(2) —zwo = [ — (1 = )] X(2) + (1 - B)
Substituindo 2y = 0 e isolando X (z),

(1—-p)z

X@)z—(a-(1-p)=-——

(1-7)=
(z=Dlz—(a+p-1)]

Agora, basta calcular a transformada Z inversa. Do exemplo 2.2.5, tem-se que

X(z) =

B
sl e
:{5963%5}u_@y+5—mq.

Neste jogo, a probabilidade de vitéria de um jogador ndo pode ser 0 ou 1, para que haja

sentido jogar, portanto, pode-se afirmar que

0<a<l; (24)

0<B<1. (25)

Logo,
0<a+pB<2. (26)
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De (3.8), segue que
—l<a+p-1<1.

Como « + 3 — 1 esta no intervalo (-1, 1), tem-se que lim (o + 5 —1)" = 0.
n—oo

Consequentemente
I T ()
tin [ ) - s -y =300

. 1-5 1-p
limx, = =

n-s00 2—(a+p8) (1-a)+(1-5)

Portanto, supondo que outros fatores influenciem o resultado da partida, como por exem-

plo a experiéncia ouu habilidade do jogador, pode-se afirmar que, para quaisquer valores de «
e 8 e um numero suficientemente grande de partidas, o percentual do nimero de vitérias do
jogador ira convergir.

Analisando diferentes casos para « e 3, tem-se:

Se a = 3, entdo

1-8 1

Jim e, = 2-23 2

De fato, caso as probabilidades de vitdria dos jogadores sejam as mesmas, sob a mesma

condicdo, o nimero de vitérias de cada jogador ira convergir para 50%. O gréafico a seguir
representa a convergéncia da sequéncia paraum a = 3 = 0,8.

Figura 7 — Sequéncia x,,, com o = = 0,8

Fonte: Autoria propria..
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Apesar do dominio discreto da funcado, a curva esta sendo analisada de maneira conti-
nua, apenas para facilitar a visualizagdo do comportamento da fun¢gdo em cada um dos casos.
Se a < 3, entdo
1-8<1—aq,

20-0) < (1—a)+ (1 —p),

1 _ 1
I-a)+(1=p) 201-p)

1-p - 1-p _1
l-a)+(1-p5) 20-8) 2
Logo,
Jimn < 5.

O gréfico a seguir representa a convergéncia da sequéncia x,, para 0 caso em que
a=05e[=0_8.

Figura 8 — Sequéncia x,, com o = 0,58 = 0,8

Fonte: Autoria propria..
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Analogamente, se a > (3, entdo

limx, > —.
n—00 2

O gréafico a seguir representa a convergéncia da sequéncia x,, para 0 caso em que
a=08eps=0,7.

Figura 9 — Sequéncia x,, com o = 0,83 = 0,7

Fonte: Autoria propria..

Outro caso possivel, é quando o+ < 1. Neste caso, o+ 5 — 1 < 0, logo, a expressdo
(o + 8 — 1)™ fard com que haja uma alternancia entre valores positivos e negativos, fazendo
com que os pontos convirjam de maneira alternada, entre valores menores e maiores que o
limite.

O gréfico a seguir representa esta situagdo, com o = 0,2 e = 0,3.

Figura 10 — Sequéncia x,, com a = 0,25 = 0,3

Fonte: Autoria propria..

Logo, como esperado, se um jogador tem uma probabilidade maior que o outro de vencer
uma partida, sob as mesmas condi¢des, seu percentual de niumero de vitorias vai convergir para
um valor superior a 0,5.

Agora podemos visualizar estas situagdes na pratica, através de simulagdes.
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4 SIMULACOES

Com o intuito de analisar graficamente os resultados explorados até entao, foram utili-
zados os programas Jupyter Notebook, para simular grandes quantidades de partidas usando
a linguagem de programagéo Python, e Geogebra, para construir os graficos dos respectivos
resultados.

O algoritmo foi programado da seguinte forma:

Entradas:

m (numero de simualgdes que serao realizadas)
n (nimero de partidas em cada simulagao)

« (probabilidade de vitéria de B)

[ (probabilidade de vitéria de A)

Inicializacao:

Definir Variaveis:

A=B=0

x=0¢eR" para: = 0 atén
2(@)=(a+—-1)xp+(1-p)

p = (i)

gerar variavel aleatoria uniforme u € (0,1)
seu < (1 —p)entdo: wB =1

do contrario: wB =0

Fim se:
B=B+wB

Fim para:
A=n—-—B

Saidas:

A, B, x
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Inicialmente foram analisados os resultados de dez partidas, simuladas cinco vezes.
Obteve-se os resultados conforme a seguir.

Quadro 6 — Simulagao 1: 10 partidas.

Simulagéo | Vitérias de A | Vitorias de B
1 4 6
2 5 5
3 6 4
4 6 4
5 4 6

Fonte: Autoria Propria.

A imagem a seguir representa esses dados graficamente, em que cada par de
barras,vermelha e azul, representa um experimento completo.
Figura 11 — Gréfico de 10 Simulagoes

[l vitérias de A

I vitérias de B

Fonte: Autoria propria..
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Novas simulagbes foram, dessa vez com 100 jogos. Os resultados obtidos foram os

seguintes:

120

100

80

Quadro 7 — Simulagao 2: 100 partidas.

Simulagéo | Vitérias de A | Vitorias de B
1 58 42
2 56 44
3 51 49
4 57 43
5 51 49

Fonte: Autoria Propria.

Plotando estes valores no geogebra, obtém-se o grafico da Figura 12.

Figura 12 — Grafico de 100 Simulagoes

H vitorias de A
Hl Vitérias de B

Fonte: Autoria propria..
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Talvez a convergéncia ainda nao fique tdo evidente com cem partidas. Porém ao testar
para mil partidas, a diferenga no percentual de vitérias diminui consideravelmente, conforme
podemos verificar com a proxima simulagao.

Quadro 8 — Simulacao 3: 1000 partidas.

Simulagao | Vitérias de A | Vitorias de B
1 512 488
2 517 483
3 501 499
4 495 505
5 486 514

Fonte: Autoria Prépria.

Figura 13 — Grafico de 1000 Simulacées
1000

8004 B vitérias de A
| Vitérias de B

Fonte: Autoria propria..
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Ja é possivel visualizar com mais facilidade a convergéncia para 50%. Porém, seréo
consideradas mais cinco simulac¢des feitas, com um total de dez mil partidas cada.

Quadro 9 — Simulacao 4: 10000 partidas.

Simulagéo | Vitérias de A | Vitorias de B
1 4986 5014
2 4995 5005
3 4985 5015
4 5037 4963
5 5009 4991

Fonte: Autoria Propria.

Figura 14 — Grafico de 10000 Simulagoes

10000

H vitérias de A
I Vitorias de B
800!

600

Fonte: Autoria propria..
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Conforme visto no capitulo 3, a probabilidade de vitéria do jogador convergiria para
0.5, independente das probabilidades de vitéria iniciais. O mesmo ndo acontece quando « e (3
possuem valores distintos, conforme observado a seguir:

Tomando o = 0,8 e § = 0,2, foram simuladas 5 vezes um total de 10 mil partidas, e
obteve-se os seguintes valores:

Quadro 10 — Simulagdo 5: o« = 0,8 e § = 0,2.

Simulagao | Vitérias de A | Vitérias de B
1 1946 8054
2 2060 7940
3 2042 7958
4 1984 8016
5 1992 8008

Fonte: Autoria Propria.

Figura 15 — Grafico com o = 0,83 = 0,2

10000 [l vitorias de A

[l viterias de B

Fonte: Autoria propria..
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Tomando o = 0,4 e 5 = 0,7, foram simuladas 5 vezes um total de 10 mil partidas, e
obteve-se os seguintes valores:

Quadro 11 — Simulagdo 5: « = 0,4 e 5 = 0,7.

Simulagéo | Vitérias de A | Vitorias de B
1 6641 3359
2 6652 3348
3 6604 3396
4 6665 3335
5 6686 3314

Fonte: Autoria Propria.

Figura 16 — Grafico com o = 0,43 = 0,7

10000
[l vitérias de A
[l vitorias de B

8000

Fonte: Autoria propria..
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi apresentado a solucéo para um problema que envolve partidas em
um jogo de azar. A partir de conceitos estudados sobre probabilidade, optou-se por aplicar
ao problema a Lei da Probabilidade Total que, associada a conclusdes extraidas do enunci-
ado do problema, possibilitou a obtensao da solugdo, através de uma recorréncia (ou equacao
de diferencas). A fim de obter uma solugdo mais especifica para o problema, que nao depen-
desse de termos anteriores da sequéncia solugdo da equacgdo, viu-se necessario o uso de
outra ferramenta matematica. Para tal, foram utilizados os conceitos estudados sobre Trans-
formada Z. Aplicando-se a Transformada a equacao, determinou-se uma expressao para esta
Transformada, que possibilitou, através da aplicagéo da Transformada Z inversa, a obtensao da
expressao geral da sequéncia solugao.

A partir da solugéo obtida, analisou-se o comportamento da fungdo encontrada quando o
namero de partidas tende ao infinito, concluindo-se que o numero de vitérias de cada jogador se
aproximaria de 50%. A partir deste resultado, surgiu 0 questionamento de se 0 mesmo ocorreria
caso os valores das probabilidades fornecidas no problema fossem diferentes, ou caso os joga-
dores tivessem probabilidades de vitéria individuais em cada situagéo. Utilizando-se do mesmo
método empregado anteriomente, foi obtida uma expressao geral como solugéo do problema e,
através desta, constatou-se um comportamento de convergéncia, similar ao do problema inicial,
em cada caso.

Através de simulagbes realizadas no Jupyter Notebook, observou-se diferentes resulta-
dos para o problema proposto. O numero crescente de partidas simuladas, bem como os dados
dispostos graficamente, auxiliaram na compreensdo do comportamento convergente da funcéo.

Além da aplicacdo da Transformada Z no contexto dos jogos de azar, objetivo geral
do trabalho, esta Transformada possui aplicacées em outras areas, como na engenharia, com-
putagdo e economia. Conhecer suas definigcdes, propriedades e os mais diversos exemplos, é
fundamental para a compreenséo dos conceitos.

Uma possivel expansédo deste trabalho seria uma analise das aplicagées da Transfor-
mada Z em outras areas, como na Engenharia por exemplo. Aplicacdes da Transformada Z em
outras areas da Matematica também podem ser exploradas, como na Geometria ou na Matema-
tica Financeira. A relagao entre a Transformada Z e outras transformadas, como a Transformada
de Laplace e a Transformada de Fourier, também sdo questdes muito pertinentes.

Como principais dificuldades no decorrer do desenvolvimento do trabalho, pode-se citar
a elaboragao do cédigo em Python para as simulagbes, a escassez de materiais em portu-
gués sobre Transformada Z, em particular materiais que abordem seu uso em resolugdes de
recorréncias, bem como o longo aprendizado para o dominio do LaTeX.
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Demonstracao.
P(0) = 0.

Prova: Considere a sequéncia de eventos F,Fy,Es,...,onde £, = S e E; = () para
o0

¢ > 1. Como séo eventos mutuamente exclusivos e S = U E;, temos pelo Axioma 3 que
i=1

mﬁ:Ejmﬂw:m@+§:mm,

0 que implica que
P(f) =0.

Demonstracéo.
P(E°)=1—- P(E).

Prova: Como F e E° sdo sempre mutuamente exclusivos e, além disso, £ U E° = S,
pelos Axiomas 2 e 3, tem-se que

1=P(S)=P(FEUE") = P(E)+ P(E°).
Entdo, equivalentemente

P(E°) =1 — P(E).

Demonstracéo.
ECF = P(FE)<P(F).

Prova: Como E C F', pode-se expressar F' como
F=FUE°F.
Como E e E°F sao mutuamente exclusivos, pelo axioma 3, tem-se que
P(F)= P(E)+ P(E°F).

O que prova que P(FE) < P(F), pois P(E°F) > 0. O
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Demonstracao.
P(EUF)=P(E)+ P(F)— P(EF).

Prova: P(E U F') pode ser escrito como uma unido de eventos disjuntos, da seguinte
forma

P(EUF) = P(EUE°F)

= P(E) + P(E°F).
Visto que F' pode ser escrito como F' = EFF' U E°F, entao
P(F)= P(EF)+ P(E°F).

Equivalentemente
P(E°F) = P(F)— P(EF).

Logo,
P(EUF) = P(E)+ P(F) — P(EF).
O
Demonstragao. -
P(E) =",

quando o espago amostral possui resultados igualmente provaveis.
Prova: Como S = E; U E> U ... U E,,, segue que P(S) = P(E;UE,U...UE,). Pelo
Axioma 3, tem-se que
P(S)= P(E,) + P(E2) + ...+ P(E,).

Além disso, pelo Axioma 2, tem-se

P(S)=P(E,)+ P(Ey)+ ..+ P(E,) = 1.
1
Como P(E,) = P(Ey) =...= P(E,),tem-sequen- P(E;) =1= P(E;) = -
Se existem n(.S) resultados em S e um evento E possui n(FE) resultados distintos,
entéo, pelo Axioma 3
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O
Demonstracéo.
P(F/E)P(E)
P(E/F) = ————————
(B/F) = =55
Prova: Como sabe-se das probabilidades condicionais, P(E/F) = P(F) ou, equivalente-
mente, P(EF) = P(E/F)P(F) = P(F/E)P(E).
Portanto, ( / ) ( )
P(F/E)P(E
P(E/F) = ———————
(B/F) = =505
O
Demonstrac&o.

Z{ax, + by, } = aX(2) + Y (2),

para |z| > max{ Ry,Rs}.
Prova:

Z{ax, +by,} = Z(amn + by,)z "

n=0
o0 o0
= E ar,z” "+ E by,z"
n=0 n=0
o o0
:ag a:nz’”—i—bg Ynz "
n=0 n=0

para todo n € N. O
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Demonstracao.

Z{nx,} = —z- diZX(z).

Prova: Se a transformada X (z) = Z{z, } existe para |z| > R, tem-se que, pela conver-
géncia uniforme da série dentro de sua RDC:

d
Logo, Z{nz,} = —z- EX(Z) O

Demonstracéo.
Z{a"r,} =X <E) :
a

para |z| > |a|R.
Prova:

Z{a"x,} = i a"r,z "
n=0
00 S
= nZ:O e
00 2\ —n
=2 ()
—x(3)
B <a '



Demonstracao.
Z{rn_i} = 27X (2),

para |z| > Rek € N.

Prova:
0 0 0 T 1
Z{x”—k}:E+§+"'+ﬁ+§+k_+1+"'
. 1 ) T T2 )
2k (ZO z 2 T
=2 "X (2)
Demonstracéo.
k—1
Z{rpi} = 2" X(2) — anzk_",
n=0

para |z| > Rek € N.
Prova:

oo
Z{x,} = Z T2 "
n=0
k—1 00
= Z Tpz "+ Z T2 "
n=0 n=~k
Tomando n = m + k e fazendo a substituicdo no segundo somatério, tem-se

k—1 00
Z{r,} = anz_” + Z Tz TR
n=0

m+k=k
k—1 [e9)
= Z Tz 4 27F Z Tk
n=0 m=0

k—1
= Z Tn2 "+ Z_kZ{ZEm+k}.
n=0
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k-1
Logo, Z{z,} = Z T2 " 4 27" Z{x, 11 }. Ou seja,
n=0

k—1
Z{xniry = 2 | Z{x,} — anz_”]
n=0
k—1
=2 X(2) - anzk’”
n=0
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