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VOLCE, Cilio José. Recursos Didaticos para Numeros Complexos na perspectiva
da teoria dos Registros de Representagdo Semiodtica. 2022. 156 paginas.
Dissertacédo (Mestrado em Ensino de Matematica) — Universidade Tecnoldgica
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RESUMO

Neste trabalho foi desenvolvido um estudo com o objetivo de criar recursos didaticos
para o ensino de numeros complexos que possibilitem a utilizagao de diferentes tipos
de representacdo semidtica. A dissertacdo estda composta por uma introducgao, trés
capitulos independentes, consideragdes finais e dois produtos educacionais. No
primeiro capitulo, ha um levantamento bibliografico de dissertagdes e teses, junto ao
Banco de Teses da Coordenadoria de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES), acerca de alternativas para o ensino de numeros complexos. No segundo,
apresenta-se uma sequéncia didatica (SD) composta por quatro tarefas tematicas e
interdisciplinares para o ensino de numeros complexos, para o terceiro ano do Ensino
Médio, avaliadas, pelo autor, de acordo com preceitos que podem caracteriza-la como
uma Sequéncia Didatica Investigativa (SDI). O terceiro capitulo discute a
potencialidade do jogo Trincas Complexas, para a compreensao do significado
geométrico das operagdes de adi¢do, subtragédo, multiplicagdo e divisdo com numeros
complexos na forma algébrica e suas respectivas conversdes em representagdes
graficas com vetores. Tanto a SD quanto os jogos criados fundamentaram-se nos
pressupostos tedricos da Teoria dos Registros de Representagcao Semidtica (TRRS)
— 0S quais consideram que o ensino e a aprendizagem da matematica requerem um
trabalho com diversidade de representagdes, e, nas etapas da Teoria das Situacoes
Didaticas (TSD) — que busca propiciar a reflexdo sobre as relagdes entre o0s
conteudos do ensino e os métodos educacionais. Acredita-se que tanto a SD
composta pelas tarefas quanto o jogo tém o potencial de diminuir lacunas de
aprendizagens na visualizagao de representacdes graficas de operacgdes algébricas
com numeros complexos.

Palavras-chave: Numeros Complexos; Sequéncia Didatica; Jogos Matematicos;
Representagdo Semidtica; Participagao ativa.



VOLCE, Cilio José. Didactic Resources for Complex Numbers from the
perspective of the Theory of Semiotic Representation Registers. 2022. 156
pages. Dissertation (Master's degree in Mathematics Education) — Universidade
Tecnologica Federal do Parana, Londrina, 2022.

ABSTRACT

In this work, a study was developed with the objective of creating didactic resources
for the teaching of complex numbers that allow the use of different types of semiotic
representation. The dissertation is composed of an introduction, three independents
chapters, final remarks and two educational products. In the first chapter, there is a
bibliographic survey of dissertations and theses, together with the Theses Bank of the
Coordination for the Improvement of Higher Education Personnel (CAPES), about
alternatives for teaching complex numbers. In the second chapter, a didactic sequence
(DS) was presented, composed of four thematic and interdisciplinary tasks for the
teaching of complex numbers, for the third year of high school, evaluated by the author
according to precepts that can characterize it as an Investigative Didactic Sequence
(IDS). The third chapter discusses the potential of the Trincas Complexas game to
understand the geometric meaning of addition, subtraction, multiplication and division
operations with complex numbers in algebraic form and their respective conversions
into graphical representations with vectors. Both the DS and the games created were
based on the theoretical assumptions of the Theory of Semiotic Representation
Registers (TSRR) - which consider that the teaching and learning of mathematics
require work with a diversity of representations, and, in the stages of the Theory of
Didactic Situations (TDS) — which seeks to promote reflection on the relationship
between teaching content and educational methods. It is believed that both the SD
composed of the tasks and the game have the potential to reduce learning gaps in the
visualization of graphical representations of algebraic operations with complex
numbers.

Keywords: Complex numbers; Didactical Sequence; Math Games; Semiotic
Representation; Active participation.
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1 APRESENTACAO DA PESQUISA

1.1 Introducgao

Neste capitulo apresentamos inicialmente como surgiu o interesse em
pesquisar sobre o ensino de numeros complexos a fim de familiarizar o leitor com o
tema abordado. Em seguida, enfatizamos a relevancia da pesquisa, a escolha da
metodologia de ensino, a definicdo dos objetivos, e a estrutura da organizagédo da

dissertacgao.

1.2 O pesquisador

A minha trajet6ria de vida possibilitou interessar-me pela pesquisa na area de
ensino de matematica, pois desde a infancia, antes de ser matriculado em uma escola,
ja aprendia, com o meu pai, os numeros, contagens e alguns calculos basicos.
Posteriormente, no ingresso a educacgéo formal, no Ensino Fundamental, desenvolvi
um grande interesse pela disciplina de Matematica, o que me fez cursar a graduagao
em Licenciatura Plena em Matematica na Universidade Estadual de Londrina.

Desde que eu entrei na escola, nunca mais sai dela, seja como aluno,
professor ou ambos simultaneamente. Como professor que atua no Ensino Médio,
percebo que os numeros complexos tém como caracteristica a possibilidade de
diferentes formas de representacdo: algébrica, pares ordenados, vetorial,
trigonométrica, matricial, entre outras. Particularmente em relagao as operagdes entre
numeros complexos, essas representacdes tém sido pouco exploradas nos materiais
didaticos utilizados nas escolas publicas, sendo o foco dado para as manipulagdes
algébricas. Surge ai, entao, o interesse pela pesquisa e a intencao de se elaborar uma

proposta de ensino voltada para esse conteudo matematico.

1.3 A pesquisa

A intencdo de pesquisar o conteudo proposto neste estudo surgiu da
necessidade de ampliar a discussao acerca da significacdo geométrica das operagoes
com Numeros Complexos no Ensino Médio (ARAUJO, 2006; ALMEIDA, 2013; CAON
2013; BARROS; AGRICCO JUNIOR, 2019). Embora haja consenso quanto a
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importancia de se trabalhar os diferentes tipos de representagcdes semidticas nas
relagdes de ensino e de aprendizagem da Matematica, estas nem sempre sao faceis
de serem incorporadas nas salas de aulas.

A forma como tem sido trabalhado o conteudo Numeros Complexos e os seus
respectivos processos de ensino e de aprendizagem no contexto atual das escolas
publicas de Ensino Médio tem deixado a desejar (AMORIM, 2014). A quantidade de
conteudo a ser ensinada e o pouco tempo disponivel para as aulas de matematica
tém sido um fator decisivo para que o professor tenha que fazer escolhas sobre quais
conteudos ele ira priorizar.

Em média, a disciplina de matematica no Ensino Médio da rede publica no
Estado do Parana possui semanalmente apenas 2 aulas de 50 minutos cada. Em
particular, no ano de 2020, foram destinadas cerca de 10 aulas para o tratamento de
todo o tema de Numeros Complexos em colégios estaduais.

O ensino do conteudo Numeros Complexos encontra-se em uma situagao
documental curricular polémica, pois ha documentos nacionais que, embora o
mencionem, permitem que esse conteudo seja tratado de maneira complementar, sem
a obrigatoriedade de ser ensinado, por exemplo os documentos denominados
Parametros Curriculares Nacionais (PCN+)' de 2002 e as Orientagdes Curriculares
para o Ensino Médio? de 2006, e ainda, nem mesmo chega a ser previsto e
referenciado na atual proposta curricular nacional, conhecida como Base Nacional
Comum Curricular (BNCC)3 de 2018. Entretanto, ha uma organizagéo de contetidos
no Estado do Parana que prevé esse ensino, como as Diretrizes Curriculares da
Educagdo Basica do Parana (DCE)* de 2008 e o Caderno de Expectativas de

Aprendizagem® de 2012.

' Parametros Curriculares Nacionais (PCN+), disponivel em:
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf. Acesso em: 23/01/2022.

2 OrientagOes Curriculares para o Ensino Médio, disponivel em:
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/book volume 02 internet.pdf. Acesso em: 23/01/2022.

3 Base Nacional Comum Curricular (BNCC), disponivel em:
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC El EF 110518 versaofinal site.pdf. Acesso
em: 23/01/2022.

4 Diretrizes Curriculares da Educacao Basica do Parana (DCE), disponivel em:
https://www.educacao.pr.gov.br/sites/default/arquivos_restritos/files/documento/2019-
12/dce_mat.pdf. Acesso em: 23/01/2022.

5 Caderno de Expectativas de Aprendizagem, disponivel em:
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/diretrizes/caderno_expectativas.pdf. Acesso
em: 23/01/2022.
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http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/diretrizes/caderno_expectativas.pdf
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Em particular, o Caderno de Expectativas de Aprendizagem € entendido como
norteador para expressar o que € “essencial ao aluno conhecer ao final de cada ano
do Ensino Fundamental e ao final do Ensino Médio, dentro de cada conteudo basico
definido nas Diretrizes Curriculares Orientadoras da Educacao Basica para a Rede
Estadual de Ensino” (PARANA, 2012, p. 5). Esse documento busca articular os
conteudos estruturantes aos conteudos basicos e, dentre esses conteudos,
encontramos os nuimeros complexos no Contetdo estruturante: Numeros e Algebra;
Conteudo Basico: Numeros Complexos; Expectativas de Aprendizagem: itens “7142.
Identifique a unidade imaginaria (i) como elemento do conjunto dos numeros
complexos e reconheca as formas algébricas, graficas e trigonométricas destes
numeros” e; “143. Identifique e represente as formas algébricas, graficas e
trigonométricas dos nimeros complexos” (PARANA, 2012, p. 92). Dentre os itens
mencionados, destacamos que esse documento ndo mencionou as operagdes com
numeros complexos como tema essencial para o conhecimento do estudante do
Ensino Médio, todavia, ressaltamos a importancia desse aprendizado.

Em relagcédo as abordagens feitas em livros didaticos, Caon (2013) afirma que
muitas vezes apresentam conteudos de forma direta, sem indagagdes ou aplicacoes
e nota-se uma auséncia de diferentes tipos de registros de representagdes semiodticas,
0 que pode gerar dificuldades nos estudantes em aspectos como interpretagdes de
enunciados, calculos algébricos e anadlises graficas. Para essa autora, os livros
didaticos mostram que os numeros complexos podem ser representados por vetores,
mas sao insuficientes no que se refere a representacdo geométrica das operagdes de
adicao, subtragao, multiplicacédo e divisdo. Para Duval (2012), os diferentes tipos de
registros de representagcbes semioticas matematicos (por exemplo algébrico, lingua
natural, numérico e grafico) sdo necessarios para fins de comunicagéo e essenciais
para as atividades cognitivas do pensamento.

Conforme Almeida (2013), na maioria dos livros didaticos do Ensino Médio, o
capitulo sobre Numeros Complexos limita-se a mostrar que esse conjunto € fechado
em relacao as operacgdes de adi¢ao, subtracdo, multiplicagao, divisdo, potenciagao e
radiciagao, ndo mostrando, no entanto, situagdes em que eles podem ser aplicados.
Estudos como o de Araujo (2006) apontam preocupagdes com o tema e uma busca
por uma mudanga metodoldgica para uma aprendizagem mais significativa no Ensino

Médio. Para essa autora, a descontextualizacdo do conteudo, a auséncia de sua
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utilidade, a falta de relagdo com situagdes praticas e as aplicagbes sdo obstaculos que
recaem durante o exercicio da profisséo (professor).

Consideramos que essa incorporagao se torna mais viavel a partir do momento
em que o professor dispde de meios para implementa-la, e € isso que se intenta fazer
nessa dissertagao. A partir dos estudos teoricos, criou-se uma sequéncia didatica
destinada aos professores e estudantes do terceiro ano do Ensino Médio, que contém,
aléem de orientacbes para aplicacdo em sala de aula, tarefas com questdes
interdisciplinares, entre a Matematica e a Fisica, que favorecem a conversdo de
representacdes semioticas. Uma das tarefas foi elaborada na perspectiva de vetores,
uma vez que esse conceito ajuda a explicar as forgcas que atuam em um avido. Além
dessa sequéncia didatica, elaboramos um jogo para representar graficamente, por
meio de vetores, operagdes algébricas entre numeros complexos. Neste texto, cada
um desses dois materiais (sequéncia didatica e jogo) sera chamado de produto
educacional — (PE). O uso de vetores para associar ao conceito de numeros

complexos vai ao encontro do que afirma Amorim (2014), quando explica que:

[...] um dos campos de maiores articulagdes entre as duas disciplinas esta no
conceito de vetores, capazes de explicar fendbmenos fisicos em relagao aos
movimentos dos corpos, onde as operagdes vetoriais podem ser faciimente
compreendidas através do estudo dos numeros complexos, com suas
operacdes, ja que estes representam os vetores (AMORIM, 2014, p. 59-60).

Ao se trabalhar com numeros complexos, € essencial que 0 ensino possa
transitar entre diferentes representagdes, especialmente nas conversoes entre elas.
“A conversao de representacgdes semibdticas de um numero complexo de um registro
do tipo simbdlico para um registro do tipo grafico € fundamental, pois permite visualizar
de forma indireta este objeto matematico” (BARROS; AGRICCO JUNIOR, 2019, p.
191).

Com os produtos educacionais desenvolvidos nessa pesquisa, pretende-se
auxiliar o professor a desenvolver um trabalho que possa incentivar os alunos a
estudarem, revisarem e refletirem sobre as mudancas de representagdes; auxiliar na
compreensao dos conceitos, operacdes e representacdées dos numeros complexos;
diminuir lacunas de aprendizagens; melhorar os fundamentos matematicos dos
estudantes; e trazer dinamicidade para a sala de aula.

Nesse sentido, o objetivo geral dessa pesquisa € criar recursos didaticos para
0 ensino de numeros complexos que possibilitem a utilizacdo de diferentes tipos de

representacdo semiotica.
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Objetivamente, essa pesquisa pretende:

v" Apresentar um levantamento bibliografico sobre alternativas para o ensino de
numeros complexos em dissertagcdes e teses brasileiras, disponiveis no
catalogo de teses e dissertagbes da CAPES (Capitulo 2);

v' Avaliar quais preceitos sdo contemplados em uma sequéncia didatica (SD)
criada no que se refere as caracteristicas de Sequéncias Didaticas
Investigativas (SDI) (Capitulo 3);

v Discutir como um jogo, intitulado Trincas Complexas, pode potencialmente
contribuir para o aprendizado das operagdées com numeros complexos na forma
algébrica e suas respectivas conversdes em representagdes graficas com

vetores (Capitulo 4).

1.4 Organizagao da dissertacao

Por ser um estudo teérico, o modelo adotado para a organizagdo dessa
dissertacao € similar ao da escrita compilada em artigos, defendido por Duke e Beck
(1999). Nesse modelo, cada parte ou capitulo tem seu proprio resumo, introdugao,
revisao da literatura, fundamentacgao teérico-metodoldgica, analise e consideracgdes.

De modo geral, a pesquisa contemplou trés momentos, cada um representado
em um capitulo dessa dissertagdo: uma revisdo bibliografica sobre o ensino de
Numeros Complexos, visando embasar a criacdo dos recursos didaticos a partir das
indicagdes da literatura; o estudo da Teoria de Registro de Representagcao Semidtica
(TRRS) e preceitos de uma sequéncia didatica investigativa, que serviram como
aporte para a elaboracédo de tarefas interdisciplinares; e a criagdo do jogo Trincas
Complexas, seguindo os preceitos da TRRS.

Para melhor compreensédo do leitor, optamos por indicar os procedimentos
metodoldgicos em cada uma das partes que compdem esta dissertacdo. Dessa forma,
a organizagao deste texto apresenta-se com a seguinte estrutura: a introdugao e a
justificativa, um capitulo inicial em que sdo apresentados a contextualizacdo do
problema, os objetivos para a realizagado desta pesquisa e a organizacao do texto; trés
capitulos independentes, porém articulados, referentes ao objeto do saber, referéncia
da pesquisa, descritos a seguir; e as consideragoes finais.

O segundo capitulo, intitulado “Um panorama de pesquisas brasileiras sobre

materiais didaticos para o ensino de numeros complexos”, tem como objetivo
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apresentar um levantamento bibliografico em dissertacbes e teses brasileiras
disponiveis no portal da CAPES acerca de alternativas para o ensino de numeros
complexos. Com ele, realizamos um aprofundamento na tematica escolhida, e, por
meio de analises, uma caracterizacao do que tem sido produzido no ambito do ensino
de numeros complexos.

O terceiro capitulo, intitulado “Analise de uma sequéncia didatica interdisciplinar
sobre numeros complexos no contexto do ensino por investigagdo”, tem como objetivo
avaliar uma Sequéncia Didatica (SD) interdisciplinar, elaborada como um recurso
didatico para o ensino de Numeros Complexos, no que se refere as caracteristicas
das Sequéncias Didaticas Investigativas (SDI) propostas por Oliveira et al. (2021). A
ideia de utilizar uma sequéncia didatica investigativa foi pensada como forma de
permitir a participacdo ativa do aluno. Além disso, como ha uma proposta
interdisciplinar, optamos por uma estratégia de “ensino por investigagao” que pudesse
ser aplicada pensando nas disciplinas de Matematica e Fisica, pois tarefas
investigativas especificas de Matematica, assim como de outras disciplinas, acabam
apresentando particularidades. Ainda, sugerimos que essas tarefas possam ser
utilizadas para introduzir o conteudo “operagbes com numeros complexos”,
considerando que o professor ja tenha trabalhado representagdes graficas no plano
cartesiano e resolucdo de equacdes de 2° e de 3° grau, com possibilidade de
apresentar, a partir dessas tarefas, um contexto real de aplicacdo de numeros
complexos, explorando as operagdes de adi¢cao, subtracdo, multiplicacéo e diviséo,
bem como as representagdes graficas de numeros complexos na forma de vetores.

O quarto capitulo, intitulado “Tratamento e conversées entre representacdes de
numeros complexos a partir da ludicidade como recurso didatico”, tem como objetivo
discutir como um jogo, denominado Trincas Complexas, pode potencialmente
contribuir para o aprendizado das operagbes com numeros complexos na forma
algébrica e suas respectivas conversdes em representagdes graficas com vetores.
Destacamos que esse jogo foi proposto em uma perspectiva de aplicar o conteudo ja
trabalhado pelo professor, como uma maneira ludica e dindmica na tentativa de
permitir a participacdo ativa do aluno e de ajudar na compreenséo de conceitos e
operagbes de um conteudo que por muitas vezes € considerado dificil de ser
compreendido pelos estudantes do Ensino Médio.

Nas consideracgbes finais, € feita uma retomada do objetivo geral dessa

pesquisa a partir de uma analise das potencialidades evidenciadas nos capitulos 2, 3
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e 4, integrantes desta dissertacdo, com a intengdo de mostrar alguns avancos,
possibilidades de melhorias, sugestdes de trabalhos futuros, controvérsias etc.

Por fim, no apéndice, sdo apresentados os produtos educacionais: i)
“Decolagem e pouso de um avido: embarque nesse voo com destino a uma aplicagdo
de numeros complexos”; e, ii) “Trincas Complexas: um jogo para representar
graficamente operagbes algébricas com numeros complexos”. Ambos os produtos
foram criados pelo autor desta dissertacdo e estdo disponibilizados no site do
PPGMAT?®. Um produto educacional (PE) ¢ “um processo reflexivo e contextualizado,
que contém tanto alguns dos saberes da experiéncia docente dos professores quanto
a teoria desenvolvida por pesquisadores e estudadas com profundidade” (LOPES,
2013, p. 632).

Nesse sentido, os produtos aqui apresentados sao materiais didaticos para
serem utilizados por professores e estudantes do terceiro ano do Ensino Médio, na
disciplina de Matematica. Assim, em busca de elaborar tarefas que permitissem
abordar o conteudo “operacdes com numeros complexos” com uma aplicagao que
pode ser interessante como motivacao para professores iniciarem uma aula, elaborou-
se uma proposta de sequéncia didatica (SD) tematica com inspiragdes na Teoria das
Situagdes Didaticas — TSD (Guy Brousseau), com foco na aplicagdo de numeros
complexos, com possibilidades de se utilizar diferentes tipos de registros de
representacéo semiotica, em especial o algébrico e o grafico. Além de uma SD, ha um
jogo inspirado na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica — TRRS
(Raymond Duval) que pode ser interessante como aplicacdo de conteudo em sala de
aula. Esse jogo utiliza cartdes com foco nas operagdes algébricas entre numeros
complexos e suas respectivas conversdes em representagdes graficas, apresentado
no capitulo 4 desta dissertacao.

Em sintese, os capitulos 2, 3 e 4, embora paregam destoantes, aproximam-se
pelo fato de apresentarem propostas de materiais para o ensino e/ou aplicagao de
numeros complexos e, além disso, os capitulos 3 e 4 tém em comum a tentativa de
incentivar a participacdo ativa dos alunos propiciada pelos preceitos da Teoria das
Situacdes Didaticas e a possibilidade de se trabalhar com diferentes tipos de registros

de representacado semidtica.

6 Produto Educacional disponivel em: http://www.utfpr.edu.br/cursos/coordenacoes/stricto-sensu/ppg-
mat/producao-academica.
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Resumindo, esta dissertacdo esta organizada de acordo com o0 esquema

apresentado na Figura 1.1, a seguir:

Figura 1.1 - Organizagéo da dissertacdo de mestrado

OBJETIVO GERAL

Criar recursos didaticos para o ensino de nimeros complexos que
possibilitem a utilizagéo de diferentes tipos de representagédo semidtica.

CAPITULO 2

CAPITULO 3

CAPITULO 4

OBJETIVO

Apresentar um
levantamento
bibliografico com
propostas sobre o
ensino de nimeros
complexos em
dissertactes e teses
brasileiras disponiveis
no portal da CAPES.

OBJETIVO

Avaliar quais preceitos
investigativos sdo
contemplados em uma
5D no que se refere as
caracteristicas das
Sequéncias Didaticas
Investigativas (SDI) a
partir dos preceitos de
Oliveira ef al. (2021).

OBJETIVO

Discutir como um jogo,
intitulado Trincas
Complexas, pode

potencialmente contribuir
para o aprendizado das
operagdes com ndmeros
complexos na forma
algébrica e suas
respectivas conversies em
representagdes graficas
com vetores.

Fundamentagéo
Tedrica-Metodolégica

Revisao Sistematica
Mendes e Pereira (2020)

Fundamentagéo
Tedrica-Metodologica

TRRS — Duval (1995)
SDI - Oliveira et at. (2021)

Fundamentagdo
Tedrica-Metodolégica

TRRS — Duval (1995)
TSD - Brousseau (2008)

Discusséo e articulacéo de objetivos, procedimentos e resultados.

Apresentacio dos Produtos Educacionais

Fonte: o autor.
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2 UM PANORAMA DE PESQUISAS BRASILEIRAS SOBRE ESTRATEGIAS
DIDATICAS PARA O ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS

Este capitulo objetiva apresentar um levantamento bibliografico sobre
estratégias didaticas para o ensino de numeros complexos em dissertacdes e teses
publicadas no Brasil no periodo de 2015 a 2020. Trata-se de uma pesquisa
documental, cujos trabalhos foram buscados no catalogo de teses e dissertagbes da
CAPES em duas areas de conhecimento: ensino, e ensino de ciéncias e matematica.
O estudo abrange uma analise interpretativa do(s) objetivo(s) ou questao(des) de
pesquisa e de propostas de recursos didaticos de sete trabalhos, com a intencéo de
conhecer o que ja foi construido e produzido de materiais didaticos sobre numeros
complexos. Os resultados permitiram evidenciar diferentes estratégias para o ensino
desse conteudo: uso de distintas formas de representagbes semidticas; uso de
tecnologias; interdisciplinaridade; jogos matematicos; e a proposi¢cdo de tarefas

investigativas com potencial para promover uma participagao ativa dos estudantes.

2.1 Introducgao

O estudo dos numeros complexos se faz importante dentro da prépria
matematica, como em “Algebra, Teoria dos NUmeros, Topologia, Geometria (Analitica,
Diferencial ou Algébrica), Analise, Equagdes Diferenciais e em aplicagdes como Fisica
Matematica, Dinamica dos Fluidos, Eletromagnetismo etc.” (LIMA, 1991, p. 01) e seu
ensino pode estar motivado nessas ou outras possiveis aplicagdes.

Entretanto, essa importancia dos numeros complexos nao se mostra evidente
em materiais didaticos da Educacgao Basica. Estudos que analisaram livros didaticos
utilizados no ambito do Ensino Médio, principalmente quanto ao ensino publico,
concluiram que estes se limitam a mostrar exercicios que relacionam apenas
conversbes em sentido unico de transformacao, trabalhando somente o calculo
necessario, deixando de interpretar os efeitos que cada operacdo exerce sobre o
numero complexo, de modo que, para o aluno, esse processo se torna mecanizado e,
até mesmo, vazio de interpretagbes (BITENCOURT; VARGAS; FELICETTI, 2014, p.
9).
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Outro fator que pode ser desfavoravel para que estudantes do Ensino Médio
tenham um contato inicial satisfatorio com esse conteudo ainda na Educacéo Basica,
€ a questdo documental curricular, pois existem documentos no Estado do Parana
que preveem esse ensino, por exemplo, as Diretrizes Curriculares da Educacao
Basica do Parana (DCE) e o Caderno de Expectativas de Aprendizagem (PARANA,
2012); entretanto, ha documentos nacionais, a saber os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN+) que, embora o mencionem, permitem que o conteudo de numeros
complexos seja tratado como algo complementar. Reafirmando esse aspecto, temos
mais recentemente a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018), que
nao menciona tal conteudo.

Embora os numeros complexos estejam em uma situacdo documental
curricular polémica, a falta deste conhecimento pode trazer dificuldades aos
estudantes que pretendem seguir carreiras em cursos superiores que envolvem as
ciéncias exatas, como por exemplo, na engenharia elétrica. A relacdo entre os
numeros complexos, geometria e nogdes da Fisica avangada, conhecimentos esses

requeridos para a aprendizagem de circuitos elétricos em corrente alternada,

[...] somente ocorrera se os estudantes tiverem conhecimentos sobre
numeros complexos na estrutura cognitiva, caso contrario, dificiimente
ocorrera 0 processo de interagdo entre conhecimentos prévios
(conhecimentos matematicos) e novos (conhecimentos de Fisica). A falta de
conhecimentos prévios dificulta a compreensdo e a aprendizagem dos
conceitos relacionados aos circuitos elétricos. Nesse cenario, o estudante
tera dificuldade para compreender os conceitos ou 0os processos de resolugao
e, possivelmente, memorizard algoritmos para resolver casos especificos
envolvendo os numeros complexos. (PUHL; LIMA; MULLER, 2021, p. 54).

Diante das dificuldades para o ensino dos numeros complexos, buscou-se
informagdes em pesquisas académicas a fim de compreender estratégias didaticas
que possam auxiliar professores e estudantes a superarem dificuldades nos
processos de ensino e de aprendizagem desse conteudo. A busca do corpus se
concentrou no levantamento dos trabalhos que abordam alguma estratégia didatica
de ensino de numeros complexos por meio de algum recurso didatico, seja ele
formado por tarefas, objetos de aprendizagens, sequéncias didaticas, metodologias,
entre outros, no periodo de 2015 a 2020. Este estudo caracteriza-se como uma
revisdo sistematica cujo objetivo & apresentar um levantamento bibliografico com
propostas sobre o ensino de niumeros complexos em dissertagdes e teses brasileiras

disponiveis no portal da CAPES no periodo supramencionado.
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2.2 Procedimentos metodologicos

Este capitulo apresenta uma revisao sistematica, conforme Mendes e Pereira
(2020, p. 209):

[...] compreendemos que a revisdo sistematica consiste em sistematizar
aspectos de interesse contidos na literatura tomada como referéncia, de
modo a seguir uma organiza¢do e um processo de sele¢cdo que evidencie o
que foi feito para, posteriormente, ter possibilidade de apontar rumos de
investigacoes.

Com o propdsito de identificar os trabalhos a serem analisados, fizemos uma
consulta preliminar ao Catalogo’ de Teses e Dissertagdes da CAPES (Coordenacéo
de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior) utilizando “Numeros Complexos”
e “Complex Number”, separadamente, como palavras-chave. Essa busca evidenciou
um total de 250 trabalhos, entre dissertacbes de mestrado e teses de doutorado,
publicados até 2020. Para compor o corpus desta pesquisa, refinamos os resultados
por area de conhecimento, especificamente em duas opcdes disponiveis pela CAPES:
ensino; e ensino de ciéncias e matematica. Dessa forma, encontramos 26 trabalhos
contemplados nessas areas e, desses, foram descartados quatro anteriores a
plataforma Sucupira e seis que nao tém relagao direta com o objetivo desse trabalho.

Apés as leituras dos aspectos mais relevantes encontrados nos resumos,
selecionamos 16 trabalhos, sendo 15 dissertacbes de mestrado e uma tese de
doutorado, que apresentam alguma estratégia didatica para o ensino de numeros
complexos. Desses 16, destacamos o trabalho de Carvalho (2020), que aborda
estudos no periodo de 1992 a 2017 em formato de pesquisa documental, cujos dados
também foram buscados no Catalogo de Teses e Dissertagdes da CAPES, e ja
contempla em si, nove dissertacées dos dezesseis trabalhos antes selecionados. Com
isso, descartamos essas nove dissertagdes, pois estas ja tinham sido analisadas por
Carvalho (2020).

Porém, o estudo de Carvalho (2020) ndo contempla os demais trabalhos, a
saber: a tese de Moreira (2015) e cinco dissertag¢des: Silva (2016), Azevédo (2016),
Agricco Junior (2017), Paulo (2019) e Mendes (2020). Com isso, definimos entao, sete
trabalhos para integrar o corpus dessa pesquisa e que foram organizados em ordem

cronolégica no Quadro 2.1 a seguir:

7Dispom’vel em: http://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/#!/. A busca foi realizada em 30/11/2021.
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Quadro 2.1 — Trabalhos selecionados do Catalogo de Teses e Dissertacdes da CAPES para analise

Ordem / Nivel / Ano de defesa | Titulo do Trabalho e Autor
01 Doutorado 2015 Os jogos de linguagem entre surdos e ouvintes na produg¢éo de significados
Académico de conceitos matematicos. lvanete Maria Barroso Moreira
o Mestrado e Uma situagdo didatica para ensino de numeros complexos com foco em
Profissional eletricidade pela via da engenharia didatica. Nilson Alves Da Silva
Mestrado Ensino Desenvolvimental: Um Experimento Didéatico Formativo para o
03 Profissional 2016 estudo dos Numeros Complexos. Douglas Pereira Azevédo
st Numeros Complexos e Grandezas Elétricas: Analise de Livros Didaticos
04 2017 | Apoiada na teoria dos Registros de Representagées Semidticas. Renato
Académico
Cezar Agricco Junior
05 Mestrado 2019 Ambiente de geometria dindmica e seu potencial semiético: uma abordagem
Académico no ensino dos nimeros complexos. Rafael Dos Reis Paulo
il Abordagens e descritores de pesquisas sobre o ensino de numeros
06 PO 2020 | complexos realizadas no periodo de 1992 a 2017: um percurso para a meta-
analise. Priscila Lopes De Lima Carvalho
07 Mestrado 2020 O ensino dos nimeros complexos por meio de uma proposta metodolégica
Académico de sala de aula invertida. Joao Anderson Mendes

Fonte: dados da pesquisa.

Apos a definicdo do corpus dessa pesquisa, identificamos os objetivos, a
proposta metodoldgica, os potenciais participantes e os possiveis resultados a fim de
conhecer o que ja foi construido e produzido de propostas metodologicas e de

materiais didaticos sobre o ensino de numeros complexos.

2.3 Discussao e Resultados

Em sua tese de doutorado, Moreira (2015) buscou analisar os jogos de
linguagem entre sujeitos surdos e ouvintes e sua colaboragdo para a compreensao e
ressignificagdo de conceitos matematicos em uma sala de aula inclusiva. Os
instrumentos de coleta do material empirico para a investigagao foram: observagéo;
gravacgoes (video e audio); questionarios; entrevistas; anotagbes em diarios de bordo;
e atividades das aulas de Matematica.

Em uma das analises, tratou-se do uso de regras de linguagem no ensino de
conteudos matematicos: Equacado da Circunferéncia e Numeros Complexos. Para
tanto, a autora realizou a sua pesquisa em uma sala de aula inclusiva do 3° ano do
Ensino Médio, com cinco alunos surdos, sete alunos ouvintes, uma intérprete de

Libras e um professor de Matematica. Segundo a autora, foi possivel perceber
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vantagens em se trabalhar com alunos ouvintes e surdos no processo de ensino de

conceitos matematicos, pois:

[...] alfabetizagdo dos ouvintes em lingua de sinais colabora com o ensino,
por néo haver nenhuma disputa de interesse. Esta colaboragao para o ensino
de conceitos matematicos beneficia ndo somente o surdo, mas também o
ouvinte que passa o ano aprendendo a lingua de sinais e repetindo o que lhe
foi ensinado, reforcando o aprendizado tanto da lingua de sinais como dos
contelidos matematicos (MOREIRA, 2015, p. 117).

Em sua tese, Moreira (2015) ndo destaca uma dificuldade especifica na
aprendizagem de numeros complexos, no entanto, de modo geral, a autora menciona
que “uma questdo que parece interferir no ensino de matematica para surdos € a
dificuldade da traducao da linguagem matematica na lingua de sinais, a escassez de
sinais matematicos especificos em Libras” (MOREIRA, 2015, p. 116). Situagdes como
essa podem estar relacionadas a abstracdo requerida no estudo dos numeros
complexos. Ainda, nas tarefas matematicas sobre numeros complexos analisadas
pela autora, percebe-se a auséncia de representagdes graficas, com prevaléncia das
algébricas. Para discutir a escassez de sinais matematicos apontados por Moreira
(2015), apresentaremos, de maneira sucinta, o trabalho de Sales (2013).

Sales (2013) desenvolveu um estudo em sua tese de doutorado sobre
aspectos nos quais os processos de visualizagcdo matematica contribuem para a
apropriagao de conteudos de matematica pelos alunos surdos. Segundo o autor, ha
importantes perspectivas que permeiam o processo de ensino e aprendizagem de
alunos surdos, sendo as interagdes visuais um indicador de caminhos para que estes
educandos possam aprender e apresentar conhecimentos. Esses aspectos, revelam
que

[...] o ambiente proporcionado pela resolugao de problemas aditivos, por meio
da Lingua Brasileira de Sinais (Libras), associados a alguns recursos
didaticos, principalmente os visuais, permitiram estabelecer um canal de
comunicacao favoravel para que os alunos interagissem com seus pares e
também com o grupo, movimento que lhes proporcionou a apropriagao de
conceitos matematicos relativos ao contetdo trabalhado (SALES, 20013, p.
16-17 — grifo nosso).

Ao analisarmos os estudos de Moreira (2015) e de Sales (2013), ambos com
propostas para o ensino de matematica para alunos surdos, percebemos uma
diferenca entre eles: a diversidade de representacdes e recursos didaticos visuais
para representar um objeto matematico. De acordo com as observagdes de Moreira
(2015), o conteudo “numeros complexos” foi introduzido em forma de exposi¢éo oral

e escrita no quadro, utilizando o contexto histérico como ponto de partida para a
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discussdo desse conjunto numérico e, na sequéncia, foram utilizados registros
algébricos. Ja no trabalho de Sales (2013), parece que o autor encontrou uma
possibilidade de contornar a escassez de sinais matematicos especificos em Libras,

pois este autor afirma que

[...] ato de ‘ver, obter informagdes para, entdo, perceber, visualizar e
compreender’, ndo é algo natural. Foi preciso educar o olhar para o ato de
ver, pois, da mesma forma que a linguagem verbal, a linguagem visual é
constituida por um conjunto de simbolos e informagbes. Da mesma forma a

visualidade do surdo nao é algo natural e também precisa ser
desenvolvida. Nesse sentido, verificamos a importancia das atividades
para desenvolvimento da visualidade, oferecendo subsidios para
ampliar os ’olhares’ aos sujeitos surdos (SALES, 2013, p.160 — grifo
Nosso).

Silva (2016) buscou construir e avaliar, em sua dissertacdo, um instrumento
didatico, denominado Complex, em uma Situacado Didatica, que pudesse contribuir
para a producao de sentido de Numeros Complexos e que visasse conceitos basicos
de Eletricidade, mais especificamente sobre circuitos elétricos com corrente alternada,
por alunos do curso técnico em Eletromecanica.

O instrumento manipulavel foi montado a partir de uma folha de madeirite para
a formacado de um plano cartesiano, devidamente delimitado com uma quantidade
especifica de furos em cada eixo do plano. Ainda, ha plugs para limitar o final das
coordenadas do grafico cartesiano e um transferidor centrado no ponto zero do grafico
cartesiano para a visualizagado dos angulos de cada numero complexo representado

no Complex. Para o autor, tal instrumento tem a pretenséao de:

[...] elevar o aluno & condicdo de sujeito ativo no processo de
aprendizagem, contrapondo-se a aprendizagem mecanizada por
memorizag¢des desligadas de sentidos. Dessa forma, ambicionou-se ir além
ao indicar um ambiente de ensino que oportunizasse maior interagdo entre
alunos e objeto de estudo, ao promover a reflexdo e o desenvolvimento de
diferentes conceitos envolvidos com a manipulagao do Complex (SILVA,
2016, p. 72 — grifo nosso).

Destacamos a preocupacéao de Silva (2016) em elaborar um instrumento que
permite a condi¢ao de sujeito ativo no processo de aprendizagem, pois esta condigao
vai ao encontro de uma das caracteristicas de uma Sequéncia Didatica Investigativa

proposta por Motokane (2015), em que considera que a participagao ativa

[...] permite que as ideias circulem livremente e que sejam passiveis de
contestagbes ou concordancias. Nessa condicdo os problemas séao
discutidos, e formas diferentes de resolvé-los sdo propostas, assim, novos
problemas vao surgindo (MOTOKANE, 2015, p. 127).
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Para alcangar seus objetivos, a Engenharia Didatica foi utilizada como um
método qualitativo de investigacdo na area de Matematica, mostrando-se uma
ferramenta util na elaboragao da Situacao Didatica envolvendo Numeros Complexos
com foco na area de Eletricidade. Foram aplicados 15 problemas divididos em cinco
segoOes, de trés problemas cada uma.

Como resultado, o instrumento elaborado por Silva (2016) mostrou potencial
para a aprendizagem de 14 dos 15 problemas aplicados. Além disso, identificou que
as principais facilidades epistemoldgicas apresentadas pelos alunos foram:
manipulacdo dos vetores, visualizagcdo dos angulos, operagdao de adigcdo e
multiplicagdo dos vetores na forma retangular. Ja as maiores dificuldades foram:
visualizagdo da forma geométrica formada pelo vetor resultante e multiplicacdo dos
vetores na forma polar.

Em sua dissertacdo, Azevédo (2016) buscou analisar e discutir praticas e
estratégias de ensino a fim de propiciar aos alunos a constru¢gao do conceito de
Numeros Complexos e, para isso, apropriou-se da Teoria de Ensino conhecida como
Experimento Didatico Formativo de Davydov em uma turma de alunos de terceiro ano
do Ensino Médio. Para realizar a avaliagao desse Experimento, Azevédo adotou como
critérios praticos o registro em tabelas, listas de controles, caderno de anotacgdes,
gravadores e fotografias.

No que se refere as tarefas que requerem dos alunos algum tipo de
investigacédo, Azevédo (2016) comenta sobre o surgimento de situagées em sala de

aula que antes n&o haviam sido percebidas:

Em muitas releituras em conjunto com os alunos e leituras feitas por eles,
surgiam novas situagdes que ainda nao tinham sido percebidas e
também em muitas tarefas que se pretendia investigar algo, o aluno
conseguiu perceber outras. A aprendizagem é um processo social e essa
clareza acarreta a compreensdo de que a interacdo entre os sujeitos
envolvidos possui um carater crucial no desenvolvimento (AZEVEDO, 2016,
p. 145 — grifo nosso).

Essa percepc¢ao do autor sobre tarefas com propdsitos investigativos vai ao
encontro do que propde Motokane (2015), quando este ressalta o ensino por
investigacao associado a participagao ativa dos alunos.

Como resultado, o trabalho de Azevédo (2016) avaliou que as dificuldades
encontradas por parte dos alunos se deram na “deficiéncia de conhecimentos prévios,
pois, nessa organizagao de ensino, o saber que antecede o outro é essencial para a

formacao de novos conceitos” (AZEVEDO, 2016, p. 145). Essa questao apontada pelo
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autor pode trazer uma importante reflexao para o professor que ensina matematica,
levando-o a examinar os conteudos que podem ser revistos ou aprofundados no
momento do ensino dos numeros complexos. Ainda, o uso da tecnologia como recurso
para permitir a visualizagdo do objeto matematico numeros complexos se mostrou

eficiente para relacionar a algebra com a geometria. De acordo com Azevédo (2016),

Sobre o software GeoGebra, este se consolida de fato como um recurso de
suma importancia para o professor e iniciante na pesquisa, devido a sua
estrutura didatica e potencialidade pedagdgica, por permitir a movimentagao
e visualizagdo dos objetos matematicos (constru¢des nao estaticas), além de
relacionar de fato algebra e geometria. O que facilita a construgdo do
conhecimento matematico, por meio da experimentagdo, e do ato de
conjecturar, formalizar e generalizar constituindo assim a experiéncia da
construgdo do conceito pela mediagdo pedagdgica do professor no uso do
software GeoGebra, proporcionando uma percepgéao diferente da Matematica
(AZEVEDO, 2016, p. 146).

Com o objetivo de tentar descobrir como o conceito matematico de numero
complexo é apresentado em alguns livros didaticos adotados em cursos de
Engenharia Elétrica na disciplina Circuitos Elétricos, no que se refere a presenga de
representagdes semidticas de numeros complexos e das representagdes semioticas
das grandezas elétricas relacionadas a esses numeros, Agricco Junior (2017) analisou
quatro livros didaticos utilizados em universidades que ofertam a graduagdo em
Engenharia Elétrica. Para realizar tais analises, o autor utilizou embasamento teorico
dado pela Teoria dos Registros de Representacées Semidticas, de Raymond Duval,
e os procedimentos metodologicos procuraram seguir a Metodologia de Analise de
Conteudo de Laurence Bardin, com cunho qualitativo e quantitativo.

O autor concluiu que, em todos os livros didaticos analisados, as abordagens
dos numeros complexos eram feitas predominantemente utilizando representagdes
algébricas cartesianas e representagdes algébricas polares. Esse predominio de uso
de representacdes algébricas “acarreta uma visao algébrica para a teorizagéo e para
as resolugdes dos exercicios”, bem como “permite conjecturar a possibilidade de o
docente estabelecer estratégias para um tratamento mais grafico e vetorial das
representacbes semiodticas dos numeros complexos e das grandezas elétricas
associadas a esses numeros” (AGRICCO JUNIOR, 2017, p. 212). Essas
consideragdes, feitas pelo autor, vao ao encontro do que pensam Assemany e Harab
(2013), quando estas autoras ponderam que o ensino de numeros complexos
prevalecente em sua forma algébrica, desperdica o potencial de visualizagao
proporcionado pela geometria, e que quando “um numero complexo € representado

no plano, sua leitura vetorial permite que os conceitos de Mddulo e Argumento de
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nameros complexos sejam associados a Modulo e inclinagcdo de vetores”
(ASSEMANY; HARAB, 2013, p. 639).

Outro estudo que priorizou a diversidade de registros e utilizou em suas
analises e discussdes a Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica de Duval
(2003; 2009) é a dissertagao de Paulo (2019). Nesse trabalho, o autor utilizou em sua
metodologia os pressupostos da Engenharia Didatica para avaliagdo de uma
sequéncia didatica elaborada por ele, com o objetivo de investigar, em duas turmas
de Ensino Médio de uma instituicao publica, como o ambiente de geometria dinamica
do GeoGebra interfere na abordagem dos numeros complexos quando se mobilizam
distintas representagdes semiodticas em situagdes de ensino.

Como resposta a sua investigacdo, Paulo (2019) avaliou que

[...] o ambiente de geometria dindmica do GeoGebra interferiu de duas formas
nas representagdes utilizadas, sendo que a primeira foi na possibilidade de
tornar os registros de representagéo dinamicos. E, a segunda, consequéncia
da anterior, permitiu uma maior congruéncia entre os registros de
representagéo utilizados nas atividades (PAULO, 2019, p. 137).

Ainda, o autor considerou que, de maneira geral, a sequéncia didatica
desenvolvida levou os participantes da pesquisa a se apropriaram das representacoes
e transformacgdes semidticas inerentes ao objeto em estudo.

A partir de informagdes coletadas na area da educacdo matematica no banco
de teses da Capes e em referéncias encontradas nos trabalhos selecionados,
Carvalho (2020) examinou 37 estudos académicos, entre teses, dissertagoes e artigos
sobre o0 ensino de numeros complexos, no periodo de 1992 a 2017. Para isso, a autora
organizou esses trabalhos por meio de um levantamento bibliografico, identificando
fatores comuns, categorizando-os em abordagens e descritores.

Segundo a autora, as abordagens foram categorizadas de acordo com os
enfoques dos trabalhos: abordagem geométrica; abordagem algébrica; abordagem
histérica; formacao de professores; de mudanga metodoldgica; de conversdes de
representacdes; analise de livros didaticos; de levantamento de pesquisas; e apelo a
tecnologia. De acordo com Carvalho (2020), nessas categorias, foi possivel identificar
“a preocupacao didatica sobre o ensino dos numeros complexos, resultando na
quantidade de trabalhos que propde sequéncias didaticas voltadas para o ensino
desse conteudo” (CARVALHO, 2020, p. 56). Além disso, destacam-se trabalhos com

aplicagao dos numeros complexos em areas da Engenharia.
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Outra consideracéo feita pela autora, trata-se da necessidade de abandonar o
ensino de numeros complexos como procedimentos mecanicos e repetitivos, e de
inserir o uso de tecnologias digitais nas metodologias de ensino. Ainda, Carvalho
(2020) defende a utilizagdo de diferentes representagdes semioticas para o objeto

matematico numeros complexos, quando esta afirma que

[...] ndo é recomendavel considerar apenas uma representagao, pode-se ter
um enfoque principal, mas para a compreensao tematica é necessario
transitar sobre as diferentes representagdes semiéticas para colaborar para
a construgao desse contetido (CARVALHO, 2020, p. 57).

O incentivo ao uso de diferentes tipos de representagdes semidticas para
representar objetos matematicos esta também contemplado na Base Nacional

Comum Curricular. De acordo com a BNCC (2018),

[...] na Matematica, o uso dos registros de representacédo e das diferentes
linguagens é, muitas vezes, necessario para a compreensao, resolugao e
comunicacgao de resultados de uma atividade. Por sua vez, o transito entre os
diversos registros de representacdo pode favorecer que os estudantes
tenham maior flexibilidade e fluidez na area e, ainda, promover o
desenvolvimento do raciocinio (BRASIL, 2018, p. 519).

Preocupado com a necessidade de uma pedagogia diferenciada, destacando a
importancia do incentivo a autonomia do aluno na construgéo de seus conhecimentos,
Mendes (2020) investigou se o uso de uma metodologia ativa, como a Sala de Aula
Invertida, traz avangos em aspectos que favorecem a aprendizagem no ensino de
numeros complexos.

Nesse trabalho, o autor utilizou a metodologia denominada Pesquisa-Agéo, por
se tratar de um estudo em que o pesquisador também participa ativamente da
pesquisa. No caso especifico dessa investigacao, a aplicacdo das atividades se deu
no contexto de uma escola particular de classe média alta, em quatro turmas de
terceiro ano do Ensino Médio, totalizando 151 estudantes. A sequéncia de atividades
contou com um video de producéao autoral do professor pesquisador e questionarios,
materiais estes postados em um ambiente virtual de aprendizagem. Como as
atividades propostas envolviam diferentes tipos de representacao semiética, o autor
optou por utilizar a Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica de Duval como
forma de trazer contribuicdes aos resultados nas analises das producdes dos alunos.

Segundo Mendes (2020), o uso da metodologia ativa trouxe vantagens ao
colocar os estudantes no centro do processo de aprendizagem, fazendo com que eles

pesquisassem e estudassem os conteudos propostos de maneira antecipada, cada
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um no seu tempo, incentivando a autonomia de cada estudante. Além disso, a

metodologia empregada possibilitou o dominio de diferentes representa¢des dos

numeros complexos. De acordo com o autor, esse dominio “permitiu que esses alunos

fizessem um esbogo da representacdo geométrica de cada numero complexo e,

entendendo que o mdodulo é a distancia do afixo até a origem” (MENDES, 2020, p.

90).

A partir dos resultados, pode-se evidenciar algumas preocupag¢des que alguns

autores possuem em comum. Destaca-se:

>

os trabalhos de Agricco Junior (2017), Paulo (2019), Carvalho (2020) e Mendes
(2020), que ressaltam a importdncia do uso de diferentes tipos de
representagdes semidticas para representar o objeto matematico numeros
complexos, e a auséncia dessa diversidade de representag¢des no trabalho de
Moreira (2015).

Os resultados das pesquisas de Azevédo (2016), Paulo (2019) e Carvalho
(2020) acenam para o uso efetivo de tecnologias e ambientes de geometria
dinamica, como por exemplo, o Software GeoGebra, para facilitar a construcao
do conhecimento matematico, bem como relacionar de fato a algebra com a
geometria.

A aplicacao dos numeros complexos de forma interdisciplinar em outras areas
de conhecimento de formacao técnica profissional ou de Ensino Superior,
como por exemplo, Silva (2016), Agricco Junior (2017) e Carvalho (2020), que
trazem propostas na area de Engenharia Elétrica.

A proposicao de tarefas investigativas, nos trabalhos de Azevédo (2016) e de
Mendes (2020), como forma de incentivar a autonomia do estudante e
possibilidades de novas descobertas em situagdes que ainda ndo haviam sido
percebidas, na tentativa de se investigar algo e levar o aluno a conseguir
identificar uma nova situagao.

Propostas de ensino de forma ludica, como o uso de jogos, sao apontadas por
Moreira (2015) e por Silva (2016) como uma maneira plausivel para auxiliar na
formagao dos conceitos e procedimentos matematicos dos estudantes sobre
o objeto Numeros Complexos.

Ainda, a importancia do trabalho em grupo no contexto de uma sala com
alunos de inclusdo ficou evidente no trabalho de Moreira (2015) e a

participacao ativa dos estudantes foi considerada por Silva (2016) como forma
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de contrapor a uma possivel aprendizagem mecanica, com memorizagdes e
desvinculada de sentidos.

» A possibilidade de retomada de conteudos que podem ser revistos ou
aprofundados no momento do ensino dos numeros complexos foi colocada por
Azevédo (2016), como forma de diminuir lacunas de aprendizagens nos

conhecimentos prévios requeridos para o estudo desses numeros.

Consideragoes

Buscou-se, neste capitulo, apresentar um levantamento bibliografico sobre
estratégias didaticas para o ensino de numeros complexos em dissertagdes e teses
brasileiras disponiveis no portal da CAPES no periodo de 2015 a 2020. Para tanto,
realizou-se a leitura dos sete trabalhos que compuseram o corpus dessa pesquisa,
evidenciando de maneira sucinta o objetivo, o contexto e os resultados de cada
trabalho.

Entre as estratégias observadas, podemos destacar o trabalho com diferentes
formas de representagcdes semidticas, uso de tecnologias, interdisciplinaridade, jogos
matematicos e proposicao de tarefas investigativas que promovam uma participagao
ativa dos estudantes.

As pesquisas aqui relatadas serviram de base para a criagao de dois produtos
educacionais: Sequéncia Didatica Investigativa, apresentada no capitulo 3, e o0 jogo
Trincas Complexas, apresentado no capitulo 4, pois, de acordo com a sintese
exposta, o ensino de numeros complexos pode envolver atividades interdisciplinares,
que englobem alguma aplicagdo em contexto real. O produto educacional | aborda
uma sequéncia didatica com tarefas interdisciplinares que trazem caracteristicas
investigativas, tendo como intencéo proporcionar uma participacao ativa do estudante
em seu processo de aprendizagem, bem como manejar diferentes registros de
representacdo semidtica. Ja o produto educacional Il, sugere um jogo com o potencial
de discutir a utilizagdo da representagao grafica no processo de significagdo das
operagbes com numeros complexos, tornando, possivelmente, algumas aulas de
matematica mais interessantes em relacdo a um conteudo que, muitas vezes, €

apresentado predominantemente de maneira abstrata.
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3 ANALISE DE UMA SEQUENCIA DIDATICA INTERDISCIPLINAR SOBRE
NUMEROS COMPLEXOS NO CONTEXTO DO ENSINO POR INVESTIGAGAO

Este capitulo visa a apresentagdo de uma sequéncia didatica (SD) com tarefas
para o ensino de numeros complexos para o terceiro ano do Ensino Médio, avaliando
ainda quais preceitos sao contemplados nessa SD no que se refere as caracteristicas
das Sequéncias Didaticas Investigativas (SDI) propostas por Oliveira et al. (2021). Em
relagao a elaboracéo das tarefas, adotamos os pressupostos da Teoria das Situacdes
Didaticas (TSD) e da Teoria dos Registros de Representacdo Semiodtica (TRRS). Para
tanto, descrevemos brevemente a estrutura das tarefas, apresentando as teorias que
as fundamentaram, bem como os objetivos que nortearam sua elaboragéo. Acredita-
se que a SD possui elementos que vao ao encontro das caracteristicas da SDI, e tem
o potencial de permitir uma participacgao ativa dos alunos, com tarefas que apresentam
conceitos cientificos e que podem ser programadas de forma a ter comego, meio e fim
em cada aula. Além disso, o professor tem a possibilidade de ser mediador no decorrer
da aplicagdo dessas tarefas, apreciando de forma processual a argumentagéo e a
participacdo dos estudantes nas atividades por meio das produgdes escritas,

comentarios, apresentagdes, criagdes, trabalhos em grupos, entre outros.

3.1 Introdugao

Apresentamos e discutimos, neste capitulo, aspectos relativos as
caracteristicas das Sequéncias Didaticas Investigativas (SDI) propostas por Oliveira
et al. (2021) que podem ser contempladas em uma Sequéncia Didatica (SD) criada?,
que busca aliar a interdisciplinaridade a diversidade de registros de representagao
semiotica, discutidos no capitulo anterior.

A ideia de utilizar caracteristicas de uma sequéncia didatica investigativa foi
pensada como forma de permitir a participagao ativa do aluno e que, além disso, por
se tratar de uma proposta interdisciplinar, buscou-se uma estratégia de “ensino por

investigacdo” que pudesse ser aplicada pensando nas disciplinas de Matematica e

8 Essa SD pode ser encontrada acessando o produto educacional “Decolagem e pouso de um avido:
embarque nesse voo com destino a uma aplicagdo de nameros complexos”, vinculado a essa
dissertagao.
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Fisica, pois tarefas investigativas especificas de Matematica, assim como de outras
disciplinas, acabam apresentando particularidades.

Carvalho (2013) considera que o ensino por investigagdo se caracteriza pela
proposicdo de um problema cuja resolugdo exija o dialogo e permita a liberdade
intelectual dos estudantes, levando-os ao desenvolvimento de interagdes e praticas
discursivas importantes do fazer cientifico, como: descricbes, explicagdes,
argumentagdes, generalizagdes, entre outras.

Na busca do conceito de sequéncia didatica (SD), apoiamo-nos nos estudos de

Henriques (2016), que apresenta a seguinte definicao:

Uma sequéncia didatica € um esquema experimental formado por situacoes,
problemas ou tarefas, realizadas com um determinado fim, desenvolvido por
sessdes de aplicagao a partir de um estudo preliminar [analise institucional]
em torno de um objeto do saber e de uma analise matematica/didatica,
caracterizando os objetivos especificos de cada situagéo, problema ou tarefa
[tendo uma praxeologia completa] (HENRIQUES; 2016, p. 4, grifo nosso).

Assim, as tarefas aqui descritas seguem o significado dado por Pires (2011),

que define:

As tarefas matematicas, conforme o seu tipo, podem permitir diferentes
formas de entender ou fazer Matematica. Podem apelar mais a processos
rotineiros ou constituir um desafio a exploragdo ou descoberta, exigir um
raciocinio mais reprodutor ou um raciocinio mais criador, permitir uma maior
uniformidade de ritmos de aprendizagem ou favorecer uma maior
diversificagdo, ter um caracter mais convergente ou um caracter mais
divergente, refor¢car uma visdo da Matematica mais estatica e como ‘produto
acabado’ ou apontar para uma visdo mais dinamica e como ‘construcao’,
estabelecendo conexdes matematicas e proporcionando experiéncias
matematicas com mais significado (PIRES, 2011, p. 32)

Dessa forma, a concepcdo do referido autor deixa evidente que as tarefas
matematicas, por exemplo, podem ter carater exploratério com possibilidades de
descoberta de aplicagbes e conceitos acerca de um objeto matematico. Nesse
sentido, como ponto de partida da SD, propomos uma questao em contexto real com
o potencial de possibilitar um processo de investigagdo. No decorrer da SD, ha
orientagdes para o professor e curiosidades sobre fatos que podem complementar o
conteudo abordado e servir como discussdo para ampliar a exploracdo ou a
descoberta a partir da investigagdo das tarefas sobre aplicagbes de numeros
complexos.

O tema escolhido para a concepgao da SD foi o voo de um avido. Tal escolha
se deu por este apresentar aplicagdes fisicas em situacdes reais e pouco exploradas

em materiais didaticos. Assim, com base nessa possibilidade, foram elaboradas
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tarefas interdisciplinares que apresentam aplicagcbes de numeros complexos na
aerodinamica. Para tanto, concordamos com Studart e Dahmen (2006), quando esses
afirmam que:

O voo tem inspirado a imaginagdo do homem desde tempos remotos. Antes
algo restrito a poucos, hoje os avides se tornaram um meio de transporte
acessivel, fato este comprovado pelo crescimento espantoso do transporte
aéreo nos Ultimos anos. Mesmo com esta popularizagao, a fascinagao pelo
voo continua. Assim é surpreendente como a descrigdo do voo nao tenha sido
usada intensamente em livros didaticos e na sala de aula para demonstrar
em todos os niveis de escolaridade a aplicagao de principios basicos da
Fisica em exemplos atraentes (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

Ha ainda outros estudos que mostram aplicagbes de numeros complexos na
aerodinamica, como propostos por Smole e Diniz (2010), Pellegrini e Rodrigues (2015)
e Novais (2020), os quais também apontam a importancia de se trabalhar aplica¢des
em contextos reais de uso e aplicabilidade em sala de aula.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000; 2002) e as Diretrizes
Curriculares Nacionais da Educacgao Basica (BRASIL, 2013) ressaltam a importancia
da interdisciplinaridade e da contextualizacdgo no Ensino Médio. A
interdisciplinaridade € observada pela possibilidade de tratar os temas em dialogos,
problematizagdes e sistematizacbes em disciplinas diferentes, podendo ser no
momento da aula de um professor ou de outro, ou de ambos simultaneamente. Ja a
contextualizagao caracteriza-se como a forma de explicar os motivos ou as
caracteristicas precedentes de uma situagdo de maneira a permitir o correto
entendimento sobre um assunto, por exemplo, o que faz um avido voar e qual a sua
relagdo com os numeros complexos.

O atual Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana (PARANA, 2021)
sugere algumas estratégias que podem ser adotadas a fim de que a

interdisciplinaridade ocorra:

[...] por meio do trabalho pedagdgico com projetos, oficinas, laboratérios,
entre outras possibilidades, diante do rompimento com o trabalho isolado
apenas nos componentes curriculares. Também é necessario considerar a
intradisciplinaridade, ou seja, é de extrema importancia promover o dialogo
entre os componentes curriculares e também a contextualizagcdo dos
conhecimentos no interior da mesma disciplina. Sequéncias didaticas que
levem em consideragao essas logicas colaboram para uma educagéao
relacional e integrada (PARANA, 2021, p. 78-79 — grifo nosso).

Assim, com base em tais consideragdes, o principal objetivo deste capitulo é

avaliar quais preceitos sdo contemplados nessa sequéncia didatica, segundo as



33

caracteristicas de Sequéncias Didaticas Investigativas (SDI) propostas por Oliveira et
al. (2021).

3.2 Principios Norteadores: Sequéncia Didatica, interdisciplinaridade e

Numeros Complexos na Aerodinamica

Atualmente, ha um amplo debate acerca de metodologias de ensino que
viabilizem a compreensao de conhecimentos matematicos. Em particular, destacamos
0S numeros complexos, uma vez que estes abrem caminho para o uso de sequéncias
didaticas e ressaltam sua eficacia no processo de ensino e de aprendizagem no
ambito da Matematica.

O ensino de Numeros Complexos pode estar motivado em suas aplicacdes; em
seu caracter instrumental, necessario a construgdo do conhecimento em outras areas;
ou ainda na importancia de resolugdo de situagdes-problema cotidianas que
envolvam, por exemplo, conceitos de Trigonometria ou Fisica. No entanto, para que
ocorra uma aprendizagem significativa, existem, no minimo, duas condigdes a serem
consideradas: i) um mecanismo de aprendizagem significativa, ou seja, uma
disposicdo para relacionarem o novo material a ser apreendido, de forma nao
arbitraria e nao literal, a propria estrutura de conhecimentos; e ij) o material que
apreendem seja potencialmente significativo para os mesmos, nomeadamente
relacional com as estruturas de conhecimento particulares, numa base nao arbitraria
e nao literal (AUSUBEL, 2003). Esse ultimo diz muito a respeito de uma potencial
interferéncia na construcdo de habilidades e competéncias intelectuais, que podem
proporcionar a agilidade do raciocinio dedutivo do estudante (PUHL; LIMA, 2016).

Nesse sentido, as tarefas do material proposto devem estimular a curiosidade
e o interesse, bem como estarem diretamente ligadas ao objeto de estudo. Com isso,
uma proposta de sequéncia didatica parece ser bem-vinda para que os estudantes
possam compreender, refletir, estabelecer conjecturas e testar hipoteses.

Para tanto, esta SD apresenta uma aplicagao que pode ser interessante como
motivagdo para professores iniciarem uma aula com numeros complexos, além de
uma proposta a ser realizada em sala de aula no decorrer do ensino desse conteudo.

Para o caso especifico dessa SD, utilizamos, em uma das tarefas,

representacdes de forgas e os vetores que podem ajudar a explicar, de maneira
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interdisciplinar por meio da Matematica e Fisica, a aerodinamica para a sustentagao
gerada por um corpo em movimento.

A aerodinédmica é uma parte da mecanica dos fluidos que estuda os gases em
movimento, e em particular o movimento relativo entre o ar e os corpos solidos. Ao
construir um avido, os engenheiros se fundamentaram nos principios da
aerodinamica, principalmente na elaboragao do aerofdlio, projetado para causar certa
variacao da velocidade de um fluido, acarretando uma diferenga de pressdo. Nas
aeronaves, os aerofélios encontram-se nas asas e no leme, proporcionando a
sustentagao e direcao do avido, logo mantendo-o no ar, cuja explicagdo esta na
conservagao de energia enunciada pelo Principio de Bernoulli (PORTOLAN, 2017).

Estudos como os de Camata (2015), Pereira (2017) e Novais (2020) dizem que
ha contribuicbes dos numeros complexos na aerodinamica e destacam o cientista
russo Nicolai Egorovich Joukowski (1847-1921).

Camata (2015) aponta que Joukowski (1906), utilizando transformacoes
geométricas, construiu uma curva fechada no plano complexo que representa o perfil
de uma asa de aviao (aerofélio de Joukowski) e, usando o principio de Bernoulli (1738)
e a teoria das fungdes complexas, calculou a for¢a de levantamento responsavel pela
sustentagdo do corpo. Ainda, ressalta que os numeros complexos permitiram uma
explicacdo matematica que possibilitou definir as caracteristicas do perfil
aerodinamico da asa do avido, colaborando com o progresso aeronautico.

Pereira (2017) comenta que nao se pode deixar de destacar a grande
contribuicdo dos numeros complexos para varias areas, como para a Dinamica dos
Fluidos e Aerodinamica, onde Nikolai Joukowski desenvolveu um método que
possibilitou que engenheiros aeronauticos fizessem estudos sobre aerofélios e sua
influéncia na sustentagao de avides (construgédo das asas).

Novais (2020) ressalta que esse cientista foi responsavel por demonstrar que a
imagem de uma circunferéncia de raio unitario no z - plano é mapeada® dentro de
uma curva de formato de um aerofélio no w — plano, semelhante a uma asa de aviao.

Ao estudar a fungédo f:C *» €, deduziu uma fungao de variavel complexa dada por:

1
F(Z)—Z-I‘ E

? Mais informacdes em: https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-
joukowsky/. Dedugdes sobre o aerofélio de Joukowski. Acesso em 10/01/2022.



https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
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Essa transformacéao ficou conhecida como transformacéao de Joukowski, que
propde um aproveitamento da conhecida solugdo analitica para um escoamento
potencial'® ao redor de um cilindro com circulagdo e conclui que “se os fluxos
aerodinamicos” para um fluxo em torno de um circulo sdo conhecidos, entdo suas
imagens sob o mapeamento w = f(z) sera o fluxo aerodindmico para um fluxo em
torno do aerofdlio (NOVAIS, 2020).

Os vetores e forgas, estudados no Ensino Médio, trazem uma possibilidade de
aplicagdo de numeros complexos e uma oportunidade de realizagdo de conversdes
entre diferentes representag¢des de registros semioticos. A Figura 3.1 ilustra algumas

forcas e vetores que podem atuar em uma aeronave.

Figura 3.1 - Exemplos de forgas e vetores que atuam em uma aeronave
Fs

FORGA DE SUSTENTACAO

FA FORCA DE ARRASTO

(TRAGAO DA HELICE)

P (peso)

Fonte: a imagem do avido esta disponivel no site canva'l. Os vetores foram inseridos pelo autor.

Studart e Dahmen (2006) definem as quatro forgas envolvidas na fisica do voo
como: Forca de Sustentacdo (Fs) “é a componente da forga aerodindmica
perpendicular a diregdo do movimento do voo”; Forca de Arrasto (F,), “essencialmente
uma forga de atrito, € a componente da forca aerodindmica paralela a diregao de voo”;
Peso (P) “é a forga da gravidade (P = m - g) atuando sobre o avido e dirigida para o
centro da Terra”; Tragédo da Hélice (T) “é a for¢a produzida pelo motor e é dirigida ao
longo do eixo longitudinal do avidao” (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

10 [...] a teoria do escoamento potencial, a qual podemos chamar também de escoamento complexo,
tem influéncia direta na aerodindmica, por muitas vezes determinando o comportamento de um fluido
em um escoamento ao redor de um cilindro, indicando caracteristicas importantes a serem observadas,
como por exemplo a corrente do fluido e a velocidade de um fluido (Novais 2020, p. 125).

"magem do avi&o disponivel em: https://www.canva.com/. Acesso em 22/12/2021.



https://www.canva.com/
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3.3 Percurso Metodolégico

Para avaliar quais os preceitos de Sequéncias Didaticas Investigativas estao

presentes na SD, desenvolvemos uma pesquisa qualitativa de cunho documental de

acordo com Kripka et al. (2015). Com isso, cada uma das tarefas propostas com base

nos pressupostos da Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) e Teoria dos Registros de

Representagdo Semidtica (TRRS) foram analisadas de acordo com os preceitos

apresentados por Motokane (2015) e adaptadas por Oliveira et al. (2021), conforme

representado no Quadro 3.1, pois é sobre as tarefas dessa sequéncia didatica que se

trata a proxima secao.

Quadro 3.1 - Aspectos Avaliativos para uma SDI e as caracteristicas para avaliagao

Aspectos Avaliativos da SDI
(a SDI apresenta)

Caracteristicas a serem avaliadas

1. Participagao ativa
da/o alunalo

- Os alunos podem discutir suas ideias e as dos colegas;
- Propde problemas e resolugdes;
- Permite compartilhamento das impressdes de forma livre.

2. Atividades
programadas

- As atividades séo programadas para que possam ter comego, meio e fim
em cada aula;
- Possibilitam fechamentos e sistematizagdes aula a aula.

3. Conceitos cientificos

- Os conceitos cientificos sdo foco da aprendizagem;

- Estao declarados de modo explicito para alunos e professores;

- Esses conceitos sao parte do conteudo programatico da escola, a fim de
criar uma identidade da SDI com o trabalho que o professor regente ja
realiza.

4. Producio de
atividades

- Ha producgéo de atividades que devem ser corrigidas e partilhadas em sala
de aula;

- As devolutivas das produgdes sdo mediadas pelos professores e
fundamentais para a aquisicdo de elementos da linguagem cientifica;

- Atividades que podem complementar as informacdes das aulas,
sistematizar conhecimentos, promover novas perguntas ou trazer os
conteudos para uma realidade mais proxima da vida do aluno;

- Algumas atividades praticas de leitura, produgéo, experimentacao, etc.
podem fundamentar debates e estimular o posicionamento perante uma
questao cientifica ou sociocientifica.

5. Proposigao de
situagoes problema

- Ha um problema claro e explicito baseado em problemas da ciéncia;
- O ponto de partida das atividades é uma situagéo problematizadora ou um
problema auténtico.

6. Materiais de apoio
utilizados

- As/os alunas/os recorrem a materiais de apoio de diferentes tipos para
construir as justificativas no campo do conhecimento cientifico;

- As informagbes das atividades sédo apresentadas pelo uso de diferentes
suportes, tais como: videos, paginas da rede mundial, buscadores de
informacao, textos impressos, imagens impressas produzidas por diferentes
equipamentos, entre outros.

7. Mediagao da/o
professorala

- As atividades permitem que a linguagem seja modulada pela/o
professora/a, para que as/os alunas/os utilizem terminologias e conceitos
cientificos;

- Ela/e é o mediador de todas essas produgdes.

8. Avaliagao

- E processual, avalia a argumentagéo dos/as estudantes, participagéo nas
atividades e o desenvolvimento de condutas investigativas;

- Os processos avaliativos constituem um todo coerente no processo
investigativo de ensino/aprendizagem.

Fonte: Oliveira et al. (2021).
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3.4 Caracteristicas da TSD de Brousseau (2008) presentes nas tarefas

A elaboracado dessas tarefas esta baseada nos pressupostos da Teoria das
Situagbdes Didaticas (TSD), proposta por Brousseau (2008), que tipifica quatro
situagdes adidaticas como sendo aquelas representadas pelo esforgo independente
do aluno, em certos momentos de aprendizagem, onde o professor ndo tem o controle
direto das variaveis que incidirdo na situacao (TEIXEIRA; PASSOS, 2013).

Essas quatro situagdes adidaticas sdo descritas como: i) situagdes de agao —
aquelas nas quais os estudantes agem diretamente sobre o que |he é proposto. Esta
etapa esta presente em todas as tarefas e permite uma participagao ativa dos alunos,
conforme apresentado mais adiante, na secao 3.6.1; ii) situagdes de formulagao —
aquelas nas quais, a partir das investigagdes, o aluno “cria uma teoria” propria, e
conjectura “verdades” sobre o assunto em estudo, onde €& imprescindivel a
interlocucdo com outras pessoas, ou, a0 menos, a redagao de um texto explicativo
conforme previsto na tarefas | e IV, e discutido na secdo 3.6.4 em producéo de
atividades; iii) situagoes de validagao — nesta etapa, as conjecturas e percepgdes
acarretadas pela fase anterior sdo provadas. Destacamos esta etapa em todas as
tarefas, nos momentos de conversdes entre os registros graficos e algébricos (e vice-
versa); e, iv) situagoes de institucionalizagdo — momento no qual é apresentada a
sistematizacdo do conteudo em estudo e feito o confronto com o que foi percebido
pelos alunos durante a investigagao. Nesta etapa, o professor tem a oportunidade de
fazer de forma explicita um resumo dos possiveis acertos e erros vivenciados pelos
estudantes durante a aplicacdo da sequéncia didatica, mostrando a importancia da
utilizacado de diferentes representagcdes semioticas para a apreensao de um objeto
matematico. Além disso, a institucionalizagao vai ao encontro de uma caracteristica
da sequéncia didatica investigativa, apresentada mais adiante, na secao 3.6.7 sobre

mediagéo do professor.

3.5 Descricao das tarefas apoiadas na perspectiva da TRRS de Duval (1995)

A sequéncia didatica que sera apresentada a seguir refere-se a um conjunto de
quatro tarefas tematicas elaboradas com o intuito de trazer ao estudante a

oportunidade de observar, pesquisar, analisar, argumentar e concluir de forma
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individual ou coletiva uma aplicagdo de numeros complexos em um contexto real de
ensino e uso na ciéncia.

Procuramos seguir a concepgao de Jiménez-Aleixandre e Puig (2010), que
consideram que um problema auténtico € aquele que ndo tem uma resposta obvia,
implicando uma situacdo contextualizada em que o aluno reconhece como
interessante. Buscamos ainda subsidiar cada questao pela teoria de Raymound Duval
(1995), na qual consideramos que o aluno tem a possibilidade de apreender um
conteudo matematico por meio de suas multiplas representagdes em registros de
representacdes diferentes.

Com base nos referenciais tedricos que foram fontes de inspiracdo para

presente trabalho, o Quadro 3.2 apresenta os titulos, as descri¢des e os objetivos da

tarefa |.
Quadro 3.2 — Titulo, descrigédo e objetivos da tarefa |
Titulo Descrigao Objetivos
v Conhecer alguns calculos e principios tedricos
] ) que explicam o que leva um avido a voar;
Nessa tarefa é feita uma breve
) v' Apresentar o conjunto de Numeros
introdug&o aos estudos que norteardo ) ) )
Complexos, pois tal conhecimento pode ajudar
Tarefa 1 Nnosso VOO rumo a compreensao de

) . a explicar conceitos da aerodindmica e estes
O que faz um conceitos matematicos que nos )
o ) _ sdo fundamentais para compreendermos o que
aviéo voar? ajudaréo a compreender como atuam . ~
. . garante a sutentacao de um avido no ar;
as forgas que permitem que um avido _
v' Apresentar algumas formas de representagdo
voe.
dos Numeros Complexos, sendo as formas:

algébrica e grafica.
Fonte: o autor.
Considerando que o ponto de partida das sequéncias é uma situacdo
problematizadora ou um problema auténtico, a tarefa | apresentada no Quadro 3.3,
serve para despertar uma curiosidade, a fim de que se possa iniciar uma discussao

sobre um tema interdisciplinar e que pode ser atraente para os alunos.

Quadro 3.3 — Enunciado da tarefa |

Tarefa I: Investigue quais disciplinas que vocé ja estudou ou estuda na escola e que
podem trazer conhecimentos para ajudar a explicar o que faz um avido voar. Pesquise,
discuta e compartilhe com os seus colegas e com o seu professor(a) algumas
possiveis formulas, calculos e principios de teorias que podem ajudar a explicar os

mistérios que fazem com que uma maquina tao pesada voe.

Fonte: o autor.
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Na tarefa |, ao pesquisarem possiveis formulas, calculos e principios de teorias
ha possibilidades de, no minimo, os estudantes utilizarem registros em lingua natural,
registro algébrico ou algébrico-trigonométrico. O uso de diferentes registros vai ao
encontro do que Henriques e Almouloud (2016) apontam como importante que o

professor faga para que os alunos aprendam um determinado conteudo:

[...] o professor que pretende fazer com que os seus alunos aprendam
Matematica, sob diferentes pontos de vista, ndo deve, simplesmente, trata-la
sem evocar o importante papel exercido pelos diferentes registros que ele
mobiliza em fungdo dos objetos matematicos a representar/ensinar
(HENRIQUES; ALMOULOUD, 2016, p. 467).

O titulo, a descrigéo e os objetivos da proxima tarefa podem ser conferidos no

Quadro 3.4, a seguir:

Quadro 3.4 — Titulo, descrigéao e objetivos da tarefa Il

Titulo Descricao Objetivos

v' Demonstrar a importancia do estudo dos

Numeros Complexos para a compreensao de
Tarefa 2

conceitos da aerodindmica;
NUmeros Nessa tarefa, apresentaremos a

Operar com nimeros complexos na expressao

= 1
Complexos na | expressao z + —. a
z 7+ L
Aerodinamica 4
v'  Representar graficamente nimeros complexos

a partir de sua forma algébrica.

Fonte: o autor.

Na tentativa de envolver diferentes representagcdes semidticas, incluindo a
representacdo grafica, a tarefa Il, ilustrada no Quadro 3.5, parte da expressao
apresentada em uma funcao de variavel complexa (descrita na secéo 3.2) para operar
com numeros complexos na forma algébrica e, ao final, representa-los graficamente

com possibilidade de utilizar o Software Geogebra.

Quadro 3.5 — Enunciado da tarefa |l

7 0 o 1 f
Tarefa Il: Apés conhecermos a importante expresséo z + p estudada por Joukowski
que ajuda a explicar matematicamente a forca de levantamento responsavel pela
sustentagdo do voo de um avido, determine o seu valor para z,,z; zs3 ez,

apresentados a seguir e represente-os graficamente. Se considerar necessario, utilize
o Software Geogebra.

a) zy =5+ 2i
b) z, =5-—2i
C) z3=-5+2i
d) z, =-5-2i

Fonte: o autor.
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Para o caso especifico dessa tarefa, na resolugdo, temos duas atividades

cognitivas: o tratamento e a conversao. Barros e Agricco Junior (2019), com base nos

pressupostos de Duval (1995), explicam que:

E que,

O tratamento de uma representacdo semidtica transforma essa
representacdo em outra representacdo semidtica que esta vinculada ao
mesmo sistema semioético da representagao original. A representagcao de um
objeto é transformada em outra representacdo do mesmo objeto, sem mudar
a forma da representacgdo ou as operagdes pertinentes ao objeto matematico
considerado. Ou seja, uma representacao semioética é transformada em outra,
mas o sistema semiético ao qual elas se vinculam se mantém (BARROS;
AGRICCO JUNIOR, 2019, p. 186).

A conversao de uma representagdo semiodtica se da entre sistemas
semiéticos distintos. A representacdo de um objeto é transformada em outra
representagcdo do mesmo objeto mudando a sua forma, portanto, mudando o
sistema semiodtico (BARROS; AGRICCO JUNIOR, 2019, p. 186).

Para exemplificar, a Figura 3.2 mostra uma possibilidade de resolugao

indicando as transformacdes de tratamento e de conversdo que ocorrem no item a)

da tarefa Il.

Figura 3.2: Exemplo de tratamento e converséo da representacéo algébrica para a

grafica (e vice-versa)

REGISTRO ALGEBRICO

Solugio:

1
Z S+2

5—2i

5-2i
“moar
_ s-m
TE-a -0
_s5—a

7, 1

29

z;=5+2i3(a=0eb>0)

1 5-—-2i

5-2i

R TS U

i 5-2i

_ 145458 +5-2
- 29
_ 150+ 56

REGISTRO GRAFICO

CONVERSAO
ENTRE AS e 1
REPRESENTACOES z1+ PN
DOS REGISTROS - @

Re ()
.0 1 2 3 a 5 3

29

OHdHZmEr—dA>» xR+

Fonte: o autor.

No exemplo da Figura 3.2, o tratamento ocorre com base nas propriedades e

escritas algébricas e a conversdo se da entre as representagdes dos registros

algébrico para o grafico (e vice-versa).

No Quadro 3.6, apresentamos o titulo, a descrigao e os objetivos da tarefa Il
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Quadro 3.6 — Titulo, descricédo e objetivos da tarefa Ill
Titulo Descrigao OBJETIVOS

v' Conceituar vetores e forga;
v' Apresentar as principais forgas presentes em

um voo, sendo: Sustentagéo; Arrasto; Tragcao

Tarefa 3 Nessa tarefa, estudaremos alguns )
da Hélice e Peso.
Vetores e vetores e forgas que atuam em um . L
-~ Resolver questées em algumas posigdes em
Forcas aviao.

que um avido pode se encontrar: voo
ascendente; voo horizontal; voo descendente e

VOO em curva.

Fonte: o autor.

Os numeros complexos admitem diferentes representacdes. Além das formas
algébricas e graficas destacadas nas tarefas anteriores, existe, entre outras, a forma
vetorial, a qual é evidenciada na Tarefa Ill do Quadro 3.7, para realcar a
interdisciplinaridade entre a matematica e os diversos fendmenos fisicos, mediante a

utilizagao de vetores para representar as principais forgas que atuam em um aviao.
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Quadro 3.7 — Enunciado da tarefa lll

Tarefa lll

Situagado 1: Voo ascendente
Considere um avido de pequeno porte em condigbes
normais em voo ascendente que apresenta uma
Forga de Tragdo de 1500 N representando 25%
maior do que as forgas opostas a ela (Forca Peso
decomposta no eixo x e a Forca de Arrasto).
Sabendo que a Forga Peso é igual a 980 N e que o
angulo formado entre a Forga Peso e sua respectiva
componente no eixo y é de 30°, determine:
a) Componente da Forga Peso no eixo Xx.
b) Forga de Arrasto.
¢) Forga Resultante da Sustentagdo com o Arrasto.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores
séo ficticios.

SUSTENTACAO
q

LUNHADOHORIZONTE L Tl

Situagao 2: Voo descendente
Considere um aviao de pequeno porte em condigées
normais em voo descendente que apresenta Forga
de Sustentagdo de 1082,53 N; Forca Peso (Px)
decomposta de 625 N. Determine a Forga Peso
desse aviéo.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores
sao ficticios.

SUSTENTACAO
T <o

N

A\
X

LINHA DO HORIZONTE

Situagao 3: Voo horizontal
Considere um avido de pequeno porte em condigbes
normais em voo horizontal que apresenta uma Forca
Resultante de 1200 N entre a Sustentagdo e o
Arrasto. Sabendo que a Forga Peso desse avido é
de 980 N e que a Forca de Tragdo da Hélice possui
20% a mais do que o valor da Forga de arrasto,
determine:
a) Forga de Sustentagéo.
b) Forga de Arrasto.
¢) Forga de Tracdo da Hélice.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores
sao ficticios.

SUSTENTACAO

TRAGAD e sl ARRASTO

PESO

Situacao 4: Voo em curva

Considere um avido de pequeno porte em condigbes
normais em voo em curva que apresenta Forga de
Sustentagao igual a 2500 N. Determine a Forga Peso
desse avido, sabendo que o angulo formado entre a
forga de sustentagao e a forga centripeta (Fc) é de
30°.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores
séo ficticios.

SUSTENTACAO  -pESO

[
| V. \\ /
: \\ ®

FORGA CENTRIPETA ‘fummn

/

®©

PESO

Fonte: os enunciados e os vetores foram elaborados pelo autor. As imagens dos avides estao
disponiveis no site canva.

Na tarefa lll, a representacdo semiética em destaque € a vetorial. O uso desse
tipo de representagdo corrobora com o que pensam Assemany e Harab (2013),

quando estas mencionam que um numero complexo, quando representado em sua
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forma vetorial, potencializa a visualizagdo proporcionada pela geometria, além de
permitir que os conceitos de mddulo e argumento de numeros complexos sejam
associados a Modulo e inclinagéo de vetores.

A partir dessa representagdo vetorial e com os dados de cada questéo,
destacamos a possibilidade de uma possivel resolugdo a partir da converséo da
representacdo grafica vetorial para a representagcdo algébrica, e consequente
tratamento dentro da prépria representagcdo algébrica. Para exemoplificar,
mostraremos na Figura 3.3, uma possibilidade de resolug¢ao indicando o tratamento e
a conversao que ocorrem no item ¢) do voo ascendente.

Figura 3.3: Exemplo de tratamentos e conversdes da representacéo vetorial para a

algébrica
REGISTRO VETORIAL REGISTRO ALGEBRICO
Fs i}
. CONVERSAO F. =980 N
|::> Py = 490 N
L - Fq =710N
Px Fﬁ.
TRATAMENTO TRATAMENTO
R ‘.R coNVERsho R =BT+ (Px + Fa)?
: | |:> R? = 9802 + (490 + 710)?
1
| R? = 9802 + 12002
J IT-»l R = /9802 + 12007
X F
A R =~ 1549,32 N

Fonte: o autor.

O titulo, a descricao e os objetivos da tarefa IV podem ser conferidos no Quadro

3.8 a sequir:

Quadro 3.8 - Descricao e objetivos da tarefa IV

Titulo Descrigao Objetivos

Tarefa 4 Nesta tarefa, exploraremos equacgdes
v' Representar graficamente numeros complexos
Caixas- do 2° e do 3° grau com raizes
dados em forma algébrica.
Pretas complexas.

Fonte: o autor.
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Na tentativa de resolver equagdes do segundo e do terceiro grau, cujas
solucdes apresentam numeros complexos, a tarefa IV apresentada no Quadro 3.9,
utiliza conceitos de area e volume de sdélidos geométricos, bem como solicita a

representacao grafica dessas raizes.

Quadro 3.9 — Enunciado da tarefa |V

Tarefa IV Um avido possui duas caixas-pretas, uma delas, caixa 1, com uma parte em forma de
cubo e outra, caixa 2, com uma parte em forma de um paralelepipedo reto retangular.
A parte em forma de cubo na caixa 1 possui aresta x e a parte em forma de paralelepipedo
reto retangular na caixa 2 possui as dimensées x, 2 e x+3, conforme a figura a seguir:
LD

TS
RECORDER |-
| DO NOT OPEN

O
RECORDER
DO NOT OPEN

caixa1 caixa 2

Fonte: Adaptado de Super Interessante (2020). Disponivel em: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-
da-caixa-preta/. Acesso em: 29 dez. 2021

As unidades de medidas de ambas as caixas estdo em decimetros (dm).

Leia atentamente cada um dos itens a sequir e faga o que se pede:

a) A area da base (Ac) da parte em forma de cubo da caixa preta 1 € 11 dm? menor do que
a area da base (Ap) da parte em forma de paralelepipedo da caixa preta 2. Escreva a
equacgao que represente essa situagao.

b) Calcule os valores de x que satisfagam a situagdo descrita no item anterior e represente-
os graficamente. Se considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.

c¢) O volume (Vc) da parte cubica da caixa preta 1 é 8 dm?® maior do que o volume (Vp) da
parte em forma de paralelepipedo caixa preta 2. Escreva a equagao que represente essa
situagéo.

d) Verifique diretamente na equacédo do item anterior que x = 4 é uma raiz real.

e) Determine as outras raizes da equacédo e represente-as graficamente. Se considerar
necessario, utilize o Software GeoGebra.

f) As conclusbes que vocé chegou nos itens b) e e) sédo validas para o problema das caixas
pretas do avido? Justifique sua resposta apresentando seus argumentos a respeito da
relagdo entre numeros complexos e medidas.

Fonte: o autor.

Na tarefa IV, o registro algébrico é predominante nos itens a), b), ¢),d)ee)eo
registro grafico € contemplado nos itens b) e e). No item f), destacamos o registro em
lingua natural. Segundo Duval (2011), o registro em lingua natural € um registro
multifuncional discursivo, utiliza associagdes verbais, argumentacao a partir de
observagodes e dedugao valida a partir de definicdes ou teoremas. Por meio do registro
em lingua natural, tem-se a intengdo de discutir a validade (ou nao) de raizes

complexas serem usadas como medidas de comprimento.


https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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3.6 Analise das tarefas, sob a otica da SDI, a partir dos preceitos de Oliveira et
al. (2021)

Para analise da SD com os pressupostos indicados para uma SDI, organizamos
as caracteristicas das tarefas elaboradas nas categorias e critérios sugeridos por
Oliveira et al (2021).

3.6.1 Participacgao ativa dos alunos

A tarefa | (Quadro 3.3) contém no enunciado um comando direto sobre
investigacdo, com uma proposta de uma discusséao livre de ideias de forma coletiva
com os colegas e com o professor(a). Nessa tarefa, o aluno € o ator principal do
processo, ou seja, € ele quem age diretamente sobre a proposta, sendo protagonista
em uma situagdo de investigacdo. Os estudantes podem buscar em seus
conhecimentos prévios ou livros ou até em recursos tecnolégicos de pesquisas, como
computadores e smartphones, alguns argumentos e explicagdes para a respectiva

questdo. Essa participagao ativa dos alunos,

[...] permite que as ideias circulem livremente e que sejam passiveis de
contestagbes ou concordancias. Nessa condicdo os problemas séao
discutidos, e formas diferentes de resolvé-los sdo propostas, assim, novos
problemas vao surgindo (MOTOKANE, 2015, p. 127).

Nesse sentido, acreditamos no fato de que, se o professor dispuser de um meio
para que os alunos conversem sobre os resultados das pesquisas, discussdes
interessantes poderao surgir de forma a enriquecer as questdes abordadas.

Na tarefa Il (Quadro 3.5), a proposta possui foco nas operagdes algébricas com
numeros complexos e suas respectivas representacdes graficas, ja a tarefa lll (Quadro
3.7) preocupa-se em conceituar vetores e forcas que atuam em uma aeronave. Ambas
as tarefas, Il e lll, ttm a possibilidade de os alunos explorarem a conversao entre
diferentes representagdes de registros semidticos a partir do préprio contexto
matematico e fisico apresentado.

Na tarefa IV (Quadro 3.9), em especial no item f), ha uma situagao que insere
os alunos em um contexto ativo de argumentagao, considerando que estes precisam
confrontar conclusées anteriores e validar conceitos relacionados a numeros

complexos e medidas, trazendo a sala de aula um debate de ideias.

3.6.2 Atividades programadas
Todas as quatro tarefas da SD apresentam comec¢o, meio e fim, de forma

programada e articulada, bem como ha um fechamento de cada discussao,
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sistematizando conteudos, propondo novas questdes e convidando para a realizagao
de uma proxima tarefa. Ao final de cada tarefa, com a mediacdo do professor, os
alunos poderéo produzir um texto em lingua natural, ou ainda um mapa conceitual

sistematizando os conceitos estudados, pois

[...] ha uma atengao especial as produgdes de textos escritos que estimulem
os alunos a emitirem opinides e expressarem conceitos cientificos. Procura-
se, nas aulas, promover momentos que sistematizem informagdes e
encaminhamentos de atividades para as aulas seguintes, bem como
retomadas importantes para o desenvolvimento de atividades futuras
(MOTOKANE, 2015, p. 119).

3.6.3 Conceitos cientificos

Na tarefa | (Quadro 3.3), os resultados das pesquisas poderao abranger
diretamente um conjunto de formulas matematicas e fisicas em que envolvem, por
exemplo, as forgas de sustentacao e de atrito que ocorrem em uma aeronave. Com
uma gama de possibilidades de termos cientificos que podem surgir a partir da
pesquisa, todas as outras tarefas tém o potencial de apresentar momentos para que
alunos e professores reconhegam a importédncia de terminologias e conceitos
fundamentais para a organizacdo da aula, o que é uma caracteristica de uma SDI
(MOTOKANE, 2015). Além disso, a argumentacdo baseada em termos cientificos

podera ser utilizada como um indicador de aprendizagem do conceito, pois

[...] as garantias apresentadas pelos alunos sao provenientes de
procedimentos e conceitos cientificos que validam a conclusdo. O refutador
é outro elemento que indica a aprendizagem, uma vez que ele é construido
somente no momento em que temos ciéncia das limitagdes do argumento que
produzimos. (MOTOKANE, 2015, p. 129).

Outra caracteristica importante é verificar se os conceitos a serem discutidos
fazem parte do conteudo programatico da escola. O conteudo Numeros Complexos
esta presente em alguns documentos oficiais brasileiros oficiais para a Educagéo
Basica. Dentre eles, destacamos os Parametros Curriculares Nacionais (PCN+), as
Diretrizes Curriculares da Educacdo Basica do Parana (DCE) e o Caderno de

Expectativas de Aprendizagem do Parana.

3.6.4 Producgao de atividades

Em especial, na tarefa | (Quadro 3.3), ha uma produgéo de atividades, por se
tratar de uma pesquisa e exposicdo de ideias, que devem ser debatidas, com a
possibilidade de corregdo de conceitos mediado pelo professor(a). As devolutivas das
producdes dos alunos e mediadas pelos professores sdo fundamentais para a
aquisicao de elementos da linguagem cientifica (MOTOKANE, 2015, p. 133). Ainda,
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no decorrer da SD, ha caixas de textos com curiosidades que trazem informacdes
relevantes e complementares de acordo com cada tarefa, por exemplo, na tarefa IV
(Quadro 3.9), uma curiosidade em que se apresenta numeros complexos como
medidas de comprimento, possibilitando a discuss&o de que nao existe o conceito de
ordem para esses numeros em especifico. Essas caixas de textos servem como
praticas de leituras e podem contribuir para fundamentar os debates, bem como

defender ideias e complementar informagdes nas aulas.

3.6.5 Proposicao de situagdes problemas

As questdes geradas a partir do questionamento: o que faz um avido voar?
(Quadro 3.3), e ainda, a aplicagédo dos numeros complexos na aerodindamica (Quadro
3.5), seguido do estudo de vetores e forcas que atuam em um avidao por meio de
questdes elaboradas pelos autores (Quadro 3.7), faz com que as questdes sejam

auténticas, baseadas na ciéncia e instigadoras, pois

Ha um problema claro e explicito baseado em problemas da ciéncia. O ponto
de partida das atividades é uma situagédo problematizadora ou um problema
auténtico. Além disso, todos os problemas s&o passiveis de resolugcéo pelos
alunos (MOTOKANE, 2015, p. 133).

As resolugdes das tarefas contemplam conhecimentos matematicos e fisicos ja
estudados na educacao basica, com possibilidades de um trabalho interdisciplinar e
retomadas de conteudo pelo professor mediador. Além disso, os graficos podem ser
feitos por meio do Software Geogebra. De acordo com Amorim (2014), a tecnologia
atrelada a sala de aula como ferramenta de ensino dos numeros complexos pode
mudar a atitude dos alunos e, sobretudo, a constru¢cao dos saberes. Para essa autora,
o uso do Software Geogebra possibilita a apropriagdo de conceitos dentro de uma
perspectiva geométrica, articulando representagdes nas formas algébricas ou de
pares ordenados com as geomeétricas, contribuindo com o aprendizado dos alunos
pela facil visualizagdo do conteudo, mostrando-se ainda como uma ferramenta

motivacional em relagcéo aos interesses dos alunos nas aulas.

3.6.6 Materiais de apoio utilizado

Em todas as tarefas da SD ocorre o incentivo ao uso de diferentes fontes de
pesquisa, tecnolégicas ou nao, para subsidiar argumentos, calculos e justificativas
baseadas na ciéncia. No produto educacional, como apoio a tarefa IV (Quadro 3.9),

por exemplo, ha uma curiosidade com a apresentagdo de um video para ajudar a
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construir justificativas e argumentos sobre o porqué de nao se utilizar numeros

complexos como medidas de comprimento. Esse tipo de material € importante, pois

Os alunos recorrem a materiais de apoio de diferentes tipos para construir as
justificativas no campo do conhecimento cientifico. Como as atividades de
leitura e escrita sdo de grande importancia para o desenvolvimento das SDIs,
€ necessario que as informagdes sejam apresentadas em diferentes
suportes, tais como: videos, paginas da rede mundial, buscadores de
informacéo, textos impressos, imagens impressas produzidas por diferentes
equipamentos, entre outros (MOTOKANE, 2015, p. 133).

Assim,

Para que os alunos possam ter momentos nos quais sejam realizados
fechamentos de discussdes ou mesmo sistematizagbes de conteudos
trabalhados, as sequéncias didaticas oferecem materiais de apoio que
possibilitam a construcao de justificativas (MOTOKANE, 2015, p. 125).

3.6.7 Mediacao do professor(a)

Considerando o fato de que todas as tarefas admitem uma linguagem que pode
ser modulada pelo professor com possibilidades de os alunos utilizarem terminologias
e conceitos cientificos, a SD apresentada pode permitir que o professor “contemple
aspectos da ciéncia e da linguagem e esteja atento para a fala, a leitura e a escrita
dos alunos; ele € um mediador de todas essas produgdes presentes na sequéncia”
(MOTOKANE, 2015, p. 126).

3.6.8 Avaliagcao

Em todas as etapas da aplicagdo da SD, o professor podera realizar uma
avaliacdo de forma processual, de forma a examinar a aprendizagem ao longo das
tarefas realizadas em sala, que se dara por meio das produgdes escritas, comentarios,
apresentacoes, criagdes, trabalhos em grupos, entre outros. Ponte (2005) considera
que o professor pode estabelecer, de modo explicito ou implicito, um plano de trabalho
organizado essencialmente em torno do que ele prevé fazer, do que prevé que os
alunos facam, e qual a sequéncia das atividades, realizando uma avaliacado em tempo
real e atualizada a cada momento no decorrer da aula, em um processo de
monitorizacdo do trabalho, como um processo regulador do ensino e da
aprendizagem. Para Ponte,

E através da avaliagdo que o professor recolhe a informacgdo que lhe permite
detectar problemas e insuficiéncias nas aprendizagens dos alunos e também
no seu trabalho, verificando assim a necessidade (ou n&o) de introduzir
mudancas na sua planificagdo e no seu modo de trabalho. Os préprios alunos
podem participar neste processo de avaliagao, fazendo eles préprios a sua
auto-avaliagao e reflectindo sobre a avaliagao realizada pelo professor. A
avaliagdo evidencia, em Ultima analise, o que os diversos actores que
intervém no processo educativo mais valorizam e, por isso, 0s seus
resultados repercutem-se sobre todo o trabalho realizado, contribuindo,
assim, a seu modo, para a construgao do curriculo (PONTE, 2005, p. 20-21).
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A concepcao desse autor deixa evidente que a participacado dos alunos durante
0 processo de autoavaliagdo € importante para a construgdo de uma pratica
investigativa, como forma de buscar nas respostas dos alunos o que eles mais

apreenderam sobre o conteudo ensinado.

Consideragoes

A producao do material aqui apresentado surgiu a partir de reflexdes sobre o
ensino de numeros complexos. Para tanto, levou-se em consideragao a necessidade
de participacdo ativa do estudante em seu processo de aprendizagem, o uso de
diferentes registros de representagdo semiotica e a aplicabilidade dos numeros
complexos em um contexto que pudesse chamar a atengdo dos alunos de Ensino
Médio.

Nesse sentido, nosso propodsito foi oferecer um material subsidiado
teoricamente na Teoria das Situagcbes Didaticas e na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, apresentando caracteristicas de uma Sequéncia Didatica
Investigativa, com viabilidade de execugao no ambito de sala de aula.

No que se refere a Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica, a SD
apresenta possibilidades de conversdes entre as representagdes algeébricas e graficas
e representagdes graficas vetoriais e algébricas. Ainda, permite que ocorra o
tratamento dentro de cada tipo de representacéao, possibilitando que o estudante tenha
acesso a varias formas de representagéo do objeto matematico numero complexo.

ApOs as analises de cada tarefa da SD com os preceitos da SDI, inferimos que
ela atende a varios pressupostos indicados para a aprendizagem matematica:
participacao ativa do estudante, diferentes registros de representagao semidtica, uso
de tecnologias (Geogebra), investigacdo e problema auténtico, o que nos leva a
reconhecer o seu potencial atrativo para o estudante.

No que se refere aos aspectos da SDI, nem toda tarefa analisada isoladamente
contém todas os itens propostos por Oliveira et al. (2021). Com isso, ressalta-se a
importancia de se trabalhar a SD em sua totalidade. Ainda, destacamos que a
interdisciplinaridade e a contextualizagéo sao tratadas no atual Referencial Curricular
do Parana como principios pedagdgicos que permitem ao estudante compreender

caracteristicas que estabelecem elos entre os saberes.
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4 TRATAMENTO E CONVERSOES ENTRE REPRESENTAGCOES DE NUMEROS
COMPLEXOS A PARTIR DA LUDICIDADE COMO RECURSO DIDATICO: O Jogo

Trincas Complexas

O ensino tradicional de operagdes com numeros complexos possui um forte
componente abstrato, desperdicando o potencial de visualizagdo grafica dessas
operacdes. Uma forma de minimizar tal abstracéo € apropriar-se da ludicidade e da
dinamicidade possibilitadas pelos jogos, que oferecem uma dinamica colaborativa e
ludica capaz de estimular habilidades de coordenacgado, concentragdo e raciocinio
l6gico, promovendo o aprendizado autbnomo e divertido. Este estudo objetiva discutir
como um jogo, intitulado Trincas Complexas, pode potencialmente contribuir para o
aprendizado das operagdes com numeros complexos na forma algébrica e suas
respectivas conversdes em representacdes graficas com vetores. Fundamentaram a
proposta do jogo, principios da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, os
quais consideram que o ensino e a aprendizagem da matematica requerem um
trabalho com diversidade de representacbes. Acredita-se que esse jogo podera
contribuir para a apreensao de conceitos e significados matematicos de operacdes
com numeros complexos na forma algébrica, bem como diminuir lacunas de
aprendizagens na visualizagdo de representacdes graficas dessas operagdes por

meio da ludicidade.

4.1 Introdugéao

Dentre os conteudos que fazem parte do programa de matematica escolar,
estdo aqueles que possuem um forte componente abstrato, que muitas vezes séo
apresentados em sala de aula como um conhecimento estatico e desvinculado do
contexto social e historico, gerando dificuldades no processo de aprendizagem. Entre
esses conteudos, destacamos os Numeros Complexos.

Os Numeros Complexos tém como caracteristica a possibilidade de admitirem
diferentes formas de representacdo: algébrica, pares ordenados, vetorial,
trigonométrica, matricial, entre outras. No entanto, essas representagdes tém sido
pouco exploradas nos materiais didaticos utilizados nas escolas publicas brasileiras,
sendo o foco dado para as manipulagdes algébricas das operagbes entre Numeros
Complexos (OLIVEIRA, 2010).
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O fato de um estudante saber resolver uma situacdo matematica em uma
determinada representagcdo ndo garante que ele tenha compreendido um conceito

matematico do objeto de estudo. De acordo com a BNCC (2018),

[...] na Matematica, o uso dos registros de representacao e das diferentes
linguagens €&, muitas vezes, necessario para a compreensao, resolugao e
comunicacao de resultados de uma atividade. Por sua vez, o transito entre os
diversos registros de representacdo pode favorecer que os estudantes
tenham maior flexibilidade e fluidez na &area e, ainda, promover o
desenvolvimento do raciocinio (BRASIL, 2018, p. 519).

Diante dessa necessidade de explorar as diferentes formas de representacao
e as conversoes entre si, propusemos um jogo que tem por base os pressupostos da
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica — TRRS de Duval (1995), o qual
possui potencial para contribuir com a superagcdo de dificuldades em relagao a
representacao grafica de operagdes algébricas com numeros complexos.

O presente capitulo apresenta um jogo como recurso didatico de apoio para
professores de Matematica e estratégia ludica de aprendizagem para estudantes do
Ensino Médio, com o objetivo de discutir como esse jogo, intitulado Trincas
Complexas'?, tem a capacidade de contribuir para o aprendizado das operagdes com
numeros complexos na forma algébrica e suas respectivas conversées em

representacdes graficas com vetores.

4.2 O Ensino dos Numeros Complexos

Como ja dissemos em capitulos anteriores, o conteudo Numeros Complexos
faz parte de alguns documentos brasileiros oficiais para a Educagcédo Basica. Dentre
eles, destacamos as Diretrizes Curriculares da Educacao Basica do Parana (DCE) e
os Parametros Curriculares Nacionais (PCN+), documentos esses que buscam propor
mudangas curriculares e metodoldgicas nas praticas educacionais presentes nas
escolas. Embora o conteudo Numeros Complexos esteja presente nas DCE e nos
PCN+, as escolas de Ensino Médio, com base nesses documentos oficiais, adaptam
os conteudos para a realidade dos seus alunos, levando em consideracao a Proposta
Politico-Pedagdgica da instituicdo. Com isso, alguns conteudos do Ensino Médio

podem ou n&o constar em seu curriculo escolar.

2.0 jogo Trincas Complexas, objeto de discussdo neste capitulo, compde um produto
educacional denominado “Trincas Complexas: um jogo para representar graficamente
operacoes algébricas com numeros complexos”, vinculado a essa dissertacao.
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De acordo com as DCE (PARANA, 2008), o conteitdo Numeros Complexos
esta presente no Contetido Estruturante Numeros e Algebra, sendo introduzido no
Ensino Médio para que o aluno compreenda os numeros complexos e suas
operagoes, levando-o, assim, a aprofundar o estudo dos numeros e a ampliar o
conhecimento e dominio deste objeto.

Analisando os PCN+, percebemos que ha uma flexibilidade para um potencial
ensino dos Numeros Complexos. Nesse documento, ha duas mencgdes sobre esse

contetido no eixo estruturador Algebra: nimeros e funcées, onde considera-se que:

Os objetos de estudo sdo os campos numéricos dos numeros reais e,
eventualmente, os nimeros complexos e as fungdes e equagdes de variaveis
ou incognitas reais. Para o desenvolvimento desse eixo, sao propostas duas
unidades tematicas: variagdo de grandezas e trigonometria (BRASIL, 2002,
p.120).
E que,

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliagdo do
conjunto numérico, introduzindo os nimeros complexos. Como esse tema
isolado da resolugdo de equagbes perde seu sentido para os que néao
continuardo seus estudos na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do
curriculo das escolas (BRASIL, 2002, p.122).

Essa flexibilidade deixa o professor de matematica com a liberdade de trabalhar
ou nao tal conteudo com os seus alunos. Essa linha facultativa também é defendida

nas Orientagcdes Curriculares para o Ensino Médio (2006):

Outro tépico que pode ser tratado como tema complementar é o estudo mais
aprofundado dos numeros complexos. Por um lado, podem-se explorar os
aspectos histéricos da introdugdo dos numeros complexos e de seu papel
fundamental no desenvolvimento da algebra. Por outro lado, podem-se
explorar as conexdes entre as operagoes com numeros complexos e as
transformagées geométricas no plano (BRASIL, 2006, p. 93-94 — grifo
Nosso).

De certa forma, alguns educandos podem ter algo a perder com essa linha
facultativa que permite que o ensino de numeros complexos seja feito de forma
complementar, pois acabam tendo enfraquecida sua carga de conhecimentos, tanto
cientificos quanto culturais. Além disso, muitos cursos Técnicos e de Ensino Superior,
em especial os da area de exatas, utilizam os conhecimentos matematicos que
deveriam ser adquiridos na Educacao Basica.

A proposta presente nesse trabalho vai ao encontro com Brasil (2006), quando
ele sugere a possibilidade de explorar as conexdes entre as operagdes com numeros
complexos e as transformagdes geométricas no plano. Alguns estudos como os de
Puhl, Muller e Lara (2020), Randolph e Parraguez (2019) e Pinto e Laudares (2017)
apontam a importancia da aplicagdo dos numeros complexos em um conhecimento

profissional especializado, por exemplo, em cursos de Engenharia, em que se aplicam
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0S numeros complexos para calculos da forca de sustentacdo da asa de uma
aeronave, mecanica dos fluidos, eletricidade, entre outros. Além disso, ressaltam que
€ preciso explorar os numeros complexos nas mais diversas formas de registros.

Enquanto alguns estudos mostram que o conteudo de Numeros Complexos é
importante para ser ensinado ainda no Ensino Médio, a proposta presente na Base
Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018) ndo prevé esse ensino, o que
nos permite concluir que n&o o considerou como essencial ao estudante da Educagéao
Basica. Tal documento nao cita de forma explicita o assunto Numeros Complexos, o
que pode fazer com que o estudante termine o Ensino Basico considerando que o
conjunto dos Numeros Reais é o “mais amplo” de todos, podendo gerar falsas
compreensdes nos fundamentos matematicos dos estudantes e consequente
obstaculo didatico.

A introducdo dos Numeros Complexos no final do terceiro ano do Ensino Médio
costuma ser acompanhada de uma reviravolta conceitual ligada a existéncia de um
numero cujo quadrado € negativo (GHEDAMSI; TANAZEFTI, 2015). Além disso, as
dificuldades de aprendizagem de muitos estudantes com os diversos tipos de registros
de representagdo semidtica podem gerar barreiras de aprendizagens em relagéo a
um conteudo considerado novo e provavelmente pouco discutido anteriormente na
Educacao Basica.

Uma pesquisa realizada com académicos de Engenharia de universidades
brasileiras, promovida com o intuito de identificar e analisar os erros cometidos em
operacdoes de matematica basica, como adicido, subtracdo, multiplicacdo e divisdo
com numeros complexos, mostrou que a maioria desses estudantes possuem
dificuldades com as duas ultimas operacgdes, constatando certo dominio apenas nas
duas primeiras. Além disso, uma das principais dificuldades evidenciadas foi a
conversao entre as formas algébricas e trigopnométricas (polares) e a operagéao de
divisdo. Para que os estudantes superem essas dificuldades, os autores apontam
como alternativa que os professores propiciem estratégias e recursos de apoio para a
recuperacao de lacunas de conhecimentos basicos para a construcdo de novos
saberes, por exemplo, a criagao de objetos de aprendizagens com ambientes que
atendam a objetivos didaticos variados e que favoregam a construgao de significados
de conceitos e operagdes com numeros complexos (PUHL; MULLER; LIMA, 2020).

Ghedamsi e Tanazefti (2015) identificaram demandas cognitivas que revelam
as dificuldades dos alunos franceses em lidar com os Numeros Complexos. Entre

essas dificuldades, destacam-se: i) abusos de generalizagbes das propriedades dos
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numeros reais para os complexos, como por exemplo, o conceito de ordem dos reais,
transportado erroneamente para os complexos; ii) confusdo entre médulos e valor
absoluto, sem sucesso em diferenciar cada um desses dois conceitos; iii) dificuldades
em realizar tratamentos dentro da mesma representagcéo, bem como conversées entre
as representacdes com registros diferentes; iv) a incapacidade de realizar mudangas
imediatas entre os registros graficos e registros algébricos e vice-versa, entre outras.

Na tentativa de buscar uma forma ludica e dindmica do professor abordar
conceitos e operagdes de um conteudo de carater predominantemente abstrato,
optamos pela elaboragao de um jogo que utiliza diferentes registros de representacao
semiodtica como forma de ajudar na compreensao por parte dos alunos e evocar o
objeto matematico nimeros complexos. E sobre esses diferentes tipos de registros e

sobre esse jogo que trata as proximas duas secoes.

4.3 Teoria dos Registros de Representagcao Semiébtica

O referencial tedrico utilizado para discussao da proposta do jogo € a Teoria
dos Registros de Representagado Semiotica (TRRS) de Raymond Duval. Tal teoria é

uma abordagem que

[...] busca compreender e investigar as dificuldades dos alunos no processo
de aquisicdo do conhecimento matematico e contribuir para o
desenvolvimento de suas capacidades de raciocinio, de analise e de
visualizagdo por meio de distintos registros de representagdo. Um dos seus
principais argumentos € que o conhecimento matematico so é transformado
em saber quando ocorre a mobilizagdo espontanea pelos alunos, de distintos
registros semioticos de um mesmo objeto matematico (DENARDI, 2019, p.
81).

Lima (2019) pontua que “Duval utiliza o termo registros de representagao
semidtica, que representa os sistemas semioticos, como a escrita algébrica, a
representacao grafica, a lingua natural, a ilustracdo, entre outros” e que esses
sistemas cumprem trés atividades cognitivas necessarias para classificar uma

representagcéo semidtica, explicadas por Duval (2009), como as agdes de:

12 Constituir um trago ou um ajuntamento de tragos perceptiveis que sejam
identificaveis como uma representagdo de alguma coisa em um sistema
determinado; 22 Transformar as representagdes apenas pelas regras proprias
ao sistema, de modo a obter outras representagdes que possam constituir
uma representagdo de conhecimento em comparagédo as representagdes
iniciais; 32 Converter as representagcdes produzidas, em um sistema, em
representagdes de um outro sistema, de tal maneira que estas ultimas
permitam explicar outras significacdes relativas ao que é representado
(DUVAL, 2009, p. 36-37).
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Essas trés atividades cognitivas sdo denominadas por Duval como: i) formagéo
de uma representagdo semiotica: “enunciagdo de uma frase (compreensivel numa
lingua natural dada), composigdo de um texto, desenho de uma figura geométrica,
elaboragao de um esquema, expressao de uma férmula etc.” (DUVAL, 2012, p. 271);
ii) tratamento de uma representagédo: “é a transformacéo desta representagdo no
mesmo registro onde ela foi formada. O tratamento € uma transformacgéo interna a um
registro” (DUVAL, 2012, p. 272); e iii) conversdo de uma representagdo. “é a
transformacao desta fungdo em uma interpretagao em outro registro, conservando a
totalidade ou uma parte somente do conteudo da representacao inicial” (DUVAL,
2012, p. 272). Mais adiante, na segéo 4.5, diferenciaremos os conceitos de tratamento

e de conversao.

4.4 Jogo Trincas Complexas

O jogo Trincas Complexas é uma proposta ludica, aplicavel em contexto real
de ensino e elaborado para auxiliar na formagao dos conceitos e procedimentos
matematicos dos estudantes sobre o objeto Numeros Complexos. Além disso, o uso
de jogos matematicos e de gamificacdo € amparado pelo Referencial Curricular para
o Ensino Médio do Parana (2021), como possiveis metodologias ativas para que o
professor possa interagir com o estudante de forma mais pratica, pois “ao adotar a
gamificacao e os jogos on-line como recursos para a aprendizagem, o professor lanca
mao de uma didatica contemporanea” (PARANA, 2021, p. 275). Esse jogo utiliza
cartdes com dois diferentes tipos de registros de representagado semidtica (algébrico

e grafico), o que é amparado pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

Para tanto, esta Base assume que para as aprendizagens dos conceitos e
procedimentos matematicos deve-se incluir, quando possivel, pelo menos
dois registros de representacdo. Assim, os estudantes precisam estar
preparados para escolher as representagdes mais convenientes para cada
situagdo, para mobilizar, de modo simultdneo, ao menos dois registros de
representacao e para, a todo o momento, trocar de registro de representacéo
(BRASIL, 2018, p. 530).

Com esse jogo, os alunos poderao captar sinais que, quando mobilizados nas
estruturas cognitivas do pensamento, permitirdo representar o objeto matematico,
talvez ndo em todos os aspectos, mas com referéncias, ideias e caracteristicas que o
fazem ser identificado (HENRIQUES; ALMOULOUD, 2016). Esses sinais séo

chamados de signos, definidos por Henriques e Almouloud como:

[...] um sinal mobilizado por alguém (sujeito) capaz de permitir-lhe identificar
um sistema ou registro de representacéo semiético (cf. Definicdo3), como as
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regras linguisticas ou gramaticais na lingua materna, as propriedades ou
escritas algébricas para o registro algébrico, as figuras geométricas (pontos,
segmentos/retas/curvas, planos e superficies) para o registro grafico, os
numeros, as operagoes aritméticas, para o registro numérico e, de um modo
geral as regras de conformidade (HENRIQUES; ALMOULOUD, 2016, p. 468).

Os signos presentes nos cartdes do jogo sao algumas propriedades e escritas
algébricas para o registro algébrico e planos e vetores para o registro grafico.

Com o intuito de tornar esse objeto matematico acessivel, propomos cartdes
que evocam conceitos e no¢des dos numeros complexos durante os tratamentos e
conversdes dessas representagdes para permitir a consolidagao da aprendizagem.

O jogo possui 13 cartdes, que podem ser confeccionados pelo professor, sendo
quatro trincas' (4 x 3 = 12) e um curinga. Cada face desses cartdes que formam
trincas possui alguma informagdo sobre numeros complexos: dois numeros
complexos na forma algébrica com a indicagdo de uma operagao (adigao, subtracao,
multiplicagao ou divisao); o resultado algébrico dessa operagao; e a representagao do

registro grafico dessa operagéo, conforme protétipo apresentado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Cartdes do jogo Trincas Complexas

TRINCA DA ADICAO TRINCA DA SUBTRACAO
ADICAQ RESULTADO GRAFICO SUBTRACAO || RESULTADO GRAFICO
2= —5+1 e 2y = =l e S yr
7= 3+2i ~E N | z=3+2 e
ppgmat ppgmat
| | ppgmat| ppgmat
TRINCA DA MULTIPLICAGAO TRINCA DA DIVISAOQ
muLtzrezcacio || RESULTADO GRAFICO DIVISAQ RESULTADO 6RAFICO
A i h 2= —5+1i |
Z= 3420 2, =3+ 2
; - mat
ppgmat ppgmat]| |[PPS ppgmat

Fonte: o autor.

'3 Trincas: em um jogo de cartas, se refere a um conjunto de trés cartas com mesmo valor.
Reunido de trés coisas analogas. Trés cartas semelhantes. Disponivel em:
https://www.dicio.com.br/trinca-2/. Acesso em 01/05/2022.



https://www.dicio.com.br/trinca-2/

57

Além dos cartdes que formam trincas complexas, esse jogo contém um cartdo
curinga, cuja funcdo sera apresentada mais adiante. Esse curinga € representado pela
letra (C) — Conjunto dos Numeros Complexos, conforme apresentado na Figura 4.2.

Figura 4.2: Cartdo Curinga

CURINGA

C

Fonte: o autor.

Nos cartdes que apresentam os resultados das operagdes, ha dicas
criptografadas em forma de QR CODE para auxiliar os jogadores a compreenderem
0 que a operagao (adicdo ou subtracdo ou multiplicacdo ou divisdo) entre dois
numeros complexos na forma algébrica gera na representacao do registro grafico no

plano de Argand-Gauss. E sobre essas dicas que se refere o Quadro 4.1.

Quadro 4.1 - Dicas criptografadas no jogo Trincas Complexas
OPERAGAO

Dica: O que a operacgao faz graficamente?

Este resultado é representado graficamente por

ADICAO meio da regra do paralelogramo com os vetores
usados na operagéo.

Este resultado é representado graficamente por

SUBTRAGAO meio da regra do paralelogramo com o oposto

de um dos vetores.

O argumento deste numero é a soma dos

MULTIPLICAGAO
argumentos dos numeros usados na operagao.

O argumento desse numero é a diferenca dos

DIVISAO
argumentos dos numeros usados na operagao.

Fonte: o autor.
A leitura dessas dicas criptografadas nédo é condigdo necessaria para que o

jogo acontega, no entanto, entendemos que essa forma de associar 0 jogo ao uso de
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uma tecnologia possa ser uma estratégia interessante a fim de atrair a atengédo dos
alunos. Além disso, acreditamos que as reflexdes geradas a partir das relagdes entre
as operagOes algébricas e, consequentemente, representag¢des graficas, trara uma
rica discussao entre professores e alunos que, por muitas vezes, pouco exploram os
conceitos de mddulos e argumentos de vetores a partir das operagdes algébricas.
Conforme Assemany e Harab (2013), o ensino tradicional de numeros complexos
conduz a uma visdo algébrica, desperdicando o potencial de visualizagao
proporcionado pela geometria. Ainda segundo essas autoras, quando ‘um numero
complexo é representado no plano, sua leitura vetorial permite que os conceitos de
Modulo e Argumento de numeros complexos sejam associados a Modulo e inclinagéo
de vetores” (ASSEMANY; HARAB, 2013, p. 639). Para fazerem uso desse recurso, é
necessario que os jogadores baixem previamente um aplicativo para leitura QR CODE
em seus aparelhos de smartphone.

O objetivo do jogo é formar corretamente uma trinca complexa, ou seja, um
cartdo com a indicagao de uma operagéao, cartdo com o resultado em registro algébrico
dessa operacgao (apos tratamento); e cartdo com o registro grafico (apds conversao).

No Quadro 4.2, apresentaremos as regras do jogo.

Quadro 4.2 — Regras do jogo Trincas Complexas

Os treze cartbes devem ser embaralhados e distribuidos entre quatro jogadores de forma que
um nao conhega os cartdes do outro. Apds a distribuicdo da direita para a esquerda de quem
embaralhou, deve-se ter trés jogadores com trés cartdes cada e o jogador que distribuiu com quatro,
totalizando 13 cartées.

Nenhum dos jogadores podera sair “batido”, ou seja, receber, por muita “sorte”, uma trinca
complexa na distribuigcdo dos cartdes. Dessa forma, nenhum jogador podera vencer o jogo de imediato.
Caso isso aconteca, os cartdes devem ser embaralhados e distribuidos novamente.

O jogador que receber quatro cartdes devera escolher um deles e passa-lo para o jogador a
sua direita. Dessa maneira, o jogador imediatamente a direta ird receber esse cartdo e podera tentar
combina-lo de forma a completar uma trinca complexa.

Sempre com um jogador passando o quarto cartdo para o jogador a direita, o jogo prossegue.
Quem receber o curinga, devera ficar com ele por uma rodada, devendo passar outro cartdo. Ainda, o
jogador que receber o curinga podera contar aos demais colegas que esta recebendo essa carta, com
o objetivo de mostrar que permanecera com ela por uma rodada. Esse curinga tem a fungédo de impedir
que algum jogador ganhe rapidamente uma rodada do jogo, com isso nao se pode vencer estando com
0 curinga em ma&os, assim como o curinga ndo serve para substituir uma das cartas de forma a

completar corretamente uma trinca. Vence o jogo quem formar primeiro uma trinca complexa correta.

Fonte: o autor.
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Ao jogar, os alunos poderao desenvolver a habilidade de associar os cartdes e
identificar as representagdes corretas de cada operagdo, bem como realizar as
conversdes das representagdes de um registro para o outro, acdo essa muitas vezes
necessaria para uma adequada compreensao do objeto matematico em questao, uma
vez que uma representacao pode facilitar o entendimento de um aspecto que a outra

nao favorece.

4.5 Tratamento e Conversao das representagoes

Os conceitos de tratamento e conversao se referem as atividades cognitivas
ligadas aos registros de representagbes semidticas. De acordo com Henriques e
Almouloud (2016, p. 469), tratamento de uma representagao “é a transformacao desta
em outra representagdo no mesmo registro no qual foi formada. O tratamento é,
portanto, uma transformagao interna num registro”, enquanto a conversdo de uma
representacdo “é a transformacao dessa representagdo em uma representacado de
outro registro”.

Para o caso especifico desse jogo, ocorre uma transformacdo da
representacdo algébrica em uma outra representacdo algébrica, ou seja, um
tratamento com base nas propriedades e escritas algébricas, por exemplo, a adigéo
de dois numeros complexos em sua forma algébrica, resultando em um numero
complexo também na forma algébrica. Ressaltamos que cada tipo de registro de
representacado enfatiza uma informagéao a respeito do objeto do saber, muda-lo pode
favorecer a tomada de consciéncia desse conteudo, isto €, pode permitir que o aluno
acesse mais facilmente diferentes aspectos do objeto. Além disso, também ocorre
uma conversao entre as representacdes dos registros algébricos para os graficos (e
vice-versa). Os conceitos de tratamento e conversdo que ocorrem no jogo estao

exemplificados na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Exemplo de tratamento e conversao

REGISTRO ALGEBRICO

Y

ADICAO
e
Z; = 34 2i
mat . REGISTRO GRAFICO
ppg CONVERSAO
ENTRE AS 6RAFICO
REPRESENTACOES I

DOS REGISTROS

- <C—

RESULTADO

O-HZmE>»—A>x -

Fonte: o autor.
De acordo com Henriques e Almouloud,

A representacdo de um objeto e a conversido de representagbes entre
registros, por exemplo, sdo comuns nas praticas do professor de Matematica
em sala de aula, quando este pretende fazer com que os seus alunos
compreendam uma determinada nog¢ao de dificil entendimento no registro no
qual o objeto foi inicialmente apresentado. No momento em que o professor
realiza essa conversao, nao implica, necessariamente que ele queira reforgar
a estreita relagédo existente entre os registros que mobilizou (HENRIQUES;
ALMOULOUD, 2016, p.467).

Professores que ensinam matematica poderao utilizar esses cartbes para fazer
com que os seus alunos reflitam sobre questionamentos da seguinte ordem: em que
resulta a soma de dois numeros complexos? E a subtragdo, multiplicagdo ou divisao?
Com o jogo Trincas Complexas, os estudantes poderao perceber, por exemplo, que
dados dois numeros complexos, a adicdo entre eles gera, graficamente, um vetor z3

que € justamente a diagonal de um paralelogramo formado pelos vetores

z_{zT’z_z’ e z_z’) conforme indicado na Figura 3, enquanto a subtragéo entre eles gera
um outro paralelogramo com o oposto de um dos vetores.

Ainda, os professores poderdo esclarecer aos estudantes o que acontece
geometricamente com a multiplicagao ou divisdo entre numeros complexos na forma
algébrica, determinando os argumentos, escrevendo-os na forma trigopnométrica e
dessa para a grafica. Para essas operagoes, as trincas permitem o uso simultédneo de
trés registros e, nesse caso, o registro algébrico-trigopnométrico sera utilizado como

registro intermediario na conversao, conforme exemplo a seguir:
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Multiplicacéo
Dadosz; = =5+ ez, = 3 + 2i, ambos na forma algébrica z = a + bi, temos:

21'22: Z3 :(_5+l)(3+21)
z3 = —15 — 10i + 3i + 2i?
z3=—15-7i+2-(-1)

z3=—17-7i
z3 € Il quadrante

No Quadro 4.3, apresentaremos os calculos do modulo (p) e do argumento (8)

de z;.
Quadro 4.3 — Mdédulo e argumento de z,
Numero
Médulo (p) Argumento (0)
Complexo
b ©® =~
—— cos =—
sen (0) o 03
TR =7 0) = ——
. = \/a? + b? sen (0) = cos =
S | ps = /(=17)2 + (=7)? 6 -7 o -17
g o = arcsen ( ) = arccos( )
(*)
£ ps = V289 + 49 = EES
= = —22,38° -~ o
ER ps = /338 ou 6 = 157,62° ou
N 0 = 202,38° 8= 2023
Como sen () é negativo e cos (0) é negativo, o argumento
0 € Ill quadrante. Portanto, 8 = 202,38°.

Fonte: o autor.

Utilizando os valores do modulo e do argumento, podemos representar o

numero complexo z; na forma de registro algébrico-trigonométrico:

z3 = p(cosB + i.senB)

z3 = V338(cos202,38° + i.sen 202,38°)

—17 —7
7. = V338 ( +i )
3 V338 /338

A partir do médulo V338 e do argumento 202,38°, podemos representar

graficamente z; = z, - z,, conforme Figura 4.4:
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Figura 4.4: Representacao grafica da multiplicacéo z; - z,

0=20238 , +m@
Z2
Z1 2
Re (z)
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 - 2 4 6
-2
p=+vV338 y
Z1° 22 .

Fonte: o autor.

A forma algébrica pertence ao registro simbdlico algébrico e a forma
trigonométrica pertence ao registro simbdlico algébrico-trigonométrico, devido ao fato
de ambos os registros obedecerem a regras operatérias diferentes. Destacamos, com
esse exemplo, a possibilidade de o professor reforcar a aprendizagem de
trigonometria.

Os cartdes do jogo Trincas Complexas possibilitam que a conversdo seja
trabalhada em dois sentidos (algébrica para grafica e grafica para algébrica). Esse
fato pode contribuir para a apreensédo global das propriedades inerentes as
representagdes graficas e algébricas de um numero complexo, pois, de acordo com
Duval (1995), fazer as conversdes em dois sentidos permite ao aluno a possibilidade
de analisar propriedades onde a conversao em apenas um sentido ndo é valorizada
ou perceptivel.

Corroborando a ideia de conversdes em dois sentidos de representagdes com

diferentes registros, Brasil (2018) afirma que:

[...] cabe observar que a conversédo de um registro para outro nem sempre &
simples, apesar de, muitas vezes, ser necessaria para uma adequada
compreensao do objeto matematico em questdo, pois uma representagao
pode facilitar a compreensdo de um aspecto que outra ndo favorece.
Portanto, percebe-se que, do ponto de vista cognitivo, as aprendizagens
fundamentais relativas ao raciocinio requerem a diversificagdo dos registros
(BRASIL, 2018, p. 530).

E ainda, além da conversao em dois sentidos, Andrade, Padilla e Dos Santos
(2020) destacam a acao de coordenagao como forma de ter uma visdo global do
objeto matematico:

Entende-se que uma aula na perspectiva da TRRS seja baseada na
coordenacgdo entre os registros de representagédo semiética nos dois sentidos
de conversao. E utilizando-se das transformagdes de tratamento para
fixar os conteudos e demonstragcbes matematicas. Uma aula tradicional
em contraste a Teoria de Duval, privilegia somente um sentido de conversao,
por exemplo, partindo-se do registro algébrico para o grafico. Essa
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apresentagao de conteudos obedecendo somente um sentido de converséo
prejudica a compreensao dos estudantes em ter uma visdo mais abrangente
do objeto matematico (ANDRADE; PADILLA; DOS SANTOS, 2020, p. 126-
127).

Para favorecer o acesso ao objeto matematico numeros complexos, além de
se utilizar varios tipos de registros de representagcédo, Duval (1995) afirma que é
preciso que ocorra uma agao chamada de coordenagao. De acordo com Henriques e
Almouloud (2016, p. 470), a coordenagao “é¢ a manifestagdo da capacidade do
individuo em reconhecer a representagcdo de um mesmo objeto, em dois ou mais
registros distintos”. Com base nos pressupostos de Duval (1995), elaboramos a Figura
4.5 em forma de um pentagono que leva em conta as possibilidades de conversoes

entre diferentes representacgdes e enfatiza a coordenacéo.

Figura 4.5: Pentagono Semiédtico: conversdo e coordenagao de representagdes de

um objeto

-

s\ LINGUA > A
y \ MATERNA /

1 ReGISTRO

REGISTRO
| ALGEBRICO ,

1 NUMERICO

\ REGISTRO I OUTROS TIPOS DE
.  GRAFICO | REPRESENTAcﬁES, ’

-’
-

wjmemeni CONVERSAO — — — COORDENACAO

Fonte: o autor.

Para o caso especifico dessa proposta, os jogadores podem manifestar a
capacidade de coordenac&o ao reconhecerem os numeros complexos por meio dos
signos nas formas de vetores e escritas algébricas, de acordo com cada
representacao.

Durante e apds a aplicacdo do Trincas Complexas, o professor podera fazer
uma avaliacdo com o intuito de analisar as possiveis contribuicbes do jogo para a
aprendizagem dos estudantes no ensino dos numeros complexos. Sugerimos que
essa avaliagao seja feita a luz da Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) proposta por
Brousseau (2008), baseada no principio de que cada conhecimento ou saber esta

ligado a um tipo de situacéo, por meio da interacdo entre duas ou mais pessoas. Um
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jogo, por exemplo, pode levar o estudante a usar o que ja sabe para criar uma
estratégia adequada. Para esse autor, cabe ao professor propor uma situagéo didatica
que provoque no aluno uma interagdo autbnoma, fazendo com que ele saia da zona
de conforto e seja atuante no processo de aprendizagem.

Gomes e Silva (2018) afirmam que a TSD pode ser utilizada para uma melhor
compreensao da gamificacdo de conteudo como uma estratégia de ensino.

Para esses autores,

[...] a gamificacdo de conteudo é a aplicacdo dos elementos de jogos para
alterar um conteudo e transforma-lo em um jogo, ou seja, cria-se um jogo
para ensinar um determinado conteudo, modificando sua estrutura, de modo
que ele possa ser apresentado e desenvolvido enquanto o aluno joga
(GOMES; SILVA, 2018. p.22).

Além disso, é sugerida a utilizagdo de caracteristicas encontradas em jogos
para promover o envolvimento dos estudantes em situagdes de aprendizagem, onde
os alunos possam agir, formular e validar. Nesse sentido, entendemos que uma
situagdo gamificada pode ser entendida como uma situagéo didatica na perspectiva
de Brousseau.

As quatro etapas norteadoras da TSD (acao, formulacdo, validacéo e
institucionalizagéo) se fazem presente nessa proposta de jogo, visto que os
estudantes precisam mobilizar conhecimentos correspondentes aos momentos de
estabelecer relagdes corretas entre os cartdes.

Durante o jogo podem ocorrer as etapas: i) acdo, em que os participantes
precisam tomar decisdes, colocando os seus saberes em pratica para descartar ou
n&o um dos cartdes. E nessa etapa que os alunos podem explorar o jogo, conhecendo
as regras, buscando solucionar um problema ao interagir com o ambiente do jogo; ii)
formulacdo, momento em que o conhecimento implicito € transformado em explicito,
onde os alunos trocam informagdes com um ou mais colegas, podendo explicitar as
suas solugdes utilizando a lingua materna ou alguma linguagem propria da
matematica; iij) validacdo, onde a estratégia utilizada para formar as trincas
complexas precisam ser provadas dentro do contexto do jogo, realizando
corretamente os tratamentos e as conversdes entre as representagdes dos registros.
Os alunos validam as conjecturas formuladas nas etapas de acgéo e formulagéao.

Apods o0 jogo, pode ocorrer a etapa iv) institucionalizagdo, momento no qual o
professor tem a oportunidade de fazer de forma explicita um resumo de todo o
processo que foi vivenciado durante o jogo, discutindo os acertos e os erros, captando

as percepcdoes e feedbacks dos estudantes, ressaltando a importancia das
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representacdes para a compreensao de fatos, das ideias e dos conceitos a fim de
perceber se as conversdes entre as representagdes dos registros permitiram evocar
0 objeto matematico. Nesse momento, o professor valida o conhecimento matematico
envolvido na proposta do jogo, de modo que esse novo saber se incorpore aos

esquemas mentais dos alunos.

Consideragoes

Distintas formas de ensino e de aprendizagem tornam-se indispensaveis em
um contexto real de ensino, em que dificuldades com alguns conteudos matematicos
predominantemente abstratos muitas vezes se tornam verdadeiras barreiras nos
processos de ensino e de aprendizagem. Para isso, formas ludicas e dindmicas de
aprender conceitos e operagdes de um conteudo, que por muitas vezes é considerado
dificil de ser compreendido pelos estudantes do Ensino Médio, podem ser uma
maneira plausivel de contribuir com o ensinamento desses conteudos.

O jogo Trincas Complexas foi desenvolvido para ajudar na compreensao € no
aprendizado dos numeros complexos, com possibilidades de promover as conversoes
entre as representagdes algébricas e graficas dos numeros complexos, com o
potencial de tornar as aulas mais interessantes. Seu uso efetivo, juntamente com a
intervencao didatico-pedagdgica do professor, em especial na etapa de
institucionalizacao, podera auxiliar na construgdo de novos conhecimentos, bem como
contribuir para a concepgéo da aprendizagem dos estudantes do Ensino Médio.

O jogo Trincas Complexas podera contribuir para atenuar algumas dificuldades
de aprendizagem, apontadas por alguns pesquisadores como erros nas operagdes de
multiplicagdo e divisdo, dificuldades nas conversdes entre diferentes formas de
representacdes e a necessidade de professores propiciarem estratégias e recursos
de apoio para a recuperacgao de lacunas de conhecimentos basicos.

Apesar da pouca utilizagdo dos Numeros Complexos no Ensino Médio,
aplicagdes desse conteudo estdo presentes em cursos superiores que envolvem as
ciéncias exatas, como por exemplo, nas engenharias. Assim, estudantes que
pretendem seguir carreiras nessas areas poderdo apresentar dificuldades de
aprendizagem por nao terem um contato inicial com esse conteudo na Educagao
Basica. Nesse sentido, o jogo Trincas Complexas podera atuar de forma ludica para

que tais conceitos sejam vivenciados ainda no Ensino Médio.
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Consideramos que € possivel que os alunos participem da confecgcdo dos
jogos, bem como atribuam valores para as partes reais e imaginarias dos numeros
complexos, com possibilidades de se trabalhar, inclusive, com niumeros decimais. No
entanto, ressaltamos que a prioridade dessa proposta € realizar corretamente os
tratamentos e as conversdes entre as diferentes representagcbes de um numero

complexo.
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RETOMANDO A PESQUISA: ALGUMAS CONSIDERAGOES FINAIS

Neste capitulo, retornaremos ao objetivo geral da presente pesquisa: criar
recursos didaticos para o ensino de numeros complexos que possibilitem a utilizagdo
de diferentes tipos de representagcdo semidtica, buscando alcancga-lo a partir de uma
analise dos resultados evidenciados nos capitulos 2, 3 e 4.

Com o proposito de refletir sobre os pressupostos da Teoria das Situacdes
Didaticas (TSD) e da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica (TRRS) e
também discutir sobre uma proposta para o ensino de numeros complexos que
possibilite a utilizagcao de diferentes tipos de representacao, a pesquisa desenvolveu-
se a partir de trés estudos independentes, porém complementares.

No Capitulo 2, apdés os resultados e discussbes sobre o levantamento
bibliografico realizado em trabalhos que apresentam propostas para o ensino de
numeros complexos em dissertacdes e teses brasileiras, disponiveis no catalogo de
Teses e Dissertacbes da CAPES, observou-se que os estudos mostraram
possibilidades do ensino desse conteudo a partir do uso efetivo de algum recurso, seja
i) diferentes formas de representacbes semiodticas; i) uso de tecnologias; iii)
interdisciplinaridade; iv) jogos matematicos; ou v) proposigao de tarefas investigativas
que promovam uma participagao ativa dos estudantes. Essas possibilidades vao ao
encontro das propostas elaboradas nos produtos educacionais | e Il presentes no
apéndice dessa dissertacao, e foram discutidas nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 3, a partir das reflexdes sobre as estratégias e propostas para o
ensino de numeros complexos mencionadas no Capitulo 2, elaboramos uma
sequéncia didatica com tarefas interdisciplinares (entre a matematica e a fisica),
subsidiadas na TSD e na TRRS, com a intengdo de proporcionar uma participacao
ativa do estudante em seu processo de aprendizagem, utilizar diferentes registros de
representacdo semiotica (lingua natural, algébrica, grafica ou vetorial), oferecer
possibilidades de conversdes entre essas representagcdes, além de permitir uma
aplicabilidade dos numeros complexos em um contexto que pudesse chamar a
atencao dos alunos de Ensino Médio. Ainda, buscamos atender as caracteristicas de
uma Sequéncia Didatica Investigativa, com tarefas que apresentam conceitos
cientificos e que podem ser programadas de forma a ter comego, meio e fim em cada
aula. Além disso, consideramos a possibilidade do professor ser mediador no decorrer
da aplicacdo dessa sequéncia didatica, bem como avaliar de forma processual a

argumentacgao e a participagcado dos estudantes nas tarefas por meio das produgdes
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escritas, comentarios, apresentagdes, criagdes, trabalhos em grupos, entre outros. A
analise desse conjunto de tarefas mostrou que a SD possui caracteristicas de uma
Sequéncia Didatica Investigativa.

No Capitulo 4, discutimos um jogo elaborado com base nos pressupostos da
TRRS, denominado Trincas Complexas, com o objetivo de discutir a utilizagdo da
representacdo grafica no processo de significagdo das operagbes com Numeros
Complexos. Acreditamos que esse jogo podera auxiliar professores que ensinam
matematica a fazer com que os seus alunos compreendam questionamentos da
seguinte ordem: em que resulta a soma de dois numeros complexos? E a subtragao,
multiplicagdo ou divisdo? Os cartdes desse jogo oferecem possibilidades de
conversdes entre as representagcbes algébricas e graficas, e, em particular, nas
operagcbes de multiplicacdo e divisdo pode-se utilizar o registro algébrico-
trigonométrico como intermediario na conversao entre o algébrico e o grafico.

Destaca-se que esse jogo podera contribuir para atenuar algumas
dificuldades de aprendizagem, apontadas por alguns pesquisadores como erros nas
operagdes de multiplicagao e divisdo, dificuldades nas conversdes entre diferentes
formas de representagdes e a necessidade de professores propiciarem estratégias e
recursos de apoio para a recuperagido de lacunas de conhecimentos basicos. Além
disso, possui o potencial de tornar aulas de matematica mais interessantes em relagéo
a um conteudo que, muitas vezes, € apresentado predominantemente de maneira
abstrata.

Como um possivel avanco, esse trabalho propés recursos didaticos para o
ensino de Numeros Complexos. Um deles na forma de sequéncia didatica, na qual:
na tarefa | ha uma proposi¢cao de uma pesquisa; na tarefa I, ha operacdes que exigem
tratamentos dentro de um mesmo sistema de registro e posterior conversao para a
representacgao grafica, com possibilidades de uso da tecnologia (Software GeoGebra);
na tarefa Ill ha um contexto interdisciplinar com a proposicdo de questdes que
proporcionam o uso das representacdes algébricas e vetoriais em um contexto real
de possivel aplicagcao; e, na tarefa IV, além do uso de diferentes formas de
representacdes semioticas, ha uma situagao que insere os alunos em um contexto
ativo de argumentacao, pois precisam confrontar conclusdes anteriores e validar
conceitos relacionados a numeros complexos e medidas, com o potencial de trazer a
sala de aula um debate de ideias. E outro, que tenta trazer o aspecto ludico para o
ambiente de ensino, sem deixar de lado o objeto do saber de referéncia: o jogo Trincas

Complexas.
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Sugerimos, para trabalhos futuros, aprofundar e ampliar a discusséo sobre a
forca aerodinamica conhecida como sustentacdo, pois percebemos que ha
controvérsias a respeito desse tema, bem como ndo ha uma explicagao simples e nem
consenso entre cientistas e algumas teorias, de forma a explicar completamente essa
forgca do ponto de vista da Fisica. Ademais, sugerimos a aplicagao desses produtos
em contexto real de ensino, uma vez que, devido a suspensao das aulas presenciais
em decorréncia da pandemia COVID-19, nao foi possivel validar, em sala de aula, os
produtos educacionais elaborados.

Os estudos empreendidos para essa pesquisa de Mestrado Profissional
permitiram a elaboracdo de dois produtos educacionais, que se encontram no
apéndice dessa dissertacao, discutidos nos Capitulos 3 e 4. Esperamos que esses
materiais possam contribuir com o ensino de matematica, em especifico dos niumeros
complexos, e que professores ou futuros professores considerem as possibilidades
de se trabalhar com diferentes formas de representacbes semidticas, uso de
tecnologias, interdisciplinaridade, jogos matematicos e proposicdo de tarefas

investigativas que promovam uma participag¢ao ativa dos estudantes.
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APRESENTACAO

Caros passageiros,

Sejam bem-vindos a bordo dessa aula.

Aqui vocés serdo transportados por meio de uma
sequéncia diddtica composta por quatro tarefas com foco
nas representagdes algébricas e grdficas de Numeros
Complexos.

O voo possui um destino interdisciplinar, com escalas
nas disciplinas de Matemadtica e Fisica e conexdes em outras
dreas do conhecimento.

Acomodem os seus materiais nos compartimentos em
cima ou embaixo de suas carteiras. Ndo é permitido ficar
com duvidas. Lembramos que o conhecimento é a capacidade
humana de entender e compreender. Aprender € sensacional.

Em caso de emergéncia, chame pelo seu professor(a),
que possui uma das mais nobres profissdes com grande
responsabilidade em contribuir com a sua formagdo e
desenvolvimento enquanto individuo em uma sociedade.

A DECOLAGEM estd autorizada. Desejamos a todos
uma étima aulal

Apertem os cintos e boa aprendizagem!

Cilio José Volce

Claudete Cargnin
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Introducgao

As tarefas tematicas que compdem este produto educacional foram concebidas
no decorrer dos estudos e desenvolvimento da pesquisa de mestrado profissional
intitulada “Recursos Didaticos para Numeros Complexos na perspectiva da teoria
dos Registros de Representacdao Semidtica” disponivel no enderego:

<<http://portal.utfpr.edu.br/cursos/coordenacoes/stricto-sensu/ppg-mat/producao-academica>>. A

sua estrutura foi pensada de modo a relacionar o conteudo Numeros Complexos a um
contexto real de aplicagdo, explorando as operagbes de adigdo, subtracéo,
multiplicagdo e divisdo, com foco nas representagcdes algébricas e graficas dessas
operacoes. Ainda, buscamos sintetizar atividades com possibilidades de utiliza-las de
forma interdisciplinar com a Fisica no quesito de vetores e forgas. No decorrer das
apresentacoes das tarefas, ha solugbes e curiosidades sobre o tema avido e
orientagdes para o professor da disciplina de matematica.

Dessa forma, organizamos este material que contém quatro tarefas com
abordagens que envolvem as etapas de acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizagao com inspiragdes na Teoria das Situagdes Didaticas — TSD (Guy
Brousseau).

Com esse produto, pretende-se incentivar os alunos a estudarem, revisarem
conteudos e refletirem sobre as mudancas de registros. Acredita-se que os recursos
interativos podem: auxiliar na compreensdo dos conceitos, operagdoes e
representacbes dos Numeros Complexos; diminuir lacunas de aprendizagens;
melhorar os fundamentos matematicos dos estudantes; permitir uma participacao
ativa dos estudantes; e trazer dinamicidade para a sala de aula. O objetivo deste
instrumento é contribuir com o ensino e a aprendizagem de niumeros complexos. Os
objetivos especificos de cada tarefa da sequéncia didatica estdo detalhados no

Quadro 1 a seguir:


http://portal.utfpr.edu.br/cursos/coordenacoes/stricto-sensu/ppg-mat/producao-academica
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Quadro 1 - Organizacédo da Sequéncia Didatica

re

~

SEQUENCIA DIDATICA

Proposta Descrigao Objetivos
v' Conhecer alguns calculos e principios
tedricos que explicam o que leva um aviao
a voar;
Nessa tarefa, faremos uma breve ) .
. . Apresentar o conjunto de Numeros
introdugdo aos estudos que . . .
_ . Complexos, pois tal conhecimento ajuda a
Tarefa 1 norteard0 NOSSO VOO rumo a . ) L
_ . explicar conceitos da aerodindmica e estes
compreensdo de  conceitos

O que faz um

aviao voar?

matematicos que nos ajudardo a
compreender como atuam as
forgcas que permitem que um avido

voe.

sdo fundamentais para compreendermos o
que garante a sutentacdo de um avido no
ar;

Apresentar algumas formas de
representagdo dos Numeros Complexos,
sendo as formas: algébrica, algébrica-

trigonométrica e grafica.

Tarefa 2
Ndmeros
Complexos
na

Aerodindmica

Nessa tarefa, apresentaremos a

~ 1
expressao z + Z

Demonstrar a importancia do estudo dos
Numeros Complexos para a compreensao
de conceitos da aerodindmica;

Operar com numeros complexos na

~ 1
expresséo z + —;
numeros

Representar graficamente

complexos a partir de sua forma algébrica.

Conceituar vetores e forga;
Apresentar as principais forgas presentes

em um voo, sendo: Sustentagdo; Arrasto;

Tarefa 3 Nessa tarefa, estudaremos alguns _ o
Resultante; Tragdo da Hélice e Peso.
Vetores e vetores e forgas que atuam em um . L
» Resolver atividades algumas posi¢cdes em
avido.

Forcas que um avidao pode se encontrar: voo
ascendente; VOO horizontal; VOO
descendente e voo em curva.

Tarefa 4 Nessa tarefa, exploraremos ] .

. ~ Representar graficamente nameros

Caixas- equacgdes do 2° e do 3° grau com o

] complexos dados em forma algébrica.

Pretas raizes complexas.

Fonte: o autor.
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Tarefa 1

o

Investigue quais disciplinas que vocé ja estudou ou

) # 4
estuda na escola e que podem trazer conhecimentos para A /\ i
. NN 8
ajudar a explicar o que faz um aviéo voar. ?j:_g\ Uinqgg af‘\
. . . e )
Pesquise, discuta e compartilhe com os seus .,;--'f,---" —

colegas e com o seu professor(a) algumas possiveis <
féormulas, calculos e principios de teorias que podem

ajudar a explicar os mistérios que fazem com que uma maquina tdo pesada voe.

Professor(a), nesse momento converse com o0s seus alunos e solicite que
discutam com os colegas de sala sobre o que eles pensam a respeito das possiveis
respostas para os questionamentos feitos e, em seguida, pegca para que eles
registrem as suas ideias para posterior discusséo.

Na sequéncia, apos as reflexées realizadas, apresente aos alunos a seguinte
curiosidade que os ajudara a compreender e a responder parcialmente alguns dos

questionamentos ja feitos.

Curiosidade

Disciplinas que ajudam a explicar o voo de um aviao

A aviacao esta baseada nos principios da matematica e da fisica. Alguns desses
principios s&o estudados na escola e podem auxiliar nas explicagdes do voo de um
avidao. Para que um aviao voe, é necessario que algum tipo de forca consiga
vencer ou anular o seu peso. Ocorrem conceitos Fisicos quando ele esta em
movimento, em particular, nas asas do avido, também chamadas de aerofdlios. Os
calculos ficam por conta da matematica, com conceitos aritméticos, algébricos e
geométricos.

Esse breve texto esta baseado em: O que faz um avido voar? UFRGS. Disponivel
em: <https://www.if.ufrgs.br/tex/fis01043/20031/Andre/>. Acesso em: 15 dez. 2021.



https://www.if.ufrgs.br/tex/fis01043/20031/Andre/
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Possivelmente, ao responder os questionamentos anteriores sobre alguns
calculos que ajudam a explicar o que faz um avido voar, vocé possa ter observado
algumas equacgdes, muito utilizadas para ajudar a resolver exercicios e situagdes-
problema encontrando solugdes nos quais numeros ndo sio conhecidos. Vamos
relembrar uma possibilidade de resolugéo de equagédo do 2° grau, pois utilizaremos
essa resolugéo para discutir raizes quadradas de numeros negativos.

Uma equacgao do 2° grau pode ser representada em sua forma completa por:

a.x’?+b.x+c=0

Para determinar suas raizes podemos utilizar, por exemplo, a férmula resolutiva
de equacao do 2° grau, conhecida como método de Bhaskara.

Vamos considerar a seguinte equacgéao: x? + 4x + 5 = 0. Vamos resolvé-la?

X’ +4x+5=0

A=b?—4-a-c _bh+JA
A=4?>—4-1-5 =T
A=16—20 d
A=—4 —4++-4
X=——
2-1

No conjunto dos numeros reais (), sabemos que a V4 = 2, mas qual é a v/—47?

E agora, como podemos continuar essa resolugao? Existe raiz quadrada de

numeros negativos?

Professor(a), nesse momento proponha uma pesquisa aos seus alunos. Essa
pesquisa pode ser por meio de livios ou da internet. Instigue os estudantes a
procurarem possiveis respostas para o calculo de raizes quadradas de numeros
negativos. A partir dai, provavelmente, sera possivel associar N—1 a um numero
imaginario representado pela letra i. Apos determinar a solugdo, solicite que o0s
estudantes fagcam a substituicdo de x1 e x2 na equagdo para verificar a validade
dessas respostas. Aproveite essa oportunidade para apresentar e discutir com 0s

seus alunos o conjunto dos Numeros Complexos.

A solucéo para o calculo de raizes quadradas de numeros negativos surgiu com

a criagao dos numeros imaginarios, cuja unidade imaginaria representada pela letra i,

éiguala+v—1,ouseja, i?= —1.
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Voltando para a equagao anteriormente mencionada, temos:

V=i= /2D =Vai?=2.i

_—4iZ.i
T
_—4+2.i_ ’ 4
X, = > = i
=420 -
X, = > = i
Portanto, obtemos: S={x; = —2+i;x, = -2—1i}.

Os numeros complexos surgem a partir de equagdes em que as resolugdes
possuem raizes de numeros negativos, o que, até entdo, ndo era possivel de resolver
trabalhando com os numeros reais. Na imagem a seguir, observamos que o conjunto

dos numeros reais () € um subconjunto do conjunto dos nimeros complexos (T ).

Fonte: o autor.

Os numeros complexos podem ser representados por meio de alguns registros,
entre eles: registro algébrico; registro algébrico-trigonométrico; e registro grafico. Veja
a seguir essas possiveis maneiras de representagdes para as raizes da equagao x* +

4x + 5 = 0 que calculamos anteriormente.

Registro Algébrico Registro Algébrico - Registro Grafico
Representado na Trigonométrico Representado no plano de
forma Representado Argand-Gauss
z = a + bi, composta na forma 2 ne

por uma parte z = p(cosh +i.senB) Z=—2+i

real a e uma parte ’ 1
imaginaria b. x; = V5(cos153° + i. sen153°) = B
*= -2+, x, = V/5(cos207° + i.sen207°) mz:”*i )

x2= —2—1i
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Professor(a), o tema apresentado nas tarefas pode ser interessante tanto para
0S meninos, quanto para as meninas. Utilize a curiosidade a seguir para conversar
com os alunos sobre a participacdo das mulheres em profissées que historicamente
possuem a predominancia masculina no exercicio da profissdo. Mostre para eles que
tanto homens quanto mulheres podem fazer parte das mais diversas profissées.

Ainda, aproveite também essa oportunidade para relembrar os alunos e

explorar o conteudo de porcentagem presente no texto.

Curiosidade

Participacao das mulheres na forga aérea

De acordo com a Forca Aérea Brasileira — FAB, ha mais de 10 mil mulheres em
funcbes como pilotos de combate e comandantes de organizacdo militar.
Historicamente, as mulheres eram exceg¢des na aviagao civil. No entanto, a
presenca de mulheres na FAB ja € uma realidade em praticamente todos os
setores. Dados da FAB mostram que “desde 2003, houve um aumento de 277%
da participagao feminina. Hoje sdo 10.160 mulheres na FAB, o equivalente a
14,55% do efetivo de militares”.

Em relacdo aos Terceiros-Sargentos formados na Escola de Especialistas de
Aeronautica (EEAR) nos ultimos sete anos, 5.739 sdo homens e 3.057, mulheres.

Esse breve texto esta baseado em: Forga aérea também é lugar de mulher. FAB.
Disponivel em: <https://www.fab.mil.br/noticias/mostra/21673>. Acesso em:
15.02.2021.

Fechamento da tarefa 1: o que faz um avido voar? Até aqui vimos algumas
possibilidades de disciplinas que podem ajudar a explicar o que faz um avido voar,
por exemplo: Matematica e Fisica. No entanto, essa questdo ainda nao foi
respondida completamente e vocé pode estar se perguntando: o que isso tem a ver
com o que faz um avido voar? Nada a ver? E o que vocé estd achando? Entéo
vamos fazer as tarefas 2 e 3, pois com elas teremos mais embasamentos para

compreender o voo de um aviao.



https://www.fab.mil.br/noticias/mostra/21673
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Tarefa 2

&

F(z)=z+1/z

A AERODINIAMIC

A aerodinamica € uma parte da mecanica dos fluidos que estuda
0s gases em movimento, e em particular o movimento relativo

UOCE entre 0 ar e os corpos solidos. Ao construir um avido, os
SABIA?

acarretando uma diferenca de pressao. Nas aeronaves, os aerofélios se encontram

engenheiros se fundamentaram nos principios da aerodinamica,

principalmente na elaboragdo do aerofdlio. Um aerofdlio é

projetado para causar certa variagao da velocidade de um fluido,

nas asas e no leme, proporcionando a sustentagdo e diregdo do avido, logo o
mantendo no ar, cuja explicagado esta na conservagao de energia enunciada pelo
Principio de Bernoulli (PORTOLAN, 2017).

E quanto aos numeros complexos? Ha alguma contribuicdo desses
numeros na aerodindmica? Estudos como os de Camata (2015), Pereira (2017) e
Novais (2020) dizem que ha contribuicbes dos numeros complexos na aerodinamica
e destacam ainda o cientista russo Nicolai Egorovich Joukowski (1847-1921).

Camata (2015) descreve que Joukowski (1906), utilizando transformacodes
geométricas, construiu uma curva fechada no plano complexo que representa o perfil
de uma asa de aviao (aerofélio de Joukowski) e, usando o principio de Bernoulli (1738)
e a teoria das fungdes complexas, calculou a forga de levantamento responsavel pela
sustentagdo do corpo. Ainda, ressalta que os numeros complexos permitiram uma
explicagdo matematica capaz de definir as caracteristicas do perfil aerodinamico da
asa do aviado, colaborando com o progresso aeronautico.

Pereira (2017) comenta que ndo se pode deixar de destacar a grande
contribuicdo dos numeros complexos para varias areas, como para a Dinamica dos
Fluidos e Aerodinamica, onde Nikolai Joukowski desenvolveu um método que
possibilitou que engenheiros aeronauticos fizessem estudos sobre aerofélios e sua

influéncia na sustentagao de avides (construgdo das asas).
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Novais (2020) ressalta que esse cientista foi responsavel por demonstrar que a
imagem de uma circunferéncia de raio unitario no z — plano é mapeada'* dentro de
uma curva de formato de um aerofélio no w — plano, semelhante a uma asa de avido.
Ao estudar a fungéo f:C *-» €, deduziu uma funcéo de variavel complexa dada por:
F)=z+ .

Essa transformacéao ficou conhecida como transformacédo de Joukowski, que
propde um aproveitamento da conhecida solugdo analitica para um escoamento
potencial ao redor de um cilindro com circulacdo e conclui que “se os fluxos
aerodinamicos” para um fluxo em torno de um circulo sdo conhecidos, entdo suas
imagens sob o mapeamento w = f(z) sera o fluxo aerodindmico para um fluxo em

torno do aerofdlio (NOVAIS, 2020).

Professor(a), é evidente que o estudo de variaveis complexas exige conceitos
matematicos que estdo alem da matematica basica estudada até o Ensino Médio.

Como sugestao de tarefa 2 para os alunos, seguiremos Novais (2020): Proponha a

seus alunos um estudo da expresséo z + % Atribua arbitrariamente alguns valores

para z em sua forma algébrica (z = a + bi) e solicite o resultado dessa expresséo.
Explore os conceitos de conjugado, de Minimo Multiplo Comum (MMC) e as

operagbes de adigcédo, subtracdo, multiplicagdo e divisdo de Numeros Complexos. A

representacdo grafica podera ser visualizada utilizando o Software GeoGebra.

Questao da tarefa 2:

Apos conhecermos a importante expressao z + % estudada por Joukowski que,
segundo alguns estudos, explica matematicamente a forga de levantamento
responsavel pela sustentacdo do voo de um avido, determine o seu valor para
Z1,2,,23,e z, apresentados a seguir e represente-os graficamente. Se considerar

necessario, utilize o Software Geogebra.

14 Mais informacgdes em: https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-
joukowsky/. Dedugdes sobre o aerofélio de Joukowski. Acesso em 10/01/2022.



https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
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Representagdo grafica de z, , z;, z3, e z,4.
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= + — Zg + —
Z4 2
-a
&

Fechamento da tarefa 2: observe que os resultados das operagdes propostas estao
um em cada quadrante na representagao grafica. Isso se deve ao fato de que ora

usamos a > 0,oraa <0, assimcomoorab>0,orab<0.

Curiosidade

Santos Dumont: Ja que estamos no assunto aviagdo, um personagem nao pode
ficar de fora: Santos Dumont! Vocé sabia que ele, antes mesmo de ser conhecido
por seus feitos na aviagao, ja era um dos pioneiros das corridas de automével na
Franga? Pois é! Mesmo antes de inventar o avido, ele ja era recebido como heroi
no Brasil, gragas a seus feitos como piloto. Em Petrépolis - RJ, tem um museu s6
para ele, que se chama: Museu Casa de Santos Dumont. Nele, ha muita coisa
bacana sobre o talento, a criatividade e os feitos deste grande brasileiro. Para
conhecer um pouco mais sobre a vida e a obra de Santos Dumont, faga um tour
virtual em seu museu.

Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=y399gLjdO3EA. Duragdo: 26
minutos. Acesso em: 01.07.2021.

<l



https://www.youtube.com/watch?v=y39qLjd03EA
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Tarefa 3

UETORES E FORC

Alguns dos conteudos basicos da Fisica s&do os estudos de

PARA vetores e forgas. Os vetores representam as grandezas vetoriais
RELEMBRAR e indicam seu moddulo, dire¢cdo e sentido. O médulo é o valor
numeérico do vetor seguido da unidade de medida que define a

O o | 9randeza vetorial. A diregao € a reta onde o vetor esta localizado,

e as diregdes possiveis sao: diagonal, horizontal e vertical.
Forga é o agente da dindmica responsavel por alterar o estado de repouso ou
movimento de um corpo. Quando se aplica uma forgca sobre um corpo, esse pode

desenvolver uma aceleragédo, como estabelecem as leis de Newton, ou se deformar.

INDICAGAO DE LEITURAS E VIDEOS

Para a realizacao da tarefa 3, se necessario, sugerimos as seguintes leituras:
Numeros Complexos

Disponivel em: http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm. Acesso em:
27.12.2021.

Numeros Complexos e polindmios

Disponivel em: https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf. Acesso em: 27.12.2021.

O que sdo numeros imaginarios?; O que sdao niumeros complexos?; O plano complexo; Soma
e subtragcao de numeros complexos; Multiplicagdo de numeros complexos; Conjugados
complexos e divisdo de numeros complexos; Valor absoluto e angulo de nimeros complexos;
Distancia e ponto médio de numeros complexos; Forma polar de niumeros complexos;
Multiplicacao e divisdao de numeros complexos na forma polar; Problemas envolvendo
numeros complexos

Disponivel em: https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers. Acesso em:
27.12.2021.

Uma das possibilidades para visualizar os numeros complexos € por meio de
vetores. Vamos ver como os vetores agem aqui. A seguir apresentaremos algumas

forcas vetoriais que atuam no aviao:


http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers
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ALGUMAS FORCAS QUE ATUAM EM UM AVIAO
Fs

FORCA DE SUSTENTACAO

(TRACAO DA HELICE)

P (peso)

Fonte: o autor.

Forca de Sustentacgao (Fs) Forca de Arrasto (Fa)

Forca de Sustentacéo (Fs) é a
componente da forga aerodinamica

Forca de Arrasto (Fa), essencialmente
uma forca de atrito, € a componente da

perpendicular a dire¢gdo do movimento do
voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

forca aerodinamica paralela a direcao de
voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

Tragao da Hélice (T)

Tracao da Hélice (T) é a for¢ca produzida
pelo motor e é dirigida ao longo do eixo

Peso (P)

Peso (P) é a for¢a da gravidade (P = m
-g) atuando sobre o avido e dirigida para

longitudinal do avido (STUDART;

o centro da Terra (STUDART; DAHMEN,
DAHMEN, 2006, p. 36).

2006, p. 36).

Forca Resultante (R)

Surge em virtude do diferencial de pressao entre o intradorso e o extradorso do aerofdlio e
tende a empurra-lo para cima, auxiliada ainda pela reagao do ar (Terceira Lei de Newton).
Ela é representada, de maneira didatica e para melhor compreenséo do estudante, como
um vetor que, quando decomposto, da origem a duas forgas componentes. A componente
da forga resultante perpendicular (ou normal) a diregéao do fluxo € chamada de sustentagao;
a componente da forgca resultante ao longo da dire¢do do fluxo € chamada de arrasto.

Disponivel em: https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html. Acesso em:
10.01.2022.

Fs

R (Forca resuLTanTE)
-

FORGCA DE SUSTENTAGAO ==

-
-
-

FA FORCA DE ARRASTO

Fonte: o autor.



https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html
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CONTROVERSIAS SOBRE A FORGA DE SUSTENTAGAO

Quando o assunto € a forga aerodinamica conhecida como sustentagao, nao

ha uma explicagdo simples para esse tema, assim como ndao ha consenso entre

cientistas e algumas teorias, de forma a explicar completamente a forgca de

sustentacao, o que deixa uma situacao intrigante no ponto de vista fisico.

Segundo Regis (2020), ha duas teorias concorrentes que comumente sao

propostas para explicar a sustentagao aerodinamica: Teorema de Bernoulli e Terceira

Lei de Newton. E sobre essas duas teorias que se trata o Quadro 2 a seguir:

Quadro 2 — Breve descrigéo sobre o Teorema de Bernoulli e Terceira Lei de Newton

Teorema de Bernoulli

Terceira Lei de Newton

- Considerado o mais popular para explicar a
sustentagéo aerodinadmica, diz que a pressao de um
fluido diminui a medida que sua velocidade aumenta,
e vice-versa;

- O Teorema de Bernoulli considera a sustentagao
como uma consequéncia da superficie superior
curva de um aerofélio (nome técnico de uma asa de
avidao). Por causa dessa curvatura, o ar viajando
através do topo da asa se move mais rapido do que
0 ar se movendo na superficie inferior da asa, que é
plana;

- O aumento da velocidade no topo da asa esta
associado a uma regiao de menor presséao, o que faz

gerar a sustentacéo.

- Principio newtoniano de agao e reagao;

- Explica a sustentagdo como um impulso
para cima na asa com 0 ar em movimento
abaixo dela;

- O ar tem massa. Portanto, a terceira lei de
Newton estabelece que o impulso para baixo
da asa resulta em uma igualdade e o oposto
dessa situagdao empurra de volta para cima;
- Este relato newtoniano de sustentacéo
aplica-se a asas de qualquer formato, curvas
ou planas, simétricas ou nao, e vale para
aeronaves voando invertidas ou de lado (o
recurso critico é um angulo de ataque

adequado).

Criticas a Teoria

Criticas a Teoria

O teorema por si s6 ndo explica por que a velocidade
superior no topo da asa traz pressdo mais baixa junto
com ela ou, o por que, na pratica, um avido com asas
que possuem superficie superior curva - ou mesmo
superficies planas na parte superior e inferior é capaz
de voar invertido, desde que o aerofdlio encontre o

vento que se aproxima em um angulo apropriado.

O principio de agcédo e a reagéo ainda nao
consegue explicar a mais baixa pressdo no
topo da asa, independentemente de o

aerofdlio ser curvado ou no.

Fonte: Adaptado de Regis (2020) — tradug&o nossa.

Cada uma dessas teorias esta correta dentro de seus proprios contextos, e

nenhuma delas contradiz a outra. O problema é que nenhuma delas produz uma
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explicagcdo completa que leva em consideragao todas as forgas basicas e demais
fatores fisicos que regem o levantamento aerodindmico, sem deixar problemas
inexplicados. Ainda, nem as duas teorias juntas fornecem uma explicagdo completa
de sustentacdo. Uma explicacdo completa deve explicar todas as forgas e fatores que

agem na asa, sem nenhum problema, maior ou menor (REGIS, 2020).

POSIGOES DO AVIAO

Nessa sec¢ao, vamos considerar algumas posigcdes em que um aviao pode se

encontrar: repouso; voo ascendente; voo horizontal; voo descendente e voo em curva.

AERONAVE EM REPOUSO

Das forgas que atuam sobre a aeronave em repouso (parada), a unica for¢a a se
destacar € o peso (P). Quando o motor passa a funcionar, gera a tragéo (T) e o
aviao comecga a mover-se para frente, com isso surge o Arrasto. A tracdo deve ser
maior do que o Arrasto para que o aviao ganhe velocidade. Com o aumento de
velocidade, surge nas asas a Forca de Sustentacdo. Quando essa forga for plena,
0 aviao estara em condigdes de decolar. Agindo nos controles de voo o piloto faz

com que o aviao suba.
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VOO ASCENDENTE

Forgas envolvidas:
e Forcga de tragcao da Hélice: inclinada para cima suportando parcialmente o peso.
e Forca de Sustentacio: perpendicular ao vento relativo.
e Peso da aeronave: decomposto em duas for¢cas, uma oposta a sustentacdo a
outra oposta a tragao.

e Forca de Arrasto: oposta a Tracgao.

SUSTENTACAO
4

LNHADQHORIZONTE L = T

Fonte: o autor.

Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condi¢gdes normais em voo
ascendente que apresenta uma Forca de Tragéo de 1500 N representando 25% maior
do que as forcas opostas a ela (Forgca Peso decomposta no eixo x e a Forga de
Arrasto). Sabendo que a Forga Peso € igual a 980 N e que o angulo formado entre a
Forga Peso e sua respectiva componente no eixo y € de 30°, determine:

a) Componente da Forga Peso no eixo x.
b) Forga de Arrasto.
c) Forca Resultante da Sustentagdo com o Arrasto.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Solugéao:

a) Para calcular a componente da Forga Peso no eixo x, podemos utilizar a
seguinte relagao:

Py
980
P, =980 .sen 30°

P, =490 N

sen 30° =
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b) Para calcular a Forga de Arrasto, podemos utilizar a seguinte relagéo:
Forca de Tragdo = (P, + Forga de Arrasto) . 1,25
1500 = (490 + Forga de Arrasto) . 1,25
1200 = 490 + Forga de Arrasto
Forga de Arrasto = 1200 — 490
Forca de Arrasto = 710 N

c) A Forga de Sustentagao é igual ao modulo de P, ou seja, vale 980 N.
Para calcular a For¢a Resultante, podemos utilizar o teorema de Pitagoras:
R? =980% + (490 + 710)?
R? = 9802 + 12007

R = /9802 + 12002
R = 154932 N

VOO HORIZONTAL

No voo Horizontal o avido se desloca horizontalmente
Forcas envolvidas:
e A Forca de Sustentagao deve ser igual ao peso.
e Atracdo deve ser maior que o Arrasto, pois o avido precisa de uma alta velocidade
aerodinamica para continuar voando.

SUSTENTACAO

A
-

TRACAD -~ sl ARRASTO

l

PESO

Fonte: o autor.
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Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em voo
horizontal que apresenta uma Forga Resultante de 1200 N entre a Sustentagcado e o
Arrasto. Sabendo que a Forgca Peso desse aviao é de 980N e que a Forga de Tragao
da Hélice possui 20% a mais do que o valor da Forca de arrasto, determine:

a) Forca de Sustentagao.
b) Forga de Arrasto.
c) Forca de Tracdo da Hélice.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.
Solugéo:
a) A Forca de Sustentacao € de 980 N, pois em um voo horizontal a Forga de
Sustentagéo deve ser igual a Forga Peso (em maddulo).
b) Para calcular a Forca de Arrasto, podemos utilizar o Teorema de
Pitagoras:
12002 = 9802 + F,*
F,% = 1200% — 9802

F, = /12002 — 9802
Fy = 692,53 N
c) Para calcular Forga de Tragao da Hélice, basta aumentar 20% na Forca
de Arrasto.
T =692,53.1,20 = 831,036 N



VOO DESCENDENTE
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Na descida, o avido usa a propria acdo da gravidade para planar por um
determinado tempo.

Forgas envolvidas:

e A sustentagdo € menor que 0 peso.
e Decompondo a forga Peso temos uma componente com o mesmo sentido da

Tragao auxiliando o aviao a planar.

i Al
SUSTENTACAO O

.
.

LINHA DO HORIZONTE

Fonte: o autor.

Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em voo

descendente que apresenta Forga de Sustentacdo de 1082,53 N; Forgca Peso (Px)

decomposta de 625 N. Determine a Forga Peso desse avido.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Solugéo:

A forca de Sustentacao é igual a Forga Peso decomposta (Py). Dessa forma,

podemos determinar a Forga Peso por meio do Teorema de Pitagoras:
P? = 6252 + 1082,532
P = V(6252 + 1082,53%)
P=1250N
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Curiosidade
AVIAO DE ACROBACIA - Quando o avido forma um angulo de 90° com a linha

do horizonte, a Forga de Sustentagcao € nula e a aceleragéo é dada pelo peso do

aviao. Com o aumento da velocidade, o arrasto aumenta até se igualar ao peso —

teremos ai a velocidade final.

ARRASTO

Fonte: o autor.

VOO EM CURVA

Forgas envolvidas:

Para o estudo da curva, podemos decompor a sustentacdo em duas
forcas: a forga centripeta e a forca chamada de -P, que deve se opor ao peso.

Como se pode deduzir desse grafico, a forga de sustentagdo deve ser
maior que o Peso ja que uma de suas componentes, a forca -P, tem a mesma
intensidade que o Peso.

A sustentacdo deve ter um valor tal que a sua componente vertical
chamada de — P seja igual o Peso. Para que isso acontega devemos ter um angulo

de inclinagéo correto de acordo com a situagéao.

SUSTENTACAO - PESO

(1

N /

I \\\\\ é@}
N

O

|

N
FORCA CENTRIPETA Laff—

#

®©

PESO

Fonte: o autor.
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Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em voo
em curva que apresenta For¢ca de Sustentacao igual a 2500 N. Determine a Forca
Peso desse avido, sabendo que o angulo formado entre a forga de sustentacdo e a
forga centripeta (Fc) € de 30°.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.
Solugéo:
O angulo formado entre a forga de sustentagéo e a forga -P € de 60°.

60° = 2
€08 58 = 5500

Py = 2500 .cos 60°
P, = 1250 N

Curiosidade

VOO EM CURVA DE 60°
Em uma curva de 60°, a sustentagdo deve ser igual ao dobro do peso para que

sua resultante vertical seja igual e oposta ao peso.

COMPONENTE
SUSTENTACAQ =2 X PESO _ _ EMY

===

FORGA CENTRIPETA

Fonte: o autor.

Fechamento da tarefa 3. Professor(a), aproveite a Tarefa 3 para explorar a
interdisciplinaridade entre a Matematica e a Fisica em um contexto real de aplicacéo
dos Numeros Complexos em sua forma vetorial. Ainda, reflita, relembre e discuta com
os estudantes o conceito de médulo e argumento de vetores complexos presente nas
questdes. Solicite que seus alunos elaborem uma producdo de texto dissertativo-
argumentativo ou um mapa conceitual abordando os temas ja estudados. A
argumentacao e exposi¢cao dos conceitos podera ser utilizada como um indicador de

aprendizagem.
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Tarefa 4

CRIKAS-PRETAS

Antes de apresentar a questdo proposta nessa Tarefa 4, recomendamos a
leitura da curiosidade a seguir:

Curiosidade

Caixas-Pretas

As caixas-pretas ndo sao pretas, mas laranjas, com a finalidade de, em casos de
acidentes, facilitar a sua localizagao entre os destrocos.

Histéria

A primeira caixa-preta, criada em 1939, era um tipo de cdmera e gravava apenas
imagens. Como toda camera, tinha o interior totalmente escuro — uma explicagéo
possivel para seu nome.

Quantidade

Sao duas. Uma unidade grava os sons na cabine de comando. A outra registra os
dados de voo, como a rota, as sucessivas mudancas de altitude e até quais botdes
foram apertados no painel da aeronave.

Duracgao
As caixas gravam as duas horas mais recentes de voo. Os registros mais antigos
sao apagados automaticamente.

Materiais

Envoltas em camadas de silica, aluminio e titanio, as placas de memdria podem
resistir a choques, temperaturas de até 1.000 °C e submersao a até 6 mil metros de
profundidade.

Localizagao

As duas caixas-pretas ficam na cauda, a parte menos atingida em impactos. As
informacdes sao enviadas para |4 a partir de microfones e outros dispositivos
instalados no cockpit (espago onde se aloja o piloto nos avides).

Alerta

Um cilindro localizado junto as caixas-pretas é responsavel por emitir um alarme,
que dura 30 dias. Depois disso, a caixa tem de ser encontrada a moda antiga: a olho
nu.

Essas informagdes pertencem ao site da revista Super interessante.
Fonte: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/. Acesso
em: 29.12.2021.



https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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Professor(a), na questao que sera apresentada a seguir, temos uma situagéo
de confilito entre a impossibilidade de calcular a raiz quadrada de um numero negativo
no conjunto dos numeros reais e a demanda de se conciliar os conhecimentos

instituidos no mundo da Matematica com a solugdo concreta e real de um problema.

Questao: Um avido possui duas caixas-pretas, uma delas, caixa 1, com uma
parte em forma de cubo e outra, caixa 2, com uma parte em forma de um
paralelepipedo reto retangular.

A parte em forma de cubo na caixa 1 possui aresta x e a parte em forma de
paralelepipedo reto retangular na caixa 2 possui as dimensoes X, 2 e x+3, conforme a

figura a seguir:

X+3

OSSR
. RECORDER |

DO NOT OPEN

LRSS

caixa 1 caixa 2

Fonte: Adaptado de Super Interessante (2020). Disponivel em: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-

misterios-da-caixa-preta/. Acesso em: 29 dez. 2021

As unidades de medidas de ambas as caixas estdo em decimetros (dm).
Leia atentamente cada um dos itens a seguir e faca o que se pede:
a) A area da base (Ac) da parte em forma de cubo da caixa preta 1 € 11 dm* menor
do que a area da base (Ap) da parte em forma de paralelepipedo da caixa preta 2.
Escreva a equacao que represente essa situagao.
A =4,-11
x2=2.(x+3)—-11
x?=2.x+6-11
x2=2.x-5

x2—-2.x+5=0


https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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b) Calcule os valores de x que satisfagam a situacédo descrita no item anterior e
represente-os graficamente. Se considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.

x> =2.x+5=0

—b +Vb? — 4ac Portanto, temos:
X =
2a S={x=1+2i; x,=1-2i}

—(-2)+./(-2)2—-4.15
*= 2.1
' Representacgao grafica

_ +2+£+4-20
N 2

42+ V=16 oy =1+2i
- 2

+2 +./16.(-1) 1
X =
2

F
Fmi (2)

X

X

X

42141642
=

+2+4.i -2 ®
=T Ty =1—2i

+2+4.i
0=

124 . Fonte: o autor.
X, = =1-2.i

=1+2.1

2

C) O volume (Vc) da parte cubica da caixa preta 1 € 8 dm® maior do que o volume
(Vp) da parte em forma de paralelepipedo caixa preta 2. Escreva a equagao que
represente essa situacao.
V.=V, +8
x3=2.x.(x+3)+8
x3=2x2+6x+8

x3—2x>—6x—8=0
d) Verifique diretamente na equacgao do item anterior que x = 4 é uma raiz real.

43 - 2.4 -64-8=0
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e) Determine as outras raizes da equacgao e represente-as graficamente. Se

considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.

Conhecendo umas das raizes, uma possibilidade de resolug¢ao para determinar
as outras raizes da equagao x3 — 2x? — 6x — 8 = 0 € por meio do Teorema do fator,
que afirma que “Se ¢ é uma raiz de um polinébmio p(x), de graun > 0, entdo (x —c) é
um fator de p(x)” (DANTE, 2016, p. 213).

Ainda, pelo teorema de D’ Alembert'®, da divisdo de p(x) por (x — ¢) resulta
um quociente q(x) e um resto p(c) tal que:

p(x) = (x — c)q(x) + p(c)

Se ¢ é uma raiz de p(x), entdo p(c) = 0 e temos:

p(x) = (x — c)q(x)
Portanto, (x — ¢) é um fator de p(x).

Para efetuar a divisdo de x3 — 2x%? — 6x — 8 por x — 4, podemos utilizar o

Método da chave, conforme mostraremos a seguir:

x3-2x2-6x-8 Xx-4
-3 +4x2 X2+ 2x+2
2x2-6x-8
-2x%+ 8x
2x-8
-2x+ 8
0

Outra possibilidade de efetuar a divisdo de x3 —2x2 —6x —8 por x — 4 é
utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, que permite efetuar as divisées por polindbmios

do tipo (x — a).

15Teorema de D’Alembert: “O resto da divisdo de um polinbmio p(x) por (x - a) é p(a)”(DANTE, 2016,
p. 212).
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Apos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini, podemos reescrever a equagdo x> —
2x% — 6x — 8 = 0 da seguinte maneira: (x — 4)(x* + 2x + 2) = 0. Para encontrar as
demais raizes, podemos determinar as solugdes do polindmio x2 + 2x + 2.

X2 4+2x+2=0

B —b +Vb?% — 4ac

2a Portanto, temos:

2422412 S={x =—1+i5 x,=—1-i}

x= 2.1 Representacgao grafica

—24++4-8 Tim@

X

X

—zi\/—_4 ry=—1-+1

Re(®,

:f.):—l—?,

X =——=-1+4+1i Fonte: o autor.

Professor(a), talvez os estudantes encontrem dificuldades para determinar as
raizes de uma equacgdo de terceiro grau. Como sugestéo, indicamos o estudo do
Teorema de D’ Alembert e do Teorema do fator. Ainda, recomendamos o Teorema
das Raizes Racionais para o caso de nao se conhecer previamente uma das raizes,
ou ainda, o estudo das Relagbes de Girard. Além disso, para efetuar as divisoes,

pode-se explorar o Método da chave ou o dispositivo de Briot-Ruffini.
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f) As conclusdes que vocé chegou nos itens b) e e) sao validas para o problema
das caixas pretas do avidao? Justifiqgue sua resposta apresentando seus
argumentos a respeito da relagao entre numeros complexos e medidas.
Espera-se que os estudantes argumentem que n&o ha ordem nos numeros
complexos, portando as solugdes encontradas nos itens b) e e) ndo sao validas para o

problema das caixas-pretas do avido.

Curiosidade

Video com aplicagdo do Teorema de Pitagoras em um triangulo retangulo. Por
meio desse video, pode-se enriquecer a discussao de que 0s humeros complexos
nao possuem ordem e, portanto, ndo devem ser utilizados como medidas de
comprimento. Cabe ainda discutir a medida da hipotenusa ser ZERO, ou seja, uma
medida nula, que n&o existe enquanto comprimento.

O video encontra-se disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=JsCvu4DIHi8&ab channel=YvanMonka e tem a
duragédo 02min.10seg. Acesso em: 14.05.2021.

HIPOTENUSA NULA

Fonte: o autor.



https://www.youtube.com/watch?v=JsCvu4DIHi8&ab_channel=YvanMonka
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Fechamento da tarefa 4: Professor(a), aproveite essa oportunidade para explorar a
interpretacdo do enunciado do problema e discutir com os seus alunos que no
conjunto dos numeros complexos n&o existe ordem e que esse € um dos motivos
para ndo se estabelecer um numero complexo como medida. Medir € comparar, e
para o caso especifico dessa tarefa ndo é possivel fazer uma comparacéao e analisar
qual dimensao da caixa € maior do que a outra quando se utiliza um numero
complexo.

Utilize essa situacdo de conflito para discutir que existem possibilidades de
resolver equagdes propostas no mundo da matematica e no campo das ideias, no
entanto, resolver um problema real exige uma solugao que se adeque a realidade.

E importante que os alunos possam pensar e refletir no que eles estéo fazendo.
Nem tudo é fazer contas! Além dos calculos, € preciso dar uma resposta adequada
em relagdo ao problema. O aluno precisa estar ciente de qual € a pergunta central
que ele precisa responder. Retorne ao enunciado e desenvolva essa rica discussao
com os seus alunos.

Professor(a), se vocé considerar que n&o vale a pena aplicar essa questao,
pode deixa-la de fora do conjunto de tarefas, no entanto, entendemos que é
importante o aluno analisar as respostas dos calculos que ele faz em relagdo ao

problema.
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DECOLAGEM
E POUSO

DE UM AVIAO @&

EMBARQUE NESSE VOO COM
DESTINO A UMA APLICAGAO DE
NUMEROS COMPLEXOS

CILIO JOSE VOLCE
CLAUDETE CARGNIN




APRESENTACAO

Caros passageiros,

Sejam bem-vindos a bordo dessa aula.

Aqui vocés serdo transportados por meio de uma
sequéncia diddtica composta por quatro tarefas com foco
nas representagdes algébricas e grdficas de Nimeros
Complexos.

O voo possui um destino interdisciplinar, com escalas
nas disciplinas de Matemadtica e Fisica e conexdes em outras
dreas do conhecimento.

Acomodem os seus materiais nos compartimentos em
cima ou embaixo de suas carteiras. Ndo é permitido ficar
com dudvidas. Lembramos que o conhecimento € a capacidade
humana de entender e compreender. Aprender é sensacional.

Em caso de emergéncia, chame pelo seu professor(a),
que possui uma das mais nobres profissdes com grande
responsabilidade em contribuir com a sua formagdo e
desenvolvimento enquanto individuo em uma sociedade.

A DECOLAGEM estd autorizada. Desejamos a todos
uma étima aulal

Apertem os cintos e boa aprendizagem!

Cilio José Volce

Claudete Cargnin
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Tarefa 1

¥ 0 QUE FAZ2 UM AUIAO UOAR?

L

Wyrv

Investigue quais disciplinas que vocé ja estudou ou

estuda na escola e que podem trazer conhecimentos para ) f\\ B ya
. . . b \1 _i:_.i_,_,ﬁr ~
ajudar a explicar o que faz um avido voar. o g g™
. . . P
Pesquise, discuta e compartihe com os seus T —

colegas e com o seu professor(a) algumas possiveis <
féormulas, calculos e principios de teorias que podem

ajudar a explicar os mistérios que fazem com que uma maquina tao pesada voe.

Tarefa 2

-

T,

F(z)=z+1/2z

[UA AERODINIAMICA

A aerodinamica é uma parte da mecanica dos fluidos que estuda
0s gases em movimento, e em particular o movimento relativo

UOCE entre o ar e os corpos soélidos. Ao construir um avido, os
SABIA?

acarretando uma diferenca de presséo. Nas aeronaves, os aerofdlios se encontram nas

engenheiros se fundamentaram nos principios da aerodinamica,

principalmente na elaboracdo do aerofdlio. Um aerofdlio é

projetado para causar certa variagao da velocidade de um fluido,

asas e no leme, proporcionando a sustentacéo e diregao do aviao, logo o mantendo no
ar, cuja explicacdo esta na conservagao de energia enunciada pelo Principio de
Bernoulli (PORTOLAN, 2017).

E quanto aos numeros complexos? Ha alguma contribuicdo desses
numeros na aerodinamica? Estudos como os de Camata (2015), Pereira (2017) e
Novais (2020) dizem que ha contribuigdes dos numeros complexos na aerodinamica e
destacam o cientista russo Nicolai Egorovich Joukowski (1847-1921).

Camata (2015) descreve que Joukowski (1906), utilizando transformacdes
geomeétricas, construiu uma curva fechada no plano complexo que representa o perfil

de uma asa de aviao (aerofdlio de Joukowski) e, usando o principio de Bernoulli (1738)
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e a teoria das funcdes complexas, calculou a forca de levantamento responsavel pela
sustentacdo do corpo. Ainda, ressalta que os numeros complexos permitiram uma
explicagdo matematica que possibilitou definir as caracteristicas do perfil aerodinamico
da asa do aviéo, colaborando com o progresso aeronautico.

Pereira (2017) comenta que ndo se pode deixar de destacar a grande
contribuicdo dos numeros complexos para varias areas, como para a Dinadmica dos
Fluidos e Aerodinamica, onde Nikolai Joukowski desenvolveu um método que
possibilitou que engenheiros aeronauticos fizessem estudos sobre aerofélios e sua
influéncia na sustentagao de avides (construgdo das asas).

Novais (2020) ressalta que esse cientista foi responsavel por demonstrar que a
imagem de uma circunferéncia de raio unitario no z — plano € mapeada'® dentro de uma
curva de formato de um aerofélio no w — plano, semelhante a uma asa de avido. Ao
estudar a funcéo f:C *— €, deduziu uma fungdo de variavel complexa dada por: F(z) =
z+ <.

Essa transformacao ficou conhecida como transformacdo de Joukowski, que
propde um aproveitamento da conhecida solugdo analitica para um escoamento
potencial ao redor de um cilindro com circulagdo e conclui que “se os fluxos
aerodinamicos” para um fluxo em torno de um circulo sdo conhecidos, entdo suas
imagens sob o mapeamento w = f(z) sera o fluxo aerodindmico para um fluxo em
torno do aerofdlio (NOVAIS, 2020).

Questao da tarefa 2:

Apo6s conhecermos a importante expressao z + % estudada por Joukowski que,
segundo alguns estudos, explica matematicamente a forga de levantamento
responsavel pela sustentacdo do voo de um avido, determine o seu valor para
z,,2,,Z3,e z, apresentados a seguir e represente-os graficamente. Se considerar

necessario, utilize o Software Geogebra.

a) z; =5+2i
b) z, =5-2i
C) z3 =—-5+2i
d) z,=-5-2i

16 Mais informacdes em: https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-
joukowsky/. Dedugdes sobre o aerofélio de Joukowski. Acesso em 10/01/2022.



https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
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Tarefa 3

UETORES E FORC

Alguns dos conteudos basicos da Fisica sao os estudos de vetores

PARRA e forgcas. Os vetores representam as grandezas vetoriais e
RELEMEBERAR indicam seu modulo, diregdo e sentido. O moédulo € o valor
numérico do vetor seguido da unidade de medida que define a

O o | 9randeza vetorial. A direcao € a reta onde o vetor esta localizado,

e as dire¢des possiveis sdo: diagonal, horizontal e vertical. Forca é
o0 agente da dinamica responsavel por alterar o estado de repouso ou movimento de
um corpo. Quando se aplica uma forga sobre um corpo, esse pode desenvolver uma

aceleragao, como estabelecem as leis de Newton, ou se deformar.

INDICAGAO DE LEITURAS E VIDEOS

Para a realizagéo da tarefa 3, se necessario, sugerimos as seguintes leituras:
Numeros Complexos

Disponivel em: http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm. Acesso em:
27.12.2021.

Numeros Complexos e polindmios

Disponivel em: https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf. Acesso em: 27.12.2021.

O que sdo numeros imaginarios?; O que sdao numeros complexos?; O plano complexo; Soma
e subtragcao de numeros complexos; Multiplicagdo de numeros complexos; Conjugados
complexos e divisdao de numeros complexos; Valor absoluto e angulo de nimeros complexos;
Distancia e ponto médio de numeros complexos; Forma polar de niumeros complexos;
Multiplicacao e divisao de numeros complexos na forma polar; Problemas envolvendo
numeros complexos

Disponivel em: https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers. Acesso em:
27.12.2021.

Uma das possibilidades para visualizar os numeros complexos é por meio de
vetores. Vamos ver como os vetores agem aqui. A seguir apresentaremos algumas

forcas vetoriais que atuam no aviao:


http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers

121

ALGUMAS FORGAS QUE ATUAM EM UM AVIAO

FORCA DE SUSTENTACAO

T

(TRACAO DA HELICE)

P (peso)

Fonte: o autor.

Forca de Sustentagao (Fs)

Forca de Sustentagéo (Fs) € a
componente da forga aerodinamica
perpendicular a diregao do movimento do
voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

Forca de Arrasto (Fa)

Forca de Arrasto (Fa), essencialmente
uma forca de atrito, € a componente da
forca aerodindmica paralela a direcao de
voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

Tragao da Hélice (T)

Tracéo da Hélice (T) é a forga produzida
pelo motor e é dirigida ao longo do eixo
longitudinal do avido (STUDART;
DAHMEN, 2006, p. 36).

Peso (P)

Peso (P) é a forga da gravidade (P = m
-g) atuando sobre o aviao e dirigida para
o centro da Terra (STUDART; DAHMEN,

2006, p. 36).

Forca Resultante (R)

Surge em virtude do diferencial de pressao entre o intradorso e o extradorso do aerofélio e
tende a empurra-lo para cima, auxiliada ainda pela reagao do ar (Terceira Lei de Newton).
Ela é representada, de maneira didatica e para melhor compreensao do estudante, como
um vetor que, quando decomposto, da origem a duas forgcas componentes. A componente
da forga resultante perpendicular (ou normal) a diregéao do fluxo € chamada de sustentagéo;
a componente da forga resultante ao longo da direcéo do fluxo € chamada de arrasto.
Disponivel em: https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html. Acesso em:
10.01.2022.

Fs - R (Forca resuLtanT)
FORGA DE SUSTENTAGAO _ _ - =

i
-
-

FA FORCA DE ARRASTO

Fonte: o autor.



https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html
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CONTROVERSIAS SOBRE A FORGA DE SUSTENTAGAO

Quando o assunto é a for¢a aerodindmica conhecida como sustentagao, ndo ha
uma explicagao simples para esse tema, assim como nao ha consenso entre cientistas
e algumas teorias, de forma a explicar completamente a forga de sustentagdo, o que
deixa uma situagao intrigante no ponto de vista fisico.

Segundo Regis (2020), ha duas teorias concorrentes que comumente sao
propostas para explicar a sustentagdo aerodinamica: Teorema de Bernoulli e Terceira

Lei de Newton. E sobre essas duas teorias que se trata o Quadro 2 a seguir:

Quadro 2 — Breve descrigao sobre o Teorema de Bernoulli e Terceira Lei de Newton

Teorema de Bernoulli Terceira Lei de Newton

] ] ) - Principio newtoniano de agéo e reagéo;
- Considerado o mais popular para explicar a ] i
) ) . - Explica a sustentagdo como um impulso
sustentagédo aerodindmica, diz que a pressdo de um ) )
. o ) ) para cima na asa com o0 ar em movimento
fluido diminui & medida que sua velocidade aumenta, )
) abaixo dela;
e vice-versa;
- O ar tem massa. Portanto, a terceira lei de
- O Teorema de Bernoulli considera a sustentagao ) . )
] ) ) Newton diz que o impulso para baixo da asa
como uma consequéncia da superficie superior ]
resulta em uma igualdade e o oposto dessa
curva de um aerofdlio (nome técnico de uma asa de | ]
. o situagcdo empurra de volta para cima;
avido). Por causa dessa curvatura, o ar viajando
- Este relato newtoniano de sustentacao
através do topo da asa se move mais rapido do que )
. _ | aplica-se a asas de qualquer formato, curvas
o ar se movendo na superficie inferior da asa, que é o B
| ou planas, simétricas ou ndo, e vale para

ana;
P aeronaves voando invertidas ou de lado (o
- O aumento da velocidade no topo da asa esta » . .
. ) recurso critico € um &ngulo de ataque
associado a uma regido de menor pressao, o que faz
_ adequado).
gerar a sustentacéo.

Criticas a Teoria Criticas a Teoria

O teorema por si s6 nao explica por que a velocidade

superior no topo da asa traz press&o mais baixa junto ) . B o B
. N O principio de acédo e a reagao ainda nao
com ela ou, o por que, na pratica, um avido com asas . . } _
- . consegue explicar a mais baixa presséo no
que possuem superficie superior curva - ou mesmo )
o . o topo da asa, independentemente de o
superficies planas na parte superior e inferior € capaz
aerofolio ser curvado ou néo.
de voar invertido, desde que o aerofdlio encontre o

vento que se aproxima em um angulo apropriado.

Fonte: Adaptado de Regis (2020) — traducéo nossa.
Cada uma dessas teorias esta correta dentro de seus proprios contextos, e

nenhuma delas contradiz a outra. O problema é que nenhuma delas produz uma
explicacdo completa que leva em consideracdao todas as forcas basicas e demais

fatores fisicos que regem o levantamento aerodindmico, sem deixar problemas
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inexplicados. Ainda, nem as duas teorias juntas fornecem uma explicagdo completa de
sustentacdo. Uma explicacdo completa deve explicar todas as forcas e fatores que

agem na asa, sem nenhum problema, maior ou menor (REGIS, 2020).

POSIGOES DO AVIAO

Nessa seg¢ao, vamos considerar algumas posicdées em que um avidao pode se

encontrar: repouso; voo ascendente; voo horizontal; voo descendente e voo em curva.

AERONAVE EM REPOUSO

Das forgas que atuam sobre a aeronave em repouso (parada), a Unica for¢a a se
destacar € o peso (P). Quando o motor passa a funcionar gera a tragao (T) e o
aviao comega a mover-se para frente, com isso surge o Arrasto. A tragdo deve ser
maior do que o Arrasto para que o aviao ganhe velocidade. Com o aumento de
velocidade surge nas asas a Forga de Sustentacdo. Quando essa forca for plena
0 aviao estara em condigdes de decolar. Agindo nos controles de voo o piloto faz

com que o aviao suba.

VOO ASCENDENTE

Forgas envolvidas:
e Forca de tracdo da Hélice: inclinada para cima suportando parcialmente o peso.
e Forca de Sustentacdo: perpendicular ao vento relativo.
e Peso da aeronave: decomposto em duas for¢cas, uma oposta a sustentacédo a
outra oposta a tracao.

e Forca de Arrasto: oposta a Tragao.

B,

UNHADOHORIZONTE . T

Fonte: o autor.
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Questao 1: Considere um avido de pequeno porte em condigdes normais em

voo ascendente que apresenta uma Forca de Tracdo de 1500 N representando 25%
maior do que as forgas opostas a ela (For¢a Peso decomposta no eixo x e a Forga de
Arrasto). Sabendo que a Forga Peso é igual a 980 N e que o angulo formado entre a
Forga Peso e sua respectiva componente no eixo y é de 30°, determine:

d) Componente da Forga Peso no eixo x.

e) Forca de Arrasto.

f) Forga Resultante da Sustentagdo com o Arrasto.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

VOO HORIZONTAL

No voo Horizontal o avido se desloca horizontalmente
Forcas envolvidas:
e A Forga de Sustentagao deve ser igual ao peso.
e Atracio deve ser maior que o Arrasto, pois o aviao precisa de uma alta velocidade

aerodinamica para continuar voando.

SUSTENTACAO

Lt

TRACAD e - ARRASTO

l

PESO

Fonte: o autor.

Questao 2: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em
voo horizontal que apresenta uma Forga Resultante de 1200 N entre a Sustentagao e
o Arrasto. Sabendo que a Forca Peso desse avido € de 980N e que a Forca de Tragao
da Hélice possui 20% a mais do que o valor da Forca de arrasto, determine:
a) Forga de Sustentagao.
b) Forca de Arrasto.
c) Forca de Tragéo da Hélice.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.
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Na descida, o avido usa a propria agdo da gravidade para planar por um
determinado tempo.

Forcas envolvidas:

e A sustentacdo é menor que o peso.
e Decompondo a forga Peso temos uma componente com o mesmo sentido da

Tracao auxiliando o aviédo a planar.

SUSTENTACAO A OR

.
e
o
ot

LINHA DO HORIZONTE

Fonte: o autor.

Questao 3: Considere um aviao de pequeno porte em condicdes normais em

voo descendente que apresenta Forga de Sustentagcédo de 1082,53 N; Forca Peso (Px)

decomposta de 625 N. Determine a Forga Peso desse avido.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Curiosidade

AVIAO DE ACROBACIA - Quando o avido forma um angulo de 90° com a linha
do horizonte, a Forga de Sustentacdo € nula e a aceleracado € dada pelo peso do
aviao. Com o aumento da velocidade, o arrasto aumenta até se igualar ao peso —

teremos ai a velocidade final.

ARRASTO

PESO

Fonte: o autor.
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VOO EM CURVA

Forcas envolvidas:

Para o estudo da curva podemos decompor a sustentagdo em duas forgas: a
forca centripeta e a forca chamada de -P, que deve se opor ao peso.

Como se pode deduzir desse grafico, a forga de sustentagao deve ser maior que
o Peso ja que uma de suas componentes, a forga -P tem a mesma intensidade que o
Peso.

A sustentacao deve ter um valor tal que a sua componente vertical chamada de
— P seja igual o Peso. Para que isso aconte¢ca devemos ter um angulo de inclinagao

correto de acordo com a situagéo.

SUSTENTACAO - pPESO

s

N
| ,\\\\ . /
"
1 AN
1 ~

FORCA CENTRIPETA Laf—

©®

PESO

Fonte: o autor

Questao 4: Considere um aviao de pequeno porte em condicbes normais em
VOO em curva que apresenta Forgca de Sustentacao igual a 2500 N. Determine a Forga
Peso desse avidao, sabendo que o angulo formado entre a forca de sustentagado e a
forga centripeta (Fc) é de 30°.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Curiosidade

VOO EM CURVA DE 60°
Em uma curva de 60°, a sustentacdo deve ser igual ao dobro do peso para que

sua resultante vertical seja igual e oposta ao peso.

COMPONENTE

Fonte: o autor.
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Tarefa 4

CRAIKAS-PRETAS

Antes de apresentar a questao proposta nessa Tarefa 4, recomendamos a leitura
da curiosidade a seguir:

Curiosidade

Caixas-Pretas

As caixas-pretas nédo sao pretas, mas laranjas, com a finalidade de, em casos de
acidentes, facilitar a sua localizagao entre os destrogos.

Histéria

A primeira caixa-preta, criada em 1939, era um tipo de camera e gravava apenas
imagens. Como toda camera, tinha o interior totalmente escuro — uma explicagéao
possivel para seu nome.

Quantidade

Séao duas. Uma unidade grava os sons na cabine de comando. A outra registra os
dados de voo, como a rota, as sucessivas mudancas de altitude e até quais botdes
foram apertados no painel da aeronave.

Duracgao
As caixas gravam as duas horas mais recentes de voo. Os registros mais antigos
sdo apagados automaticamente.

Materiais

Envoltas em camadas de silica, aluminio e titanio, as placas de memdéria podem
resistir a choques, temperaturas de até 1.000 °C e submersao a até 6 mil metros de
profundidade.

Localizagao

As duas caixas-pretas ficam na cauda, a parte menos atingida em impactos. As
informacdes sao enviadas para la a partir de microfones e outros dispositivos
instalados no cockpit (espagco onde se aloja o piloto nos avides).

Alerta

Um cilindro localizado junto as caixas-pretas € responsavel por emitir um alarme,
que dura 30 dias. Depois disso, a caixa tem de ser encontrada a moda antiga: a olho
nu.

Essas informacgdes pertencem ao site da revista Super interessante.
Fonte: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/. Acesso
em: 29.12.2021.
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Questdo: Um aviao possui duas caixas-pretas, uma delas, caixa 1, com uma
parte em forma de cubo e outra, caixa 2, com uma parte em forma de um paralelepipedo
reto retangular.

A parte em forma de cubo na caixa 1 possui aresta x e a parte em forma de
paralelepipedo reto retangular na caixa 2 possui as dimensoes x, 2 e x+3, conforme a

figura a seguir:

TSR N x+3
. RECORDER |

DO NOT OPEN

TR \
. RECORDER |

DO NOT OPEN

caixa 1 caixa 2

Fonte: Adaptado de Super Interessante (2020). Disponivel em: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-

misterios-da-caixa-preta/. Acesso em: 29 dez. 2021

As unidades de medidas de ambas as caixas estdo em decimetros (dm).

Leia atentamente cada um dos itens a seguir e faga o que se pede:
a) A area da base (Ac) da parte em forma de cubo da caixa preta 1 € 11 dm* menor
do que a area da base (Ap) da parte em forma de paralelepipedo da caixa preta 2.

Escreva a equacao que represente essa situagao.

b) Calcule os valores de x que satisfagam a situacdo descrita no item anterior e
represente-os graficamente. Se considerar necessario, utilize o Soffware GeoGebra.

c) O volume (V¢) da parte cubica da caixa preta 1 € 8 dm® maior do que o volume
(Vp) da parte em forma de paralelepipedo caixa preta 2. Escreva a equagao que
represente essa situacao.

d) Verifique diretamente na equacgao do item anterior que x = 4 € uma raiz real.

e) Determine as outras raizes da equagao e represente-as graficamente. Se

considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.


https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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f) As conclusdes que vocé chegou nos itens b) e e) sao validas para o problema
das caixas pretas do avidao? Justifiqgue sua resposta apresentando seus
argumentos a respeito da relagdo entre nimeros complexos e medidas.

Curiosidade

Video com aplicagédo do Teorema de Pitagoras em um tridngulo retangulo. Por
meio desse video, pode-se enriquecer a discussdo de que 0s humeros complexos
nao possuem ordem e, portanto, ndo devem ser utilizados como medidas de
comprimento. Cabe ainda, discutir a medida da hipotenusa ser ZERO, ou seja, uma
medida nula, que n&o existe enquanto comprimento.

O video encontra-se disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=JsCvu4DIHi8&ab channel=YvanMonka e tem a
duragao 02min.10seg. Acesso em: 14.05.2021.

HIPOTENUSA NULA

Fonte: o autor.
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APRESENTACAO

Caros professores e estudantes,

Compartilhamos com vocés o sentimento de ndo
encontrarmos com frequéncia recursos diddticos para o
ensino e aprendizagem de nlmeros complexos que sejam
praticos, de fdcil confecgdo e uso em sala de aula.

Com isso, elaboramos um jogo, intitulado Trincas
Complexas, com uma proposta lddica, aplicdvel em contexto
real de ensino e elaborado para auxiliar na formagdo dos
conceitos e procedimentos matemdticos dos estudantes
sobre o objeto matemdtico Ndmeros Complexos.

Acreditamos que este jogo fem o potencial de
diminuir lacunas de aprendizagens na visualizagdo de
representagbes grdficas de operagdes algébricas com

ndmeros complexos.
Divirtam-se e boa aprendizagem!

Cilio José Volce

Claudete Cargnin
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Introdugao

O jogo que compdem este produto educacional foi concebido no decorrer dos
estudos e desenvolvimento da pesquisa de mestrado profissional intitulada “Recursos
Didaticos para Numeros Complexos na perspectiva da teoria dos Registros de
Semiédtica” enderego:

Representagcao disponivel no

<<http://portal.utfpr.edu.br/cursos/coordenacoes/stricto-sensu/ppg-mat/producao-academica>>. A sua

estrutura foi pensada de modo a relacionar o conteudo Numeros Complexos com uma
proposta ludica, explorando as operagdes de adi¢ao, subtragdo, multiplicagcao e divisao,
com foco nas representagdes algébricas e graficas dessas operagdes.

Elaboramos um jogo inspirado na Teoria dos Registros de Representagao
Semiotica — TRRS (Raymond Duval) com o intuito de ampliar e despertar o interesse
do aluno no aprendizado dos Numeros Complexos, com possibilidades de promover as
conversdes entre as representagbes algébricas e graficas dos Numeros Complexos,
proporcionando aulas mais interessantes e dinamicas.

Com esse produto, pretende-se incentivar os alunos a estudarem, revisarem
conteudos e refletirem sobre as mudancas de registros. Acredita-se que o0s recursos
interativos podem: auxiliar na compreensao dos conceitos, operacdes e representacoes
dos Numeros Complexos; diminuir lacunas de aprendizagens; melhorar o0s
fundamentos matematicos dos estudantes; permitir uma participacdo ativa dos
estudantes; e trazer dinamicidade para a sala de aula. O objetivo deste instrumento &
contribuir com o ensino e a aprendizagem de numeros complexos, além de enfatizar o
desenvolvimento afetivo e emocional, devido ao seu aspecto ludico, o que pode auxiliar
no gosto pelo aprender e pela busca do conhecimento. O objetivo do jogo esta

detalhado no Quadro 1 a seguir:

Quadro 1 — Descrigéo e objetivo do Jogo

Proposta Descricao Objetivo

Este jogo possui 13 cartbes, sendo 4 trincas e | v Realizar corretamente os
1 curinga. Cada um desses cartdes que tratamentos dentro da
formam trincas possui algum tipo de representacdo  algébrica dos

O Trincas informagao: dois nimeros complexos na forma numeros complexos, bem como

8, Complexas | algébrica com a indicagdo de uma operagao (+ as conversoes entre as
OuU - ou X ou =); o resultado algébrico dessa representacdes dos registros
operacao; e, a representacdo do registro graficos para os algébricos (e
grafico dessa operacéo. vice-versa).

Fonte: o autor.
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Trincas Complexas € um jogo com uma proposta ludica, aplicavel em contexto

real de ensino e elaborado para auxiliar na formacao dos conceitos e procedimentos

matematicos dos estudantes sobre o objeto matematico Numeros Complexos.

Material: 13 cartdes de papel, sendo quatro trincas (4 x 3 = 12) e um curinga.

Cada face desses cartdes que formam trincas possui algum tipo de informacao: dois

numeros complexos na forma algébrica com a indicagdo de uma operagao (adigao,

subtragcdo, multiplicacdo ou divisdo); o resultado algébrico dessa operagao; e, a

representacao do registro grafico dessa operagéo, conforme protétipo apresentado na

Figura 1 a seguir:

Figura 1 - Cartbes do jogo com as trincas complexas

TRINCA DA ADICAO TRINCA DA SUBTRACAQ
ADICAO RESULTADO 6RAFICO SUBTRAGAO || RESULTADO GRAFICO
o o e N =541 -'— -4 ?"
Z; = 3+ 2 Z = 3+ 2i
mat mat
_DDQ ; ppgmat
TRINCA DA MULTIPLICACAO TRINCA DA DIVISAO
muLTIPLIcAcAo || RESULTADO GRAFICO DIVISAO RESULTADO GRAFICO
Z = maed Vs 2y = =5+ 8 e s
Z, = 3421 ] Z = 3+2i
ppgmat
ppgmat ppgmat]|| |°P9

Fonte: o autor.

Além dos cartdes que formam trincas complexas, esse jogo contém um cartdo

curinga, cuja funcao sera apresentada mais adiante. Esse curinga é representado pela

letra € (Conjunto dos Numeros Complexos), conforme ilustrado na Figura 2.
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Figura 2 - Cartdo Curinga

CURINGA

ppgmat

Fonte: o autor.

Objetivo do jogo: formar corretamente uma trinca complexa, ou seja, um cartéo
com a indicagdo de uma operagao, cartdo com o registro algébrico dessa operacao; e
cartdo com registro grafico.

Numero de participantes: o jogo deve ser realizado entre 4 pessoas.

Vamos jogar? Os 13 (treze) cartbes sao embaralhados e distribuidos entre os

4 jogadores de forma que um nao conheca os cartdes do outro. Apds a distribuigao,
deve-se ter trés jogadores com trés cartdbes cada um e um jogador com quatro,
totalizando 13 cartdes.
Nenhum dos jogadores podera sair “batido”, ou seja, receber por muita “sorte” uma
trinca completa na distribuicdo dos cartdes. Dessa forma, jogador algum podera vencer
o0 jogo de imediato. Caso isso aconteca, os cartdbes devem ser embaralhados e
distribuidos novamente.

O jogador que receber 4 cartdes devera escolher um deles e passa-lo para o
jogador a sua direita. Dessa maneira, o jogador imediatamente a direta ira receber esse
cartao e podera tentar combina-lo de forma a completar uma trinca complexa (exemplo:
cartdo com a operagéo Z1+ Z, ou Zq-Z, OU Z{X Zy OU Z1 =+ Z5; resultado da operagéo
representado pela letra Z3; e representacao grafica dessa operacao).

Sempre com um jogador passando o quarto cartdo para o jogador a direita, o
jogo prossegue. Quem receber o curinga (C), devera ficar com ele por uma rodada,
devendo passar outro cartdo. Esse curinga tem a fungao de impedir que algum jogador
ganhe rapidamente uma rodada do jogo, com isso ndo se pode vencer estando com o
curinga em maos, assim como 0 curinga nao serve para substituir umas das cartas de

forma a completar corretamente uma trinca. Vence o jogo quem formar primeiro uma

trinca complexa correta.
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Dicas criptografas

Nos cartdes que apresentam os resultados das operagdes, criptografamos dicas
em forma de QR CODE para auxiliar os jogadores a compreenderem o que a operagao
(adicdo ou subtragao ou multiplicagdo ou divisao) entre dois numeros complexos na
forma algébrica gera na representagao do registro grafico no plano de Argand-Gauss.
A leitura dessas dicas criptografadas ndao € condicdo necessaria para que 0 jogo
aconteca, no entanto, entendemos que essa forma de associar 0 jogo ao uso de uma
tecnologia possa ser uma estratégia interessante para atrair a atengcao dos alunos.
Além disso, acreditamos que as reflexbes geradas a partir das relagdes entre as
operagdes algébricas e, consequentemente, representagdes graficas, trara uma rica
discussao entre professores e alunos que, por muitas vezes, pouco exploram os
conceitos de modulos e argumentos de vetores complexos a partir das operacdes
algébricas. Para fazerem uso desse recurso, € necessario que os jogadores, caso nao
tenham, baixem previamente um aplicativo para leitura QR CODE em seus aparelhos

de smartphone. E sobre essas dicas que se refere o Quadro 2 a seguir.

Quadro 2 - Dicas criptografadas do jogo Trincas Complexas
OPERAGAO QR CODE | Dica: O que a operacgao faz graficamente?

Este resultado é representado
. graficamente por meio da regra do
ADICAO
paralelogramo com os vetores usados na
operagao.
Este resultado é representado
_ graficamente por meio da regra do
SUBTRACAO

paralelogramo com o oposto de um dos

vetores.

O argumento deste numero é a soma dos
MULTIPLICAGAO argumentos dos numeros usados na

operagao.

O argumento desse numero é a diferenga
DIVISAO dos argumentos dos numeros usados na

operagao.

Fonte: o autor.
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Professor(a), resgate com os seus alunos alguns conceitos matematicos que

nao estao explicitos nos cartdes, por exemplo, médulos e argumentos dos numeros

complexos e a verificagdo dos calculos apresentados no Quadro 3 a seguir:

Quadro 3 — Calculos dos médulos e argumentos dos numeros complexos z4, z; e z3

Numero
c : Médulo (p) Argumento (0)
omplexo
b _a
sen (8,) = o cos (8,) = -
~ p1 = \ a? + bz 1 -5
- 9,) = —
e sen (0,) = = cos (8; 26
n
. b= {5 + (1)’ . _
— ) =11,31° arccos (—) = 168,69°
IL o = ST arcsen ( m) 3 NoT
N
5 = \/% Como sen (8,) é positivo e cos (0,) é negativo, o argumento
=
0, € Il quadrante. Portanto, 8; = 168,69°.
b a
sen (0,) = — cos (8,) = —
pz pZ
— ’ 2 2
I O (6,) 2 cos (0,) = >
sen = ) = ——
+ o rar Y3 =
o P, = 3)"+(2) 2 ( 3 ) 33 60
N o arccos (— | = 33,69°
lL 0, = \9¥ % arcsen (\/ﬁ) = 33,69 J13
N
0, = \/1—3 Como sen (0;) é positivo e cos (8,) é positivo, 0 argumento
2
0, € I quadrante. Portanto, 0, = 33,69°.
_a
sen (0;) = o cos (6;) = %
-7 (6, —-17
=~ 0;,) =— cos = —
g o py = Ja?+b° won 99) = 738 Y V338
% I _ _
D~ — / —17)\2 4 (—7)? ( )5 —22,38° arccos (—) = 157,62°
%- ‘T p3 = ( 17) + ( 7) arcsen 38 ’_338
% I p, = /289 + 49 Como sen (B3) é negativo e cos (03) é negativo, o argumento
= 3 0; € Ill quadrante. O angulo -22,38° (sentido horario) € IV
p; = V338 quadrante e é simétrico ao angulo de 22,38° (sentido anti-horario).
O angulo simétrico de 22,38° no Ill quadrante é dado por:
180° + 22,38° = 202,38°. Portanto, 05 = 202,38°.
b —a
sen (6;) = 0 cos (83) = 03
— ’ 2 2
= P; = a+b (e) 1 Cos(e)___1
e sen =— 3) =
zg - 2 2 ’ V2 V2
® p,= {1’ + (@) _
:E ” arcsen (L) = 450 arccos <_) = 1350
a p,=V1+1 V2 V2
N
0. = \/E Como sen (03) é positivo e cos (03) é negativo, temos que:
3

05 € Il quadrante. Portanto, 0; = 135°.

Fonte: o autor.
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Professor(a), recomendamos retomar com os estudantes as ideias de redugao
ao primeiro quadrante, para que os estudantes tenham uma melhor compreensao dos
calculos dos argumentos. Apos a retomada dos conceitos de modulos e argumentos de
numeros complexos e realizado corretamente os calculos (Quadro 3), solicite que os
alunos verifiquem as dicas criptografas (Quadro 2) nos cartdes de multiplicacéo e
divisdo e fagam uma validagdo com os valores encontrados. Ainda, com o0 uso de um
Software (GeoGebra) € possivel explorar as representagdes graficas dessas

operagoes.

Multiplicagcao

Dica: “O argumento deste numero é a soma dos argumentos dos numeros usados na
operagao’.

93 = 91 + 92
202,38 = 168,69 + 33,69

Na Figura 3, temos a representacado grafica de z,,z, e z3 e seus respectivos
argumentos.

Figura 3 - Representacgéo grafica da multiplicagéao
a{lm (2)
z_i ] & Z2

[ Re (z}
3 -6 -4 -12 -0 -8 6 4| - 2 i 6

9, =168,69°"
Z3 0, =33,69°
6; =202,38°

Fonte: o autor.
Divisao
Dica: O argumento desse numero é a diferenga dos argumentos dos numeros usados
na operacgao.

0; =0, — 06,
135° = 168,69 — 33,69

Na Figura 4, temos a representagado grafica de z4,z, e z3 e seus respectivos
argumentos.

Figura 4 - Representagao grafica da divisao
Im (z)

— z3 0, “2
'] 85

6, =168,69°,
0, =33,69°
0, =135°

Fonte: o autor.
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Professor(a), elaboramos quatro jogos como esse em outras cores e
diferentes valores de nimeros complexos para que os estudantes ndo memorizem
as cartas. No apéndice desse Produto Educacional vocé encontrara esse material
disponivel para impresséao.

Com o jogo Trincas Complexas, vocé podera auxiliar os alunos a superarem
dificuldades em relagdo a representagcdo grafica de operagbes algébricas com
numeros complexos, bem como rever assuntos estudados anteriormente. Esse jogo
possui um embasamento em Registro de Representagdo Semiotica, relacionando

duas formas de representacdo: grafica e algébrica.

Fechamento do jogo: os jogos podem ser empregados como uma forma
dindmica de aprender conteudos de carater predominantemente abstratos na
disciplina de matematica, sendo capazes de ampliar e despertar o interesse do aluno
no aprendizado dos numeros complexos. Além disso, podem contribuir com
respostas a questionamentos da seguinte ordem: em que resulta a soma de dois
numeros complexos? E a subtragdo, multiplicagdo ou divisdo? Com o jogo Trinca
Complexa, o estudante pode transitar entre as representacdes algébricas e graficas

estabelecendo conexdes entre elas.
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Cartoes do Jogo Trincas Complexas



SUBTRACAO
Zl — _5 + l
Z2 = 3 + Zl

ppgmat

DIVISAO
Zl — _5 + l
ZZ — 3 + 2l

ppgmat

RESULTADO

146

GRAFICO

ppgmat
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MULTIPLICACAO RESULTADO GRAFICO
Zl R _5 + [ ‘

Z2: 3+2l

ppgmat

CURINGA

C




RESULTADO

SUBTRACAO
Zl — 5 . 3l

Z2: 2+2l

ppgmat

DIVISAO

le 5_3l

Zzz 2+Zl

ppgmat

GRAFICO

148




149
MULTIPLICACAO

zi=-5—=3i

RESULTADO GRAFICO

—

Yy=a+8 z3

Zy = 2+ 20

10 12 14
(e :_45D

Z1 B =3529,04°
v=14,04

ppgmat

ppgmat

CURINGA

C




RESULTADO

SUBTRACAO
Z1 — 0 + 5l

Ly = —1 =2

ppgmat

DIVISAO
Zl — O + 5l

Z2= _1_Zl

ppgmat

150

GRAFICO

y=a—03
o =90° \
B=243,43° ,
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MULTIPLICACAO
Z1 = O + Sl

ZZ: _1_2l

ppgmat

CURINGA
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RESULTADO GRAFICO

SUBTRACAO GRAFICO
Zl — 2 + 4‘l ,"‘j%(i 2

Zz=2—i

ppgmat

DIVISAO
z, = 2+ 4i

a=63,43° %3
f=4gs8,48"

Z2= Z_l

ppgmat




153

MULTIPLICACAO RESULTADO GRAFICO
Zl — 2 + 4‘l

Z2: Z_l

B =2383,43°
v = 86,86°

ppgmat

ppgmat

CURINGA
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construcdo do conhecimento matematico nos
diferentes niveis de escolaridade);
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Ensino de Matematica (trata da analise ¢ do
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() Local
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( ) Nacional
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cm

* Apenas um item pode ser marcado.

( x ) PE nao utilizado no sistema relacionado a
pratica profissional do discente (esta opgao inclui
a situacdo em que o PE foi utilizado e/ou aplicado
em um contexto simulado, na forma de
prototipo/piloto).

() PE com aplicacdo no sistema relacionado a
pratica profissional do discente.

Area impactada

() Economica;
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* Apenas um item pode ser marcado.
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