ADINA VERONICA REMOR

O MISTERIO POR TRAS DA RESOLUCAO
DE EQUACOES POLINOMIAIS

TOLEDO
2021



ADINA VERONICA REMOR

O MISTERIO POR TRAS DA RESOLUCAO DE

EQUACOES POLINOMIAIS
THE MYSTERY BEHIND SOLVING POLYNOMIAL EQUATIONS

Trabalho de Conclusao de Curso de graduacao
apresentado como requisito para obtencao
do titulo de Licenciada em Matematica da
Universidade Tecnolégica Federal do Parand

(UTFPR).

Orientador: Wilian Francisco de Araijo
Coorientador: Robson Willians Vinciguerra

TOLEDO
2021



ADINA VERONICA REMOR

O MISTERIO POR TRAS DA RESOLUCAO DE
EQUACOES POLINOMIAIS

Trabalho de Conclusao de Curso de graduagao
apresentado como requisito para obtencao
do titulo de Licenciada em Matematica da

Universidade Tecnolégica Federal do Parana
(UTFPR).

Data de aprovagao: 03 de agosto de 2021.

Wilian Francisco de Aratjo
Doutorado
Universidade Tecnologica Federal do Parana

Robson Willians Vinciguerra
Doutorado
Universidade Tecnologica Federal do Parana

Leandro Antunes
Doutorado
Universidade Tecnologica Federal do Parana

Larissa Hagedorn Vieira
Mestrado
Universidade Tecnolégica Federal do Parana

TOLEDO
2021



Este trabalho € dedicado a minha familia, que sdo tudo para mim.



Agradecimentos

Em primeiro lugar, agradego a Deus pelo dom da vida e por ser tao bom comigo.

Agradego a minha familia, em especial aos meus amados pais e meu amado irmao,
por todo o apoio e amor incondicional. Por sempre me incentivarem e darem todas as

condigOes necessarias para que eu pudesse ir em busca dos meus sonhos.

Agradeco a minha melhor amiga Andressa, por sempre me ouvir e me apoiar. Por

todas as risadas, choros e loucuras partilhadas.

Agradeco ao meu amor Bruno, por todo o apoio, incentivo, por ser meu porto

seguro. Por me compreender e tornar a minha vida mais feliz.

Agradeco aos meus amigos Anderson, Gustavo, Luana, Luiz e Rodrigo por todos
os momentos de alegria e desespero partilhados ao longo do curso. A graduagao nao seria

a mesma sem o nosso grupo do fundao.

Agradego a todos os outros amigos que tive o privilégio de conviver ao longo destes
anos de graduacao, Jeferson, James, Daniele, Samara, Aline, Scheila, Sabrina, Judy, entre

outros. Obrigada por tornarem esta caminhada mais leve.

Agradeco a todos os professores que fizeram parte da minha graduagao, por todos
os aprendizados adquiridos. Por todo o incentivo, por cada conselho e ajuda prestados,

vocés merecem toda a minha admiragao.

Em especial, agradego aos meus professores orientadores Wilian e Robson, meus

pais do coracao. Obrigada por toda a paciéncia, confianga, exemplo e incentivo.

Por fim, agradego ao CNPq pelo auxilio financeiro.



“Por vezes sentimos que aquilo que fazemos
nao € senao uma gota de dgua no mar. Mas

o mar seria menor se lhe faltasse uma gota.”
(Madre Teresa de Calcutd)



Resumo

Resolver equacoes polinomiais foi um problema que acompanhou inimeros matematicos
ao longo dos séculos. Conforme a matematica ia se aprimorando, formulas para encontrar
raizes de polindmios foram sendo elaboradas. Mas o grande mistério que atormentava
a comunidade matemaética até o século XIX, era que ninguém conseguia encontrar uma
formula resolutiva para as equagoes polinomiais de grau 5, utilizando apenas as operagoes
de adigao, subtragao, multiplicacdo, divisdao, potenciagao e radiciacao (conhecidas como
resolugao por radicais). Varios matematicos tentaram resolver este problema, sem sucesso,
até que um jovem mateméatico, chamado Evariste Galois (1811-1832), desenvolveu uma
teoria inovadora que solucionou este mistério. O objetivo deste trabalho é apresentar a
teoria desenvolvida por Galois, mostrando porque nao é possivel encontrar uma férmula
resolutiva por radicais que forneca as raizes de polindmios de grau maior ou igual a
5. Também pretende-se apresentar varios exemplos que demonstram como esta teoria
funciona. Por fim, serdo apresentados métodos que permitem calcular o grupo de Galois

de qualquer polindmio de grau menor ou igual a 5.

Palavras-chave: Teoria de Grupos. Extensoes de Corpos. Teoria de Galois.



Abstract

Solving polynomial equations was a problem that followed countless mathematicians
over the centuries. As mathematics improved, formulas for finding polynomial roots were
developed. But the great mystery that plagued the mathematical community until the 19th
century was that no one could find a solving formula for polynomial equations of degree 5
using only the operations of addition, subtraction, multiplication, division, exponentiation,
together with the extraction of roots (known as solving by radicals). Several mathematicians
tried to solve this problem, unsuccessfully, until a young mathematician named Evariste
Galois (1811-1832) developed an innovative theory that solved this mystery. The objective
of this work is to present the theory developed by Galois, showing why it is not possible to
find a solving formula by radicals that provides the roots of polynomials of degree greater
than or equal to 5. It is also intended to present several examples that demonstrate how
this theory works. Finally, methods will be presented to calculate the Galois group of any

polynomial of degree less than or equal to 5.

Keywords: Group theory. Field extensions. Galois theory.
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1 Introducao

Na matematica, qualquer problema que possa ser solucionado através dos ntme-
ros certamente pode ser tratado direta ou indiretamente, por meio de equac¢oes. Como
interpretar equacgoes? Equagoes estao relacionadas a maneira como equivaléncias entre
associacoes de entes estao representadas. Assim, trata-se de uma igualdade estabelecida
por meio uma relacao entre fatos, conceitos e ideias. Elas podem ser encontradas nas mais

variadas areas, e o pensamento resolutivo constitui a base da matemaética.

Assim, as equacgoes, sejam elas algébricas, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas,
etc. sdo o alicerce da matematica, e a busca por suas resolugdes sempre motivaram os
matematicos de todos os tempos. Neste trabalho estaremos interessados em um tipo
especial de equagao citado anteriormente: as equacoes algébricas. Elas sao aquelas cujos
coeficientes pertencem a um corpo K e as Unicas operagoes realizadas sao soma, subtragao,
multiplicacao, divisao, potenciacao e radiciacao. A forma geral de uma equacao algébrica
é

ap+ a1+ ax’ + ... +a,z" =0 (1.1)

em que n € Z e ag, ay, ..., a, € K. O maior indice n tal que a,, # 0 é denominado o grau

da referida equacao.

De acordo com [GARBI, 2010], ao longo dos milénios vérias descobertas envolvendo
o grau dessas equagoes e a busca por suas resolucoes foram alcancadas, porém o auge
dos avancos nesse tema foi alcancado gragas a um jovem chamado Evariste Galois. As
pesquisas desenvolvidas por esse matemético mudaram todo o rumo da Algebra, permitindo
o surgimento de novas teorias: a teoria de grupos, que possui aplicagoes nos mais variados
campos e a teoria de Galois, uma das teorias mais lindas que existe e responsavel por dar
uma resposta satisfatéria a um problema matemaéatico que ficou em aberto por intimeros
séculos, a solubilidade de equagoes de grau maior ou igual a 5. De acordo com [FREIRE,
2009,

Os trabalhos do matemaético francés Evariste Galois exerceram enorme
influéncia na Matemaética do século XX, sendo uma das fontes do
surgimento do conceito de Estrutura Matematica, que é central para
essa disciplina atualmente. Essas observacoes apontam reflexos da ori-
ginalidade, fertilidade e generalidade das ideias de Galois. Na verdade,
é possivel afirmar que a Teoria de Galois marca a transicao histérica da
Algebra como estudo de polinémios para a chamada Algebra Moderna,
ou seja, o estudo de estruturas algébricas.

O tema escolhido para o desenvolvimento deste trabalho ¢é algebra abstrata, e o

objeto de estudo ¢é a teoria de Galois. Em especial, estaremos interessados em responder o
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que ¢ a teoria de Galois e como ela demonstra se determinado polinémio é soltvel por
radicais, ou seja, se é possivel encontrar uma féormula que fornega as raizes desse polinémio
utilizando apenas operagoes de adicao, subtracao, multiplicagao, divisao, radiciacao e

potenciacao.

Além disso, vamos apresentar diferentes exemplos que demonstram como a teoria de
Galois funciona. Geralmente, livros classicos de teoria de Galois exibem poucos exemplos e
de forma bem resumida. Neste material, construimos uma gama de opgoes, apresentando

todos os célculos realizados.

Dessa forma, o objetivo geral deste trabalho é estudar a teoria de Galois e classificar
se um polinémio é soluvel por radicais ou nao, bem como apresentar exemplos do célculo
do grupo de Galois de alguns polinémios dados. Para isso, consultamos diversos materiais:
trabalhos de conclusao de curso como [CRUZ, 2014], [FERNANDES, 2016], e [SOUZA,
2017], que possuiam uma linguagem mais acessivel e introdutéria; livros como [COELHO;
LOURENCO, 2018], [DOMINGUES; IEZZI, 2003], [GARCIA A.; IEQUAIN, 2013] e
[GONCALVES, 2012] no qual definigdes, exemplos e resultados da teoria de grupos,
teoria de anéis e extensdes de corpos necessarios para construir a teoria de Galois foram
estudados; livros como [COX, 2004], [HOWIE, 2006, [MILNE, 2020], [MORANDI, 1996]
e [STEWART I, 2015], que desenvolvem a teoria de Galois, sendo este trabalho baseado
principalmente em [STEWART I, 2015].

Este trabalho esté organizado em cinco capitulos. No primeiro capitulo, apresentamos
um breve resumo histérico a respeito da investigacao da resolucao de equagoes algébricas.
O segundo capitulo apresenta defini¢oes e resultados basicos da teoria de grupos, teoria de
anéis e anéis de polinomios. No terceiro capitulo, discorremos a respeito das extensoes de
corpos, mostrando exemplos e resultados necessarios para o quarto capitulo, que é o auge
deste trabalho.

No quarto capitulo, esté explicada a teoria de Galois, relacionando grupos finitos com
as extensdes de corpos. E neste capitulo que também sdo apresentados intmeros exemplos
de construgoes de grupos de Galois, desenvolvidos por autoria propria, ou baseados em
[ANDRADE, 2013|, [REZENDE, 2017] e [STEWART I, 2015]. Por fim, no tltimo capitulo,
mostramos porque nem todas as equagoes de grau maior ou igual a 5 sao soluveis por
radicais, e também classificamos todos os grupos de Galois de um polinémio irredutivel
com grau menor ou igual a 5. Como serd visto, é possivel computar o grupo de Galois
apenas conhecendo o polindmio e algumas ferramentas auxiliares. Para o desenvolvimento
deste capitulo, nos baseamos nos materiais [AWTREY; BEUERLE; KEENAN, 2017],
[AWTREY; CESARSKI; JAKES, 2017], [BARAI, 2019], [BERGLUND, 2011], [CASTRO,
2007], [CONRAD, 2010b], [CONRAD, 2010a], [DUMMIT, 1991], [GUDKOV; LUR’E,
2017], [KAPPE; WARREN, 1989], [KAVANAGH, 2010], [LAVALLEE, 2008], [ROMERO,
2018] e [ROTH, 1971].
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Espera-se que por meio deste trabalho, interessados em conhecer essa area tenham
maior embasamento da teoria, visto que pretende-se apresentar mais exemplos e tornar
a linguagem mais acessivel, ja que normalmente os livros apresentam uma notacao mais
carregada e de dificil compreensao. Assim, caro leitor, sinta-se convidado a embarcar nesta
aventura que inicia-se agora, no qual primeiramente viajaremos ao longo da historia da
matematica. Apos, faremos algumas paradas na teoria de grupos, anéis e extensoes de
corpos. Por fim, esperamos que vocé se divirta com a teoria de Galois, entendendo os
exemplos e compreendendo como esta teoria resolve o problema que ficou em aberto por

tantos séculos.
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2 Nota histérica

As primeiras manifestagoes de equagoes matematicas podem ser observadas em
papiros mesopotamicos e egipcios, envolvendo problemas geométricos como o célculo de
area e perimetro e a busca por medidas desconhecidas. De acordo com [GARBI, 2010], os
matematicos babilonicos do IT milénio a.C. também ja possuiam um grande conhecimento

matematico, resolvendo equagoes do primeiro e segundo grau.

Na Europa, as primeiras manifestagoes de equagoes do segundo grau surgiram na
escola pitagérica, com a famosa relaciao: a®> = b? + c%, em que a, b, e ¢ representam os lados
de um triangulo retangulo. A busca por ternas pitagoéricas originou inimeros estudos e
influenciou grandes matematicos ao longo dos séculos. Euclides, em seu livro Os elementos

definiu algumas nog¢des comuns que permitem a resolugao de equagoes do primeiro grau.

No primeiro milénio da era crista surgiram inimeros matemaéaticos talentosos na
India. Nesse contexto a formula geral para resolucao de equagoes do segundo grau foi
desenvolvida. Ela também é conhecida como férmula de Bhaskara (embora nao seja ele o

autor).

No inicio do século XVI a disputa por encontrar as resolucoes das equagoes algébricas
continuou. Aqui, podemos destacar dois matematicos muito importantes: Girolamo Cardano
(1501-1576) e Nicolo Fontana (1501-1557), mais conhecido por Tartaglia, que travaram uma
longa briga para encontrar a férmula geral da equacao cubica. No final, Tartaglia conseguiu

o feito, embora a formula de resolugao tenha sido chamada de férmula de Cardano.

Ainda nesse periodo da histéria, Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano, conseguiu
encontrar a formula geral para resolver equagoes do quarto grau. Agora, depois de avangos
tao consideraveis, as perguntas que surgiram na comunidade matemética foram: equagoes
de quinto grau também sao soltiveis por radicais? Ou seja, ha um expressao matematica
que utiliza apenas as seis operacoes basicas, que € escrita em torno dos coeficientes e que

permite encontrar as raizes dessa equagao?

Os maiores nomes das matematica, como Descartes, Fermat, Newton, Euler, Bernoulli,
Laplace e Gauss viveram durante os séculos XVII, XVIII e XIX. Por meio das descobertas
feitas anteriormente, tais matematicos desenvolveram diversos avangos, como o surgimento
dos nuimeros complexos, da geometria analitica, do calculo e dos ntimeros irracionais.
Perguntas como: “Por que a férmula de Tartaglia s6 fornece uma solucao? Nao é natural
pensar que uma equacao do terceiro grau tenha mais de uma soluc¢ao?”, “Como determinar
todas as solugoes de uma equacao algébrica?”, “Como encontrar as solugoes de uma
equagao do quinto grau?” contribuiram para esses avancos. Porém, a tltima questao ainda

estava em aberto. Paolo Ruffini (1765-1822) tentou fazer uma demonstragdo para essa
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ultima questao, porém nao conseguiu realiza-la corretamente.

Niels Henrik Abel (1802-1829) desenvolveu avangos nesse tema. Antes mesmo de
entrar na universidade, ele publicou um artigo contendo a férmula geral de resolugao das
equacoes do quinto grau. Seus professores nao conseguiram detectar qualquer falha no seu
pensamento, e até mesmo o maior matematico do seu pais, que deveria avaliar o artigo,
nao foi capaz de encontrar erros. Mas, por precaucao, achou melhor solicitar que Abel
escrevesse o artigo mais detalhadamente. Ao fazer isso, Abel notou que havia algo estranho.
Percebendo seus erros, alguns anos depois ele conseguiu demonstrar que, a menos de casos
particulares, uma equacao do quinto grau nao é solivel por radicais. Por meio dos estudos
que Abel realizou, e a sua demonstracao que utilizava a algebra da época, o noruegués

representa o apice da algebra classica.

Mas algumas duvidas ainda pairavam no ar: se ha casos particulares que podem
ser soliveis por radicais, como podemos caracteriza-los? Qual é a relagdo entre as raizes

dessas equagoes, quando existem?

Nesse mesmo periodo um jovem matematico surgiu com ideias brilhantes, que estavam
além da compreensao das demais pessoas. Seu nome é Evariste Galois, e é conhecido como
o pai da Algebra Moderna. Ele foi responsavel pelo surgimento de uma nova teoria (que
posteriormente recebeu seu nome em sua homenagem), que, entre uma das suas aplicages
foi demonstrar o porqué equagoes algébricas de quinto grau nao sio soluveis por radicais.
Embora Abel ja tivesse alcangado esse resultado, Galois criou uma teoria independente
das ideias de Abel, e na teoria criada por Galois, o resultado de Abel se torna um caso
particular. Assim, Abel marca o auge da Algebra Cléssica, enquanto Galois representa o

inicio da Algebra Moderna.

Porém, apesar de sua importancia para a matemdtica, Evariste Galois ndo recebeu o
devido reconhecimento que merecia. Sua vida foi marcada por fatos lamentaveis, tendo
como resultado seu falecimento de maneira tao estipida. Evariste Galois nasceu em Bourg-
la-Reine na Franca em 25 de outubro de 1811, no seio de uma familia culta e liberal, durante
a primeira republica de Napoledao Bonaparte. Seu avo paterno fora diretor de uma escola
da Universidade Imperial e seus pais Nicholas-Gabriel Galois e Adelaide-Marie Demante
haviam estudado filosofia, literatura classica e religiao, ou seja, as disciplinas consideradas
importantes na época. Seu pai, foi nomeado prefeito da cidade em que moravam e até os
12 anos de idade, sua mae foi sua professora e o ensinou grego e latim. Entao, em 1823, ele
foi matriculado no Liceu Louis-le-Grand, uma escola preparatoéria em Paris, onde também

estudaram Victor Hugo e Robespierre.
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Figura 1 — Evariste Galois (1811-1832)

AN e 4
Fonte: (Google, 2021)

No inicio de sua jornada no Liceu Louis-le-Grand, Galois se destacava e era muito
elogiado pelos professores. Mas com o tempo, passou a interessar-se apenas pela matematica

e teve uma grande queda no desempenho em disciplinas humanas.

Assim, em 1828, Galois se inscreveu para a Ecole Polytechnique de Paris, antes de
concluir o curso basico em matematica, mas ele foi rejeitado. Ele passou a ser orientado pelo
professor Louis-Paul-Emile e publicou seu primeiro trabalho: Demonstracao de um teorema
sobre fracoes continuas periodicas, ao mesmo tempo em que trabalhava em outro projeto
mais importante: Pesquisas sobre as equagoes algébricas de grau primo. Este trabalho
foi entregue a Cauchy, para tentar novamente uma vaga na Ecole Polytechnique, mas

novamente nao conseguiu.

Poucos dias apos ser reprovado pela segunda vez, seu pai se suicidou apds ser vitima
de boatos espalhados por um religioso com objetivos politicos conflitantes. Isto fez com

que Galois se tornasse um rebelde politico.

Em 1829, Evariste ingressou na Ecole Normale Supérieure, onde publicou 3 artigos
que faziam parte no trabalho entregue a Cauchy. Ele também entregou este trabalho para
ser avaliado para o Grande Prémio da Mateméatica, mas o relator Fourier morreu antes de
1é-1o e 0 manuscrito se perdeu. Isso fez com que Galois se sentisse desprezado pelo meio

cientifico.

Em 1830, houve uma revolug¢ao que derrubou o monarca Charles X, através de
rebelioes e enfrentamentos das tropas do rei. Galois queria participar das batalhas, mas o
diretor da escola onde estava nao permitiu que os alunos participassem. Com o fim da
rebelido e a manutencao da monarquia com o novo rei Louis Philippe, Galois escreveu
para uma revista reclamando da posicao do diretor em proibi-lo de participar das rebelioes,

logo depois, também publicou um artigo atacando professores, examinadores e editores
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afirmando que eram mediocres. Isso fez com que fosse expulso da instituicao.

Ele entao submeteu seu trabalho a Academia Simeon-Dennis Poisson, e passou a
dedicar-se a politica. Em um jantar de republicanos, Galois propos um brinde ao rei
fazendo um gesto com o punhal (sugerindo um assassinato), a noticia se espalhou e ele foi
preso, mas em junho de 1831 foi solto. Durante as comemoragoes de um ano da revolugao
de 1830, Galois foi preso novamente a pedido do rei. Durante o periodo em que ficou preso,
soube que seu trabalho nao foi aceito pela academia e decidiu iniciar o trabalho Duas
Memorias de Andlise Pura e pediu que o enviasse para varios matematicos renomados.

Dois dias antes de seu aniversario de 20 anos, ele foi condenado a 6 meses de prisao.

Neste periodo, uma epidemia de célera tomou conta de Paris, e os detentos foram
transferidos para um hospital. No hospital, Galois conheceu Stéphanie Poterin du Motel,
sobrinha de um médico, e apaixonou-se. Galois foi muito insistente e a moga que nao
estava interessada queixou-se com o colega de Galois, Duchatelet. Os dois tiveram uma

discussao, Galois ofendeu a mocga e Duchatelet o desafiou a um duelo.

Entao, em 29 de maio de 1832, véspera do duelo, Galois passou a noite escrevendo
cartas a seus companheiros republicanos e reescrevendo seu trabalho. Nas margens ele
anotava detalhes para tornar sua escrita mais inteligivel e em algumas demonstragoes
escrevia “eu nao tenho tempo... eu nao tenho tempo”. Entao ele foi para o duelo, pegou
uma das pistolas (segundo as més linguas, apenas uma possuia munigao) e caminhou até
sua posi¢ao. Duchatelet atirou e Galois caiu, mas nao morreu ali, foi levado a um hospital,

onde morreu na manha de 31 de maio de 1832.

Como ja citado anteriormente, Galois representa um marco na histéria da matematica.
Gracas a ele, a algebra moderna surgiu. Suas contribuigbes nesse campos sao incontaveis.
Certamente Galois estava a frente de seu tempo, fazendo jus ao titulo de pai da algebra

moderna.

Neste trabalho, esperamos que vocé conheca um pouco melhor as ideias de Galois,
podendo aprofundar-se nos pensamentos desse grande génio que viveu ha dois séculos
atras. Que vocé possa se divertir ao estudar essa teoria tao bonita, e que seja uma grande

aventura para todos nos.
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3 Pré-requisitos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados e defini¢oes basicos para o desenvol-
vimento deste trabalho. Falaremos a respeito de algumas estruturas, como grupos, anéis,
anel dos polindmios, corpos e suas propriedades. As demonstracoes serao omitidas, ja que
nao caracterizam o foco de estudo neste momento, e podem ser encontradas nos livros

[COELHO; LOURENCO, 2018], [DOMINGUES; IEZZI, 2003] e [GONCALVES, 2012).

3.1 Grupos

Nessa secao, falaremos a respeito da estrutura algébrica grupo, bem como alguns
resultados e defini¢des que serdo importantes no decorrer deste trabalho.
Definicao 3.1. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto G, tal que G # &,

e uma operagio (r,y) — x xy sobre G é chamado grupo se as sequintes condi¢oes sao
satisfeitas:

i) Associatividade: (a xb) x ¢ = a* (b*c), quaisquer que sejam a,b,c € G.

it) Existéncia do elemento neutro: existe um elemento e € G tal que axe = exa = a,
qualquer que seja a € G.

ii1) Existéncia do simétrico: para todo a € G existe um elemento o' € G tal que
axa =ad *xa=ce.

Se um grupo (G, *) satisfazer a propriedade comutativa, ou seja, Va,b € G temos
a*xb=>bxa,entdo (G,*) é chamado grupo abeliano. Temos também os grupos finitos,
no caso em que o conjunto G ¢ finito. Nesse caso, o nimero de elementos de G' é chamado
ordem do grupo, representado por o(G), e a tdbua da operacao * (que por meio de uma
tabela representa como os elementos sdo operados) se denomina tdbua do grupo.

Definicao 3.2. Um grupo (G,x*) é ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento a,
ou seja, G = [a] = {a™ | m € Z} (o elemento a é operado com ele mesmo m vezes).

Vamos apresentar alguns exemplos:

Exemplo 3.3. Os conjuntos numéricos 7Z,Q,R e C sao exemplos de grupos, com a
operagdo adi¢io. Além disso, os conjuntos Q*, R* e C* sao grupos multiplicativos.

Exemplo 3.4. O conjunto das classes de restos modulo m, Z,, = {0,1,...,m—1},
também ¢é exemplo de grupo, munido com a operacdo soma, cuja ordem é m.

Lembra-se quando comentamos que a ideia de Galois foi permutar as raizes? E
através dessa ideia que ele desenvolveu sua teoria? Pois bem, o proximo exemplo falara a

respeito das permutagoes, que sao os elementos que dao base para a Teoria de Galois.
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Exemplo 3.5. Seja S um conjunto ndio vazio e seja G ={f : S — S| fé bijetiva}. G com
a operagdo o (composi¢io de fungoes) € grupo, tendo a fungio identidade Id como elemento
neutro. Esse grupo é chamado grupo das permutagées do conjunto S. Se S ={1,2,...,n}
denotaremos esse grupo por S, e temos que o numero de elementos de S,, € exatamente n!.
Paran > 3, S, é um grupo nao abeliano.

Sejam @y, ag, . .., a, € I, inteiros distintos, com I, = {1,2,...,n}, n>2.Se o € S,
¢ uma permutagao tal que o(ay) = as, o(az) = 0(a1) = as,...,0(a,_1) = 0" ay) = a, e
o(a,) =0"(a1) = a1 e o(z) = x para todo = € I,, — {ay,as,...,a,} entdo se diz que o é
um ciclo de comprimento r (ou r-ciclo) e que {ay,as,...,a.} é o conjunto suporte de o.

Tal ciclo serd denotado por (ajas ... a,). Se r = 2, entdo o é chamado transposi¢do.

Por exemplo, vamos comentar a respeito do S3. O grupo S3 possui 3! = 6 elementos,
que sao todas as possiveis permutagoes dos elementos 1,2 e 3. Seja o € S3. Se o(1) = 2,
0(2) =0%(1) =3 e 0(3) = 03(1) = 1, entdao a permutagao o ¢ um 3—ciclo, representado
por (123). J4 a permutacao 6 € S3, (1) =2, 0(2) = 1 e 6(3) = 3 pode ser representada
pelo ciclo (12), que é uma transposigao. Observe que a fungao identidade Id nao permuta
nenhum elemento, por isso Id(1) =1, Id(2) = 2 e Id(3) = 3. Assim, podemos encontrar
todos os elementos de S3 utilizando a notacdo acima, que sao Id, (12), (13),(23), (123) e
(132). Para ver o resultado das composigoes desses elementos, podemos construir a tdbua

do grupo, como pode ser observado na Tabela 1.
Observe que este grupo é nao abeliano, ja que (123)0(23) = (12) e (23)0(123) = (13).

Tabela 1 — Tabua do grupo Ss

o Id (12)  (13) (23) (123) (132)
Id Id (12)  (13) (23) (123) (132)
(12)  (12) Id (132) (123) (23) (13)
(13)  (13) (123) Id (132) (12) (23)
(23)  (23) (132) (123) Id (13)  (12)
3) (13) (23) (12) (132) Id
2) (23) (12) (13) Id  (123)

Fonte: Os autores (2021)

Além disso, cada o € S,, pode ser expressa como uma composicao de transposicoes
(Ver [DOMINGUES; IEZZI, 2003], p. 203). Por exemplo, a permutagao (123) pode ser
expressa por (13)(12). Essa notagdo é mais conveniente, ja que a partir dela definimos
permutacoes pares e fmpares: se uma permutacdo é expressa por um numero par de
transposicoes, dizemos que essa permutacao é par; caso contrario, dizemos que é impar.
Assim, a permutagao (123) é uma permutagao par, ja a permutagao (12) é impar. Esta
paridade estd bem definida. Para maiores informagoes, consultar [DOMINGUES; TEZZI,
2003], p. 206.
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Exemplo 3.6. Sejam (G, ) e (J,A) dois grupos. No conjunto G x J definimos a operagio

adquire estrutura de grupo, chamado produto direto de G com J.

O elemento neutro do grupo acima é (e,u), em que e é o elemento neutro de G e u
é o elemento neutro de J. Além disso, o inverso de um elemento (g,7) € G x J é (¢, j').

Por fim, G x J é um grupo abeliano se e somente se (G, %) e (J, A) sdo grupos abelianos.

Por exemplo, considere G = (Za, +) e J = (Za,+). Os elementos de G x J = Zy X Zy
sao (0,0),(1,0),(0,1) e (1,1). O elemento neutro de Zy x Zy é (0,0), e pode-se perceber
também que para todo (a,b) € Zy X Zy tem-se (a,b)* = (a,b) + (a,b) = (0,0) = e.

Portanto G = (Zs X Zy,+) é um grupo abeliano nao ciclico.

Do mesmo modo que introduzimos o grupo G x J poderiamos introduzir o grupo

G1 X Gg X ... x G, chamado de produto direto (externo) dos grupos Gy, ...,G,.

A fim de facilitar a linguagem, a partir de agora adotaremos a notacao GG para grupo,

no lugar de (G, *). Além disso, a operagao * serd representada por - e o elemento simétrico

de qualquer elemento x serd representado por z7!.

Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H ¢ um

subgrupo de G se, com a mesma operacao de G, H também for um grupo.

Mas, caso queiramos descobrir se H é subgrupo de G, verificar todas as propriedades

novamente em H pode ser laborioso. Assim, o seguinte teorema nos auxilia nesse aspecto:

Teorema 3.7. Seja H um subconjunto nao-vazio do grupo (G,-). Entao H € subgrupo de
G se e somente sea-b"' € H.

Demonstragio. Ver [DOMINGUES; IEZZI, 2003], p. 154. ]

Podemos citar alguns exemplos de subgrupos, como:
Exemplo 3.8. O conjunto mZ = {mk | k € Z} é subgrupo de (Z,+), gerado por m.

Exemplo 3.9. O grupo alternado A, formado por todas as permutagoes pares é subgrupo
n!

de S,, cuja ordem é 5

Exemplo 3.10. Vamos apresentar um outro grupo muito interessante, que contém exata-

mente 2n elementos e é subgrupo de S,,.

Seja 1,2,3,...,n o conjunto dos vértices de um poligono reqular de n lados. Observe
a figura a sequir, no qual construimos os poligonos requlares para n = 3,4,5 e 6.
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Figura 2 — Poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia

CINEC
7N,

Fonte: Os autores (2021)

—

Seja 0 € S,, a permutacao determinada pelo efeito de uma rotagdo de um angulo de
2% rd no sentido anti-horério, isto ¢, § = (123... n — 1 n). Considere também r € S, a

permutacao determinada pelo efeito de uma reflexao da figura em torno do eixo z, isto é,

242 ¢ é representada por (2 n)(3 n—1)...(% 2H). Sené

fmpar, r fixa apenas o vértice 1 e é representada por (2 n)(3 n —1)... (2 =53,

se n é par, r fixa os vértices 1 e

Observe que D, = (0,7) = {e,r, 0,602,603, ....0" 1 r0,r6% ... r6" '} é subgrupo de
Sp, onde e é a identidade de S,,. Chamamos D,, de grupo diedral de ordem 2n ou grupo de

simetrias do poligono reqular de n lados.

Vamos apresentar mais detalhadamente o Dy, grupo das simetrias do quadrado, que
é subgrupo do Sy. Assim, seja P; P, P3P, um quadrado, Dy e Dy suas diagonais, M e N

suas mediatrizes e O o ponto de interseccao dessas quatro retas, como a seguir:

Figura 3 — Simetrias do quadrado
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Fonte: Os autores (2021)

As transformacoes espaciais que preservam o quadrado sao:
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» Id, Rz, Ry, Rsx: sao as rotagoes planas centradas em O, no sentido anti-horario, de
2

angulos 0, 7,7 e 37”, respectivamente.

e Ry, Ry, Ry e Ry: sao as rotagoes espaciais de angulo 7 com eixos Dy, Dy, M e N,

respectivamente.

Podemos identificar essas transformagoes como elementos de S,,. Por exemplo, a
transformacao R% leva Py em P, P, em P;, P3 em P, e P, em P;. Essa transformacao é iso-
morfa a permutacao (1234). Seguindo esse raciocinio, escrevemos as demais transformagoes

como permutagoes:

o Id = Id; o Ry~ (24);
o Rz ~ (1234); o Ry~ (13);
e R, ~ (13)(24); o Ry = (12)(34);
o Rox ~ (1432); o Ry =~ (14)(23);

Ao calcular Rle, em P, P,P;P,, obtemos P, -+ Py, P, —» P3, Py — P, e P, — Py,

como ¢ possivel ver na Figura 4.

Figura 4 — Aplicando Rle em P\ PoyP3Py

P,
P-g Pl P 1 P 4 P.‘i 4

Py Py

B P Py £

Fonte: Os autores (2021)

Observe que acima, ao aplicar Rle em P, P,P;P,, nada mais fizemos que compor
as permutagoes (24)(1234) = (14)(23).

Note também que R‘lg =1Id, R{ = R3 = R}, = R}, = Id, R=R, = Ry, R%Rl = Ry
e R% Ry = Ry. Portanto Dy = (Rz, Iy).

Além disso, Dy é um grupo nao abeliano, como podemos ver a seguir:
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Figura 5 — Aplicando Rle e RgRl em P\ PyP3Py
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Fonte: Os autores (2021)

O exemplo anterior serd relembrado a posteriori, quando construirmos os grupos de
Galois. Mas agora, veremos que também é possivel construir fungoes entre grupos que
preservam as operagoes:

Definicao 3.11. Sejam (G, %) e (J,A) grupos. Uma aplicagio f : G — J é dita um
homomorfismo de G em J se

flxxy) = f(x)Af(y), YVz,y€q.

Se [ for wma aplicacao bijetora, dizemos que o homomorfismo f é um isomorfismo.
Neste caso, (G,*) e (J,A\) sao grupos isomorfos, e denotamos G ~ J.

Definicao 3.12. Sejam f : G — J um homomorfismo de grupos e u o elemento neutro
de J. Definimos o nicleo de f, denotado por Ker(f), como sendo o conjunto:

Ker(f) = {z € G| f(z) = u},

Através de um grupo G podemos também construir um novo conjunto, que em
alguns casos possui estrutura de grupo. Para isso, seja G um grupo e H um subgrupo
de G. Definimos a relacdo ~ definida sobre G por 'a ~ b < a™'b € H", que ¢ uma
relacdo de equivaléncia. Assim, a classe de equivaléncia @ = {b € G | a ~ b} é igual ao
conjunto {ah | h € H}. Essa classe é chamada de classe lateral a direita de a, médulo
H. Analogamente a classe de equivaléncia Ha = {ha | h € H} é chamada classe lateral &

esquerda de a, médulo H.
Observe que em particular tem-se H = eH = He.

Definicao 3.13. Um subgrupo N de um grupo G € chamado subgrupo mormal se
Vg € G se verifica a igualdade gN = Ng. Ou seja, a classe lateral a esquerda de g em N
¢ igual a classe lateral a direita de g em N, Vg € G.
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Definicao 3.14. O conjunto quociente de G pela relacio ~, denotado por T ¢ o conjunto

das classes laterais aH(a € G).

Esse conjunto determina uma partigdo de G, pois:

e sea € (G, entao aH # O;
e sea,be G, entdo aH = bH ou aH NbH = @,

« a uniao de todas as classes laterais ¢ igual a G.

Como aH = bH ou aH # bH, vamos tomar 77 como o conjunto de todas as classes

G
laterais distintas. Assim, o nimero de elementos de 7 é chamado de indice de H em G e
¢ denotado por (G : H).

G
Teorema 3.15. Se G € grupo e H é um subgrupo normal de G, o conjunto i munido

G G
com a operagao - : TXHE 7 F dada por (aH) - (bH) = (ab)H ¢é denominado grupo
quociente.
Demonstragao. Ver [GARCIA A.; IEQUAIN, 2013], p. 155. O

Teorema 3.16. (Teorema de Lagrange) Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entdo
o(G) =o(H) - (G: H) e portanto o(H) | o(G).

Demonstragao. Ver [DOMINGUES; IEZZI, 2003], p. 189. O

Por fim terminaremos essa se¢ao apresentando um teorema muito importante e que

nos permite estabelecer algumas relagoes entre grupos, mesmo que de natureza distintas.

Teorema 3.17. (Teorema do homomorfismo para grupos) Seja f : G — J wm homomor-

fismo sobrejetor de grupos. Se N = Ker(f), entdo % ~ J.

Demonstragio. Ver [DOMINGUES; IEZZI, 2003], p. 197. O

3.2 Anéis

Nesta secao, falaremos a respeito da estrutura algébrica anel, assim como alguns

resultados e definigbes importantes para o nosso trabalho.

Definicao 3.18. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto ndo vazio A e um
par de operagoes sobre A, respectivamente (z,y) — v +y e (z,y) — x -y € chamado anel
se as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

i) (A,+) € grupo abeliano;
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it) v (y-2)=(v-y) z;

i) v-(y+z)=x-y+x-ze(r+y) -z=x-24+y-z Va,y,z€ A

Utilizamos a notagao (A, +,-) para representar um anel. Se além disso, um anel

satisfazer a propriedade:

e dJlc AtalqueVzr € Atem-se x-1 =12 =z, entdo (A, +,-) é chamado anel com
identidade.

e SeVuz,y€ Atem-se x-y =1y -z entdo A é chamado anel comutativo.

o SeVux,y€ Atemos que x -y = 0 implica que x = 0 ou y = 0 entdao A é um anel sem

divisores de zero.

Se (A, +,+) é um anel comutativo com identidade e além disso nao possui divisores
de zero, entao (A, +,+) é chamado dominio de integridade.

Se (A, +,-) é um dominio de integridade e além disso, Vo € A, z #0, 3 27! € A tal

que -z~ =271 2 =1, dizemos que (A, +,-) é um corpo.

Exemplo 3.19. Como jd citado no Fxemplo 3.4, Z, também é um exemplo de anel
comutativo com identidade.

Exemplo 3.20. O conjunto Q[v2] = {a + bv/2 | a,b € Q} ¢ corpo com as operagies
usuais de R. Além disso, Q C Q[v/2], basta considerar b = 0.

Definicao 3.21. A caracteristica de um dominio de integridade D ¢é definida como
sendo o menor inteiro positivo m tal que m -1 = 0, ou seja, a soma de m parcelas 1 é
tgual a 0. Esta propriedade ocorre para qualquer a € D, a # 0. Caso tal inteiro ndo exista,
dizemos que A tem caracteristica (. Notagdo: charD.

Nos conjuntos numéricos, o tinico m que satisfaz m -a =0 (a # 0) é m = 0, logo a
caracteristica dos dominios de integridade Z, Q, Q[v/2], R ou C é 0. Em especial, qualquer
dominio de integridade contido em C tem caracteristica 0. J& no Exemplo 3.19, quando n
é primo, Z,, tem caracteristica n (observe que se n nao for primo, Z, nao possui estrutura

de dominio de integridade e assim a defini¢gdo nao se aplica).
A partir de agora utilizaremos A para denotar um anel (A, +, ).
Definicao 3.22. Sejam A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Dizemos que B
¢ um subanel de A se:
i) z,y€e B=x+y€ B;
it) r,y € B= xy € B;

iii) (B,4+,-) € um anel.
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Caso um subanel B de um corpo K for também um corpo, dizemos que B é
subcorpo de K. Caso queiramos mostrar que B é subcorpo, para nao demonstrar todas
as propriedades, basta mostrar que B # &, para todo x,y € B tem-se x —y,zy € B e
Vo#0€ Btemseas ' =1¢€B.

Além disso, podemos definir um outro subconjunto de um anel:

Definicao 3.23. Um subconjunto I # & C A é um ideal de A se:

i) 0el;
i) vyyel =x+yel;
iii) Vae A eVae el tem-seaxr € I exa € 1.
Exemplo 3.24. O conjunto nZ = {nk | k € Z} é ideal de Z.

Definicao 3.25. Um ideal M de um anel A é dito maximal se M # A e para todo ideal
J tal que
MCJCA=J=MouJ=A.

Exemplo 3.26. Se p € Z ¢ primo, entdo pZ é um ideal mazimal de 7.
Definicao 3.27. Seja P um ideal em um anel comutativo A. Diz-se que P é um ideal

primo se P # A e seab € P entaoa € P oub € P.

Como na teoria de grupos, podemos construir fungoes entre anéis que preservam as

operagoes:
Definigao 3.28. Sejam (A, +,-) e (B,®,®) dois anéis. Uma aplica¢io f: A — B é um
homomorfismo de anéis se:

i) flz+y)=flz) fly), Va,yed;

i) fx-y)=f(@)® fy), Va,yecA

Se f for injetora, entao f é chamado de monomorfismo. Se [ for bijetora, entdo
dizemos que [ € um isomorfismo, e denotamos A ~ B.

Além disso, os homomorfismos f : A — A serdao chamados de endomorfismos e os

isomorfismos f : A — A serdo chamados de automorfismos.

Definicao 3.29. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. O nicleo de f é:

Ker(f) ={z e Al f(z) = 05}

Da mesma forma que na teoria de grupos, podemos construir conjuntos quocientes.
Assim, considere um anel A e um ideal J de A. Definimos a relagao de equivaléncia
x~y<sr—y e J. Oselementos do conjunto quociente A/ ~ sdo classes de equivaléncia

da forma® = {a € A | a ~ x}, mas ao denotar x +.J = {x+j | j € J}, obtemos T = z+ J.



Capitulo 3. Pré-requisitos 30

No conjunto ?, podemos definir duas operagoes adicao e multiplicacao, da seguinte

forma;:
LA A4 A A A
g T J J T J
(x+ )+ w+J)—=(x+y)+J (x+J)-(y+J)—= (z-y)+J
A

Com as operagdes acima, (%, +,-) é um anel.
Teorema 3.30. Sejam A um anel comutativo com identidade e J um ideal de A. Entdo:
i)

% € um anel de integridade se e somente se J é um ideal primo.
i) % € corpo se e somente se J € um ideal mazimal.

Demonstragao. Ver [DOMINGUES; IEZZI, 2003], p. 266. O

Por fim, apresentamos o teorema do homomorfismo para anéis:

Teorema 3.31. (Teorema do homomorfismo para anéis) Seja f : A — B um homomor-
fismo de anéis. Entao

A

~] .
oy = I
Demonstragao. Ver [DOMINGUES; IEZZI, 2003], p. 267. O
Exemplo 3.32. Utilizando o teorema do homomorfismo, mostra-se que % ~ Dy,

3.3 Anel de polindmios

Nesta secao apresentaremos o conjunto de polinomios em uma indeterminada. Esse
conjunto é extremamente importante para nossos estudos, e ¢ muito interessante, pois os
elementos se comportam de uma maneira muito parecida com os elementos de Z. Assim,
apresentaremos defini¢oes e propriedades pertinentes a esse conjunto, que serao tuteis no

decorrer deste trabalho.

Definicao 3.33. Seja A um anel comutativo com identidade. O conjunto dos polinémios
com coeficientes em A € definido por:

Alz] = {ap + a1 + apx®* + ... + aya” | a; € Aen € N}

e Os elementos a; € A sdo chamados coeficientes.

e x é a indeterminada.
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Designaremos que os elementos de A[z] sdo da forma ag + a12 + asx?® + ... + a,a™, n > 0.
Além disso, dizemos que dois polindmios p(x) = a, + a1x + asx® + ... + a,z" e q(r) =
bo + bix + boz? ... + b,x" sdo iguais se e somente se a; = b; em A, Vi€ {1,...,n}.

O polindmio identicamente nulo é p(z) = 0 + O0x + 02% + ... + 02" = 0, ou seja,
um polinémio p(z) = ag + a1z + ... + a,z2" é identicamente nulo se e s6 se a; =0, Vi €
{1,...,n}.

Também podemos identificar os elementos de A em A[z]: basta construir um polinémio

p(x) de forma que ag = a e a; = 0V i > 1. Eles sdo conhecidos como polindmios constantes.

Agora, por meio da construcao realizada, podemos construir duas operagoes de
adi¢ao e multiplicagdo em A[z|. Para tal, considere f(z) = a, + a1z + ... + a,z" e
g(x) = by + bix + ...+ bypz™. Definimos:

+ : Alz] x Alz] — Alz] - Alx] x Alz] — Alx]
f@)+g(z) — (ag+bo)+ (a1 +by)x+. .. f(x)-g(z) = co+ar+... +cpab+. ..
k
onde ¢y = agbo, c1 = agby + (llbg, e, Cp = Zaibk_i, k € N.
i=0

O conjunto Alz| com as operagoes definidas acima ¢ um anel comutativo com

identidade, chamado anel dos polin6mios sobre A na indeterminada z.

Observe também que se D é dominio de integridade, D[x] também sera. Se K é um
corpo, entao K|z| serd apenas dominio de integridade, visto que nem todos os elementos

possuem inverso para a multiplicacao.

Definigao 3.34. Se um polinomio p(x) = ag + a1z + ... + a,z™ € tal que a, # 0 e
a; =0,YjeN,j>n, dizemos que n é o grau do polinomio p(x), e representamos por
Op(x) = n ou dp = n. Além disso, o elemento a, é chamado de coeficiente lider de
p(x). Se a, =1 dizemos que p(x) é um polinémio monico.

A funcao grau possui algumas propriedades interessantes:

Teorema 3.35. Sejam D um dominio de integridade e f(x),g(x) € D]x]. Entdo:
a) O(f +g) < max{df,dg};
b) O(f - g) = 0f + 0g.
Demonstragio. Ver [GONCALVES, 2012], p. 64. ]
Podemos observar também que os polindémios com grau maior ou igual a 1 nao

possuem inverso. Dessa forma, os unicos elementos inversiveis de A[x] sdo os elementos

inversiveis em A.
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Lembra-se quando haviamos comentado que o anel de polinémios é semelhante a
7?7 De fato, se os coeficientes pertencerem a um corpo K, teremos resultados muitos

semelhantes em ambos os conjuntos. O proximo teorema exemplifica essa questao.

Teorema 3.36. (Algoritmo da divisio): Sejam f(z),g(x) € K[z] e g(x) # 0. Entdo
existem tunicos q(z),r(x) € K[z tais que:

f(x) = q(x) - g(x) +r(z)

onde r(x) =0 ou Or < dg. Os polindmios q(x) e r(x) sao chamados quociente e resto da
divisao, respectivamente.

Demonstragio. Ver [GONCALVES, 2012], p. 67. ]

Definigao 3.37. Sejam f,g € K|x], dizemos que f divide g e denotamos por f | g se
existir um polinomio h € K[x] tal que g = fh. Neste caso, dizemos que f é divisor de g
ou que g € divisivel por f.

i) Um elemento a € K € uma raiz ou um zero de f se f(a) = 0.

ii) Dizemos que a é uma raiz de multiplicidade k se (x — a)k | f mas (x — a)*** 1 f. Se
k =1, entdo a é uma raiz simples de f.

Corolario 3.38. Sejam K um corpo e a € K. Entdo a é uma raiz de f se e somente se
(x — a) divide f.
O seguinte teorema nos apresenta o nimero maximo de raizes de um polinémio:

Teorema 3.39. Seja K um corpo e seja f(x) = ag + a1x + ... + a,x™ um polindmio nao
nulo em K|x] de grau n. Entao o nimero de raizes de f em K é no mdzimo n.

Demonstragao. Ver [GONCALVES, 2012], p. 68. O

Outros resultados que apresentam uma semelhanga do K[x] com Z sao:

Teorema 3.40. Todo ideal de Klx| € principal, ou seja, é gerado por um polindmio
p(x) € K[z|. Assim, se J é um ideal de K[z|, J = K[z]p(z) = {f(z)p(x) | f(x) € K[z]}.

Demonstragio. Ver [GONCALVES, 2012], p. 72. ]

Agora, apresentaremos uma definicio importante para nossos estudos, que nos

acompanharda até o fim deste trabalho.

Definicao 3.41. Seja f(x) € Kx] tal que Of > 1. Dizemos que f é um polinémio
irredutivel sobre K se toda vez que f(x) = g(x) - h(zx), g(x), h(z) € K|x] temos g(x) = a
constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f(x) nao for irredutivel sobre K dizemos
que f(z) € redutivel sobre K.
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Observe por exemplo que o polindmio p(z) = 22 + 1 sobre K = R ¢ irredutivel.
Porém, sobre K = C, temos que p(x) é redutivel, visto que pode ser escrito como
p(x) = (z +i)(z —1).

Teorema 3.42. (Teorema da fatoragdo unica) Seja K um corpo. Entdo todo polinémio
f(x) € K[z]—{0} pode ser escrito na forma f(x) = u-pi(x)-....-pm(x), ondeu € K—{0}

e p1(x),...,pm(x) € Klz] sao polinomios irredutiveis sobre K (nao necessariamente
distintos). Mas ainda, essa expressio é unica a menos da constante u e da ordem dos

polinémios py(x),...,pm(x).

Demonstragio. Ver [GONCALVES, 2012], p. 80. ]

Como veremos adiante, nem sempre é facil afirmar se determinado polinémio é

irredutivel ou nao. Portanto, o seguinte resultado nos auxilia nesse aspecto:
Teorema 3.43. Seja K um corpo e p(x) € Klx]. Entio as sequintes condigoes sdo
equivalentes:

i) p(x) € irredutivel sobre K;

i) J=K(zx)-p(x) é um ideal mazximal em K|x];

i) K}:c] é um corpo, onde J = K|z| - p(x).

Demonstragao. Ver [GONCALVES, 2012], p. 76. ]

Porém utilizar o teorema acima nem sempre é facil, e como determinar a irredutibili-
dade de polindmios também nao é uma tarefa simples, vamos apresentar um critério que

nos auxilia em determinadas situacoes:
Teorema 3.44. (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = ap+ a1z + ... + a,x™ um polinémio
em Z[x]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:
i) ptan;
i) plag,...,an 1;
iii) p* 1 ag.
Entao f(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstragio. Ver [GONCALVES, 2012], p. 83. ]

Considere, por exemplo, o polinémio f(z) = x*+ 1023 + 2022 + 30z + 22. Basta tomar
p = 2 e aplicar o Critério de Eisenstein, assim podemos concluir que f(z) é irredutivel

sobre Q (observe que ndo podemos garantir nada em relagao a R).
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Teorema 3.45. (Irredutibilidade mod p) Sejam f(x) = ag + a1z + ... + a,z™ € Zlx] e
p € Z primo tal que p 1 a,. Defina f(x) = @y + @iz + ... + @,2™ € Zylx|. Se f(z) é
irredutivel sobre Zy,|x| entao f(x) é irredutivel sobre Q.

Seja f(x) = 2%+ 622 + 52+ 25 € R[z]. Se p = 2, teremos f(z) = 1o + Tz +1 € Zy[x].

Agora, basta verificar se f(r) possui raizes em Z,. Temos f(0) =T e f(1) = 1. Portanto,

como [ é irredutivel em Zy[z] segue que f(z) é irredutivel sobre Q.
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4 Extensoes de corpos

Durante o ensino fundamental e médio, normalmente conhecemos apenas alguns
conjuntos numéricos, como N, Z, Q, R ou C. Durante a graduagao, ao estudar as estruturas
algébricas, nos deparamos com outros exemplos, como os corpos finitos. Mas, vocé sabia
que existem muitos outros conjuntos “perdidos” por ai? Eles sao muito especiais, pois
tém estrutura de corpo. Neste capitulo apresentaremos tais conjuntos, revelando um novo

mundo de exemplos que esteve escondido até agora.

Definicao 4.1. Uma extensdao de corpos é um monomorfismo i : K — L onde K e L
sao corpos. Dizemos que K é o corpo menor e L € o corpo maior.

Podemos representar extensoes de corpos utilizando diagramas. Assim, o diagrama

referente a definicdo acima pode ser representado por:

L

K

De uma forma mais simples, dizemos que L DO K é uma extensdo de K se L e K

possuem estrutura de corpo. Vamos apresentar alguns exemplos:

Exemplo 4.2. Considere K =R e L = C. Como C D R seque que C é uma extensao de
corpos de R.

Exemplo 4.3. Sabemos que Q[v/2] = {a + bv/2 | a,b € Q} é uma extensio de corpos de
Q, visto que podemos “enzergar” Q submerso em Q[v/2], basta construir o monomorfismo
i:Q — Q[v?2] tal que i(a) = a (consideramos a fungio inclusio).

No decorrer deste trabalho identificaremos K como a imagem i(K) C L, ji que a
funcdo i : K — ¢(K) é um isomorfismo. Neste caso, dizemos que L é uma extensao de K e

denotaremos L : K.

Dado um subconjunto de C, podemos construir extensoes de corpos, como apresen-

tamos na seguinte definicao:

Definicao 4.4. Seja X um subconjunto de C. Entdo o subcorpo de C gerado por X ¢é
a interseccdo de todos os subcorpos de C que contém X. Em outras palavras é o menor
subcorpo de C que contém X.

Como consequéncia da defini¢ao acima, podemos exibir o seguinte resultado:

Proposicao 4.5. Todo subcorpo K de C contém Q.
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Demonstracao. Como K é subcorpo de C, sabemos que K ¢é fechado para a soma e
multiplicacao, e além disso, K possui estrutura de corpo. Entao ja sabemos que 0,1 € K,
o que garante que K # &. Além disso, como K possui uma operagao de adi¢ao e é fechado
para ela, sabemos que 1 +1+...+1=n € K, Vn > 0. E como todo elemento possui
inverso, —n € K. Dessa forma obtemos Z C K. Mas K também possui uma operagao de
multiplicacao, portanto p-q € K, Vp,q € K. Além disso, como K possui estrutura de
corpo, Vp e K,p# 0,dpt e Ktalquep-pt =p~'-p=1. E como essa operacio é
fechada podemos concluir que p-¢~! € K. Portanto K O Q, como querfamos. O

Definicao 4.6. Se L : K € uma extensdo de corpos e Y € um subconjunto qualquer de
L, o subcorpo de C gerado por KUY ¢ representado por K(Y') e é dito ser obtido de K
adjuntando Y .

A partir dessa definigdo utilizaremos a notagdo K («) para representar o corpo K

adjuntado por «a, e se Y = {ay, as, ..., a,} denotaremos K(Y') por K (o, an, ..., qy).

Exemplo 4.7. Se X = @, entao Q(X) = Q. De fato, pela Proposicao 4.5, sabemos que
Q(X) 2 Q. Porém como X = &, o menor subcorpo de C que contém X é o proprio Q.
Portanto Q(X) = Q.

Uma observacao importante que merece destaque é que se oy € K(«), entdo
K(a,a1) = K(a)(a1) = K(«). Em outras palavras, adjuntar um elemento que ja pertence
a extensao, nao altera a extensao.

Exemplo 4.8. O conjunto Q[v/2] = {a+ b2 | a,b € Q} € o subcorpo de C obtido de Q

adjuntando /2. Em especial, Q[v/2] ~ Q(v/2), visto que Q[v/2] possui estrutura de corpo,
como comentado no Exemplo 3.20.

Demonstracio. Seja (Ly)rea a familia de subcorpos Ly tais que cada Ly contém QU {v/2}.
Vamos mostrar que Q[v/2] ¢ igual a intersec¢io (] La.

AEA
Como V2 € Ly Y\ € A podemos concluir que v/2 € ﬂ Ly. Além disso, como
PYIN
Q C LyV X e A, podemos concluir que Q C ﬂ Ly e portanto 1 € ﬂ Ly. Como
PYEIN AEA

ﬂ L, 211, \/5}, segue que todos os elementos da forma a - 1 + bv/2,a,b € Q estdo em
AEA

ﬂ Ly, jé que sdo gerados por 1 e v/2. Dessa forma Q[v/2] C ﬂ L.

A€A AEA

Por outro lado, como Q C Q[v/2] e v/2 € Q[v/2], temos Q[v/2] 2 QU {+/2}, portanto
Q[v2] pertence a famflia (Ly)yea. E como [ Ly € Ly V A € A, podemos concluir que

ﬂ Ly C @[\/5] <

AEA

Portanto como Q[v2] C (| Lye () Lx C Q[V?2] segue que (] Ly=Q[v2]. O

A€A AEA AEA

Exemplo 4.9. L = Q[i,/5] ¢ o subcorpo gerado por Q U {i,/5}.
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Demonstracido. Novamente, pela Proposiciao 4.5, sabemos que L = Q(i,v/5) 2 Q. Além
do mais, i, /5 € L. Mas como L possui estrutura de corpo, é fechado para a multiplicacdo,
assim iv/5 € L também. Portanto, podemos deduzir que os elementos de L sdo da forma
a = a+bi+ /54 divs, ab,e,d € Q. Agora, resta verificar se L é um subcorpo
de C. Dados oy = a4+ bi + Vb +divh e ap = d + Vi + V5 + divb € L, temos:
at+ay=(a+a)+O+V)i+(c+)V5+(d+d)iv5 € L E a;-ay = (aa’ —bb + 5ec —
5dd') + (ab/ + ba’ + 5ed’ + 5dc )i+ (ac’ — bd' + ca’' — bd')\/5+ (ad’ + bc’ + cb' + da')i/5 € L.
Agora, resta verificar se Va # 0 € L, 3a™! € L tal que o - ™! Voo = 1. Assim,
vamos escrever a = a+ bi +cv/5+diy/5 da seguinte forma: a = z+y+v/5, em que = a+ bi
e y = ¢ + di. Vamos considerar M o subconjunto de L que contém todos os elementos da
forma p+ qi, portanto x,y € M. Agora, considere 3 = a+bi —c\/5 —di/G =z —yv/5 € L.
Entdo -8 = (z +yv5)(x —yv/5) = 22 — 5y = 2, em que z € M. Como « # 0. segue que
B #0e, portanto, z # 0. Assima-B=z= (a-f) t=2z1=p1t.al=1=al=
-zt Como z € M, z = u+vi, u,v € Q. Agora, considere w = u — vi € M. Assim
2w = (u+vi)(u—vi) = u®+0v? € Q e teremos: 21 = H € M. Como M C L, segue
que 27! € L, portanto ™! = 8- 27! € L. Logo L ¢ um subcorpo de C que é gerado por

QU {i,V5}. 0

Exemplo 4.10. O conjunto Q[¥/2,u] € o subcorpo de C gerado por QU {/2,u}, em que

-1 3
U= + 7@ (a raiz cibica da unidade).

:OC_

Daremos um enfoque maior neste exemplo no decorrer deste capitulo. Agora, vamos

a uma definicdo importante.

Definicao 4.11. Uma extensao de corpos L : K é uma extensao simples se existe
a € L tal que L = K(a).

Por meio do Exemplo 4.8 vemos que a extensio Q[v/2] é simples. Além disso, temos

alguns outros exemplos:

Exemplo 4.12. Q(v2,v3) = {a + bv/2 + ¢v/3 + dV6 | a,b,c,d € Q} é uma extensdio
simples, jd que Q(v2,v3) = Q(v2 + V/3).

Demonstracio. Como Q(v/2,+/3) é subcorpo de C, é fechado para a operacio, desta forma
V2 ++/3 € Q[v2,V/3], o que nos fornece Q(v/2 ++v/3) € Q(v/2,1/3). Assim, resta mostrar
que Q(v2,v/3) € Q(V2 + v/3), ou equivalentemente, v2,v/3 € Q(v2 + V3).

Como v2++/3 € Q(v2+/3), e Q(v/2++/3) é fechado para a operacdo multiplicacdo,
temos que (V24 v3)?2 =2+2v2-v3+3 =5+2V6 € Q(v2 + /3), o que implica
que v6 € Q(v/2 +/3). Mas v6 - (v2 + v/3) € Q(v2 + +/3) implica que 2v/3 + 3v/2 €
Q(v2 + V3). Assim, (2v/3 + 3v2) — 2(v/2 + V3) € Q(v2 + V3), donde segue que
V3 € Q(W2+V3). E —(2v3+3v2)+3(v2+v3) € Q(v2+/3), logo v2 € Q(v2+/3).
Como v2,v3 € Q(v2 + v/3) e Q(v/2,v/3) é o menor corpo que contém Q U {v/2,v/3}
entdo Q(v/2,v3) € Q(v2 + v/3). Assim concluimos que Q(v/2,v3) = Q(v2 ++3). O

Exemplo 4.13. A estensio L = Q(i,/5) apresentada no Evemplo 4.9 também é uma
extensio simples, obtida por meio de Q U {i 4+ /5}.

Demonstragdo. A demonstragao é analoga a anterior. O
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Exemplo 4.14. A extensdo R : Q nao € uma extensao simples.

Por enquanto vamos apenas apresentar esse exemplo. No decorrer deste trabalho,
apos apresentar outros conceitos que facilitarao a compreensao da afirmacao acima,

comentaremos mais a respeito.

Defini¢ao 4.15. Um isomorfismo entre duas extensoes de corposi: K — K', j: L —
L' é um par (A, p) de isomorfismos A\ : K — L, u: K' — L' tal que, Yk € K tem-se

JAR)) = p(i(k)).

Equivalentemente, dizemos que o diagrama abaizo comuta.
i /
— K

I }

L/

J

Exemplo 4.16. As extensées Q(v/2) e Q(v/3) ndo sdo isomorfas (considerando isomor-
fismo entre extensoes de corpos).

Primeiro, observe que qualquer isomorfismo entre duas extensoes de corpos (em
caracteristica 0) fixa Q, visto que 1 é mapeado em 1 e Q esta contido em qualquer subcorpo

de C.

Agora, suponha que existe um isomorfismo ¢ : Q(v/2) — Q(v/3). Assim, existem
a,b € Q tais que ¢(v/2) = a + by/3. Como ¢ é homomorfismo, temos:

2 = ¢(2)
= 6((v2)?)
= (¢(v2))?
= (a+bv3)?
= a?+ 3b% + 2abV/3

Logo:

2 = a®+ 3b?
2ab =0

2
Se a =0, entdo b = i\/; ¢ Q. Se b = 0 entdo a = £v/2 ¢ Q. Contradicio em

ambos os casos. Portanto as extensdes Q(v/2) e Q(v/3) nao sio isomorfas, considerando

isomorfismo entre extensoes de corpos.

Definicao 4.17. Seja L : K uma extensdo finita. Se M é um subcorpo de L que contém
K, ou seja, K C M C L, entdo M ¢é chamado corpo intermedidrio de L : K.
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4.1 Extensoes algébricas e transcendentes

Nesta sec¢ao introduziremos uma nova forma de estudar extensoes de corpos: podemos
associar as extensoes o conjunto de polindmios, que estao intimamente ligados aos elementos
dessa extensdo. A partir desse ponto as coisas comecam a ficar mais divertidas, e esse é s
0 comego.

Definicao 4.18. Seja K um subcorpo de C e seja o € C. Dizemos que o € algébrico

sobre K se existe um polinomio f(x) € K[x] nao nulo tal que f(a) = 0. Caso nao exista
nenhum polinomio que satisfaz tais condigoes, dizemos que o é transcendente sobre K.

Como exemplo considere a@ = /2, que é algébrico sobre Q, visto que é raiz do
polindomio 2® — 2. Ao escolher @ = 7 sobre Q, ndo encontramos um polindémio com
coeficientes em Q no qual 7 seja raiz. Por esse motivo, m ¢é transcendente sobre Q. Porém,
se considerarmos Q(m), m é um elemento algébrico sobre Q(7), j4 que é raiz do polindémio

x — 7. Observe que nesse exemplo m € Q(m). Assim, podemos fazer a seguinte observacao:

Observagao 4.19. Se a € K, entdo a € algébrico sobre K, pois é raiz do polinomio
f(z) =2 —a€ K[zx].

Definicao 4.20. Se para todo a € L O K, « é algébrico sobre K, entao a extensao L : K
diz-se uma extensdo algébrica.

Além disso, se « é algébrico sobre K, dizemos que K («) é uma extensao algébrica
simples. Caso « seja transcendente, dizemos que K(«a) é uma eztensdo transcendente

simples.

Podemos nos questionar agora em relacao a existéncia de polinomios cujo a seja raiz.

O proximo teorema nos auxilia a compreender melhor essa questao:

Teorema 4.21. Seja o € L algébrico sobre K. Entdo existe um unico polinémio monico
ndao nulo de menor grau sobre K[x] tal que o € raiz.

Demonstragao. Seja o um elemento algébrico sobre K, assim existe f(x) € K[z] tal que
f(a) = 0. Queremos mostrar que existe um tnico polinémio moénico de menor grau
m(z) € K[x] tal que m(«) = 0.

Se f(x) for mdnico, a existéncia de um polindmio moénico cujo a é raiz ja esta
garantida. Se f(z) nao for monico, seja a, seu coeficiente lider. Assim, considere o

()

polinémio g(z) = —=. Dessa forma g(z) é ménico e como f(a) = 0 segue que g(a) = 0.

Agora, vamos mostrar que existe um polindmio monico de menor grau. Seja Z o
conjunto de todos os polinémios monicos tais que « é raiz. Como ja vimos, Z # &. Assim,
pelo Principio da Boa Ordem (aplicado aos graus dos polinémios em Z, que sdo nimeros
naturais), existe m(z) € K[z] um polinémio moénico de menor grau tal que « é raiz.
Agora, vamos mostrar que ele é tinico. Suponha que exista h(z) ménico tal que h(a) =0 e
Oh = Om. Mas assim terfamos h(a) —m(a) =0 = (h —m)(a) =0, e se h # m obtemos
h — m polindbmio moénico com grau menor que m(z) tal que « é raiz. Absurdo. Portanto
h(z) = m(x). O
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Definicao 4.22. Seja o € L algébrico sobre K. O polinémio minimal de o sobre K
¢ o polinomio monico de menor grau tal que o € raiz. Tal polinomio serd denotado por
Me ().

Como exemplo temos m_ s5(x) = 22 — 2. De fato, m 5(v2) = (v/2)> =2 = 0 e seu
coeficiente lider ¢ 1, logo m, 5(z) ¢ monico. Além disso, m () é o polindmio de menor
grau que satisfaz tais propriedades. De fato, os tnicos polindmios de grau menor que

m. s5(x) sdo da forma f(z) = + 7, em que r € Q. Mas neste caso, para que V2 seja raiz

de f(z), terfamos r = —/2 € Q. Absurdo.

Outro exemplo interessante ¢ analisar o polindmio minimal de o = ¢ sobre uma
extensdo qualquer K (i) : K (desde que i € K). Como i é raiz de m(z) = z*> + 1 e m(z) é

monico, basta verificar que este é o polindbmio monico de menor grau tal que 7 é raiz.

Vejamos que os polindémios de grau menor sao da forma f(z) = z+a ou sdo polindmios
constantes. Observe que se f(i) = 0 entdo a = —i € K. Absurdo. E se f(z) = c# 0 € K|[z]
¢ um polindmio constante, temos f(i) = ¢ # 0. Logo em ambos os casos ¢ nao é raiz de

f(z), dessa forma m(z) é o polinémio minimal de ¢ em relagao a K (i) : K.

Portanto temos que m(z) é o polinémio minimal da extensao Q(7) : Q, R(7) : R ou
Q(v/5,1) : Q(v/5), por exemplo. Observe que extensoes diferentes podem ter o mesmo

polinébmio minimal associado.

Teorema 4.23. Se «a ¢ algébrico sobre K, entao o polinomio minimal de o sobre K ¢é
irredutivel sobre K. Ele divide todo polinomio que tem o como raiz.

Demonstragio. Suponha por absurdo que m,(x) é redutivel, assim existem f(z),g(x) €
K[z] tais que mq(x) = f(x) - g(x), com Jf < Om, e dg < Om,. Como m, () = 0, temos
f(a) - g(a) =0. Mas f(a),g(a) € L e L é corpo, logo f(a) =0 ou g(a) = 0. Se f(a) =0,
f(z) é um polindbmio com grau menor que m,, cujo « é raiz, o que contraria a minimalidade
do grau de m,. Se g(a) = 0, o raciocinio é analogo. Portanto m,(z) é irredutivel.

Agora, seja p(z) € K[x] um polinémio tal que p(a) = 0. Pelo algoritmo da divisao,
sabemos que existe ¢(x),r(x) € K|z] tais que p(z) = q(z) - mqa(x) + r(x), com Ir < Om,,
ou r(z) = 0. Assim, p(a) = q(«) - ma(@) + () implica que 0 = g(«) - 0 + (), 0 que nos
dé r(a) = 0. Como my(z) é o polindémio de menor grau tal que « é raiz, concluimos que
r(z) = 0 e portanto mq(z) | p(z). O

Corolario 4.24. O conjunto I = {p(z) € K[z]| | p(a) = 0} € um ideal de K[z], gerado
por my ().

Anteriormente, haviamos definido K («) como o menor corpo obtido de K adjuntando
a. Mas podemos definir o conjunto K[a], utilizando colchetes, cujos elementos serao vistos

como imagens de polinémios, como pode ser observado na definicao abaixo.

Definigao 4.25. Sejam L : K uma extensao de corpos e a € L. Definimos K[a] :=

{f(@) | f(x) € K[]}.
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Com essa notacdo, K[a] é um subanel de C, que terd a estrutura de corpo quando «

for algébrico sobre K. Ou seja, se « é algébrico sobre K, temos K|a] = K(«).

Além disso, interpretar K[a] dessa forma é muito interessante, pois permite relacionar
a teoria de anéis de polindbmios com extensoes de corpos, como pode ser observado no

préximo teorema:
Teorema 4.26. Se v« € L O K e se ¢ : K[x] — L é definida por ¢(f(z)) = f(«), entdo
¢ € um homomorfismo tal que:

i) Im(¢) = Kla], K C Klo] C L;

it) a € transcendente sobre K se e somente se Ker(¢) = {0}, em que 0 € K[z] € o
polinomio identicamente nulo.

iii) Se a é algébrico sobre K entio Ker(¢) = K[z]-mq(x) é um ideal mazimal de Klx];

I SC
iv) Ker(qzﬁ)_K[ ].

Demonstragio. 1) Seja a € Im(¢), assim a = f(«) para algum f(x) € K[x]. Mas
como Kla] = {f(a) | f(x) € K[z]} segue que f(a) = a € K|a]. Agora, seja
a € K[a], assim a = f(«) para algum f(x) € K[z]|. Porém f(a) = ¢(f(x)), logo
a= f(a)=¢(f(x)) € Im(¢). Portanto concluimos que Im(¢) = K|a]. Observe que
K|a] 2 K visto que ¢(a) = ¢ para todo polinémio constante ¢ € K|[z|. Além disso,

Kla] =Im(¢) € L.

ii) Se a é transcendente sobre K, ndo existe polindémio f(z) € K[x] — {0} tal que
f(a) = 0. Logo f(a) = 0 implica que f(z) = 0, assim Ker(¢) = {f(x) € K|x] |
fla) =0} ={f(x) | f(x) =0} = {0}. Reciprocamente, Se Ker(¢) = {0} segue que
f(a) = 0 somente quando f(z) = 0, entao f(a) # 0V f(x) € K[x] — {0}, portanto «
¢ transcendente sobre K.

iii) Sejam « algébrico sobre K e mg(x) o polindmio minimal de . Seja f(z) € K[z]—{0}
tal que f(a) = 0, logo f(x) € Ker(¢). Vamos mostrar que mq(z) | f(z). Como
om, < 0f, pelo algoritmo da divisao existem ¢(x),r(z) € Kl[z| tais que f(z) =
q(x) -me(x)+7r(x), com r < Imy our(z) = 0. Assim f(a) = ¢(a) -mq(a)+7(a) =
0=gq(a) 0+ r(a) = r(a) =0. Mas my(z) é o polindmio de menor grau tal que
a ¢é raiz, assim concluimos que r(z) = 0 e dessa forma m,(z) | f(x). Portanto
f(z) = q(z) - ma(x) € Klz] - mo(z). Por outro lado, seja f(z) € K[z] - mq(x),
assim existe ¢(x) € K|[z] tal que f(z) = q(x) - my(z). Como my(a) = 0, temos
fla) = q(@) -ma(a) = ¢(a) - 0= 0= f(z) € Ker(9).

Agora, afirmamos que Ker(¢) = K[z] - my(z) é um ideal maximal de K[x]. De fato,
como my(z), é irredutivel, segue pelo Teorema 3.43 que Ker(¢) = K[x] - ma(z) é
ideal maximal.

iv) Como pelo item i) sabemos que Im(¢) = KJa], segue pelo Teorema 3.31 que
K|x] Kol
~ Kla].
Ker(¢)
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Como dito anteriormente, K [a] é um conjunto muito especial. Apés estudarmos o
teorema acima, podemos apresentar o proximo teorema que nos diz a respeito da estrutura

de Kla]:

Corolario 4.27. Seja o € L O K. Se a € algébrico sobre K entao K[a| é um subcorpo de
L que contém K. Neste caso, K[a] = K(a). Se a é transcendente sobre K entao K[a] é
um subdominio de L isomorfo ao dominio K[z| dos polinémios em uma indeterminada x.

Demonstragao. Segue do Teorema 4.26. [

Observe que por meio dos resultados anteriores podemos classificar as extensoes sim-
Kz]

W. Se « é transcendente

ples: se v é algébrico sobre K, entdao K[a] é isomorfo a

sobre K entao KJa] é isomorfo a K|z].
Agora, vamos apresentar algumas aplicacoes:

Exemplo 4.28. Tome a = /2 sobre Q. Sabemos, pela Definicio 4.25 que Q[v/2] =
{p(v2) | p(z) € Qlz]}.
Q]

Mas, pelo Teorema 4.26 sabemos também que —————————~ ~ Q[v/2]. Além disso, jd
Q[z] - m ()
calculamos m. s5(x) = 2*> — 2. Logo se I = Q|x] - (#* — 2), entdo Q_[Iw] ={f(x)+1] f(z) €

Q[z]} ~ {a+ bz | a,b € Q}, assim Q[v2] = {a+ b2 | a,b € Q}, como jd sabiamos pelo
Ezxemplo 4.8.

Exemplo 4.29. Os elementos da extensio Q[r| sio da forma ag+ a7+ agm? +azm® +. . ..

De fato, como Q[7] ~ Q[z] e Q[z] = {ap+ a1z + axx*++... |a; € QVi=0,1,...}
entdo Q[r] = {ap + a1 + apw® + azm + ... | ag, a1, as, as, ... € Q}.

Exemplo 4.30. Considere agora Q[v/2]. Como podemos descrever os elementos dessa
extensao?

Primeiramente, o polinomio minimal m 35(x) associado a o = V2 é 2 —2. Dessa

forma, Q[v/2] ~ ql ]%[xi 2) = {a + br + cz? | a,b,c € Q}. Portanto Q[v/2] =
x] - (3 —

{a+bV2+c(¥V/2)% | a,b,c € Q}.

Corolario 4.31. Se a e (8 sdo raizes de um mesmo polinomio irredutivel sobre K, entdo
Kla] e K[f] sao corpos isomorfos, e o isomorfismo de corpos maiores pode ser entendido
como uma fungao de o em 5 (e como a identidade sobre K ).

Demonstragdo. Sejam «, B € L O K e m(z) € K[z] irredutivel sobre K. Considere ainda
que m(a) = m() = 0. Sabemos pelo Teorema 4.26 que, se « e [ sdo algébricos sobre
K, entdao Ker(¢) = Klz] - m(x) é um ideal maximal, o que implica pelo item iv) que
o KD
o] = Ker(¢)
basta construir um homomorfismo 7 : K[a| = K[3] de forma que 7(a) = B e 7, = Id e
verificar que 7 é um isomorfismo. O

~ K[B]. Poderiamos também demonstrar este corolario de outra forma:
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O resultado acima nos garante que as extensoes R[i] e R[—i] sdo isomorfas, visto
que 7 e —i sao rafzes do polindomio m(x) = x? + 1, irredutivel sobre R. Além disso,
podemos generalizar esse exemplo por meio do corolario apresentado. Assim, se @ é uma
raiz complexa de um polinémio irredutivel f(x) € K[z, sabemos que @ também ser4, e
portanto Kla] ~ Kla].

Proposicao 4.32. Sejam L O K e a € L algébrico sobre K. Se o grau do polinomio
me(z) €n, entdo:

i) Para todo f(x) € Klz|, f(a) pode ser expresso de modo tdnico na forma
fla)=ay+aa+...+a, 10" ondea; € K,i=0,...,n— 1.
i) Kla] ={ao+aia+...+a,_10" | a; € K} é um subcorpo de L que contém K.

iii) Se K =7, entao K[a] é um corpo contendo exatamente p™ elementos.

Demonstragao. i) Sejam « € L algébrico sobre K e m,(x) o polindmio minimal de «
sobre K de grau n. Seja f(x) € K[x] um polinémio qualquer. Pelo algoritmo da
divisdo, sabemos que existem ¢(z),r(x) € K[z] tais que

L onde a; € K,i=1,...,n— 1. Como

n—1

no qual r(z) = ag + a1z + ... + ap_12""
r(z) =0oul < 9dr < 0m, segue que f(a) =r(a) =ag+aa+ ...+ a1

Para mostrar a unicidade, suponha que existam bg, b1,...,b,_1 € K tais que
fla) = aptara+...+a, 10"t =by+bja+...+b, 10" L. Assim, ao considerarmos
o polinémio ¢(z) € K|x] dado por q(x) = (ag—bo)+ (a1 —b1)x+. ..+ (an_1—bp_1)z"
temos ¢(a) =0 ja que 0 = f(a) — f(a) = (ap+ a1+ ... + ap_10™ ) — (bo + i +
oot bpa™ ) = (ag—bo) + (a1 —by)a+ ...+ (an_1 —by1)a" ! = g(a). Além disso
0q =n —1 < n=0m,. Por definigdo, m,(x) é o polinémio de menor grau cujo « é
raiz, assim s6 podemos ter ¢(x) = 0, donde segue a; =b; Vi=1,...,n— 1.

ii) O item 4i) segue do Corolario 4.27.

iii) Sejam a € L O K e my(z) € K[z]. Pelo Item i) sabemos que V f(z) € K[z] temos
fla) =ap+aa+...+a,1a" . Como a; € K = Z,Vi € {0,...,n—1}, hd p
possibilidades de escolha para cada um dos termos a;. Pelo principio da contagem ha
p-...-p=p" formas diferentes de escrever f(a), portanto Z,[a] contém exatamente
p" elementos.

[l

O préximo lema apresenta uma caracterizagao para isomorfismo entre extensoes

algébricas simples.

Lema 4.33. Suponha que K e L sejam subcorpos de C e que v : K — L € um isomorfismo.
Sejam Kla], L[f] extensoes algébricas simples de K e L, respectivamente, de forma que
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a tenha polinémio minimal my(x) sobre K e B tenha polindmio minimal mg(x) sobre L.
Além disso, suponha que mg(x) = t(ma(x)). Entdo existe um isomorfismo j : K[a] — L[f]
tal que jj,, = e j(a) = .

Demonstragao. Sejam K[a], L[f] extensoes algébricas simples de K e L, de forma que «
tenha polindmio minimal m,(x) sobre K e § tenha polinémio minimal mg(z) sobre L.
Como mg(x) = t(me(x)) e ¢ é isomorfismo, dmg(z) = Om,(z), digamos, r.

Sabemos que todo elemento de Ko é da forma p(«), para algum p(x) € K|z|, tal que
Ip(z) < Omy(x) = r. Ouainda, K[a] = {ap+aja+...+a,_1a" ] a; € K;i=0,...,r—1}.
Da mesma forma, L[3] = {bg + b1+ ...+ b1 | b; € L,i =0,...,r — 1}. Vamos
definir j(p(a)) = («(p))(B), ou seja, jlag + e+ ... + a,_1a" 1) = ((ag)) + (¢(ay))B +

oot (lar—q)) st

E facil ver que j estd bem definida. Além disso, dado ag+ajo+. . .+a,_1a" ' € Ker(j),
temos:

ap+aa+...+a,1a" e Ker(j) & jlag+aa+...+a,_1a" ) =0
& (1(ag)) + ((ar)B + ...+ (vlar—1)) " =0
< a)=0Vi=1,...,r—1
o 4 =0Vi=1,.. . .1r—1
& Ker(j) =40}

Portanto j é injetora. Agora, dado by + b1 + ...+ b,_1 871 € L[F], existe 1= (by) +
b)) a+ .o+ (b)) o € Kol tal que (e (bo) + e (b)) a4 4+ 0T (b )" =
L(L_l(bo)) -+ L(l,_l(bl»ﬁ + ...+ L(L_l(br_l))ﬁr_l = bo + blﬁ + ...+ br_lﬂr_l € L[ﬂ]

Assim concluimos que j é um isomorfismo tal que j, =t e j(a) = f. [

Lembra-se do Exemplo 4.8 que citamos anteriormente? Pois bem, agora vamos
comentar mais a respeito.

, —1 3
Considere a extensio Q[v/2,u] em que u = 5 + 72 (a raiz ctubica da unidade, ou

seja, u® = 1). J& sabemos que m g5(x) = 2 — 2. Porém (V2u)® —2 = (v2)* - v — 2 =
2-1—2=0, ou seja, m%(WU) = 0. Como 2® — 2 é irredutivel sobre @, pelo Corolario

4.31 concluimos que Q[v/2] ~ Q[v/2u].

—1 3 -1 V3 -1 V3
Al, | 2 El 2 - < ) ‘ ( ) -
ém disso, como u 5 + 5 1 temos u 5 + 5 ? 5 + 5 7
—1 3 —1 3 —1 3
5 \é_z = u. Observe também que —1 —u = —1 — (2 + {z) =5~ \é_z =u B

(V2-u?)p?—2=2-u5-2=2-1-2=2-2=0, portanto ¥/2u? também é raiz de 2° — 2.
Novamente, pelo Corolério 4.31, concluimos que Q[v/2] ~ Q[+v/2u] ~ Q[+v/2u?]. Portanto
Q C Q[v2] ~ Q[V2u] ~ Q[v2v?] C C.

4.2 Corpo de decomposicao de um polindomio

Nesta se¢ao daremos continuidade aos estudos de extensoes de corpos e polinémios.

Assim, vamos considerar K um subcorpo de C, com C sendo um corpo algebricamente
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fechado, ou seja, V f(z) € C[z], Ja € C tal que f(a) = 0. Dessa forma, podemos escrever
f(z) como um produto de fatores lineares, ou seja, f(x) = c-(x—aq)"-.. .-(z—ay,)" € Clz],
em que ¢ € C e ny,...,n, sao inteiros positivos. Agora, vamos introduzir uma defini¢ao:

Definigao 4.34. Se f(z) = ap+ a1x + ... + a,a™ € K[x] define-se o polinomio f'(x) =
ar + 2asx + ... + na,z"' € K[z] como sendo a derivada de f(z).

Se f =n > 1entao f'(z) #0e df'(xr) =n— 1. Além disso, se f(z), g(z) € K[z], a

derivada satisfaz algumas propriedades importantes:

L (f(z) +9(x)) = f'(x) + ¢'(x);
2. (a- f(x)) = a- f'(x);
3. (f(x) - g(2)) = ['(x) - g(x) + f(x) - ¢ (x).

Por meio desse novo conceito apresentado, podemos explorar ainda mais o campo dos
polinémios e extensoes de corpos, ampliando a quantidade de resultados que nos fornecem

informagoes importantes para a teoria, como ¢é o caso do proximo teorema.

Teorema 4.35. Sejam f(x) € K[z|, 0f =n > 1 e a € C uma raiz de f(z). Entao:

i) a é uma raiz simples de f(x) se e somente se f(a) =0 e f'(a) # 0.

ii) Se f(x) € irredutivel sobre K entdo todas as raizes de f(x) sao simples.

Demonstragio. i) Sejam f(z) € K[z] com 0f =n > 1 e a € C uma raiz de f(z).
Por hipétese, a é uma raiz simples de f(x) € Klz], logo (x — «) | f(x). Assim,
existe g(z) € K[z] tal que f(z) = (z — ) - g(x). Observe que f(a) = (o — «) -
g(a) = 0-g(a) = 0. Além disso, como « ¢é simples, g(a) # 0. Pela regra do
produto, temos f'(z) =1-g(x) + (z — a) - ¢'(z) = g(z) + (x — ) - ¢'(x). Portanto
flla) = g(a) + (@ =a)-¢'(a) = g(a) +0- g'(a) = g(a) # 0.

Por outro lado, vamos supor agora que f(a) = 0 e que f'(a) # 0. Como
f(a) =0, a éraiz de f(x), entdao pelo Coroldrio 3.38 segue que (x — «) | f(z). Assim
existe g(x) € Klz] tal que f(z) = (v —a)-g(z). Mas f(z) = (v —a)-g(z) = f'(2)
9(2)+ (z—a)-g/(z). Como f'() £ 0, segue que g(a) +(a—a)-¢(a) # 0 = gla) #
Como g(a) # 0, podemos concluir que (z — «) 1 g(z). Como (z — «) | f(2)
(r — a)?{ f(x), concluimos que « é raiz simples de f(x).

o o |

ii) Vamos demonstrar pela contra-positiva, ou seja, se existe uma raiz de f(x) que nao
é simples entao f(x) é redutivel sobre K.

De fato, se existe a € C raiz de f(z) que nao é simples, podemos escrever f(z) da
seguinte forma:

f(z)=(x —a)™- q(z), ¢(a) #0,m e Z,m > 1,0f =n,n >
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Assim f(a) = (o —a)™ - g(a) = 0-g(a) = 0. Pelo item i) do Teorema 4.35, como
a nao é simples, entdao f(a) # 0 ou f'(a) = 0. Como f(a) = 0, temos f'(a) = 0.
Agora, pelo algoritmo da divisao, sabemos que existe ¢;(x), 1 (z) € K[z] tais que
fx) = f'(z) - q1(x) + (), ory < df'oury(z) =0.

Dessa forma f(a) = f'(a) - ¢i(a) + () = 0 =0 ¢ (a) + m(a) = ri(a) = 0.
Novamente pelo algoritmo da divisdo sabemos que existem ¢o(x), ro(z) € K[x] tais
que f'(x) = r(x)-ga(x)+1a2(x), Ora < Ory ourg(x) = 0. Assim f/'(a) = ri(a)-qo(a)+
ro(a) = 0 = 0-ga(a)+7r2(a) = r2(a) = 0. Realizando-se esse processo indutivamente,

obteremos ri(a) = ry(a) = ... = rg(a) =0, com Org, < Org_1 < ... < dry < Jry ou
ri(x) =0, para algum i = 1,... k. Como 0r; < df = n, em algum momento teremos
Or; = 0 para algum i = 1,..., k. Como 7;(«) = 0, concluimos que 7;(z) = 0. Assim

ri—1(x) = ri—a(x) - gi(x) + 0, ou seja, 1,1 serd redutivel e assim basta substituir em
ri—o(x),...,r(x), f'(x) e f(x). Portanto f(x) é redutivel sobre K.

]

Corolario 4.36. Sejam f(z) € K[z], 0f =n>1 e a € C uma raiz de f(x). Entdao o é
raiz multipla de f(z) se e somente se f(x) e f'(x) tem um fator de grau maior ou igual a
1 em comum.

Demonstragao. O resultado decorre da contrapositiva do Item i) do Teorema 4.35. De
fato, pela contrapositiva, temos que « ¢é raiz multipla de f se e somente se f(«) # 0 ou
f'(a) = 0. Como « ¢é raiz de f(z), entdo f(a) = 0 e assim « é raiz multipla de f se e
somente se f'(«) = 0, portanto f(z) e f'(x) possuem um fator em comum. O

Agora, vamos apresentar uma definicdo muito importante:

Definicao 4.37. Chamamos de corpo de decomposic¢iao de um polinomio f(x) € K|[z]
sobre K C C, que denotaremos por L = Gal(f, K), o menor subcorpo de C que contém K
e todas as raizes de f(z) em C.

Observe que este subcorpo existe e é igual a interseccao de todos os subcorpos de C
contendo K e todas as raizes de f(z) em C. Além disso, o corpo de decomposi¢ao de um

polinémio f(z) sobre K é unico.

Dado um polinémio f(x) € KJ[z]|, vamos apresentar uma maneira de construir
Gal(f, K). Assim, como C é um corpo algebricamente fechado, sabemos que f(x) pode ser
escrito da forma f(x) = ¢-(z—aq)™ ... .-(r—a,)™ em que ay, ..., a, € C. Agora, considere
Ky =K, K, = K|y, Ky = Ky|ag), ..., K, = K,_1[a,], com K C K; C ... C K,. Observe
que K, é o menor subcorpo de C contendo K e ay, ..., a,, portanto K, = Gal(f, K). Além
disso, como K, = K,_i[a,], podemos denotar K, = K|y, as,...,a.] = Gal(f, K). Vale
ressaltar também que, qualquer que seja a ordem de aq, ..., «a, ainda teremos o mesmo

corpo de decomposicao. Esse processo é conhecido como adjuncao de raizes.

Além disso, podemos interpretar o corpo de decomposicao de outra maneira. Dado
f(z) um polindémio sobre K, dizemos que f(z) se divide sobre K se pode ser expresso como

uma produto de fatores lineares f(z) = k(z — 1) ... (x —an), k,a1,...,a, € K. Dessa
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forma, podemos interpretar o corpo de decomposigao de f(x) sobre K como o menor corpo

na qual f(z) se divide, ou seja, Gal(f(z), K) = K[a, ..., a,), como visto anteriormente.

Agora, vamos construir o corpo de decomposicao de p(z) = 2* — 2 € Q[z]. J4
calculamos as raizes de p(z) que sao a; = V2, as = Y2u e a3 = /2u?. Assim
Gal(2® — 2,Q) = Q[vV/2,V2u, v2u?. Como v/2u? = +/2u temos Gal(z® — 2,Q) =
Q[V2, V2u, v2u? = Q[V/2, v/2u, v2u] = Q[v/2, ¥/2u]. Porém, podemos simplificar ainda
mais a notacao de Gal(2®—2, Q). Observe que u € Q[v/2, v/2u], ja que v/2-v/2u = (v/2)%u €
QIY3, V3u] = V3 (V3)2u € QIY3, V3u] = 2u € QV/Z, /2u] = ;m € QUV/3, u] =
u € Q[v/2,v/2u]. Dessa forma como v/2 e u € Q[v/2, v/2u] temos Q[v/2,u] C Q[v/2, v/2u).
Além disso, como V2 e v2u € Q[v/2,u] temos Q[v/2,v2u] C Q[v/2,u]. Portanto
Q[V2, V2u] = Q[V/2, u].

Para facilitar a notacdo, vamos adotar a partir de agora neste trabalho que a = /2

sempre que nos referirmos ao exemplo acima. Portanto Gal(z® — 2, Q) = Q[a, u].

Vamos construir também o corpo de decomposi¢do do polindmio f(r) = z* — 2
sobre Q. Observe que as raizes de f(r) sio v/2, —v/2,iv/2 e —iv/2, assim podemos fatorar
f(x) = (x —V2)(x + V2)(x —iv2)(x +iv/2). Se K é o corpo de decomposicio de z* — 2,
veja que K D {v/2, —v/2,iv/2, —iv/2}. Como v2 € K, (v/2)%, (v2)? e (V2)'=2€ K, 0
que nos déd Q[v/2] C K. Mas iv/2 e —iv/2 ¢ Q[v/2]. Assim K ¢ Q[v/2].

Como faltam duas raizes de f(z) em Q[v/2], vamos adjuntar uma delas em Q[v/2],
digamos, a = iv/2. Dessa forma, encontramos a extensao Q[v/2,iv/2]. Observe que —iv/2 =
(—1) -iv/2 € Q[v/2,iv/2]. Mas a notagdo desse conjunto pode ser simplificada: como v/2
e iv2 € Q[v/2,iv2], temos (iv2)v2 = i(v/2)? € Q[v/2,iv/2]. Novamente, i(v/2)?v/2 =
i(v2)? € Q[v/2,iv/2] e assim i(v/2)3v/2 = 2i € Q[v/2,iv/2], o que nos d& i € Q[v/2,iv/2].
Dessa forma, se adjuntarmos {i} em Q[v/2], teremos iv/2 e —iv/2 € Q[v/2,i]. Observe que
todas as raizes de f(z) estdo em Q[v/2,i]. Além disso, este é o menor corpo de C que

contém as raizes de f(z), j& que qualquer outro corpo conterd os elementos i e v/2 e dessa

forma contera Q[v/2,i]. Portanto Gal(z* — 2,Q) = Q[v/2, i].

Lema 4.38. Suponha que i : K — K' é um isomorfismo de subcorpos de C. Seja f(x)
um polinomio sobre K e Gal(f(x),K) o corpo de decomposi¢io de f(x). Considere L
qualquer extensio de K’ tal que i(f) decompde-se linearmente sobre L. Entdo existe um
monomorfismo j : Gal(f, K) — L tal que j, = i.

Demonstragao. Observe o diagrama:
K ——Gal(f,K)
zl ij
K’ L

em que j precisa ser encontrada. Construiremos j por indu¢do no grau de f(z). Sobre
Gal(f, K), podemos escrever f(x) como f(z) =k -(x —ay) ... - (x — ay).
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O polindémio minimal m de «; sobre K é um fator irredutivel de f(z). Assim, i(m)
divide i(f), o qual se decompde sobre L, ou seja, sobre L temos i(m) = (x—[1)-...-(x—f,),
pi € L. Como i(m) é irredutivel sobre K’, entao i(m) é o polinémio minimal de /3; sobre
K. Entéo, pelo teorema 4.33 existe um isomorfismo ji : K[on] — K'[1] tal que ji, =ie

J1(a1) = By. Deste modo Gal(f, K) é o corpo de decomposigao sobre K[a;] do polinémio

g(x) = mff—) Por indugao, existe um monomorfismo j : Gal(f, K) — L tal que Tty = J1-

Mas assim j|,, = 4 e portanto temos o desejado.

Teorema 4.39. Sejai : K — K’ um isomorfismo. Seja Gal(f, K) o corpo de decomposi¢io
de f(x) sobre K e seja Gal'(i(f), K') o corpo de decomposicao de i(f(x)) sobre K'. Entdo
existe um isomorfismo j : Gal(f, K) — Gal'(i(f), K') tal que jj,, = i. Em outras palavras,
as extensoes Gal(f, K) e Gal'(i(f), K') sao isomorfas.

Demonstragdo. Observe o diagrama:

K ——Gal(f, K)
|
K'—— Gal'(i(f), K')

Devemos encontrar j para que o diagrama comute. Pelo lema anterior, sabemos
que existe um monomorfismo j : Gal(f,K) — Gal'(i(f), K') tal que j, = i. Ora,
J(Gal(f, K)) é o corpo de decomposicao de i(f) sobre K’ e estd contido em Gal'(i(f), K').
Como Gal'(i(f), K') é também o corpo de decomposicao de i(f) sobre K’', temos que

J(Gal(f, K)) = Gal'(i(f), K')), portanto j é sobrejetora. Como j ja era monomorfismo,
segue que j é um isomorfismo. ]

4.3 Grau de uma extensao

A partir de agora apresentaremos uma nova definicdo chamada grau de uma extensao,
que esta intimamente relacionada ao grau do polindomio minimal, para extensoes simples.
Veremos também que as extensoes podem ser vistas sob um novo olhar, utilizando conceitos
de algebra linear. Esses conceitos podem ser encontrados em [COELHO; LOURENCO,
2018] e [GONCALVES, 2012].

Dada uma extensao L : K, L pode ser visto como um espaco vetorial sobre K,
considerando as operagoes
+:LxL—1L KX L—L

(u,v) »u+wv (A v)—X-v

Sabemos que todo espaco vetorial possui base, e, no caso de dimensao finita, a
quantidade de elementos da base esta bem definida. Entao, se n denotar a quantidade de
elementos da base, chamaremos n como sendo o grau ou a dimensao de L sobre K e

representamos por [L : K] .
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Vamos considerar a extensao L : K a partir de agora como sendo um espaco vetorial,
ou seja, L serd visto como K- espago vetorial. Adquirindo esse novo olhar sobre L,

apresentamos a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.40. Seja L uma extensao de K. Se L for um espaco vetorial de dimensao
finita sobre K, dizemos que L é uma extensao finita. Caso contrario dizemos que L : K
¢ uma extensao infinita.

Exemplo 4.41. A extensio Q[v/2] : Q ¢ uma extensio finita. Uma base para esta extensio

¢ B =1{1,v2}.

De fato, como os elementos de Q[v/2] sdo da forma a + bv/2 com a,b € Q, temos que
{1,v/2} gera Q[v/2] como Q-espaco vetorial. Além disso, se a + by/2 = 0, temos a = —by/2.
Como a € Q, necessariamente a = 0 o que implica b = 0 e assim {1,/2} é um conjunto

linearmente independente. Portanto {1,+/2} é uma base para o Q-espaco vetorial Q[v/2].

Exemplo 4.42. No Exemplo 4.14 haviamos comentado a respeito de R : Q nado ser
uma extensao simples. De fato, agora temos mais ferramentas para falar a respeito dessa
extensdo. Portanto, vamos mostrar que R : Q nao € uma extensdo simples. Além disso,
essa extensdo € um exemplo de extensdo infinita.

Suponha por absurdo que R : Q seja uma extensao simples, ou seja, existe a € R tal
que R = Q[a]. Se « for algébrico sobre Q, entdo Q[a] = {ap+aia+...+a, 12" | a; € Q}.
Portanto a cardinalidade de Q[a] é igual a cardinalidade do conjunto Q@ x Q x ... x Q,
visto que cada a; € Q. Mas como o cartesiano finito de conjuntos enumeraveis também é

enumeravel', e Q[a] = R, terfamos que R é enumerdvel. Absurdo.

Se « é transcendente sobre Q, entdo R = Q(«) ~ Q(x). Porém Q(z) = {% |
f(z),g9(z) € Qlz],g(x) # 0}. Dessa forma a cardinalidade de Q(«) é igual a cardinalidade
de @ x ... x Q. Novamente terfamos que Q(«) é uma extensdo enumeravel, mas por

hip6tese Q(a) = R, assim teriamos R enumeravel. Absurdo.
Logo néo existe o € R tal que R = Q(«). Portanto a extensdo R : Q ndo ¢é simples.
Além disso, essa extensao € infinita.

Com efeito, vamos provar que o conjunto {\/5, V3,5, .. .} é linearmente indepen-
dente sobre Q. Suponha por absurdo que esse conjunto é linearmente dependente, ou seja,

existem ay, as, ..., a; € Q e p primo suficientemente grande tais que:

al\/§+a2\/§+a3\/§+...+ak\/ﬁ20,

com algum a; # 0 para i =1,..., k. Mas assim teriamos

1 Ver [LIMA, 2008], p. 51.
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avV2+ a3+ asvVb+ ...+ ap/Di+ ... +ag/p=0
= aV2+aV3+azVh+... 4 a,/P=—ai/pi
2 3 5
= —al\/_—(12\/_—(13\/_—...—ap\/z_j
VPi VPi VDi VPi
V2 V3 V5

VP VB VP

elementos aq,as,...,a; 1,011, -.,a; sejam nulos, o que nos da a; = 0. Absurdo, pois

Observe que os elementos . € Q. Assim a; ¢ Q, a menos que os

supomos que algum a; # 0 parai=1,..., k.

Portanto concluimos que {v/2,v/3,v/5...} é linearmente independente. Como este
conjunto ¢ infinito, qualquer base de R visto como (Q-espaco vetorial serd infinita também,

donde segue que a extensao R : Q é infinita.

Exemplo 4.43. A extensio Q[i, /5] : Q tem dimensdo 4, visto que {1,i,/5,iv/5} € base
de Qli, /5], como serd visto mais detalhadamente no Ezemplo 4.48.

Proposicao 4.44. Seja L : K uma extensdo de corpos. Entio L = K se e somente se
IL:K]=1.

Demonstragao. Suponha que L = K, assim {1} é uma base de L : K, ja que Vx € K
temos x = 1 - z. Portanto [L : K] = 1. Reciprocamente, suponha agora que [L : K] = 1.
Assim existe z € L, x # 0 tal que {z} é base de L : K. Como L é corpo, existe a € K
tal que a -z = 1. Mas assim ¢ = a~! € K e portanto V y € L, podemos escrever y = bz,
b€ K, o que implica que y = ba™! € K. Logo L C K e como K C L por ser extensao,
podemos concluir que L = K. O]

Proposicao 4.45. Seja K um corpo e L O K uma extensao de K. Entao

i) Se L : K ¢ finita entao L : K é algébrica.

ii) Se a« € L O K é um elemento algébrico sobre K e o grau do polinomio my(z)
¢ igual a n entio 1,c,...,a""! é uma base do espago vetorial K|a] sobre K e
[K[a] : K] =n < oc.

iii) Se a« € L O K é um elemento transcendente sobre K entio K(a) 2O K é uma
extensao infinita.

Demonstragao. i) Seja K um corpo e L O K uma extensao de K. Sabemos que L pode
ser visto como um K —espago vetorial, assim, como por hipotese L é uma extensao
finita, sabemos pela definicdo que [L : K] = n < oo. Portanto um conjunto com
n + 1 elementos sera linearmente dependente.

Seja a € L e considere o conjunto B = {1,a,...,a" '} com n elementos. Ao
consideramos o conjunto B U {a}, como B U {a} tem n + 1 elementos, serd L. D.
Portanto existem escalares Ao, A\1,..., A\, € K taisque \g- 1+ XA -a+...+ X\, 2" =
Ao+ Ma+ ...+ N\ =0, com \; # 0, para algum i € {0,...,n}. Dessa forma
considere o polindmio f(z) = Ao+ Mz + ...+ \a2™. Observe que f(a) = 0, portanto
a é algébrico sobre K. Como « é um elemento qualquer de L, segue que L : K é
uma extensao algébrica.
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ii) Sejam o um elemento algébrico sobre K e m,(z) € K|z], com dm, = n.

Seja f(z) € K][z]. Pelo algoritmo da divisao existem ¢(z),r(z) € Klz| tais que
f(x) = q(x) - ma@) + r(z), com dr < dm, ou r(x) = 0. Portanto f(a) = q(a) -
ma(a) +r(a) = fla) = q(a) -0+ r(a) = f(a) = r(a). Como Ir < Im, temos
fla) = ay+ax+ ... +ap10" % a; € K;i = 0,...,n— 1. Assim, f(a) pode
ser expresso como um produto de constantes ag,aq,...,a,—1 pelos elementos de
B = {l,a,a? ...,a"'}. Dessa forma B gera K[a|. Agora, resta mostrar que é
linearmente independente. Desse modo, suponha por absurdo que B é linearmente
dependente. Portanto, existem escalares A\g, A1,...,\,_1 € K tais que A\g- 1+ Ay -
a+ ...+ vt =X+ Nad .+ 0™ =0, com \; # 0, para algum
i €{0,...,n— 1}. Mas dessa forma o polindémio f(z) = Ao+ Mx + ...+ A,_12"!
é tal que f(a) =0 e df < Om,. Absurdo. Portanto o conjunto B é linearmente
independente e como gera K|a], podemos inferir que é uma base de K|a].

Além disso, como B possui n elementos, podemos concluir que [K[«o] : K] = n.

iii) Pela contra-positiva, se K(a) 2 K é uma extensao finita entdo « nao é um elemento
transcendente sobre K. De fato, pelo item i) segue que se L O K é uma extensao
finita entdao L : K é uma extensao algébrica, assim para todo o € L D K temos que
« € algébrico sobre K, ou seja, a nao é transcendente sobre K.

m
Corolario 4.46. Seja o € L O K. Entdo as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
i) a € algébrico sobre K;
i) [K[a] : K] < ooy
iii) K|a] € uma extensao algébrica de K.
Demonstragao. i) = i) Como « é algébrico sobre K, sabemos que existe um polinémio

f(z) € K[x] tal que f(a) = 0. Pelo Teorema 4.21 sabemos que existe o polinémio
meq(x) de menor grau tal que « é raiz. Portanto, pelo Item ii) da Proposigao 4.45
podemos concluir que [Ka] : K] < oco.

ii) = 4i7) Como [K|a] : K] < oo, K|a] é uma extensao finita, assim pelo Item i) da
Proposigao 4.45 podemos concluir que K[a] é uma extensao algébrica de K.

iii) = i) Por hipétese K[a] é uma extensao algébrica sobre K, assim segue diretamente
da defini¢do que para todo o € K[a], a é algébrico sobre K.

]

O préximo teorema que apresentaremos é muito conhecido e serd muito utilizado

daqui por diante.

Teorema 4.47. (Pequena Lei da Torre) Sejam M O L O K corpos tais que [M : L] e
[L : K] sao finitas, entao [M : K] ¢é finita e [M : K| =[M : L]-[L: K].
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Demonstragao. Sejam M 2 L O K corpos tais que [M : L] e [L : K] sdo finitas. Suponha
sem perda de generalidade que [M : L] = n e [L : K] = m. Sejam {a,...,a,} uma
base de M : L e {f,..., n} uma base de L : K. Vamos mostrar que 7 = {aiﬁj | i =

1,...,n, jzl,...,m}ébasedeMsobreK.

Vamos mostrar que 7 é um conjunto linearmente independente. Dessa forma considere
n

Z Z Aijai3; = 0, com \;; € K. Vamos mostrar que A\;; = 0V 7, j.
i=1

j=1li=

Para tal, vamos expandir o somatorio de forma a utilizar a hipdtese:

NE

j=1:

)\i]’aiﬂj =0 =
1 -

= Ao+ .o+ Z AnjinB; =0
1

: j=1

[(Aja1B;) + ...+ (Anjan;)] = 0

n

<
—_

3

<
Il

= alz)\ljﬁj—l—...—{—anZ)\mﬁj:O
=1

j=1

Como {ay,...,a,} é uma base de M : L, podemos concluir que
> B =0
j=1
> A =0
=1
> iy =0
j=1

o que nos da

Aifr+ Agfe+ o+ A B =0 (1)
Ao+ Aoafo + oo A Ao B = 0 (2)

Observe agora a Equagao (1). Como {f,..., B} é uma base de L : K, podemos
concluir que os escalares A\j; = A3 = ... = Ay, = 0. Expandindo esse raciocinio para as
Equagoes (2),(3),...,(n), podemos concluir que Ag; = g2 = ... = Aoy = A31 = A32 =
e =Mm=...= A1 =A2=...= Ay, =0. Portanto, Vi=1,...,neVj=1,....,m

temos \;; = 0. Assim 7 ¢ um conjunto linearmente independente. Agora, vamos mostrar
que 7 gera M sobre K.

Seja y € M. Como {ay,...,qa,} é uma base de M sobre L, existem escalares
Hiy. .. p € L tais que y = Z,ukak = iy + pocs + ... + ppan,. Porém como cada

k=1
w; € Lo =1,... n, existem escalares \;q,..., \ij € K tais que

i = XitB1 + Xi2Ba + .o A A B
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Portanto:

Y= ki = Y=o+ figQa + .+
k=1

= Y= (/\1151 4+ ...+ Alm)ﬁma1+
()\21/61 + ...+ AQm/Bm)QQ + ...+ ()\nlﬁl 4+ ...+ Anmﬁm)an

= Y= (i)\uﬁj)al + (i)\%ﬂj)az + ...+ (i/\mﬂ])ozn
=1 =1 =1
> Aljalﬁj) + ( > >\2j0425j) +...+ ( > Anjan@')
j=1 J=1

Dessa forma como \;; € K e y pode ser escrito como combinagao linear dos elementos
a;B;,t=1,...,nej=1,...,m podemos concluir que 7 gera M sobre K.

Logo 7 é base de M sobre K. Dessa forma, como 7 possui n - m elementos, temos
que [M:K]=n-m=[M:L]-[L:K]|. O

M

{ai}T
L
{Bj}T
K

Exemplo 4.48. Vamos considerar as extensoes K = Q, L = Q[v/5] e M = Q[i,/5].
Sabemos que o polinomio minimal associado a extensdo L : K é m 5 = 2?2 — 5. Além

disso, como Q[v5] = {a +bV5 | a,b € Q}, temos que B' = {1,/5} ¢ base de Q[v/5].
Além, disso, como i é algébrico sobre Q[v/5], o polinémio minimal associado a extensdo
Q[i, V5] : Q5] é m; = 22 + 1. Portanto uma base para a extensio Q[i, /5] : Q[/5] é
B" = {1,i}. Assim, a dimensdo da extensio Q[i,\/5] : Q € [Q[i, V5] : Q] = [Qli, V5] :
Q5 - [QIvE]: Q] =2-2=4.

Poderfamos ter pensado também em K = Q, L = Q[i] e M = QJi, v/5]. O resultado

seria, 0 mesmo, a menos da ordem dos polinémios.

Assim, podemos construir o seguinte diagrama para facilitar a visualizacgao:
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Dessa forma, como sabemos pelo Exemplo 4.13 que Q[i, v/5] ~ Q[i++/5] e a dimensio

dessa extensao ¢ 4, podemos caraterizar os elementos desse conjunto.

Como vimos que na Proposigdo 4.32, se o grau do polinémio é n entdao K[a| =
{ag + ez + ...+ a,_10" ' | a; € K}. Dessa forma, como o grau do polindmio associado a
extensdo K[i + /5] é 4, podemos concluir que K[i + /5] = {a + b(i + v/5) + c(i +v/5)? +
d(i++/5)% | a,b,c,d € Q}. Como (i++/5)% = 4+2iv/5 e (i++/5)% = 2v/5+ 14i, o conjunto
anteriormente obtido pode ser descrito da forma a + b(i +v/5) 4 c(i +v/5)? 4+ d(i +/5)* =
a+bi+b\v/54+4c+2civ/5+2dy/5+14di = (a+4c¢)+ (b+14d)i+ (b+2d)v/5+2civ/5. Portanto
podemos reescrever os elementos da extensdo, obtendo assim Q[i, v/5] = Qi + /5] =
{x+yi+ 25 +wivh | z,y,2,w € Q}.

Além disso, podemos determinar o polindmio minimal associado ao elemento o =
i+ /5.

Como Q[i, V5] ~ Qi + /5], m,, sz(z) tem grau 4. Logo, considere o polindmio
monico f(z) = z* + azz® + axx® + a;x + ap. Vamos calcular ag, ai, as e az de modo que
f(z) seja o polindmio minimal associado a a = i + /5. Como queremos f(z) = m,, (),
precisamos ter f(i +1/5) = 0. Assim:

= (i4+v5)* +as(i+v5)* 4+ as(i + V52 + a1(i + V5) + ag =0
= (=4 +16iv/5) + as(14i + 2v/5) + az(4 + 2i/5) + a1 (i + V/5) + ag = 0
= (—4+4ay + ag) + (14as + ay)i + (2as + a1)V/5 + (16 4 2a5)iv/5 = 0

fli++v5)=0

Portanto, temos:

—44+4as+ag=0

4@3 +a; = 0
2(13 +a; = 0
16 + 2a, =0
Resolvendo o sistema acima encontramos ag = 36,a; = 0,a3 = —8 e az = 0. Assim o

polinémio minimal serd m,, s = 2* — 82° + 36. Observe que as demais raizes de m,, s
séoi—\/g, —i++v5e—i—/5.

Teorema 4.49. (Lei da Torre) Se Ko C K1 C Ky C ... C K,, sdo subcorpos de C, entdo
[Kn . Ko] = [Kn . Kn—l] . [Kn—l . Kn—2] L [KQ . Kl] . [Kl . Ko]

Demonstragdo. Sejam Ky, K1, ..., K, subcorpos de C. Vamos mostrar por indugao que o
teorema ¢ valido.

Se n =1, temos (K : Ko| = [K; : K1-1] = [K; : K. Portanto para n = 1 vale o
teorema.

Agora suponha que o teorema é valido para algum n = k € N. Assim
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[KkiKo] = [Kk:kal] [KliKo]

Precisamos mostrar que para k+ 1 o teorema ¢ valido. Portanto, considere a extensao
[Ki41 : Ko]. Pelo Teorema 4.47 sabemos que [Kyi1 @ Ko| = [Kyy1 0 Ki] - [Ky : Ko]. Mas,

pela hipétese de inducdo, [Ky @ Ko = [Kg : Kg—1] - ... [K1 : Ky]. Logo [Kyq1 @ Ko| =
[Kiy1: Ky - [Ky 2 Ko) = K1 2 K| - [Kg : Kg—1] - ... - [K; @ Kp]. Portanto o teorema é
valido para qualquer n € N. O

s

Exemplo 4.50. A reciproca do Item i) da Proposicio 4.45 s6 é verdadeira se L : K é
uma extensdo algébrica e além disso, existe um numero finito de elementos algébricos

ay,y...,qp € L tais que L = Klay, ..., a,). Equivalentemente, L : K serd finita se existir
aq, ... € L algébricos sobre K tais que L = Klag, ..., ay].
De fato, se L : K é uma extensao algébrica e L = Koy, ..., a,], temos K C K|ay] C

Klag,a0] C ... C Ko, ..., an-1] € Kloy,...,a,] = L. Assim, pelo Teorema 4.49, segue
que [L: K] = [Klag,...,q,] : K] =Ko, ..., 00 : [Klog, ... an4]] - [Kag, ..o anq]
Klag,...,an_o]-.. [Klag, as) : Klog]]-[K|oa] : K]. Mas [K[aq, ..., qp) : [K|oa, ..., an-1]],

(Ko, ... an ] @ Klag, ... aqna],..., [K[og, 0] @ K[aq]], [K]ai] : K| € N, segue que
(Ko, ... 0] @ [Klag, ... 0n1]] - [Klag, ..oy ang] @ Klog, ..o am_e) - oo+ [Kog, a)
Klay]] - [K]on] : K] € N, portanto a extensao [L : K| é finita.

Proposicao 4.51. Se M : L e L : K sdo extensoes algébricas, entdo M : K também serd
uma extensao algébrica.

Demonstragdo. Seja o € M um elemento qualquer. Vamos mostrar que « é algébrico sobre

K.

Como por hipétese M : L é uma extensao algébrica, sabemos que existe f(z) € L[z]
tal que f(a) = 0. Suponha que f(x) =ag+a1x+...+a, 12" ' +a,2", coma; ELY i =
0,...,n. Agora, considere a extensao L' = Klay,...,a,]. A extensdo L' : K é finita, pois
adjuntamos uma quantidade finita de elementos algébricos (observe que ay, ..., a, sdo
algébricos sobre K pois por hipétese L : K é uma extensao algébrica). Além disso, L'[a] : L/
é uma extensao finita, ja que « é algébrico sobre L'. Portanto [L'[a] : L'] - [L' : K] < 00 0
que implica que [L'[a] : K] < 0o, obtendo assim que L'[a] : K é uma extensao finita. Pelo
Item i) da Proposicao 4.45 segue que L'[a] : K é uma extensao algébrica, assim todos os
elementos de L'[a] sdo algébricos sobre K, inclusive a. Como a é um elemento qualquer
de M, podemos concluir que M : K é uma extensao algébrica. O

Vamos apresentar um contraexemplo para a reciproca do Item i) da Proposigao 4.45.
Considere a extensio Q[v/2,v/3,v5,...] : Q.

Primeiro, vamos mostrar que [Q[v/2,v/3,V/5,..., /D] : Q] = 2", em que p,, denota
0 n-ésimo nimero primo. Para isso, vamos mostrar por inducao que B,, = {/p{* - ... p |

(e1,...,en) € {0,1}"} é uma base para Q[v/2,v/3,V/5, ..., \/pn] como Q-espaco vetorial.
Se n = 1, j4 vimos no Exemplo 4.41 que [Q[v/2] : Q] = 2 = 2'. Suponha agora que

vale para n — 1, ou seja, B,_1 = {\/p* - ... 07" | (€1,...,en1) € {0,1}"71} é base para
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Q[v2,v3,V5,...,/Pn_i) Visto como Q-espaco vetorial. Vamos mostrar que B, é base
para Qv2Z, V3, V5, .., 7.

Observe que B,, = B,,_1U/pn - Bn_1 e B,_1N\/p, - B,_1 = @. Vamos primeiramente
m

mostrar que B,, é L.I, assim considere Zqixi =0,comz; €B,eqeQ, Vi=1,... ,m.
i=1
€1, €n;
Como cada x; € By, &; =\/p1 ' +...-pa'", com (eq,,...e,,) € {0,1}".
e1. en—1.
Para e,, = 1, podemos reordenar os termos e reescrever x; = /py, - \/ Py e
Assim:
m k ! m 1" !/
" .
0= ZQixi = Z%’ “\Pn - Ty +ZQ¢$1' r,r; €B, Vi=1,...,m
i=1 i=1 i=k

k m
= \/pn'ZQi'xi+ZQi$i l’i,ZL‘iEBn_1Vi:1,...,m
i=1 i=k

—Z%l‘;’
= \/p_n: kli E@[ﬂ7\/§7\/ga"'a\/pnfl]

k m
Como /pn € Q[V2,V3,...,/Pn1], concluimos que R z,=0e Zqix;, =0.
i=1 i—k

Como m; e x;/ € B,,_1, e por hipdtese de inducao, B, _; é uma base, concluimos que ¢; =
0Vi=1,...,m. Portanto B, é um conjunto linearmente independente. Agora, resta ver
que B, gera Q[v2,V/3, ..., \/Pn. Como Q[v2,V/3, ..., /Pn) = QV2,V3,..., /Pr—1][\/Pn);
dadoz € Q[v2,V/3,...,/Pn), podemos escrever z = a+b\/p, coma,b € Q[v2, ..., \/Dn1)-

Logo, se a = z:m:l:Z eb= Zvixi com z; € B,,_1, temos x = Zulxl + Zvixi “/DPpn =

i=1 i=1 i=1 i=1

max{r,s}
Z U —HJ@-a:; c Q[\/ﬁ, ...,\/Pn], onde 2’ € B,,. Portanto B,, gera Q[v/2,V/3, ..., /pnl
i=1

e assim ¢ uma base para Q[\/§, ..y +/Dn) com 2" elementos, como querfamos. Observe que

se n — 00, B, tera infinitos elementos.

Agora, vamos mostrar que a extensio Q[v/2,v/3,v/5,...] é algébrica. Seja = €

Q[v2,v/3,V5,.. ], assim x = Z gir/m; onde m; nao sao quadrados perfeitos. Como cada
i=0

/m; é algébrico sobre Q, pois é raiz do polindmio 2>

— m;, segue que x ¢ algébrico sobre
Q (pois é soma de elementos algébricos). Como x é arbitrario, segue que a extensao

Q[v2,v3,/5,...] é algébrica.

Portanto Q[v/2,v/3, /5, ...] é uma extensdo algébrica e como possui uma base que

nao é finita, concluimos que nao é uma extensao finita.
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Corolério 4.52. Seja K O Q uma extensao tal que [K : Q] =m e seja p(x) € Q[x] um
polinémio irredutivel de grau n. Se m e n sao primos entre si, entdo p(x) é um polindmio
irredutivel sobre K.

Demonstragao. Seja a € C uma raiz de p(z). Considere os corpos Q[a] C Kla] e supo-
nhamos que [K[a] : K] =r e [K[a] : Q[a]] = s. Como dp =n e p(x) € Q[z] é irredutivel
sobre Q, segue que [Q[a] : Q)

[a]
\
K
s
Q
Vamos mostrar que r = n. Como n é o grau do polindmio irredutivel p(z) sobre
Q, podemos ter que, ao considerar a extensao K 2 Q, o polinémio p(z) continue sendo

irredutivel, assim p(x) continuard sendo o polinémio minimal da extensdo K[a] : K, logo
[K[a]: K] =r=n.

Mas, se p(x) for redutivel sobre K, existirdo polinémios f(x), g(x) € K|[z] tais que
p(z) = f(z) - g(z). Como « é raiz de p(z), a serd raiz de f(z) ou g(x), e dessa forma
o polinémio minimal associado a extensao K|a] : K terd grau menor que p(z), ou seja,
r < n. Em ambos os casos, o grau da extensao [K|[a] : K] =r é no maximo n.

=3
e

ol
EN

Pelo Teorema 4.47, segue que s -n = r - m. Como, por hipétese, m e n sdo primos
entre si, concluimos que n | r, assim n < r. Como n < r e r < n segue que r = n, donde
concluimos que p(x) é irredutivel sobre K. O

4.4 Extensoes galoisianas, normais e separaveis

Estamos quase findando este capitulo e nesta secao falaremos sobre extensoes normais,
galoisianas e separaveis. Estas extensoes sao muito interessantes, e serao essenciais para a

compreensao da teoria desenvolvida por Galois.

Definigao 4.53. Seja L : K uma extensdo finita. Se existe f(x) € K[z] tal que L =
Gal(f(x),K) a extensio L : K é chamada extensdo galoisiana.

Definicao 4.54. Uma extensdo L : K é dita normal se todo polinomio irredutivel sobre

K que tem pelo menos uma raiz em L, tem todas as raizes em L.

Em outras palavras, se L : K é normal entdao os polinémios irredutiveis com coefici-

entes em K ou ndo tém raizes em L ou tém todas as raizes em L.

Por exemplo, a extensao C : R é normal, visto que todo polindmio com coeficientes

reais se decompde em C. J4 a extensio Q[+/2] : Q ndo é normal, ja que u & Q[v/2].

Teorema 4.55. Uma extensao de corpos L : K é normal e finita se e somente se L é um
corpo de decomposi¢io para algum polinémio f(x) sobre K.
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Demonstragio. Vamos supor L : K é uma extensao normal e finita. Como L ¢ finita,

segue através do Exemplo 4.50 que L = Kay,...,q,], com «; algébrico sobre K para
todo i = 1,..,n. Além disso, seja m;(x) o polindmio minimal de a; sobre K, e considere
o polinémio f(z) = my(z) - ... - my(x) € K[z]. Como cada m; é irredutivel sobre K e

tem uma raiz a; € L, pela hipétese de L ser uma extensao normal, segue que cada m;
possui todas as raizes em L, e assim m; se divide sobre L. Dessa forma f se divide sobre
L, e como L é gerado por K e pelas raizes de f(x), podemos concluir que L é o corpo de
decomposigao de f(z) sobre K.

Reciprocamente, vamos supor que L é o corpo de decomposi¢cdo de um polinémio
g(x) € K[x], ou seja, L é o menor subcorpo que contém K e todas as raizes de g(z), assim
L = Klag,...,a,]. Como cada «; é algébrico sobre K, L é uma extensao algébrica, e
pelo Exemplo 4.50 segue que L é uma extensao finita. Agora, resta mostrar que L é uma
extensao normal.

Assim, seja f(z) € K[z] um polindmio irredutivel sobre K com uma raiz ¢, em L.
Vamos mostrar que as demais raizes de f(z) também estao em L.

Seja M O L o corpo de decomposigao do polindémio f(z) - g(x) sobre K. Suponha
que 65 é uma raiz de f(z) em M. Como f(z) é irredutivel sobre K, f(z) é o polindémio
minimal de 0; e 0, sobre K. Vamos mostrar que se [L[f1] : L] = 1 entao [L[fs] : L] = 1.

Considere o seguinte diagrama:

AN

Li6,] L[0s]

i
AN

K0

N

K

N
e

[
K[@l

Observe que ha duas torres importantes:

K CKI[6,|C L)) C M e K C K[f,) C L[#) C M

Além disso, K C Kl#,], K C Kl6y], L C L[¢4], L C L[f] e K C L C M. Assim,
pela lei da torre:

L6)] : L) (L K] = [L]6y) : K[03)) - (K61 : K (4.1)

[L162] - L] - [L : K] = [L[fs] : K[6o]] - [K[0s] : K] (4.2)

Como 6, e 0, sdo raizes do mesmo polinomio irredutivel f(z) segue pelo Coroldrio
4.31 que K[0;] ~ K|f5]. Portanto [K0;] : K| = [K[fs] : K|. Ademais, como L é o corpo de
decomposigao de g(z) sobre K, segue que L[] é o corpo de decomposicao de g(z) sobre
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K[61]. Da mesma forma afirmamos que L[fs] é o corpo de decomposi¢ao de g(z) sobre
K[0s]. Porém como K6,] ~ K|[0,], podemos concluir que [L[6;] : K[64]] = [L[0s] : K[0s]].

Portanto, através das Equagoes 4.1 e 4.2 obtemos:

[L16h] : K[0h]] - [K[01] : K] = [L[0o] : K[02]] - [K[0:] : K]
= (L[] L) - [L: K] = [L[o] - L] - [L : K]
= [L[h] : L] = [L[6o] : L]

Agora, se 0; € L, segue pela Proposigao 4.44 que [L[#] : L] = 1. Mas como
[L]0,] : L] = [L[6s] : L], podemos concluir que [L[fs] : L] =1 e assim 0, € L. Como 6, e 05
sao raizes quaisquer de f(x) concluimos que se uma raiz de f(z) € L entdo todas as raizes
de f(z) estdo em L. Portanto L é uma extensao normal sobre K, como queriamos.  [J

I

Corolario 4.56. Se L : K é uma extensao normal e finita, e M € um corpo intermedidrio
entre L e K entdo a extensdo L : M € normal.

Demonstragdo. Suponha que L : K é uma extensao normal e finita. Assim, pelo Teorema
4.55 existe f(z) € KJz| tal que L = Gal(f(z), K). Como f(z) € K[z] C M|z], segue
que L = Gal(f(x), M). Portanto, novamente pelo Teorema 4.55, concluimos que L : M é
normal. O

Agora, vamos apresentar uma definicdo importante:

Definicao 4.57. Um polinomio irredutivel f(z) € K|x] é dito separdvel sobre K se ele
nao tem raizes multiplas em C, ou equivalentemente, em um corpo de decomposi¢cao, ou
seja

fl@)=(z—a)(x—ag) ... - (x — )
onde oy # o ¥ i # j. Se f(x) ndo € separdvel dizemos que f(x) € insepardvel.

Exemplo 4.58. Por exemplo, considere o polinomio f(x) = x* + 1. Dizemos que f(z) é
separdvel sobre Q, pois pode ser escrito como f(x) = (x +i)(x — 1).

Exemplo 4.59. O polinomio f(x) = x* — 42* + 4 é insepardvel sobre Q, jd que f(x) =
(22 — 2)2, que ndo pode ser expresso da forma f(x) = (x —ay)(x —ag) ... (x — ), com
o; # o para i # j.

Proposicao 4.60. Se K ¢ um subcorpo de C, entdo todo polinémio irredutivel sobre K é
separdvel.

Demonstragdo. Sabemos pelo Corolario 4.36 que um polindémio f(x) € K[z] é inseparavel
se e somente se f(z) e f'(z) possuem um fator em comum de grau maior ou igual a 1.
Suponha por absurdo que f(x) seja inseparavel, assim o fator em comum entre f(z) e f'(x)
é o préprio f(x), ja que f(x) é irredutivel. Mas como 0f" < df, o tinico multiplo de f(z)
tendo grau menor é 0, assim f'(x) = 0. Portanto como f’(z) = 0 temos f(z) = ¢ € K, mas
assim f(z) e f'(x) nao possuem um fator em comum. Absurdo. Portanto f(z) é separavel
sobre K. O

Através da definicao de polindmio separavel, podemos estender essa nogao:
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Definicao 4.61. Se L : K é uma extensao de corpos, entdo o € L é separdvel sobre K
se seu polinomio minimal € separdvel sobre K.

Definigcao 4.62. Se L : K é uma extensao algébrica, dizemos que L : K é uma extensdo
separdvel se todo o € L é separdvel sobre K.

Lema 4.63. Seja L : K uma extensao algébrica separdvel e M um corpo intermedidrio.
Entao L : M e M : K sao separdveis.

Demonstragdo. Seja a € M. Como M C L, entdao o € L e como L : K é separavel segue
que « é um elemento separavel, portanto a extensao M : K é separavel.

Agora, resta mostrar que L : M ¢é separavel. Assim, seja mg,,, € My, 0s polindmios
minimais associados as extensoes L : M e L : K. Como K C M, temos que mq, € M|x].
Além disso, mq, (o) = 0, portanto segue que m,, ¢ um miltiplo de m,,,. Mas como m,, .
¢ um produto de fatores lineares, ja que a extensao L : K ¢é separavel, segue que m,,,
também serd um produto de fatores lineares e portanto a extensao L : M é separavel. []

s

Corolario 4.64. Seja L : K uma extensdo algébrica de corpos de C. Entao L : K ¢
separdvel.



61

5 Teoria de Galois

Estamos em condicao de estabelecer propriedades fundamentais sobre a correspon-
déncia de Galois, que relaciona as extensoes de corpos e os grupos de Galois, auge desta
teoria. Desta forma, apresentaremos neste capitulo as pecas restantes deste lindo quebra
cabega, a fim de monta-lo através do teorema fundamental de Galois. Terminaremos

apresentando varios exemplos da aplicacao do teorema.

5.1 Adentrando a teoria de Galois

Nesta se¢ao apresentaremos a ideia inicial da teoria de Galois, comentando a respeito

dos corpos fixos e grupos de Galois, bem como suas propriedades.

Definicao 5.1. Seja L : K uma extensao de corpos, tal que K é um subcorpo de um
corpo L de C. Um automorfismo o : L — L é chamado K-automorfismo de L se
ok)=kV k€ K, ou seja, se o fixa os elementos de K.

Teorema 5.2. Se L : K é uma extensdo de corpos, entdo o conjunto Autx L dos K—auto
morfismos de L formam um grupo com a operac¢ao de composicao de fungoes.

Demonstragdo. Sejam « e f K —automorfismos de L. Vamos mostrar que «v o § também é
um K —automorfismo de L. De fato, dados z,y € L, temos (o 5)(x +y) = a(B(x+y)) =
a(B(z) + B(y)) = a(B(x)) + a(B(y)) = (a0 B)(x) + (a0 f)(y). Portanto a o f também
¢ um automorfismo de L. Agora, dado k € K, temos (oo 3)(k) = a(8(k)) = a(k) = k.
Logo ao  é um K—automorfismo de L, assim Autg L é fechado para a operacao.

Dados «, 8,6 € AutgLel € L, temos que [(aof)od](l) = (aof3)(0(1)) = a(B(6(1))) =
ao (fo0d)(l) =[ao(Bod)|(l), portanto a operacao o é associativa. Além disso, a funcao
identidade Id : L — L também é um K —automorfismo de L, visto que Id(k) =k Vk € K.
A funcao identidade é o elemento neutro do grupo.

Dado a € AutgL, como « é bijecao, existe a™! : L — L e a~! também é um
automorfismo de L. Dado k € K, temos k = (et oa)(k) = a (a(k)) = a~!(k). Portanto
para todo o € Autg L, existe o' € Autg L tal que a oa ' = a~! o = Id. Dessa forma

concluimos que Autg L é grupo com a operacao composicao de fungoes. O

Defini¢ao 5.3. O grupo de Galois I'(L : K) de uma extensio L : K € o grupo de todos
0s K—automorfismos de L com a operagdo de composicao de fungoes.

Exemplo 5.4. Vamos calcular os R—automorfismos de C. Assim, suponha que o € T'(C :
R) e seja j = a(i), em que i = /—1. Entio j°> = (0(i))* = 0(i%) = 0(=1) = —1. Assim
j € raiz do polinémio f(x) = x* + 1, portanto j = +i. Dado a + bi € C, com a,b € R
temos o(a + bi) = o(a) + o(b)o(i) = a + bj. Dessa forma hd dois R—automorfismos:
or:a+bi—~a+bieoy:a+bi— a— bi.

Observe que oy = Id e a9 € a fungio conjugado. Temos ainda que o3 = Id, assim

F((C . R) = {[d = 0'170'2} >~ SQ.
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Exemplo 5.5. Vamos calcular os Q—automorfismos da extensdo Q[v/2]. Dado o €
N(Q[V2] : Q), se j = a(v/2), temos 32 = (a(v/2))? = a((¥/2)?) = a(2) = 2. Portanto
§ € raiz do polinémio f(x) = x> — 2. Logo j = /2, j = v/2u ou j = /2u?, em que u
denota a raiz cubica da unidade. Mas u ¢ Q[\P/i], portanto o unico automorfismo possivel
¢ j = a(v/2) = V2. Observe que neste caso o = Id e dessa forma T'(Q[v/2] : Q) = {Id}.

Galois descobriu que sob certas condigoes, existe uma correspondéncia biunivoca
entre os subgrupos de I'(L : K) e os subcorpos de L que contém K. De modo geral, essa
correspondéncia reverte inclusoes: subcorpos “maiores” correspondem a grupos “menores”,

e vice-versa. Vamos explicar melhor como isso ocorre.

Para cada corpo intermedidrio M com K C M C L definimos o grupo M* =T'(L : M)
de todos os M —automorfismos de L. Assim K* = I'(L : K) é todo o grupo de Galois e
L*=T(L: L) ={Id}, ja que o tinico automorfismo de L que fixa todos os elementos de L

é a propria funcao identidade.

Note que se M C N, entao M* O N*. De fato, basta notar que todos os automorfismos
de L que fixam os elementos de N certamente fixam os elementos de M, portanto Vo € N*

tem-se o € M*.

Agora, a cada subgrupo H de I'(L : K), associamos o conjunto H' = {z € L | o(x) =
x, ¥ o € H}. Observe que este conjunto é um corpo intermedidrio, como provaremos a

seguir.

Lema 5.6. Se H ¢é um subgrupo de I'(L : K), entdo H' é um subcorpo de L contendo K.

Demonstragio. Dados a,b € H' e 0 € H, temos o(a) = a e o(b) = b. Logo o(a —b) =
o(a) — o(b) = a — b, e assim ¢ fixa a — b. Como o é qualquer, concluimos que a — b € HT.
Da mesma forma, tem-se o(a - b) = o(a) - o(b) = a - b, portanto a - b € H'.

Agora, como 1 € K eo(1) =1V o € H, temos que 1 € H'. Assim, se a € H' é tal
quea#0,entaoa-a ' =1=0(a-a')=0c(1)=0(a)-cla)=1=a-ca!)=1=
ala-olat)=at 1=0@)=a'l=aleH.

Logo H' é subcorpo de L. Além disso, para todo k € K e para todo o € H tem-se
o(k) =k, portanto k € H' e assim K C H'. O

Definicdo 5.7. O corpo H' ¢ chamado corpo fizo de H.

Assim como a aplicacao *, a aplicacdo  também é uma inclusao reversa, isto é, se
H C G, entao H' O GT. De fato, basta ver que todos os elementos de Gt sao fixados
pelos automorfismos de G, porém como H C G, os elementos de GT sdo fixados pelos
automorfismos de H também e dessa forma Gt C Ht.

Proposicao 5.8. Sejam M um corpo intermedidrio de uma extensdo L : K e H um
subgrupo de T'(L : K), entdo M C M*T ¢ H C H'™.

Demonstragio. Temos M*T = (M*)' ={z € L |o(x) =2V o € M*}.
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Agora, seja x € M e o € M* =T(L : M) um M—automorfismo de L qualquer.
Como o(x) = x para todo x € M (j4 que 0 é um M —automorfismo) e como o é qualquer,
conclufmos que x € M*T = {x € L | o(z) =2 V 0 € M*}. Portanto M C M*T.

Além disso, temos H'™ = I'(L : H') o conjunto de todos os Hf—automorfismos
de L. Seja 0 € H um K—automorfismo de L qualquer. Sabemos que H' = {z € L |
o(x) =z ¥V o € H}, ou seja, sao todos os elementos x € L que sdo fixados por todos os
o € H. Mas, pela prépria construcio de H', o fixa os elementos de HT, e portanto o é um
Hf—automorfismo de L. Logo o € H'* e assim H C H'™. O

Se denotarmos F como o conjunto dos corpos intermediarios e G como o conjunto

dos subgrupos do grupo de Galois, temos definidas duas aplicacoes:

¥ F—=0 7:G—F

que invertem as inclusées e satisfazem as continéncias M C M*T e H C H'*,

As duas fungoes * e T constituem a correspondéncia de Galois entre F e G.

F g

*

/\

K*=T(L: K)

M*=T(L: M) Automorfismos

L = {Id}

Extensoes

N——

e

T
Teorema 5.9. Seja G um subgrupo finito do grupo de automorfismos de um corpo K, e

seja Ko o corpo fizo de G. Entao [K : Ko] = o(G).

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [STEWART I, 2015], p. 120. O

5.2  Automorfismos de corpos

Nesta se¢ao apresentaremos conceitos e teoremas importantes sobre os automorfismos
de corpos. Falaremos também sobre o fecho normal, uma ferramenta que permite construir
extensdes normais a partir de extensoes finitas. Além disso, estaremos trabalhando com

corpos com caracteristica zero, onde a separabilidade é automatica.
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Definicao 5.10. Suponha que K é um subcorpo dos subcorpos M e L de C. Assim, um
K—monomorfismo de M em L é um monomorfismo ¢ : M — L tal que ¢(k) =
k, VEkekK.

Observe quese K C M C Le ¢: L — L ¢ um K—automorfismo entao ¢ : M — L

é um K —monomorfismo.

Exemplo 5.11. Suponha que K = Q, M = Q[a] em que o = /2 e L = C. Podemos
definir um K—monomorfismo ¢ : M — L por ¢(a) = au, em que u é a raiz cibica da
unidade. Como todo elemento de M é da forma a + ba + ca?, em que a,b,c € Q, temos
dla+ba+ca?) = a+bau+ca’u®. Além disso, como o e au sdo raizes do mesmo polindmio
irredutivel f(x) = a3 — 2, o Coroldrio 4.51 nos garante que ¢ é um monomorfismo.

Note que hd ainda dois K—monomorfismos: o : M — L tal que o(a) = au® e

Id: M — L, a fungdo identidade.

O proximo teorema nos auxiliard a construir K —automorfismos.

Teorema 5.12. Suponha que L : K € uma extensdo normal e finita, e que K C M C L.
Seja T um K—monomorfismo de M em L. Entdo existe um K—automorfismo o de L tal
que o}, = T.

Demonstragio. Pelo Teorema 4.55 sabemos que se L : K é uma extensao normal e
finita, entdao L : K é o corpo de decomposigdao de algum polinémio f(x) € K[z]. Como
K C M, L também é o corpo de decomposigao de f(x) sobre M. Agora, como 7 é um
K—monomorfismo de M em L, segue que L é o corpo de decomposi¢ao de 7(f) sobre
7(M). Mas 7, = Id, portanto 7(f) = f. Assim, obtemos o diagrama:

M—"—-1L
)
T(M)——1L
Precisamos encontrar tal o. Para isso, pelo Teorema 4.39, sabemos que existe um

isomorfismo o : L — L tal que 0,, = 7. Deste modo, o é um automorfismo de L, e como
0|, = Id, 0 ¢ um K—automorfismo de L. O

Proposicao 5.13. Suponhamos que L : K seja uma extensdo normal e finita, e o, 5 sejam
as raizes em L de um polinomio irredutivel p(x) € K[x]. Entdo existe um K —automorfismo
o de L tal que o(a) = .

Demonstragao. Pelo corolario 4.31, sabemos que K|a] ~ K[f], ou seja, existe um isomor-

fismo 7 : K[a| — K[f] de modo que 7, = Id e 7(o) = . Como K C K|a] C L, pelo
teorema anterior podemos estender 7 a um K —automorfismo o de L. O

5.2.1 Fecho normal

Apresentaremos nessa subsecao o fecho normal, que nos auxiliard a recuperar a

normalidade de uma extensao, tornando-a, se preciso, maior.
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Definicao 5.14. Seja L uma extensao finita de K. Um fecho normal de L : K é uma
extensao Nde L, tal que as condicoes abairo sejam satisfeitas:

i) N : K € normal;
i) Se LC M C N eM: K énormal, entao M = N.

Assim, N € a menor extensdo de L que é normal sobre K.

Observe que o fecho normal tem propriedades muito interessantes. Além disso, o

proximo teorema nos mostra que sobre C, ele é tinico.

Teorema 5.15. Se L : K € uma extensdo finita em C, entdo existe um unico fecho normal
N CCde L: K, que € uma extensao finita de K.

Demonstragao. Como L : K é uma extensao finita, seja {z1,...,2,} C L uma base para a
extensao L : K. Seja m; o polindmio minimal de x; sobre K e considere f = my-mg-...-my,
sobre L. Se N é o corpo de decomposicao de f sobre L, entdo N também é o corpo de
decomposicao de f sobre K. Portanto N : K também é uma extensdo normal e finita pelo
Teorema 4.55.

Suponha agora que exista uma extensao P : K normal e L. C P C N. Note que cada
polindémio m; tem uma raiz x; € P O L . Como P é normal sobre K, P contém todas as
raizes de m; e portanto f se decompoe em P : K. Mas N ¢ o corpo de decomposicao de f,
portanto P = N. Logo N é o fecho normal de L : K.

Unicidade: Suponha agora que M e N sejam ambos fechos normais. O polinémio f
acima se divide em M e N, entao tanto M quanto N contém o corpo de decomposi¢ao >
de f sobre K, assim L C X C M e L C Y C N. Como ¥ : K é normal e por hipotese M e
N sao fechos normais, concluimos que ¥ = M e ¥ = N, logo M = N e portanto o fecho
normal é tnico. O

Exemplo 5.16. Consideremos a extensio Q[v/2] : Q. Essa extensio ndo é normal, visto
que ndo possui todas as raizes do polinémio f(x) = 3 —2 (apenas a = /2 € Q[/2]). Se
consideramos K como o corpo de decomposicao para x> —2 sobre Q, contido em C, teremos
K = Q[a, au, au?], em que u é a raiz cibica da unidade. Porém, observe que os elementos
adjuntados neste caso sao obtidos por meio de a e u, logo o corpo de decomposicio de
f(x) =23 =2 é Q[o,u], que é uma extensao normal, e portanto o fecho normal de Q[a].

Observe que no exemplo anterior obtivemos o fecho normal adicionando todas as
raizes que faltavam. Além disso, fechos normais nos permitem estipular restri¢des na

imagem de um monomorfismo.

Lema 5.17. Suponhamos que K C L C N C M onde L : K € finita e N é o fecho normal
de L : K. Seja T qualquer K—monomorfismo de L em M. Entao 7(L) C N.

Demonstragdo. Sejam o € L e m(x) o polindmio minimal de « sobre K. Entao m(a) =0
e portanto 7(m(a)) = 7(0) = 0. Mas 7(m(a)) = m(7(«)) (se m(z) = ag + a1z + ... + 2",
temos m(a) = ap+aja+...+a", e como 7 é um K —monomorfismo, segue que 7(m(«)) =
ap + a17(a) + ... + 7()” = m(7(a))). Como 7(m(a)) = m(r(c)) = 0, concluimos que
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7(«) é raiz de m(x). Portanto como N é o fecho normal segue que 7(«) € N. Como « é
qualquer, concluimos que 7(L) C N. ]

O préximo teorema nos fornece uma caracterizagdo para a normalidade:

Teorema 5.18. Para uma extensdo finita L : K as afirmagoes a sequir sao equivalentes:

1. L: K € normal;

2. Existe uma extensao normal e finita K C L C N tal que todo K—monomorfismo
7:L— N é um K—automorfismo de L.

3. Para toda extensao finita M de K contendo L, todo K-monomorfismo T : L — M ¢é
um K —automorfismo de L.

Demonstragio. Vamos provar (1) = (3) = (2) = (1).

(1) = (3): Se L : K é uma extensao normal, entdao L é o fecho normal de L : K, e
portanto pelo Lema 5.17, para qualquer K —monomorfismo 7 temos 7(L) C L.

Como 7 ¢ uma funcao K —linear, definida em um espaco vetorial de dimensao
finita L sobre K, e ainda um monomorfismo, segue que 7(L) tem a mesma dimensao de
L, resultando em 7(L) = L e portanto 7 é sobrejetora. Como 7 ja era monomorfismo,
concluimos que 7 é um K —automorfismo de L.

(3) = (2) Seja N o fecho normal da extensao L : K. Por definicdo, N : K é normal.
Além disso, N : K é finita, e por hipdtese todo K —monomorfismo 7 : L — N é um
K —automorfismo de L. Logo tem-se o desejado.

(2) = (1): Suponha que f(x) é um polinémio irredutivel sobre Klz|, e @ é uma
raiz de f(x) em L. Entdo como N : K é uma extensdo normal, sabemos que f(z) se
decompoe em N. Agora, se 3 é qualquer raiz de f(z) em N, pela Proposigao 5.13 existe
um K —automorfismo o de N tal que o(a) = . Por hipétese, o é um K —automorfismo
de L, assim § = o(a) € (L) = L. Portanto como § é uma raiz qualquer de f(z) e se
a € L entao f € L, concluimos que L : K é uma extensao normal. O

Teorema 5.19. Suponhamos que L : K seja uma extensdo finita de grau n. Entdo existem
precisamente n K —monomorfismos distintos de L no fecho normal N de L : K e portanto,
em qualquer extensdo normal M de K contendo L.

Demonstragao. A demonstragao serd feita por indugao sobre [L : K].

Se [L : K] = 1, pela Proposicao 4.44, sabemos que L = K. Assim todo K —mono-
morfismo é um L—monomorfismo, e como 7 : L — N, concluimos que 7 = Id.

Suponha agora que [L : K| > 1. Seja a € L — K e m(x) seu polindmio minimal sobre
K. Entao Om = [K|a]: K] =r > 1, r <n. Como m(z) é um polinémio irredutivel sobre
um subcorpo de C com uma raiz na extensao N : K, temos que m se decompoe linearmente
em N e suas raizes sao distintas. Por inducao, ha precisamente s K[a]—monomorfismos

distintos p1,...,ps : L — N, em que s = [L : K[a]] = " Pela Proposicao 5.13, existem r
r

K —automorfismos distintos 7y, ..., 7, de N tais que 7;(«) = ;. As fungoes ¢;; = 7;p; nos
dao rs = n K —monomorfismos distintos de L em N.
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Agora seja 7 : L — N um K —monomorfismo. Entdo 7(«) é uma raiz de m(x) em
N, portanto 7(a) = a; para algum 4. A funcio ¢ = 7; '7 é um K [a]—monomorfismo de L
em N, pois ¢(a) = 77 (1(a)) = 77 '(ei;) = . Agora, por indugio, ¢ = p; para algum j.
Portanto 7 = 7;p; = ¢;; e o teorema esta provado. O

O resultado acima nos fornece a ordem do grupo de Galois de uma extensao normal

e finita, resultado de suma importancia para nossos estudos.

Corolario 5.20. Se L : K é uma extensao normal e finita em C, entao existem precisa-
mente [L : K| K—automorfismos distintos de L. Ou seja, o(I'(L : K)) = [L : K].

Demonstragdo. Como L : K é uma extensao normal e finita, segue pelo Teorema 5.19 que
existem n = [L : K] K—monomorfismos de L em L (j4 que L é o fecho normal de L : K.
Mas pelo Teorema 5.18, como L : K é normal, todo K —monomorfismo de L em L é um
K —automorfismo. Portanto o(I'(L : K)) = [L : K] = n. O

Teorema 5.21. Seja L : K uma extensdao finita com Grupo de Galois G. Se L : K €
normal, entao K é o corpo fixo de G.

Demonstragao. Seja Ky o corpo fixo de G e seja [L : K| = n. O Corolario 5.20 nos
déd o(G) = n. Mas pelo Teorema 5.9 sabemos que [L : Ky| = o(G) = n. Porém como
KCKyCLelL:K|=[L:Ky-[Ky:K|=n=n-[Ky: K] =[Ky: K| =1 e portanto
K = K. [

Teorema 5.22. Suponhamos que K C L C M e M : K € finita. Entdo o numero de
K -monomorfismos distintos de L em M é no mdximo [L : K].

Demonstragdo. Seja N o fechonormal de M : K. Entao N : K é finita, e todo K —monomorfismo
de L em M é também um K —monomorfismo de L em N (M C N). Portanto podemos
assumir que M é uma extensao normal de K, substituindo M por N.

Argumentaremos agora por indugao em [L : K|, como na demonstra¢ao do Teorema
5.19, exceto pelo fato de podermos deduzir somente que existem s’ K [o]—monomorfismos
de L em N, onde s’ < s (por indugao) e existem r’ K —automorfismos de N, onde ' < r
(j& que as raizes distintas de m em N podem nao ser distintas). O resto da demonstragao
segue como no Teorema 5.19. O

O préximo teorema atua como uma reciproca do Teorema 5.21.

Teorema 5.23. Se L : K é uma extensao finita com grupo de Galois G, tal que K € o
corpo fixo de G, entao L : K € uma extensdo normal.

Demonstragao. Sabemos pelo Teorema 5.9 que [L : K| = o(G) = n, ou seja, hé exatamente
n K-automorfismos distintos de L, digamos, o1, ...,0,. Agora, como L : K é finita, existe
o fecho normal N de L : K. Note que cada o;, i = 1,...,n pode ser visto como um
K-monomorfismo o; : L — N, ou seja, obtemos n monomorfismos distintos. Mas, pelo
Teorema 5.22, o nimero de K-monomorfismos de L em N é no maximo n. Logo ha
exatamente n K-monomorfismos de L em N que sao K-automorfismos de L, donde segue
pelo item 2 do Teorema 5.18 que L : K é normal. O]
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Como vimos no inicio deste capitulo, a correspondéncia de Galois reverte inclusoes.
Apés estudar os K —automorfismos, vemos que se uma extensao ¢ normal e finita, a

correspondéncia de Galois se torna bijetiva (para subcorpos de C).

5.3 A correspondéncia de Galois

Nesta se¢ao apresentaremos o teorema fundamental de Galois, no qual todas as pegas

do quebra cabeca sao encaixadas.

Considere uma extensao L : K de C com grupo de Galois G. Seja F o conjunto dos
corpos intermediarios, ou seja, o conjunto dos subcorpos M tais que K C M C L. Seja G

o conjunto de todos os subgrupos H de G. Definimos as seguintes funcoes,

x: F—=g T:G—>F

como segue: se M € F, entao M* é o grupo formado por todos os M —automorfismos de
L.Se H € G, entdo H' é o corpo fixo de H.

J4 observamos que as funcoes * e T sdo inclusdes reversas, ou seja, M C M*! e

H C H™. Agora veremos em quais casos a igualdade se mantém.

Lema 5.24. Suponhamos que L : K seja uma extensdo de corpos, M seja um corpo
intermedidrio e T seja um K —automorfismo de L. Entdo (1(M))* = M*771.

Demonstragao. Considere 7(M). Sejam v € M* e x € 7(M). Entao x = 7(z¢) para algum
) =

g € M. Calculando: (7y771)(z (v(774(x))) = 7(y(x0)) = T(x9) = =, portanto
Tyt € (r(M))*. Logo TM*7~ (T(M)) Por outro lado, seja v € (7(M))* e x €
M, entdo (t71y7)(z) = 77 (y(7(x )2) ( (x)) = z, ou seja, 7 'y € M*. Assim,

T (r(M))*r € M*, ou ainda, 7(M)* C . Portanto (7(M))* = 7M*r 1, -

Teorema 5.25. (Teorema fundamental de Galois) Se L : K é uma extensio normal e
finita em C, com grupo de Galois G, e F,G,* e T sdo definidas como acima, entao:

~

O Grupo de Galois G tem ordem [L : K.

2. As funcoes x e T sdo mutuamente inversas e geram uma correspondéncia bijetiva
entre F e G (revertem tamanho).

o(G)

o(M~*)

3. Se M é um corpo intermedidrio, entao [L : M| = o(M*) e [M : K] =

4. Um corpo intermedidrio M é uma extensao normal de K se e somente se M* é
subgrupo normal de G.

5. Se um corpo intermedidrio M ¢é uma extensao normal de K, entao o grupo de Galois

G
de M : K ¢ isomorfo ao grupo quociente ——.

M*

Demonstragao. 1. Segue do Corolario 5.20.
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2. Seja M um corpo intermediario. Pelo Corolario 4.56, como L : K ¢é normal entao
L : M também é uma extensao normal. Como L : M é normal, pelo Teorema 5.21,
segue que M é o corpo fixo de M*, ou seja, M*' = M. Seja agora H € G. Sabemos
que H C H™. Como acabamos de provar, temos H" = (HT)*T = HT. Pelo Teorema
5.9, o(H) = [L : HT]. Portanto o(H) = [L : H™] e novamente pelo Teorema 5.9
[L : H™*] = o(H™). Como H e H'™ sdo grupos finitos e H C H™ devemos ter
H = H™. Portanto, se L : K é uma extensdo normal e finita, as funcoes 1 e * se
tornam inversas.

3. Se L : K é normal e M é um corpo intermediario, entao L : M ¢é normal e pelo

Corolario 5.20, o(M*) = [L : M]. Mas como [L : K] = [L : M|-[M : K] e
G
[L:K|=T(L:K)=0(G), segue que o(G) =0o(M*)-[M : K| = [M : K| = 0(5\42>
0

4. Se M : K é uma extensdo normal, seja 7€ G =I'(L: K)={o:L — L| o), = 1d}.
Entao 7,, ¢ um K —monomorfismo de M em L, e entao um K —automorfismo de M
pelo Teorema 5.18. Portanto 7(M) = M. Pelo Lema 5.24, M* = (7(M))* = 7M*7 1.
Como 7 é qualquer, segue que M* é um subgrupo normal de G.

Reciprocamente, suponha que M™* é um subgrupo normal de G. Seja o qualquer
K —monomorfismo de M em L. Pelo Teorema 5.12, existe um K —automorfismo 7 de
L tal que 7},, = 0. Agora, como M* ¢ subgrupo normal de G, temos TM*7~1 = M*.
Portanto, pelo Lema 5.24, segue que M* = tM*7~! = (7(M))*. Agora aplicando
t temos M*t = (7(M))*t = M = 7(M). Portanto o(M) = M e assim o é um
K —automorfismo de M. Pelo Teorema 5.18 concluimos que M : K é normal.

5. Seja G’ o grupo de Galois de M : K. Podemos definir uma funcao ¢ : G — G’ por
(1) = 1,,, T € G. Observe que ¢ é um homomorfismo de G em G’ e pelo Teorema
5.18, 71,, ¢ um K —automorfismo de M. Agora, pelo Teorema 5.12, ¢ ¢é sobrejetora,
além disso o nucleo de ¢ é M* =T'(L : M). Assim pelo teorema do homomorfismo

~

para grupos concluimos que G' = I'm(¢) ~ Ker(o) = M
er

5.4 Exemplos

Para finalizar este capitulo, apresentaremos alguns exemplos, discutindo sobre a
teoria estudada até o momento. Uma observagao que merece destaque refere-se a forma
como os diagramas foram construidos: optamos por manter os diagramas desenhados no
mesmo padrao, a fim de facilitar a visualizagdo da relagao entre os subgrupos do grupo de

Galois e os corpos intermediarios.

5.4.1 Exemplo 1

Vamos iniciar com um exemplo mais simples: vamos construir o diagrama das
extensdes de corpos contidas em Q[i, v/5]. Assim, seja f(z) = 2*—42?—5 = (22+1)(2%2-5) =
(z+4)(z—1i)(x++/5)(x—+/5) sobre Q e seja Q[i, v/5] o corpo de decomposicio de f(z) sobre

C, ja que Q[i, v/5] é o menor corpo que contém todas as raizes de f(z) (observe que mesmo
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f(z) nado sendo irredutivel, podemos calcular seu corpo de decomposi¢ao). Pelo Teorema

4.55, sabemos Qli, /5] é uma extensao finita e normal. Além disso, vimos no Exemplo
4.48 que [Q[Za \/5] : Q] =4de @[2, \/5] = {(ZO +ait+ a’2\/g+ a32\/§ | Qp, a1, Az, a3 € Q}
Vamos encontrar os elementos do grupo de Galois de Qli, /5] : Q. Sabemos pelo
Corolério 4.31 que ha um Q—automorfismo o de Q[i, /5] tal que o (i) =i e o(v/5) = —v/5
e outro 7 : Q[i,v/5] — Q[i, /5] tal que 7(i) = —i e 7(v/5) = /5. Logo encontramos os

seguintes automorfismos:

Tabela 2 — Q-automorfismos de Q[i, /5]

Automorfismo Efeito em /5 FEfeito em i
Id NG i
o -5 1
T V5 —1
oT —\/5 —1

Fonte: Os autores (2021)

Perceba que 0% = 72 = (07)? = Id, e 07 = 70, portanto o grupo de Galois associado

ao polindmio f(z) é Zy x Zy. Além disso, qualquer Q—automorfismo de Q[i, /5] leva i em
alguma raiz de 22 + 1, assim ¢ ~ 4i. Similarmente, V5 é mapeado em ++/5. Todas as
possibilidades de combinagao destes quatro elementos aparecem na Tabela 2, logo estes

sdo precisamente os Q—automorfismos de Q[i, v/5].

Agora, vamos encontrar os subgrupos de G = I'(Q[i, v/5] : Q). Como G ~ Zy x Z,
sabemos que o(G) = 4. Pelo teorema de Lagrange as possiveis ordens dos subgrupos de G

sao 1,2 e 4. Portanto, calculando os subgrupos:

o Ordem 4: G ~ Zy X Zy ~ {Id,c} x {Id,T};
e Ordem 2:

— A={ld,o} ~ Zy;
— B = {[d,T} 222’
— C={ld,ot} ~ Zy;

e Ordem 1: I = {Id}.

Obtemos o seguinte diagrama para G:
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Se x = ag + a1 + as\/5 + asiv/s € Qi,v/5] (1), vamos encontrar os corpos interme-

diérios:

o Id:i—i V5 = /5
Como Id(z) =z ¥V x € Q[i, /5], Id fixa Q[i, /5].
« 0ii—1 V5= =5
o(z) = ag + a1(i) + az(—V/5) + as(i)(—/5)
= ag + a1i — as\/5 — aziv/b

Comparando com (1), vamos que x é fixado por ¢ se e somente se: ag = ag,
a1 = ay, as = —ay € azg = —ag. Logo ag e a; sao arbitrarios, enquanto que as = az = 0.

Assim x = ag + a;i e dessa forma o fixa Q[i].

e T — —1 V5 =5
7(x) = ao + a1 (=) + az(V/5) + as(—i)(v/5)
= ag — ali + ag\/g — agi\/g

Portanto = é fixado pelo automorfismo 7 se ay = ag, a1 = —aq, ax = as €
az = —as. Portanto ag e ay sdo livres, enquanto que a; = a3 = 0. Logo = = ag +a2\/5

e assim 7 fixa o corpo Q[v/5].

e OT 1 — —1 \/5 — —\/5
o(x) = ag + a1 (=) + as(—V/5) + az(—i)(—V/5)
= Qg — ali — CLQ\/S + &32\/5

Observe que x é fixado por o7 se ag = ag,a; = —ai, a3 = —as € ag = as. Dessa
forma = = ag + asiv/5 e assim o7 fixa Q[iv/5].

Por meio das contas que acabamos de fazer, encontramos que:

* Id fixa Q[i, /5] = {ag + a1i + asV/5 + asiv/5 | ag, ay, as, as € Q};
* o fixa Q[i]| = {ap + a17 | ap, a1 € Q};

* 7 fixa Q[v/5] = {ao + a1v/5 | ap,a; € Q};
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x o1 fixa Q[iv5] = {ag + a1iV5 | ag, a1 € Q}.

Como vimos na Segao 5, a cada subgrupo H de I'(L : K) associamos o conjunto
H' ={zx € L|o(x) =2V o€ H}. Assim, para encontrar o corpo fixo dos subgrupos
de I'(Qli, v/5] : Q), vamos calcular a interseciao de todos os corpos que sao fixados pelos

automorfismos que pertencem aos subgrupos. Dessa forma, encontraremos os corpos

intermedidrios:
« [ = {Id} I' = Qli, V5];
« A={Id, o} AT = Q[i, v5] N Q[i] = Q[i];
« B={Idr} B' = Q[i, V5] N Q[v5] = Q[V5];
« O = {Id,or} C' = Qli, v5] N Q[iv/5] = Q[iv/5];
x G={Id 0,7 07} Gt = Q[i, V3] N Q[i] NQ[v5] NQ[iv5] = Q.

Podemos construir o reticulado das extensoes de corpos de F, comparando-o com o

reticulado de grupos de G:

G = (o,7) G'=Q

Podemos calcular os subgrupos normais de Zs X Zy. Como Zs é abeliano, sabemos que
Zo X 7o também é um grupo abeliano e dessa forma todos os seus subgrupos G, A, B,C' e I
sdo normais. Pelo teorema fundamental de Galois, GT, AT, B, CT e I sdo extensdes normais
de Q. Como todas essas extensdes tém dimensao finita, sdo corpos de decomposicao para

polindémios em Q[z], como segue:
« I =Q[i,\/5] é o corpo de decomposicio para o polinémio f(z) = (224 1)(2? —5) =
xt —42% - 5;
o A" =Qli] é o corpo de decomposicao para f(z) = 2% + 1;
« Bt =Q[V/5] é o corpo de decomposicao para f(x) = 22 — 5;
« CT=Q[iv/5] é o corpo de decomposicio para f(z) = 22 + 5;

e GT=Q ¢ o corpo de decomposicio para f(z) = .
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5.4.2 Exemplo 2

Agora vamos para um exemplo mais rebuscado, que fala a respeito do grupo de

Galois do corpo de decomposigao do polinémio f(x) = x* — 2 sobre Q.

Considere o polinémio f(z) = 2% —2 = (22 — V2)(2? +v2) = (x — V2)(z + v/2)(z —
iv/2)(x+iv/2) sobre Q e seja K o corpo de decomposicio para f(z), com K C C. Podemos
fatorar f(z) como f(z) = (x —&)(z+&)(z —i€)(z +i€) em que & = /2. Observe que todas
as raizes de f(x) sao obtidas através dos elementos i e &, portanto K = Q[i,&]. Como K é
corpo de decomposicao, a extensao Q[i,&] é finita e normal. Estamos trabalhando em C,

portanto a separabilidade é automatica. Agora, encontraremos o grau de K : Q.

Pela Lei da Torre, temos [Q[i,¢] : Q] = [Q[i,&] : Q[¢]] - [Q[¢] : Q]. Como i é raiz do
polindmio p(z) = 22 +1 e i € Q[¢], podemos concluir que p(z) é o polindmio minimal de i
sobre Q[¢], e dessa forma [Q[i, €] : Q[¢]] = 2. Agora, como £ é um zero de f(z) sobre Q e
pelo Critério de Eisenstein f(z) é irredutivel sobre Q, concluimos que f(z) é o polinémio
minimal de £ sobre Q. Logo [Q[¢]] : Q] = 4. Portanto [Q[i,{] : Q] =2-4 =38.

Como sabemos a dimensao de Q[, &], vamos encontrar a forma geral dos elementos
dessa extensdo. Assim, seja x € Q[i,&]. Como Q[i, ¢] = Q[¢][i], € Q[¢][i] = = = a + bi,
tal que a,b € Q[¢]. Mas como a,b € Q[{], temos que a = ag + a1& + ax€? + az&? e
b= a4+ asé + ag€? + a7€3, e dessa forma x = a + bi = (ag + a1& + ax&? + az€?) + (ag +
asé + agl? + a7€3)i = ag + a1 + a9f? + a3&® + ayi + asié + agi&® + a7i&3. Logo uma base
para a extensdo Qli,£] é {1,&,&%,&3,1,i&,1€2,i€E3}.

Vamos encontrar os elementos do Grupo de Galois. Sabemos pelo Coroléario 4.31 que

hé um Q—automorfismo o de Q[7,&] tal que o(i) =i e 0(&) = i€, e outro Q—automorfismo

7 de Q[i, €] tal que 7(i) = —i e 7(£) = £ Vamos comp0o-los:

Note que o* = 72 = Id, o1 = 703, 0% = 702 e 0®7 = 70. Além disso, qualquer

Q-—automorfismo de K leva ¢ em algum zero de 2% + 1, ou seja, i — ==i. Similarmente, &
é mapeado em &, —&, 1€ ou —i&. Todas as possibilidades de combinagao destes ntimeros
aparecem na Tabela 3, logo estes sdo precisamente os 8 Q—automorfismos de QJi, ].

Perceba que a quantidade de automorfismos é igual a dimensao de Q[i, .

A estrutura abstrata do grupo de Galois pode ser encontrada. Se denotarmos por
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Tabela 3 — Q-automorfismos de Q[, ¢]

Automorfismo Efeito em £ Efeito em ¢

1d 19 7
o 1€ '
o? —£ 1
o3 —i€ 7
T 19 —1
oT 1€ —1
o’r —£ —1
oir —i& —1

Fonte: Os autores (2021)

G o grupo de Galois, vemos que G = (0,7 | 0 = 72 = Id, o7 = 703), ou seja, como j
vimos, GG é o grupo diedral de ordem 8, o Dj,.
De fato, se denotarmos os vértices do quadrado com as raizes de z* — 2, vemos que

o=Rzer =R Ao realizar todas as combinagoes possiveis e construir o grupo Dy,

obteremos exatamente os mesmos automorfismos das Tabela 3.

Figura 6 — O grupo de Galois de z* — 2 interpretado como simetrias do quadrado

—k —1§

Fonte: Os autores (2021)

Vamos calcular os subgrupos de D,. Pelo teorema de Lagrange, sabemos que as
possiveis ordens dos subgrupos de Dy sao 1,2,4 e 8. Assim, os subgrupos de G sao:
e Ordem 8: G ~ Dy;
e Ordem 4:

— S ={Id,0,0% 03} ~ ZLy;
— T ={Id,7,0% %1} =~ 7y x Ly ~ {Id,0*} x {Id,T};
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— U ={Id,0,07,037} ~ 7y X Ly ~ {Id,0*} x {Id,o7};

e Ordem 2:

— A={Id, 0%} ~ Zy;
— B={Id, 1}~y

— C={ld,or} ~ Zy;
— D ={Id,o*7} ~ Zy;
— E={Id, o1} ~ Zy;

e Ordem 1: I = {Id}.

Construindo o diagrama dos grupos:

I ={Id}

Vamos encontrar os corpos intermediarios associados aos subgrupos de G. Sabemos
que se © € Q[i,&], entdao x = ag + a1€ + a2€? + a3&® + agi + a5i€ + agi? + a7i& (1). Agora,

vamos ver quais subcorpos cada Q-automorfismo fixa:

o Id: & — & 11
Como ld(x) =z VYV z €

o 0:&— i€ 11

Q[s, &, segue que Id fixa o corpo Q[i, &].

o(x) = aog+ ai€ + az(i€)? + az(i€)3 + asi + a5i(i€) + agi(i€)? + a7i(i)?
= ag+ ari€ — ax€? — azi&3 + agi — asé — agif? + a, &3

= ap — a5€ — a€? + a7& + ayi + a1i€ — agi&? — azig?

Comparando com (1), obtemos que o elemento x é fixado por ¢ se e somente

S€: ap = Ap; A1 = —0as5; G2 = —A2; A3 = Ay; A4 = A4; A5 = A1; Gg = —0Ag; A7 = —A3.
Portanto ag e a4 sao arbitrarios, enquanto que a1 = a5 = 0, a, = —ay = 0,
ag = —ag = 0 e ay = a3 = 0. Assim = = ag + a4i, e dessa forma o corpo fixado pelo

automorfismo o ¢ Q[i].
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e TiE—E 1= —1
T(x) = ag+ai1(§) + ax(€)* + az()® + as(—i) + as(—i)& + ag(—i)(£)* + az(—i)(§)?
= ag+ alf + CL2§2 + CL3§3 — CL4i — CL5Z£ — a6i£2 — CL7Z£3
Portanto x é fixado por 7 se e somente se: ag = ag; a1 = ai; as = asg; az = as;
ay = —ayg; a5 = —as; g = —ag; a7 = —a7. LOgo ag, a1,ay € az sao arbitrarios,
enquanto que a, = as = ag = a7 = 0. Assim x = ag + a1& + 262 + a3€> e dessa forma

r fixa Ql€] = Q[V2).
o 0% & ¢ 11
o(x) = ap+ai(=§) + as(—=€)* + az(—&)* + asi + as5i(=§) + agi(—§)* + ari(—=£)°
= Qg — CL1§ + 6L2§2 — a3§3 + a4i — a5i§ + 6L6i§2 — a7i§3
Portanto x é fixado por ¢ se e somente se: ag = ag; a1 = —aq; as = as; a3 = —as;
a4 = a4; a5 = —as; ag = ag; a7 = —ay. Logo ag, as, as € ag sao livres, enquanto que
a; = a3z = a5 = a; = 0. Entdo = ag+a26%+agi+agi&? = (ap+a28?) + (ag+ae€?)i =
a+bi, a,b € Q[E?. Logo = € Q[&F][i] = Qli, 2.

o 03 & — —if 11
o3(x) = ag+ ai(—i€) + az(—i€)? + az(—i&)> + asi + asi(—if) + agi(—i&)*+
ari(—i€)’

ag — alzf — G2€2 + Clgl'ég + CL4i + Cl5€ — CLGZfQ — CL7£3
= Qo + CL5§ — a2§2 — CL7§3 + a4i — a1i§ — a6i€2 + a3i§3

Comparando com (1) vemos que z ¢ fixado por o se: ag = ag; a; = as;

Ay = —Qo; A3 = —a7; Qg = Q4 U5 = —Q1; Gg = —ag; a7 = az. Entdo ag e a4 sao
arbitrarios e ay = a5 =0, a3 =0, a3 = ay =0 e ag = 0. Assim x = ag + a4? e forma
o3 fixa QJi].

o oT: & — i€ T — —1
o’(x) = ao+ ai(i€) + az(i€)* + ag(i€)® + as(—i) + as(—i)(i€) + ag(—i)(i§)*
+ar(—i)(i€)?

= Qq + alzf — CL2€2 — agif?’ — a4i + CL5£ + CL@ZfQ — (1753

= ap+ asé — a28? — ar&® — asi + a1i€ + agi&® — azig®

Assim z ¢ fixado por oT se: ag = ag; a1 = A5; Ay = —As; A3 = —A7; Ay = —Ay;
as = a3, g = Qg, A7 = —Aas. Entao ap € ag sao quaisquer, g = Qg4 = 0, ap = as €
az = —ay, 0 que nos da:

r = ap+ a €+ az&3 + ayié + agi&? — aziés
= ao+ a1(§+148) + az(&* — &%) + api?
= ag+ a1 (& +1i€) + agif? + az(1 —1)&3
= ag+ ar[(1+ )¢ + S[(1+)¢]* — F[(1 + )¢

Portanto o7 fixa o corpo Q[(1 + 7)¢].
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o 027 & — =€ P — —1
0*7(x) = ap+ar(—&)+azx(—&)* +az(—&)* +as(—i)+as(—i)(—&) +ag(—i)(—&)*+
a?(—i) _5)3
= ap — i€ + a28? — a3€® — ayi + asi€ — agil? + aqi&®
Portanto ag,as,as e ay; sao livres e a1 = a3 = a4 = ag = 0. Logo = =
ag+ax&%+asié+ari€® = (ag+asi&)+(as+a7i€)€E? = a+b€? tais que a, b € Q[i€]. Assim
o corpo fixo por 7 é Q[i][€*] = Q[ig], ja que £ € Q[ig] (§2 = (i§)* - (—1) € Q[ig]).
o o371 & — —i€ L= =1
O'ST([E) = Q9 + al(—if) + CLQ(—ZE)Q + ag(—if)S + a4(—i) + a5(—i)(—i§) +
ag(—i)(—i€)* + ar(—i)(—i€)®
= ag — CLlif — (1262 + Clgifs — CL4i — (L5f + (167;52 + a753
= ag — a5£ — (1252 + (1753 — a4i — (llif + (l6if2 + a3i§3
Comparando com (1) : ap = agp; a1 = —as; a3 = —ag; a3 = ar; Ay = —ay;
as = —aq; ag = ag; ay = az. Portanto ag e ag sao livres, a5 = —ay, a3 = ay e
= ay = a4 = 0. Logo:
T = ag+ a €+ a3€ — ayif + agi€? + azi&’
= ag +ai(§ —i§) + a3(§® +i€%) + agif?
= Qo + Cll[(l — Z)é] + CL62£2 + Clg(l + 2)63
= ap+a[(1 -3¢ — P[(1 - )¢ — 21— )¢

Portanto o corpo fixado por o371 é Q[(1 —4)¢].

Assim, sabemos que:

* Q[i] = {ap + a1i | ap, a1 € Q};

* Q[i€%) = {ao + @1i€? | ap, a1 € Q};

* Q€% = {ao + ai€® | ap, a1 € Q};

* Q€] = {ap + a1€ + a28® + a3&® | ag, a1, as, a3 € Q};

* Q[i, &% = {ao + @& + azi + a3i&* | ag, a1, a2, a3 € Q};

* Qi€] = {ap + a1i€ + a2&® + a3i&® | ap, a1, as, a3 € Q};

* Q[(1 + )] = {ao + a1 (1 4+ 9)€ + ai€? + az(1 — )& | ag, a1, as, az € Q};
* Q1 =)&) = {ap + ar (1 — )& + agi&® + az(1 +4)&3 | ag, a1, as, a3 € Q};

* Q[i, €] = {aot+ar1§+a28* +as&® +asi+asié +asi&®+aqi&® | ag, ar, as, as, aq, as, ag, a7 €

Q};
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E calculamos que:

e Id fixa Q[i, ¢]: . o® fixa Q)i]:

. o fixa Qi; o or fixa Q[(1 4 14)&);
. 7 fixa Q[¢]; . o7 fixa Q[i€];

. o2 fixa Q[i,&?); o o7 fixa Q[(1 —4)¢].

Agora vamos encontrar o corpo fixo de cada um dos subgrupos de Galois:

x G=(0,7) Gl =Q;

« T ={Id, 7,02 0%} Tt = Q[i,¢] N QI NQ[i, 2] N Qli¢] = QIE?;

« S ={Id,0,0% 0%} St =Q[i,¢] N Q] N Q7,21 N QL] = Qli);

« U={Id o o7 0%} Ut = Qli,¢]NQ[:, NQ[(1+i)¢)NQ[(1 —i)¢] = Q[i€?];
x A={Id,o%} AT = Q[i, €] N Q[i, €% = Q[i, &5

« B={Id,} B' = Q[i,¢] N Q[¢] = Q[¢];

x C ={Id,or} Ct=Qli,g] NQ[(1 +14)¢] = Q[(1 +4)¢];

« D = {Id,or} D = Qli, ¢l N Q[ig] = Qli€];

« B ={Id, o7} E'=Qli, N Q[(1 —i)¢] = Q[(1 — i)¢].

Vamos construir o reticulado dos corpos, substituindo & = v/2 para facilitar a

visualizagao:

T=Q

D' =Qliv2 Bl =qQ[ — Qi

1" = qli, ¥2

2

G
Tt = Q[v2] St =Qli] Ut = Qliv2]
— [\/i] At =

Ao calcular os subgrupos normais de G, encontramos que G, T, S, U, A e I sao
subgrupos normais. Pelo teorema fundamental de Galois, Gt, T, ST, UT, AT e I devem

ser as Unicas extensoes normais de @, que estao contidas em Q[i, ¢].
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Como estas extensoes sao finitas e normais, sdo os corpos de decomposicao de Q

para os seguintes polindémios:

s GT'=Q p(z) = z; . Ul =Qliv2] p(z) = 2%+ 2;
- T'=Q[v2] plz) =z* = 2; .« AT =Qli, V2] p(r) = 2=z =2;
o ST =QJi p(z) = 2%+ 1; o I =Qi, V2] p(r) =2t — 2.

Por outro lado, observe que a extensdo B : Q ndo é uma extensdo normal, uma vez
que z* — 2 tem uma raiz em B! (¢ = v/2) mas ndo se fatora linearmente em Bf. Observe
que s6 podemos decompor z* — 2 = (z — v/2)(z + v/2)(z? + v/2) em B' : Q. Similarmente,
CT, D' e E' nao sdo extensdes normais.

De acordo com o teorema fundamental de Galois, o grupo de Galois de AT : Q
é isomorfo ao grupo quociente g Agora, como 1= {A,0A,TA 0T A} é isomorfo a

A
Zy X T, calcularemos diretamente o grupo de Galois de A : Q. Como A" = Q[i, v/2], ha

4 Q—automorfismos:

Tabela 4 — Q-automorfismos de Q[i, /2]

Automorfismo Efeito em /2 FEfeito em i
Id V2 i
« —\/§ 1
8 V2 —i
af —V2 —1

Fonte: Os autores (2021)

Note que o? = 3?2 = Id e a8 = fa, como em Zy X Zy. Além disso, ndo devemos

confundir estes automorfismos com os automorfismos encontrados na Tabela 3. Perceba
que estes automorfismos tem como dominio e imagem o conjunto QJ, \/5], enquanto que os
automorfismos descritos na Tabela 3 tem como dominio e imagem o conjunto Q[i, v/2]. E
interessante ver a aplicagdo do Item 5 do teorema fundamental de Galois, pois através dele
podemos encontrar a estrutura do grupo de Galois de uma extensao menor, conhecendo o

Grupo de Galois de uma extensao maior que a contém.

5.4.3 Exemplo 3

Neste exemplo, calcularemos o grupo de Galois associado a extensao Q[\/i, V3, \/5]
Pela lei da torre, [Q[v2,v/3,v5] : Q] = [Q[v2,V3,v5] : Q[v2,vV3]] - [Q[v2,V3] :
Q[v2]] - [Q[v2] : Q]. O polinémio minimal de /5 sobre Q[v/2,v/3] é 22 — 5, j& que
V5 ¢ Q[ﬂ, \/§] Assim [Q[\/ﬁ, V3, \/5] : Q[\/§, \/3]] = 2. Da mesma forma, /3 ¢é

algébrico sobre Q[v/2], e como /3 & Q[v/2], seu polinémio minimal é 2> — 3, portanto
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[Q[v2,v/3] : Q[v2]] = 2. Por fim, sabemos pelo Exemplo 4.41 que [Q[v2] : Q] = 2.
Portanto [Q[v2,v/3,V5]: Q] =2-2-2=38.

Podemos identificar os elementos dessa extensdo: se x € Q[\/i, V3, \/3] entdo r =
a+ b5, com a,b € Q[v2,v/3]. Mas se y € Q[v2,V3] = Q[v2][V3], y = ¢ + dV/3, com
c,d € Q[v2]. Logo # = a + b5 = (a’ + ¥/3) + (a" + b"/3)V/5 com o', b, a", b € Q[v2],
o que nos da @ = a; + asV/2, V' = ag + ayv/2, a”" = a5 + agV/2 e V" = a7 + agy/2. Assim
z = [(a1 + a2v/2) + (a3 + asv/2)V/3] + [(as + asV'2) + (a7 + agvV/2)V3]V5 = a1 + asv/2 +
azv/3 + asV/2 - V3 + asV/5 + agV2 - VB + ar/3 - V5 4 agv2 - V3 V5 = ap + aaV2 +
asV/3 + asV/6 + as\/5 + agy/10 4 a7y/15 + agy/30. Portanto uma base para Q[v/2,v/3, v/5]
¢ {1,v2,v/3,V5,V6,v10,v15,/30}.

Vamos encontrar o grupo de Galois associado & extensio Q[v/2,v/3,v/5] : Q. J4
sabemos que hé trés Q-automorfismos de Q[v/2,v/3, /5] (que permutam as raizes dos
polinémios). Assim, ha um Q-automorfismo ¢ tal que o(v/2) = —v/2, 0(v/3) = V3 e
a(\/g) = /5; hd um Q-automorfismo 7 tal que T(\/§) =2, T(\/§) =—3e U(\/g) =5
e hd um Q-automorfismo p tal que p(v/2) = V2, p(v/3) = V3 e p(v/5) = —V/5. Esses
automorfismos comutam e geram os demais Q-automorfismos de Q[v/2,v/3, /5], como

podemos observar na Tabela 5.

Como Q[v/2,v/3, /5] é o corpo de decomposicio do polindmio (22—2)(z%—3)(22—5) =
2% — 102 + 3122 — 30, pelo Teorema 4.55, Q[v/2, v/3, /5] é uma extensao finita e normal.
Assim, pelo Coroldrio 5.20 ha exatamente [Q[v/2,v/3,v/5] : Q] automorfismos. Como
sabemos que a dimensio de Q[v/2,v/3, /5] = 8, os automorfismos apresentados na Tabela
5 sdo todos os Q—automorfismos de Q[\/§, \/§, \/3] (observe neste caso que o grau do
polinémio ¢ diferente do grau da extensao pois nao calculamos o polindmio minimal

referente a apenas um elemento, para que a extensao fosse simples).

Agora, vamos encontrar a estrutura abstrata do grupo de Galois associado a extensao
Q[v2,v/3,v/5]. Podemos observar que (¢)?> = (7)? = (p)? = Id, além disso o7 = 70,
op = po e Tp = pr. Portanto G = T'(Q[v/2,V3,V5] : Q) = (o, 7,p) = {Id, o} x {Id,T} x
{Id, p} ~ 7y X Ly X Zs.

Vamos determinar os subgrupos de G:

e Ordem 8: G = (o,7,p) = {Id,c} x {Id, 7} x {Id, p} ~ Za X Ly X Zs;
e Ordem 4:
— S={Ild,o,r,01} = (0,7) ={Id, 0} x {Id, T} >~ Zy X ZLy;
— T ={Id,o,p,op} = (0,p) ={Id,0} x {Id, p} ~ 7Ly X Zs;
—U={ld,7,p,mp} = (1,p) ={ld, 7} x {Id, p} ~ Za X Zy;
— V=A{ld,o,mp,orp} = (o,7p) = {Id, 0} x {Id, Tp} >~ 7y X Zs;
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Tabela 5 — Q-automorfismos de Q[v/2, v/3, V5]

Automorfismo Efeito em /2 FEfeito em /3 Efeito em /5

Id V2 V3 V5
o —V/2 V3 V5
T V2 —V3 V5
p V2 V3 —/5
oT —/2 —v3 V5
op —V2 V3 —/5
TP V2 —V3 -5
oTp —\/5 —\/5 —4/5

Fonte: Os autores (2021)

— X ={ld,r,0p,0mp} = (1,0p) = {Id, 7} x {Id,0p} ~ Zy X Zy;

- W ={ld,p,or,0mp} = (p,or) = {Id, p} x {Id, 07} ~ Zo X Zs;

— Z ={ld,or,op,Tp} = {o1,0p) = {Id, o7} x {Id,0p} = 7Ly X Ly;
e Ordem 2:

— A={ld,o} = (0) ~ Zy;
- B={ld, 7} = (1)

= C={ld,p} = (p) = Zs;

— D =A{ld,or} = (07) >~ Zy;
— E={ld,op} = (op) = L;
— F={ld,7p} =

— H={Id,orp} = (0Tp) =~ Zs;

Y

2
5

2
&

12

Tp) = Lo;

e Ordem 1: I = {Id}.

Construindo o diagrama dos subgrupos de G:

G={o,7,p)

U={rp) T = {o,p) S =(o,7) V = (o,7p) X =(r,0p) W = (p,oT) Z = (o7, 0p)

A ={o) B = (1) C={p) F = {rp) E = (op) D = (oT) H = (oTp)

Vamos calcular os corpos intermediarios, identificando cada automorfismo que fixa

os subcorpos de Q[v/2,v/3,V/5].
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‘]é VimOS que uma base de @[\/57 \/ga \/5] é {17 \/§7 \/§7 \/ga \/67 \/mu \/1_57 \/%}
Logo se x € Q[v/2,v/3,V/5] entdo x = ag+a1v2 +azv/3+asv/5+asv/6 +agv/10+ a7 /15 +
azv/30, coma; € Q,i=0,...,7.

Neste exemplo faremos a construcao dos corpos intermediarios de uma maneira
diferente em relagao aos exemplos anteriores. Primeiramente, vamos identificar todos os
subcorpos de Q[v/2,v/3,v/5] e depois veremos quais automorfismos fixam cada um dos
subcorpos. O objetivo através desse encaminhamento é evitar contas exageradas, ja que

neste exemplo é mais facil ver quais sd@o os corpos fixos.

Como vimos anteriormente, ha 7 subgrupos de ordem 2 e 7 subgrupos de ordem 4,
portanto hé 7 extensoes de dimensao 4 e 7 extensoes de dimensao 2 entre Q e Q[\/§, V3, \/5]
Observe que para os outros subgrupos triviais I = {Id} e G = (o, T, p) j4 sabemos os
corpos fixos: I fixa o corpo Q[v/2,v/3, /5] e G fixa o corpo Q.

Vamos comegar encontrando as extensoes de grau 2.

J4 vimos anteriormente que Q[v2] = {a + bv/2 | a,b € Q} é corpo e Q[v2] C
Q[v2,v3,/5]. Como a extensio Q[v/2] : Q tem grau 2, é uma das extensdes procuradas.
As demais extensdes sio Q[v/3],Q[v/5], Q[v6], Q[v10],Q[v/15] e Q[v/30]. Portanto as

extensoes de grau 2 sao:
* Q[V2] = {ao + a1v2 | ap,a1 € Q};
* QIV3] =A{ao + a1v3 | ag, a1 € Q};
* Q[\/S] = {aop +a1V5 | ag, a1 € Q};
* Q[V6] = {ag + a1V6 | ag, a1 € Q};
* @[\/ﬁ] = {CL() + al\/l_O | Qp, a1 € @},
* Q[\/l_E)] = {CLO + 6L1\/1_5 | Qp, a1 € Q},
* Q[\/%] = {Cl() + (11\/% | o, a1 € Q},
Além disso, ha 7 extensoes de grau 4, que sao formadas pelas adjungdes de elementos

da base nas extensdes acima (a menos de repeticoes). Por exemplo, ao adjuntar /3

na extensio Q[v/2], obtemos a extensio Q[v/2,v3] = {ao + a1v2 + axv/3 + az\V6 |
ao, a1, az,as € Q). Observe que ao adjuntar /3 & extensdo Q[v/6] obtemos a mesma

extensdo que Q[v/2,v/3]. Apés calcular as extensdes diferentes, encontramos os corpos:

* @[\/57 \/§] = {ap + a1V2 + as/3 + a3 /6 | ao, a1, az, a3 € Q};
* Q[\/é7 \/g] = {aO + a/l\/§+ aQ\/g_’_a?)\/m | ap, a1, az,a3 € Q})
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* Q[V3,V5] = {ag + a1v/3 + as/5 + az/15 | ag, as, az, a3 € Q};

*x Q[v5,v6] = {ag + a1/5 + asv/6 + az\/30 | ag, as, as, a3 € Q};

* @[\/57 \/1_0] = {ap + a1v/3 + aay/10 + az/30 | ap, a1, az, as € Q};

* QIvV2,V15] = {ao + a1v2 + a2V15 + a3v/30 | ag, a1, az, a3 € Q};

* Q[v/6,v/10,v/15] = {ag + a1v/6 + asv/10 + as\/15 | ag, ay, as, as € Q};

Agora que encontramos todas as extensoes, vamos calcular o Grupo de Galois

de cada extensao. Para isso, vamos aplicar os automorfismos da Tabela 5 no elemento
T =ag+aV2+ azV3+ asV/5 + asv/6 + agV/10 + arv/15 + az+/30:

o Ild(z) =ux;

o o(z) = ay— a1v2 + azv/3 + azv/5 — asv/6 — asv/10 + agV/15 — a7v/30;

o 7(2) = ap + a1v2 — a3 + azV/5 — asV/6 + as/10 — agv/15 — az/30;

o p(x) =ap+ a1V2 + a3 — azV/5 + as /6 — as/10 — agyv/15 — azy/30;

e o7(z) = ap — a1v2 — azv/3 + a3V/5 + asv/6 — a5v/10 — agV/15 + azv/30;

o op(z) =ag— a1V2 + a3 — azV/5 — as /6 + asv/10 — ag\/15 4 a7v/30;

o Tp(x) = ag+ a1v2 — azv/3 — azv/5 — asv/6 — asv/10 + agv/15 + az/30;

o o7p(x) = ap — a1v/2 — aaV/3 — azV/5 + a6 + as/10 + agv/15 + azv/30;

Observe que:

x Os Q-automorfismos que fixam os elementos de Q[v/2] (ag e a;v/2) sdo Id,7,p e Tp.
Logo o subgrupo associado & extensio Q[v/2] é U = (1, p).

+ Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag e az/3 sdo Id, o, p, op. Logo T'(Q[v/3] :
@) =T= <07 p>

+ Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag e az\/5 sdo Id, o, 7,07. Logo T'(Q[v/5] :
Q)= 5= (o,71).

% Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag e as\/6 sdo Id, p,or,orp. Logo

L(QIVE]: Q) =W = (p,07).

* Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag e as\/10 sao Id,op, T, 07p. Logo

QIO : Q) = X = (r,0p).
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* Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag e agV/15 sao Id, o, 7p,o7rp. Logo

T(QV15]: Q) =V = (0, 7p).

* Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag e a7v/30 sao Id,oT,op, 7p. Logo

Q30 : Q) = Z = {om, ap).

* Os Q-automorfismos que fixam os elementos de Q[v/2, v/3] sdo Id, p. Logo I'(Q[v/2, /3]
Q) =C = {p).

+ Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag + a;v/2 + asv/5 + a5v/10 séo Id, 7.
Logo I'(Q[v2,V5] : Q) = B = (7).

% Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag + a2v/'3 + asv/5 + agv/15 séo Id, .
Logo T(Q[v3, V3] : Q) = A = (o).

+ Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag 4+ asv/5 + asv/6 + azv/30 sdo Id, o7.
Logo T'(Q[v/5, V6] : Q) = D = {(o7).

% Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag + a2v/3 + a5v/10 + a7+/30 sdo Id, op.
Logo I'(Q[v3,V10] : Q) = E = (op).

+ Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag + a1v/2 + agv/15 + a7v/30 sdo Id, Tp.
Logo I'(Q[v/2,V15] : Q) = F = (rp).

s« Os Q-automorfismos que fixam os elementos ag + asv/6 + a5v/10 + agy/15 séo Id, o7p.

Logo T(Q[v/6, vI0, T3] : Q) = H = {o7p).

Portanto, podemos construir o reticulado dos subcorpos intermediarios de Q[v/2, v/3, v/5]:

/Q\

Qv Q[v3] Q] Q[v135] Q[V10] Q[Vve] Q[v/30]

Q[V3, V5] w Qv2, V15] Q[Vv3,v10] Q[V5, V6] QIV6, V10, V15]
Qv2, V3, V5]

5.4.4 Exemplo 4

A construcao dos niimeros complexos como estudamos hoje levou alguns séculos até
ser consolidada. No primeiros milénios da historia da matematica, os matematicos ainda
nao compreendiam o que raizes de nimeros negativos representavam, e equagoes da forma

22 +1 = 0 eram tidas como impossiveis de resolver.
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A partir do século XVI, com o desenvolvimento da féormula resolutiva para equagoes
cubicas, os matematicos comecaram a investigar e compreender melhor como os nimeros
complexos se comportavam. Nesse contexto, iniciou-se o estudo das raizes n-ésimas de um
nimero complexo, ou seja, dado um nimero complexo z, quais valores w pode assumir

para que w" = 27?7

Em especial, quais os valores de w para que w™ = 17 Neste caso, dizemos que w é
uma raiz da unidade. Utilizando a férmula de De Moivre, encontramos que as raizes da

unidade sdo da forma

2k 2k
wk:cosijtiseni k=0,...,n—1.
n n

Essas raizes tem uma propriedade muito bonita. Elas dividem a circunferéncia
unitaria em n partes iguais, sendo wy = 1. Assim, se n > 3, as raizes n-ésimas da unidade
sao vértices de um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia unitaria
com centro na origem.

1 V3
St —¢€

Exemplo 5.26. Se n = 3, as raizes cubicas da unidade sdo wy = 1,w; = ~3 5

W=y T

Figura 7 — Triangulo equildtero inscrito em uma circunferéncia unitéria com centro na origem,
formado pelas raizes cibicas da unidade

&

(

(1,0)

-05

ol

)

Fonte: Os autores (2021)

L JEy

Vamos explorar mais este exemplo. A fim de facilitar a compreensao, chamaremos
1 1v/3)\? 1 3 1
w; = u. Observe que u? = (— 3 + \2/_) =3~ \2/_ = wy. Além disso, w3 = (
iv3\? 1 V3
\2/_> =-3 + \2/_ =u . Ouseja, (w)?=u? =w; e wi = (v?)? =u? = u=w,. Assim,
encontramos que wy -ws = 1, oquenos dd wy ' =u ' =wy = vl ewy ' = (u¥) P =u = w.

2
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2 sao inversos com respeito a multiplicacao. Observe que um ciclo vai se

formando: wy =1-u=u, w - u=u-u=u’>=wyewy-u=1u? u=u®=1. Assim, as

Entao v e u

trés raizes cibicas da unidade formam um grupo ciclico, de ordem 3, gerado por wu.

1 V3
)

Resumindo, as raizes cubicas da unidade sdo 1,u e u?, em que u = ——

2 2
Algumas relagdes que encontramos sao:
w=—u—1, ut=u vt =u} (W)t =u (5.1)
. 1 , 1
Elas formam um grupo ciclico, gerado por u. Observe também que —u — 1 = —< —3 +
3 | AV 1 /3
\2/_) —1= 5—7—1 = —2—\2/_ = u?. Logo, u é raiz do polindmio x? + x + 1.
Proposicao 5.27. Seja z um numero complexo nao nulo, w € C um raiz n-ésima de z e
2T T . , ~ k
(n = cos — +isen —. Entdao as raizes de z saow-(,, k=1,...,n.
n n

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [REZENDE, 2017], p. 38. O

Observe que as poténcias de (, fornecem todas as raizes n-ésimas da unidade, que

representaremos por U, (C) = {(" | m € Z}.

Dizemos que uma raiz n-ésima da unidade w é primitiva se U,(C) = {w™ | m € Z}.
Em outras palavras, é possivel encontrar todas as demais raizes n-ésimas a partir de w.
Observe também que U, (C) é um grupo multiplicativo, cujo gerador é uma raiz n-ésima

da unidade w.

Definicao 5.28. Seja ¢, um raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotémico
L é uma extensao de Q gerada por (,, ou seja, L = Q[(,].

Em especial, o corpo L é o corpo de decomposi¢cao do polindmio z" — 1 sobre Q.

Definicao 5.29. Dado um inteiro positivo n, o n-ésimo polinémio ciclotomico é o
polindmio monico cujas raizes sao simples e sao n-ésimas primitivas da unidade, isto €, o
polinomio

()= [ (@—¢)
1<k<n,
mde(k,n)=1

em que (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Assim @y(z) = o — 1, $y(z) = 2+ 1, P3(x) = 2? + 2 + 1, Py(z) = 2% + 1,
P5(x) = 2t + 23 + 22 + x + 1, etc. Observe que o grau de ®,(z) é ¢(n), em que ¢ é a

funcdo totiente ou funcao de Euler.!

L O ntmero ¢(n) representa a quantidade de niimeros menores que n que sio inversiveis (mod n). Se p

for um nimero primo, teremos ¢(p) =p — 1.
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Um fato curioso (que pode ser provado) é que z" — 1 = [[ ®4(z). Por exemplo,
dn
at — 1 =[] Pa(z) = ®1(x) - Po(z) - Pu(x) = (x — 1) - (x + 1) - (z° + 1).
dj4

P —1 4 s
1 =Pt 4+ P2+ ...+ 2+ 1. Com

Além disso, se p é primo, temos ®,(z) =

exce¢ao do 1, todas as demais raizes de xP — 1 sdo primitivas.

Vale destacar que para todo n > 1, o polinémio ciclotémico ®,(x) é irredutivel sobre
Q.

Teorema 5.30. Seja K um corpo de caracteristica 0, e seja L o corpo de decomposicio do
polinomio x™ — 1 sobre K. Entao I'(L : K) € isomorfo ao grupo multiplicativo R,, formado
pelas classes T (mod n) tal que mde(r,n) = 1.

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [HOWIE, 2006], p.138. O

Exemplo 5.31. O grupo de Galois do polinomio f(z) = 28 — 1 sobre Q € isomorfo ao
grupo multiplicativo Ry = {1,3,5,7}.

2 21
Neste exemplo, uma raiz 8-ésima primitiva da unidade é w = \2_ + \/2_2 O corpo de
decomposigio Gal(z® — 1,Q) é Q[w]. Assim, os elementos do grupo de Galois atuam da

seguinte forma: Id 1w —w, 0w =W T:w—wlepiw — w'.
Logo I'(Q[w] : Q) = Rs = {Id, 0,7, p} é isomorfo ao grupo de Klein ou Zy X Zs.

Corolario 5.32. Seja K um corpo de caracteristica 0 e seja L o corpo de decomposicao
sobre K do polinémio x? — 1, em que p é primo. Entdo T'(L : K) € ciclico.?

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [HOWIE, 2006], p.139. O

Quando p é primo, o polinémio 2P — 1 pode ser fatorado da forma 2P — 1 =
Oy (z) - Pp(x) = (. — 1)(aP ' + 272 + ...+ x + 1). Assim, com excec¢io do 1, todas as
demais raizes de P — 1 sao primitivas. Os elementos do grupo de Galois irdo permutar
tais raizes, logo o grupo de Galois de 2 — 1 sobre Q serd Z;, que ¢ um grupo ciclico.
Se ¢ é uma raiz primitiva de 2P — 1, os elementos do grupo de Galois serao: Id : ( — (,
o:C—C%o%: (= (4 ete.

Vamos apresentar um exemplo mais detalhado. Seja L = Gal(z'! —1,Q) o corpo

2
de decomposicao do polinémio ' — 1. As 11 rafzes de 2! — 1 sdo 1 e u = cos — +

11
2Ty 10 . s . 11
isen —, u® u?, ..., u'. Assim, o corpo de decomposigao serd L = Q[u]. Como z'' — 1 =

(=D +2°+.. . +2x+1),ex®+2°+ ...+ 2+ 1 é irredutivel sobre Q, temos
[Q[u] : Q] = 10.
Vamos considerar o Q-automorfismo o : u — u?. Podemos encontrar todos os demais

Q-automorfismos, que podem ser observados na Tabela 6:

2 Como I'(L : K) é ciclico, decorre que I'(L : K) é abeliano.
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Tabela 6 — Q-automorfismos de Q[u], em que u é uma raiz 11-ésima primitiva da unidade

Automorfismo Efeito em w

Id U
o u?
o? u?
o3 u®
ot u’
o5 410
ob u?
o’ u’
o8 u?
o u®
oV =1d U

Fonte: Os autores (2021)

Observe que o grupo de Galois G associado a extensdo Q[u| : Q é isomorfo ao
grupo multiplicativo Z,. Os subgrupos de G sdo {Id}, S = (0?) = {Id, 0>, 0%, 0%, 0%},

T = (0% = {Id, 0"} e G, que podem ser observados no diagrama abaixo:

G = (o) ~ 77,

{1d}

Agora, vamos calcular os corpos intermedidrios da extensao Q[u] : Q. Como essa
extensdo é normal, temos {Id}’ = Q[u] e GT = Q.

Para calcular o corpo fixo associado ao grupo S = (¢2), vamos ver quais elementos siao
fixos pelo automorfismo 2. Como o?(u) = u?, o?(u?) = o(u) = u®, o*(u’) = o5(u) = u?,
o?(u?) = o¥(u) = ud e o*(ud) = o' = u, segue que o%(u + v + u' + U + u?) =
u+ud +ut + u® +u?, ou seja, o2 fixa o elemento u + v + u* + u® + u°. Se considerarmos
w=u+u+u* +u® + v, temos Q[w] C ST. Além disso, W = u + u3 + u? +u® +ud =

4 ud +ut +ud +ud = u? 4+ ub +u” +ud 4+ ull e o}(W) = W, assim S também fixa .

Seja fu,(z) o polindmio minimal de w. Como [Q[w] : Q] = 2, pela Proposicao 4.45,

encontramos que f,(z) tem grau 2. Como as raizes de f,, sdo w e w, temos f,(x) =
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(r —w)(z —w) = 22 + x + 3.3 Observe que as raizes de f,, sao _1i2_11
irredutivel sobre Q e Q[w] = Q[iv/11]. Como [Q[iv/11] : Q] = [ST : Q] = 2, concluimos que
St = QlivI].

Agora, vamos calcular o corpo fixo de T = (¢®). Como 0°(u) = u'® e o°(u'?) =

. Assim, f,, é

o'%u) = u, segue que o°(u + u'%) = u + u'. Além disso, o°(u®* + v”) = u® + u’,
oP(u? +ud) =P +ud, P (ut +u”) = ut +u” e o®(u® + ub) = u® + u®. Dessa forma, T fixa
os elementos u +u'?, u? +u®, u® +u®, vt +u” e u5 +uC. Seja fi(z) o polindmio minimal de
u+u'l, que tem grau 5. Como v+ u'®, u? 4+ u”, u? +ub, u* +u” e v’ +u’ sdo fixados pelos
elementos de T', podemos supor que as outras raizes de f; sao u? +u?, u® +u®, u* +u” e
ud +ub. Assim, fi(z) = (z — (u+u'?) - (z — (W + %)) - (2 — (¥ +u®)) - (x — (u* +u7)) -
(x — (u +ub)) = 2 + 2* — 423 — 322 + 3z + 1. Observe que f; ¢é irredutivel sobre Q. Como

2 2
[Q[u+ '] : Q] = [TT: Q] =5, temos que TT = Q[u + u'?]. Como u = cos % + i sen 1—7{ e
2 2 2
ul® =7 = cos 1—7{ — isen 1—7{, u+u'® =u+7u = 2cos 1—7{ Portanto o corpo intermediario
2 2
associado ao grupo 1" é Q[2 cos 1—7{] = QJcos %]
G'=Q

/

ST =Qliv1l]

Tt = Q[cos 27|

11
/

{1dyt = Ql

Observe que as extensoes intermediarias sdo normais, visto que G é abeliano. Assim,

ST ¢ o corpo de decomposicao do polindmio 22 + 11 e Tt é o corpo de decomposicao do

322 3 1 2
polindmio f(z) = 2° + T % + % + ok Em especial, as raizes de f(x) sdo cos 1—7{,
4 67 8 107
COS —, COS —, COS — € COS ——
11’ 11’ 11 11

5.45 Exemplo 5

Vamos estudar o polinémio f(x) = 23 — 2 sobre Q. Sabemos que a = +/2 é uma raiz
de f(z), no entanto o ¢ Q. Assim, considere a extensao Q[a]. Como f(z) é o polinémio
minimal de a sobre Q, [Q[a] : Q] = 3. Além disso, Q[a] = {ag+a1a+asa? | ag, a1, as € Q}

e f(z) = 23 —2 se fatora como f(z) = (z—a)(z*+ax+a?). Perceba que p(z) = z*+ax+a?

3 Para encontrar este resultado, usamos u'! =1 e u!® +u” +u® +u” +u® +u® +ut +ud +u? +u=—1.
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2

possui raizes complexas, que sao au e au”, em que u = _71 + ?z denota a raiz ctbica da

unidade.

Observe que u ¢ Q[a], assim podemos construir uma nova extensao, Q[a][u] = Q|a, ul.
Como [Q[a, u] : Q] = [Q[a, u] : Qe]] - [Qle] : Q], e p(x) é irredutivel sobre Q[a], temos
que [Qa,u] : Q] =2-3=6.

J& vimos que as raizes de f(z) sdo a, au e au?, que estdo todas em Q|a, u], portanto
Q[a,u] é o corpo de decomposicao de f(x) (veja que é o menor, pois qualquer outro

corpo que contém a, au e au?

necessariamente contém {«,u} e dessa forma contém
Q[a, u]). Além disso, os elementos de Q[a, u] sdo da forma a + bu, com a,b € Q[a]. Se
a=ap+taa+axa® e b= az+asa+asa?, entdo v = ag+aya+axa’®+ (a3 +asa+asa?)u =
ap + a1 + as + azu + agou + azau. Assim, uma base para a extensao Q[a,u] em Q ¢é

{1, a, & u, au, o*u}.

Agora, vamos encontrar o grupo de Galois de Q[a, u] sobre Q. Vamos apresentar
duas maneiras de fazer essa construgao: permutar os elementos que foram adjuntados com
as raizes e permutar as raizes entre si (poderfamos ter apresentado as duas formas nos
exemplos anteriores, mas acreditamos que é mais adequado neste exemplo pois temos

menos elementos para permutar).

Primeira maneira: Seja v € ['(Q|o, u| : Q) um Q-automorfismo qualquer. Como =y

atua no elementos o e u?

Observe que o® = 2, assim y(a?) = 7(2). Como 7 é um automorfismo que fixa Q,
encontramos que (y(a))® = 2, ou seja, y(a) é raiz do polinémio f(z) = z3 — 2. Logo

(@) = a, au ou au’.

Agora, como u e u? sdo raizes do polindémio p(z) = 2 + x + 1, observe que ~y(u?) +
y(w)+7(1) = v(0) = [y(uw)]* +v(u) + 1 = 0, portanto y(u) também é raiz de p(z), e dessa
forma (u) = u ou u?. Assim obtemos todos os Q-automorfismos, que podem ser gerados

através de dois Q-automorfismos o e 7, como pode ser visto na Tabela 7:

Tabela 7 — Q-automorfismos de Q[«, u]

Automorfismo Efeito em o Efeito em w

Id « U
o au u
o? au? u
T a u?
oT au u?
ot au? u?

Fonte: Os autores (2021)

Podemos observar que o = Id, 7> = Id, o1 = 70? e 0?7 = 70. Portanto G =

I'(Q[a,u] : Q) ~ Ss.
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Como G é isomorfo ao S5, podemos permutar as raizes de 2> — 2 e assim obteremos

os mesmos automorfismos, nos mostrando uma segunda maneira de encontra-los.

Segunda maneira: Permutando as raizes de f(z) = 2 —2, como pode ser observado
na Tabela 8.

Observe que os automorfismos sao iguais, exceto pela maneira que foram encontrados.
Como Q[o,u] é um corpo de decomposigdo, é uma extensao finita e normal. Assim,

encontramos todos os elementos do grupo de Galois, ja que pelo Corolario 5.20, o(T'(Q|cv, u] :

Q)) = [Qla, u] : Q] =6.

Tabela 8 — Q-automorfismos de Q[«, u]

Automorfismo Efeito em @ Efeito em au Efeito em au?

Id o ou au?
o au au? a
o? au? a au
T a au? au
oT au a au?

o’T au? au a

Fonte: Os autores (2021)

Pela construcao acima, ¢é facil identificar os automorfismos como elementos do grupo

2 [§ O./u2 — «. Se denotarmos

Ss. Vejamos, o atua da seguinte forma: o — au, au — au
os elementos o, au e au? por 1,2 e 3, respectivamente, teremos que o atua como 1 — 2,
2 — 3 e 3 — 1. Assim o pode ser identificado como a permutacao (123). Da mesma forma

obtemos 02 = (132),7 = (23),07 = (12) e o7 = (13).

Agora, vamos determinar os subgrupos de G = I'(Q|o, u] : Q):

Ordem 6: G ~ S3;

Ordem 3: A = {Id,o,0%} = (0);
e Ordem 2:

— B={ld, 7} = (1);
— C={ld,or} = (o7);
— D ={Id,o%*1} = (0?7);

Ordem 1: I = {Id}.

Podemos construir o reticulado dos subgrupos de G = I'(Q[a, u] : Q):
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G =(0,7) ~ S
A= (a)/ 3N T3
\ B=(r) C={(or) _D={o)

Agora, vamos determinar o corpo fixo dos subgrupos de G. Para realizar tais contas,

3 2

precisamos relembrar que v® = 1, o® = 2 e v> = —u — 1. Dado = € Q[a,u], com

T =ag+ a1+ a2a2 + asu + agou + a5a2u, temos:

o Id(z) = x, portanto Id fixa Q[a, ul;

« 0l — au u—u
o(x) = ap+ai(au)+ az(au)? + azu + ag(qu)u + as(au)’u

= ag+ ajqu + aya®(—u — 1) + azgu + aga(—u — 1) + asa?

2u — as0® + azu — agau — aso + aza’

= ap— ag + (a5 — az)a® + azu + (a; — ag)ou — asa®u

= ag+ a1Qu — asx

Assim g = Ap, A1 = —Qy4, A = A5 — A9, A3 = A3, A4 = A1 — A4 € A5 = —Q9. LOgO

a; = az = ag = az = 0. Dessa forma o fixa x = ag + azu. Portanto o fixa Q[u].

o 0'21 Oé-)OéUQ

u—u
o%(z) = ag+ ar(au?) + az(au?)? + azu + ag(au®)u + as(au?®)?u
= ag+ aja(—u — 1) + asa®u + azu + ago + asa®(—u — 1)
ap — a U — a1+ asd®u + azu + ago — asau — aza®

= ap+ (—ai + ay)a — aza® + azu — ajau + (ay — as)a’u

Portanto ag = ag, a1 = —a1 + a4, as = —as, a3 = as, a4 = —a1 € a5 = Ay — As.

Logo a; = as = a4 = a5 = 0. Assim o fixa ¢ = ag + asu. Dessa forma concluimos

que o fixa Q[u].
e T« u — u?
T(x) = ao+ a1+ a0® 4 azu® + as(a)u?® + as(a)?u?

= ap+ a1+ aa® + az(—u — 1) + aga(—u — 1) + aza®(—u — 1)

2 2

= ag+ a1+ a® — azu — az — AU — A4 — a5a2u — a5

= (ap —az) + (a1 — as)a + (ag — as)a? — azu — asau — asa’u

Assim, para que x seja fixado por 7 precisamos ter ag = ag — as, a; = a1 — aq,

as = as — as, 3 = —az, Gy = —ay € a5 = —as, donde obtemos az3 = a4 = a5 =0, e
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2

assim ag, a; € asg sao livres. Logo 7 fixa x = ag + a;a 4 aza” e assim 7 fixa o corpo

Qla].
o 0T — Qu u — u?
or(z) = ag+ ai(au) + as(au)? + azu® + ag(cu)u® + as(ou)?u?
ap + arau + asa(—u — 1) + az(—u — 1) + asa + aza®u
= ag+ arau — asa’®u — asa® — asu — as + ago + azo’tu
= (ag — a3) + aga — ax0® — azu + ajou + (a5 — az)o*u
Portanto ag = ag — a3, a1 = a4, ay = —aq, a3 = —as, ag = a1 € a5 = a5 — G3.

Observe que as = a3 = 0, dessa forma ag e a5 sao arbitrarios e a; = a4. Assim
r = ag + ai + arau + a5oz2u = agp + al(a + au) + a5a2u, o que nos da r =

ag — ay(a?u)? + as(au). Portanto o7 fixa Qa?u] = Q[au?].

o 0’7 — au? u — u?
o?1r(x) = ag+ ar(au?) + az(@u?)? + azu® + as(@u?)u? + as(au?)?u?
= ag+ aja(—u—1) + agau + az(—u — 1) + agau + asa®
= ay— a0 — a o + ax0’u — asu — as + asou + asa’

= (ap — a3z) — a1 + aza® — azu + (—ay + ag)ou + asa’u

LOgO ag = ap — as, Ay = —ai, G = a5, A3 = —Aas3, G4 = —Qa1 + A4 € G5 = Q2.
Observe que a3 = a; = 0, assim ag e a4 sao livres e ay = a5. Logo = = ag +
a202 + agou + aau = ag + ax(a® + a?u) + asou = ag + axa®(1 + u) + agau =

ap — a*u? + agou = ag — az(au)? + agau. Portanto o7 fixa Q[au).

Assim:

Id fixa Q[a, u] = {ag + aya + a0 + azu + agau + asa®u | ag, ay, as, as, aq, as € Q};

o fixa Qlu| = {ap + a1u | ap,a; € Q};

o? fixa Qu] = {ap + ayu | ap,a; € Q};

7 fixa Qo] = {ag + a1 + aza? | ag, a1, as € Q};

o1 fixa Qlau?] = {ag + a10®u + asau?® | ag, ay, as € Q};

o1 fixa Qlau] = {ag + a1cu + asa®u? | ag, a1, as € Q};

Portanto:

*

G = (o,7)~5s Gt = Q;

*

A={Id,o,o?} At = Qlov, u] N Q[u] N Q[u] = Q[u];
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« B={Id, T} Bt = Q[o, u] N Q[a] = Qlal;

x C ={Id,or} CT = Qle, u] N Q[aw’] = Qlaw?];
« D= {Id,or} D' = Qle, u] N Qau] = Qlaw];
« I ={Id} It = Qla, u).

Construindo o reticulado dos subcorpos de Q[a, u]:

=

Q[V/2,u]

Ao calcular os subgrupos normais de GG, encontramos que os unicos subgrupos normais
sao G, A e I. Assim pelo teorema fundamental de Galois, as Uinicas extensoes normais
sao GT, At e I, que sdo os corpos de decomposiciao dos polinémios =, 2>+ + 1 e 23 — 2,

respectivamente.

Observe que BT confirma o teorema: como o € BT, v é raiz do polinomio f(x) = 23 —2
e f(x) é irredutivel sobre Q, concluimos que f(x) é o polindmio minimal de «, mas se
B! : Q fosse uma extensdo normal, B seria o corpo de decomposicio de f(z), o que é

falso.

5.4.6 Exemplo 6

Finalizaremos os exemplos com mais um polinomio interessante para ser estudado,
que é o polindémio f(z) = z° — 2 € Q[z].

Seja L = Gal(z® — 2,Q) o corpo de decomposigao do polindmio f(z) = z° — 2.
Pela Proposicio 5.27, as cinco rafzes de f(z) sdo v/2, v/2u, ¥/2u?, v/2u? e v/2u*, em que

2m 27
u = cos — +isen = é a raiz quinta da unidade. Temos assim L = Q[v/2, u].
A partir de agora, vamos denotar v/2 = 3 a fim de facilitar a escrita.

Sabemos que u ¢ raiz do polindémio irredutivel z% + 2® + 2% + x + 1, assim [Q[S, u] :
Q[A]] = 4. Além disso, como z° —2 ¢ o polindmio minimal de 3, temos [Q[S] : Q] = 5. Logo
QI8 4] : Q] = [QI8, o] : QI]]-[QIB] : Q] = 4-5 = 20. Uma base para Q[8, u] visto como Q-
€Spago vetorial € B = {L 67 627 ﬂ?)a 647 u, ﬁuv 62U, 53'“’7 54’“'7 UQ, BUQ, BQUZ, ﬁ3u2a 64/&27 U3, ﬁu37
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62u3,53u3, 64u3}_
Vamos calcular os Q-automorfismos de L. Como Q[5] ~ Q[fu], (j& que sao raizes do
mesmo polinémio), vamos definir um Q-automorfismo o de L por o(f) = fu e o(u) = u.

2 sao raizes do mesmo polindmio, vamos definir um Q-

Da mesma forma, como u e u
automorfismo 7 de L por 7(8) = e 7(u) = u?. Assim, 0° = Id e 7" = Id, onde Id é o
homomorfismo identidade. Compondo tais automorfismos, obtemos todos os elementos do
grupo de Galois, como pode ser observado na Tabela 9.

Assim, o grupo de Galois do polinémio f(z) é G = (o,7) = {0’77 |0<i<4,0< 5 <

3} é um grupo de ordem 20, isomorfo ao grupo de Frobenius Fyy. Observe que 70 = 7.

De forma geral, um grupo finito G é dito grupo de Frobenius se G contém um
subgrupo H préprio diferente de {e} tal que H NgHg ' = {e} Vg € G — H. Alguns
exemplos sdo S3 e D,, para n impar. No nosso exemplo, o grupo de Galois serd o grupo de
Frobenius Fyy, que é subgrupo de Ss, tem ordem 20 e é gerado pelas permutagoes (12345)
e (2354).

Vamos calcular a ordem dos elementos:

Elementos de ordem 2: 72, 072, 0272, 0372 ¢ o*72.

Elementos de ordem 4: 7,07, 07, 031, o*r, 72, 073, 02713, 0373 € o*73.

Elementos de ordem 5: «, o2, a® e o*.

Agora,vamos calcular os subgrupos de G' =~ Fyq utilizando geradores:

. I=(Id) = {Id}; . O = (0% = {Id, 0?1} ~ Zy;

e A= () = {Id, 7%} ~ Ly, o D= (0572 = {Id,0*7%} ~ Ly,

o B=(o7? ={Id,o1?} ~ Zy; o E=(0'7?) ={Id, 0"} ~ Zy;

o S=(r)={Id,7,7%, 73} ~ Zy; o V = (o37) = {Id,o%r,0'% 073} ~
Ly;

T = {(o7) ={Id,or,0372,0°7%} =~ Zy;

W = (o'7) = {Id, o7, 0°7% 0373} ~

Ly

e U = (o%r) = {Id, 01,072 013} ~

Zy; o X =(0)={Id,o,0% 0% 0"} ~ Zs;

Z = {o,7%) ={Id,0,0% 0% 0% 12 072, 0%72, 0372, 0'7?} ~ Ds;

e G = <O',7'> ZFQU.
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Tabela 9 — Q-automorfismos de Q[3, u]

Automorfismo Efeito em 5 Efeito em u

Id

Q

u

SISO SN

IS S S S S S S O S N
[ U T O N SO N e S A e O )

Agora, vamos determinar os corpos intermediarios da extensao L : Q, onde L =
Gal(z® — 2,Q). Os subgrupos normais de G sao {Id}, (o) ~ Zs, (0,7%) ~ D5 e G. Assim,

I'=LeG =Q.

Como 7(3) = B, segue que Q[3] C (7)T. Mas entdo (1) C (7)™ C Q|B]*. Perceba
que [Q[F] : Q] =5 ¢ [Q[u] : Q] = 4. Como Q[S] é um corpo intermedidrio, pelo Teorema



Capitulo 5. Teoria de Galois 97

Fundamental de Galois, temos o(Q[5]*) = [L : Q[8]] = 4. Como o((7)) = 4, segue que
(1) = (1) = Q[B]*, assim ST = (7)T = Q[A]. Da mesma forma concluimos que X' = Q[u].

Além disso, observe que:

o o(u) =y o 31(Bu?) = Bu?;
. 7(8) = B . o*r(Bu?) = u®
. o' (Bu) = Bu: . or(But) = But

Como S, Bu, fu?, Bu? e fu* sdo raizes do polindomio x° — 2, pelo Coroldrio 4.31, segue
que os corpos Q[A], Q[Bu], Q[Bu?], Q[Bu?] e Q[Bu?] sdo isomorfos, assim todos sdo fixos
por subgrupos de ordem 4.

Como o7(Bu) = Bu, o37(Bu?) = Bu?, o?7(Bu?) = fud e o7(Bu*) = Bu?, concluimos
que Wt = Q[Bu], VT = Q[8u?], UT = Q[Bu’] e TT = Q[Bu'].

Agora, vamos determinar o corpo fixo do subgrupo Z = (o, 7). Como 7%(u) = u? e
72 (u?) = u, temos 7%(u + u?) = u + u?, ou seja, 72 fixa u + u*. Da mesma forma, como
o(u) = u, o também fixa u +u. Além disso, 72(u? 4+ u?) = u? +u? e o(u? +u?) = u? +u?,
logo u? + u3 também é fixado pelos automorfismos de Z.

Seja My ,4(2) 0 polindmio minimal associado ao elemento u + u*, que possui grau 2.
u+u }

Como u? + u® também é fixo por Z, u® + u® deve ser a outra raiz de m,, (). Assim:
Moyt (2) = (= (u+u?)) (2 — (W +u?)) = 2% — (u+u® + v’ +u')e + (u+u® + v’ +u?)

Sabemos que u é raiz do polindémio f(z) = 2+ a3+ 2?+x+1, logo u+u?+ud+u' = —1,
donde segue m, 4 (z) = 2> + z — 1. Como as raizes de m, () sdo ﬂ
que Q[u + u*] = Q[v/5]. Como [Q[v/5] : Q] = [ZT : Q] = 2, concluimos que ZT = Q[v/5].

Agora resta encontrar os corpos fixos pelos subgrupos de ordem 2. Seja A = (72).
Temos A C Z e A C S, assim ZF C At e ST C Af, ou seja, Q[v5] C At e Q[3] C AT,

logo Q[vV/3, 8] € AT. Como [Q[V5, 5] : Q] = [Q[v5,5] : Q[A]] - [Q[A] : Q] =2-5=10¢
[AT: Q] = 10, segue que A" = Q[v/5, 3]. Da mesma forma, encontramos os demais corpos

fixos: Ot = Q[V5, Bu], B = Q[V5, Bu?], Bt = QIV5, 5u’] e Dt = Q[v/5, fu'].

Para finalizar este capitulo, apresentamos o diagrama dos corpos intermediarios:

, obtemos
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Qlv5, V2u’]

Qlv5, V2u']
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6 Solubilidade e calculo do grupo de Galois
de polindmios

Para finalizar nosso trabalho, neste capitulo apresentaremos a relacao entre a solubili-
dade das equagoes polinomiais, relacionadas a solubilidade dos grupos de Galois. Também
apresentaremos critérios que permitem classificar o grupo de Galois de um polinémio
de grau menor ou igual a 5, apenas conhecendo seus coeficientes e algumas ferramentas

auxiliares. Devido ao objetivo deste capitulo, algumas demonstracoes serao omitidas.

6.1 Solucdo por radicais

Nesta secao apresentaremos a relacao entre os grupos soltveis e as equacoes polinomi-
ais soluveis por radicais, justificando o porqué de nao ser possivel encontrar uma equacao
que fornecga as raizes de um polindmio de grau 5 utilizando apenas radicais. Estamos quase

chegando no fim desta aventura.

6.1.1 Grupos soliveis

Nesta subse¢do vamos apresentar algumas defini¢des e resultados pertinentes a teoria
de grupos, em especial, grupos simples e soltuveis. Tais tépicos sao necessarios para a

compreensao da insolubilidade de algumas equagoes quinticas.
Definicao 6.1. Um grupo G € dito soluvel se este tem uma sequéncia finita de subgrupos
{e}:GOQGlgGQQQGn:G
tais que:
i) G; € subgrupo normal de G;y1, ou seja, G; <A Givq, YVi=0,...,n—1;

G; .
it) ¢ abeliano !, Vi=0,...,n—1.

(2

Observe que nao vale a transitividade: G; < G411 < G2 ndo implica que G; <1 G 4o.

Exemplo 6.2. Todo grupo abeliano G € solivel, basta considerar a sequéncia {e} < G.

G
Com efeito, {e} é subgrupo normal de G e — ~ G é abeliano.

{e}

estd bem definido, visto que G; < Gi41.

Git1
G,

1

Observe que o grupo
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Exemplo 6.3. O grupo simétrico S3 de ordem 6 € soluvel, pois possui um subgrupo ciclico

Az de ordem 3, gerado pela permutacdo (123), cujo quociente A—S é ciclico de ordem 2.2
3

Basta ver no exemplo acima que a sequéncia {e} C A3 C S; satisfaz as condigoes 1)

e i1). Outros exemplos de grupos soliveis sao:
e« Dy = {0,7), com a sequéncia {¢} C A C S C Dy, em que A = (0%) ~ Zy e
S = (o) ~ Ly;

A S
Neste caso temos {e} <1 A, A <S5 e S < Dy, além disso — ~ A é ciclico, — ~ Zy é

{e} A
oDy . : - .
ciclico e 5 ~ 7 € ciclico, portanto os quocientes sao abelianos e consequentemente

D, é soluvel.
« Sy, com a sequéncia {e} CV C Ay C Sy, em que V é o grupo de Klein.

A
Temos {e} <V, V < Ay e Ay < Sy. Além disso, {‘e/} ~ V' ¢é abeliano, 74 ~ Zs e
Sy

oL ~ 7.5 sao ciclicos. Portanto os quocientes sao abelianos, e assim Sy é solivel.
4

Teorema 6.4. Seja G um grupo, H um subgrupo de G e N um subgrupo normal de G.

i) Se G € solivel, entdo H € solivel.

G
ii) Se G € solivel, entdo N é solivel.
G . Y
iii) Se N e  Sao soliveis, entdo G € soluvel.

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [STEWART I, 2015], p. 145. O
Definigao 6.5. Um grupo G ¢é simples se seus tinicos subgrupos normais sao {e} e G.

Exemplo 6.6. Todo grupo ciclico Z, com p primo € simples, ja que nao possui outros
subgrupos normais além dos triviais. Estes grupos também sao abelianos, portanto, soliveis.
Em especial, eles sdo os unicos grupos simples soliveis.

O proximo resultado generaliza este exemplo:

Teorema 6.7. Um grupo soluvel é simples se e somente se é ciclico de ordem prima.

Demonstragdo. Suponha que G é um grupo solivel simples, assim existe uma sequéncia
{e} =Gy <Gy < ... <G, =G, no qual assumimos G; # G;;1. Dessa forma, G,_; é
subgrupo normal de GG. Mas como G é simples, G s6 possui subgrupos normais triviais,

G

" — —— = (@ ¢ abeliano. Como G ¢ abeliano, todo subgrupo
Gn,1 {6}

de G é normal, mas G ¢é simples, logo G nao possui subgrupos normais préprios. Assim,

logo G,—1 = {e} e assim

2 Em especial, todo grupo ciclico é abeliano.
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dado um elemento g € G teremos (g) = G, entdo G deve ser ciclico com ordem prima.
Por outro lado, se G é ciclico com ordem prima, G é abeliano e nao possui subgrupos nao
triviais, logo G é soluvel e simples. O

Teorema 6.8. Sen > 5, o grupo alternado A, de grau n é simples.

Demonstragao. Ver [STEWART I, 2015], p. 147. O

Na verdade, A5 é o menor grupo simples nao abeliano, resultado que foi provado

primeiramente por Galois.

Corolario 6.9. O grupo simétrico S,, de grau n nao é solivel para n > 5.

Demonstragao. Suponha por absurdo que S, é soluvel para n > 5. Assim, pelo Item
i) do Teorema 6.4 temos que A, é solivel. Se n > 5, vimos no Teorema 6.8 que A,
é simples. Logo, se n > 5, A, é um subgrupo simples e soluvel. Pelo Teorema 6.7,

segue que As é ciclico de ordem prima. Mas sabemos que se n > 5, a ordem de Aj é

U one(n—1)-...-5-4-3-2-1
nt _n-(n—1) —n-(n—1)-...-5-4-3-1=2-[n-(n—1)-...-5-2-3-1]

2 2
que é par. Absurdo. O

6.1.2 Extensoes radicais

Nesta se¢ao, apresentaremos um rigor maior na definicdo de solucao por radicais.

Iniciaremos explicando informalmente o que é uma extensao radical. Por exemplo, considere

5|7 3
r =11 - +2\/_ + /1 + /4. Para encontrarmos uma extensao de Q que contém z,
s/ T+ 5

precisaremos adjuntar os elementos o = /11, f = /3, v = 5 S=Vdee=v1+0.
De maneira formal, temos a seguinte definicao:

Definigao 6.10. Uma extensio L : K em C € radical se L = Klay,...,a,] onde para
cada j = 1,...,n existe um inteiro n; tal que a;-” € Klay,...,aj-1], j > 2. Dizemos que

os elementos a; formam uma sequéncia radical para L : K. O grau radical do radical o; €

nj.

|7 3
Exemplo 6.11. A ezpressio anterior x = /11 - {] +2\/_ + /14 /4 estd contida em

T+
=5

uma extensdo radical da forma Q|a, B,7,0, €| em que o® =11, 2 =3, +° =4

eet=1+9.

Perceba que qualquer expressao radical esta contida em uma extensao radical.
Observacgao 6.12. Toda extensao radical é finita.

Observagao 6.13. Nem toda extensio radical é normal. Por exemplo, Q[/2] é uma
extensio radical, porém jd vimos no Exemplo 5.16 que Q[v/2] ndo é normal.
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Observagao 6.14. Podemos tomar os graus n’s como primos, mesmo que seja necessdrio

aumentar a sequéncia de subcorpos. Por exemplo, considere a = /5 = \//5. Sejam

=5 ey =B. Temos o € Q, B> € Q e 7% € Q[A]. Assim a € Q|a] ou a € Q[3,7],

que sdo extensoes radicais.

Um polinémio é considerado solivel por radicais se todas as suas raizes sao expressoes

radicais sobre o corpo base. Assim, temos a seguinte definicao:

Definigao 6.15. Seja f(z) um polinémio sobre um corpo K de C e seja Gal(f,K) o
corpo de decomposicao de f(x) sobre K. Dizemos que f(z) é solivel por radicais se
existe um corpo M contendo Gal(f, K) tal que M : K seja uma extensao radical.

Observe que f(x) é solivel por radicais somente se existe tal corpo M. Além disso,
a extensao Gal(f, K) : K nao precisa ser radical. De fato, queremos que tudo no corpo
de decomposi¢ao Gal(f, K) seja expresso por radicais, mas nao adianta esperar que tudo

expresso pelos mesmos radicais esteja no corpo de decomposicao.

De fato, considere o polindmio f(z) = 2 + 2* — 2z — 1. Pelo Teorema 3.45, vamos
verificar se o polindomio f(z) = 2® + 2% + 1 é irredutivel sobre Z[x]. De fato, como f nio
possui raizes em Zsy, concluimos que f(x) é irredutivel sobre Z e consequentemente sobre

Q. Agora, vamos mostrar que Gal(f,Q) : Q nao é radical.

27 us T
As raizes de f(z) sdo a1 = 2cos —, ag = 2cos — e az = 2cos —. Observe que as
raizes de f(z) sdo reais, logo Gal(f,Q) C R. Além disso, ap = a? —2e a3 = —a3 —ag + 1,

assim as raizes as e ag podem ser obtidas por meio de ay, ou seja, Gal(f, Q) = Q[ay].

Agora, suponha que Q[aq] : Q é uma extensao radical. Entao existe n € N tal que
af € Q. Ou seja, o € raiz do polindmio 2™ — o € Q[z]. Como f(x) é monico e irredutivel,
f(z) é o polinémio minimal associado a a1, logo f(x) divide 2" — af.

Sabemos pela Proposicio 5.27 que as rafzes n-ésimas de af sdo oy - (8, k=1,...,n,
em que (, = cos % + i sen 2;; Ou seja, as raizes do polinémio " — of sao da forma
ar-C* k=1,... n. Mas como f(z) divide 2" — o}, as demais raizes de f(x) sao da forma
ay - % € C (observe que s6 terfamos (¥ € R se sen %’r = 0, o que implica que n = 1 ou
n = 2, mas como Jf = 3, n > 3). Porém vimos que as raizes de f(z) sdo ntmeros reais.

Absurdo. Portanto Gal(f,Q) : Q ndo é uma extensao radical.

Com o auxilio do software Wolfram Alpha, encontramos que as raizes de f(x) expressas

por radicais sao da forma:

ap =

37 1+3z
3/1+32
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Considere M = Q|a, 3,7, 0], em que a? = =3, 33 =2, 93 = 1+ 3a e 6> = 7. Observe
que M é uma extensao radical que contém Gal(f, Q). Assim f(z) é soltivel por radicais,

embora seu corpo de decomposi¢ao nao seja uma extensao radical.

Além disso, queremos que todos as raizes de f(z) sejam expressas por radicais. E
possivel que algumas raizes sejam expressas por radicais enquanto outras nao (basta tomar
o produto de dois polindmios, um solivel e o outro nao). Entretanto se um polinémio
irredutivel f(x) tem uma raiz expressa por radicais, entdo todas as suas raizes devem ser

expressas, basta lembrar que K|a] ~ K|[f], onde a e 8 sdo as raizes de f(z).

Lema 6.16. Se L : K é uma extensao radical em C e M € o fecho normal de L : K,
entao M : K é radical.

Demonstragao. Seja L = K|ay, ..., a,] uma extensao radical com o' € K[ag, ..., ;1]

Seja fi(x) o polinémio minimal de a; sobre K. Entdo M 2O L é o corpo de decomposicao

de fi(z) - ... fulz) = [] fi(z). Se B;; é outra raiz de fi(z), temos B;; € M, e pelo
i=1

Corolario 4.31, existe um isomorfismo o : Ko;] = K[f;;] que pode ser estendido a um
K-automorfismo 7 : M — M pela Proposicao 5.13. Como «; € radical sobre K, §8;; também
é, portanto concluimos que M : K é radical. O

Lema 6.17. Seja K um subcorpo de C em que 2™ — 1 se divide. Sejam a € K e L o corpo
de decomposi¢io de x™ — a € K[x]. Entdo o grupo de Galois de L : K é abeliano.

Demonstragdo. Seja o uma raiz qualquer de 2" — a. Como z™ — 1 se decompoe em K, a
raiz geral de 2 —a é au, onde u é uma raiz de 2" — 1 em K. Como u € K, temos L = K|a],
assim qualquer K —automorfismo de L é determinado por seu efeito em «. Dados dois
K-automorfismos ¢ : @ — au e 7 : @ — &, onde u,{ sao raizes n-ésimas da unidade,
temos (0 o7)(a) = o(7(a)) = 0(af) = o(a) - £ = (au)é = 1(au) = 7(o(a)) = (T o o) ().
Portanto o grupo de Galois de L : K é abeliano. O]

Este resultado é bem interessante, pois generaliza o Exemplo 5.4.4. S6 devemos
tomar cuidado com o corpo base, que deve conter uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Além disso, este resultado é importante para os demais resultados que virdao a seguir.

Lema 6.18. Se K ¢é um subcorpo de C e L : K é normal e radical, entio I'(L : K) é
soluvel.

Demonstragio. Suponha que L = Klay,...,a,] com o) € K[ag,...,a;_1]. Como vimos
na Observagao 6.14, como L : K é radical, podemos refinar Koy, ..., a,] a fim de tomar
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todos os indices n)s primos. Portanto vamos assumir que todos os indices n;, i = 1,...,n
sdo primos. Em particular, existe um primo p tal que of € K. Além disso, a demonstracao
serd feita por inducdo sobre n.

Sen =0, entdo L = K , assim I'(L : K) = {Id} é soluvel.

Se ay € K, entao L = K|ag,...,ap] e I'(L : K) é soltvel por induc¢ao. Podemos
assumir entao que a; € K. Seja f(z) o polindmio minimal de oy sobre K. Como of € K,
aq € raiz do polindmio 2P — of. Assim f(z) divide 2P — of.

Como «a; ¢ K, f(x) tem no minimo grau 2. Seja § € L uma outra raiz de f(x)
diferente de ;. Consequentemente [ também é raiz de 2P — o, assim 3 = of. Considere
€= % Entao ¢ =1 e € # 1 é raiz do polinémio x? — 1. Assim, M = KJe¢] é o corpo de
decomposigao do polindémio P — 1, logo M : K é normal e I'(M : K) é abeliano.

Agora, considere a cadeia de subcorpos K € M C M|a;] C L. Observe que L : K é
finita e normal, logo L : M também é, e assim o teorema fundamental de Galois se aplica
al:Keal:M.

Como 2P — 1 se decompoe linearmente em M e of € M, o Lema 6.17 nos d4 que
['(MJay] : M) é abeliano. Aplicamos o teorema fundamental de Galois para deduzir que

(L : M)
INQL7S M)~ ————.
(Mlaa]: M) > 53
Agora, L = M|o][ag, ..., a], e assim L : M[a;] é uma extensdo normal e radical.

Por inducao, I'(L : M|ay]) é soluvel. Portanto, pelo Teorema 6.4, I'(L : M) é solivel.
Ja observamos que M : K é normal e que I'(M : K) é abeliano. Assim, pelo Teorema

I'L:K
Fundamental de Galois I'(M : K) ~ F((L]\/[)) Por fim, como I'(L : M) é soluvel, segue
pelo Teorema 6.4 que I'(L : K) é soltvel, como queriamos. O

Teorema 6.19. Se K € subcorpo de C e K C L C M onde M : K é uma extensdo radical,
entao o grupo de Galois de L : K é solivel.

Demonstragao. Seja Ky o corpo fixo de I'(L : K) e N : M o fecho normal de M : K.
Assim K C Ko C L C M C N. Como M : Ky é radical, temos pelo Lema 6.16 que
N : Ky é uma extensao normal radical. Assim, pelo Lema 6.18 segue que I'(NV : Kj) é
soluvel. Pelo Teorema 5.23 encontramos que L : Ky é uma extensao normal. Assim, pela
correspondéncia de Galois, segue:

T'(N : K)

['(L: Ky) ~ TV D)

O Teorema 6.4 implica que I'(L : Ky) é solavel. Mas I'(L : K) =T'(L : Ky), assim
concluimos que I'(L : K') é solivel. O

Teorema 6.20. Seja K um corpo de caracteristica zero e seja L : K uma extensdo normal
finita com grupo de Galois soluvel. Entao existe uma extensao R de L tal que R : K é
radical.

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [STEWART I, 2015], p. 199.
m
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O préximo resultado é o mais importante desta secao:

Teorema 6.21. Se f(x) é um polinémio sobre um corpo K C C, f(x) é solivel por
radicais se e somente se o grupo de Galois de f(x) € solivel.

Demonstragdao. Seja Gal(f, K) o corpo de decomposigao de f(x) sobre K C C e suponha
que f(z) é soluvel por radicais. Como f(x) é solivel por radicais, existe uma extensao
M : K radical, com Gal(f, K) C M. Assim, pelo Teorema 6.19 segue que o grupo de
Galois de Gal(f, K) : K é soluvel, ou seja, o grupo de Galois associado a f(x) sobre K é
soluvel.

Por outro lado, se o grupo I'(Gal(f, K) : K) é soluvel, pelo Teorema 6.20, como
Gal(f, K) ¢ uma extensao normal e finita, existe uma extensao R de Gal(f, K) tal que
R : K é radical. Portanto f(z) é solivel por radicais. O

Agora, temos condigoes de determinar quando um polindmio sera soltvel por radicais.
Para terminar essa se¢do, apresentaremos um ultimo resultado:
Teorema 6.22. Sejam p um primo e f(x) um polindmio irredutivel de grau p sobre Q.

Suponha que f(x) tenha precisamente duas raizes imagindrias em C. Entdao o grupo de
Galois de f(x) sobre Q € isomorfo ao grupo simétrico S,.

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [STEWART I, 2015], p. 159.
O

Exemplo 6.23. O polinomio x° — 6x + 3 sobre Q nao é solivel por radicais.

De fato, o polindmio f(x) = z° — 6x + 3 possui trés raizes reais e duas complexas,

donde segue pelo Teorema 6.22 que o grupo de Galois de f(x) é S5, que nao é solivel.

Na préxima secao, apresentaremos alguns resultados que permitem determinar o
grupo de Galois de qualquer polindmio com grau menor ou igual a 5, facilitando a

compreensao da insolubilidade de algumas equagoes quinticas.

6.2 Classificando os Grupos de Galois

Finalizaremos este trabalho apresentando resultados que permitem classificar o grupo
de Galois de um polindmio irredutivel de grau 2, 3,4 ou 5. Estes resultados sdo muito
lindos e fecham com chave de ouro nosso trabalho. As demonstragoes serdo ocultadas pois
estamos mais interessados nas aplicagoes dos teoremas. Além disso, ao longo desta secao

consideraremos charK = 0.

Definigao 6.24. Seja K um corpo e seja f(x) € K[z]. Sejam oy, aq, ..., ap as raizes de
f(x) em Gal(f,K), e seja A = [[(es — o) € Gal(f, K). Entao o discriminante de f(z)
i<j

é o elemento D = A? = [[(c; — aj)*.

1<j
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Definicao 6.25. Se L é uma extensdao algébrica de K e a € L, entao o discriminante de
a € definido como o discriminante do polinomio minimal mq(z).
A partir das defini¢des acima, podemos enunciar o seguinte lema:
Lema 6.26. Sejam f(x) € K[z| um polinomio irredutivel e Gal(f, K) o corpo de decom-
posigao de f(x) em K[z]. Entdo:
i) o € I(Gal(f,K) : K) é uma permutagdo par se e somente se o(A) = A =/ A?;

i) o € I(Gal(f,K) : K) é uma permutagdo impar se e somente se o(A) = —A;

Além disso, D = A% € K. Assim, temos o seguinte resultado:

Corolario 6.27. Seja f(x) € K[z| um polindmio irredutivel com n raizes, cujo discrimi-
nante é A? . Entio T'(Gal(f,K) : K) é um subgrupo de A, se e somente se A € K.

6.2.1 Polinbmios de grau 2

Seja f(z) = 2? 4+ bx + ¢ um polindémio irredutivel sobre um corpo K. Sabemos,

pela féormula resolutiva de equagoes do 2° grau, que as raizes desse polindomio podem ser

—b+/b% —4c —b— Vb2 —4c

expressas por ay = e g = . Assim, podemos calcular o
2 2 ’

discriminante:

D=A* = [[(a; — ;)

i<j
= (041 - 042)2

2
(b VP —dc (—b—\/62—4c>)
- 2 B 2

B (—b+ V0?2 —de+ b+ Vb2 — 4c>2

2
(\/b2 — 40)2
= b —4c

Observe que encontramos o famoso discriminante estudado durante o ensino funda-

mental (s6 ndo possui o coeficiente a pois f(z) é monico).

—b+ VA2 —b+ VA2
O corpo de decomposicao de f(z) em K serd K[aq, as] = K +2 , +2 )
Porém, como b € K, 52 € K, e assim Gal(f, K) = K{\/AQ, —\/Aﬂ = K[VA?] = K[A].

Exemplo 6.28. Seja f(z) = 2 +1 € R[z]. Temos A = 0> —4c = 0> —4-1 = —4.
Portanto Gal(f,R) = R[A] = [\/ 4] = R[2i] = R[] ~ C.

Proposigao 6.29. Sejam f(x) € K[z] um polinomio de grau 2 e A? seu discriminante.
Se G é o Grupo de Galois de Gal(f,K) : K, entao G < Sy. Em especial,
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i) Se VA2 =A € K, entio G = {Id};
ii) Se VA2 =A¢& K entio G = Ss.

Exemplo 6.30. Seja f(z) = 2* — 2z — 3 € Q[z]. Observe que A = \/(—2)2 —4-(-3) =
V16 = 4 € Q. Portanto G = {Id}. Perceba que neste caso as raizes de f(x) sio a; = —1
e g = 3, que sao numeros racionais, assim Gal(f,Q) = Q e por isso G = {Id}, jd que o
unico Q—automorfismo de Q € a Id.

Exemplo 6.31. Considere f(z) = 2> — 2 € Q[z].

Temos Gal(f,Q) = Q[VA? = Q[/0? —4-(-2)] = Q[v8] = Q2v2] = Q[V2]. Como
A =+/8¢Q, o grupo de Galois associado a extensio Q[v/2] : Q é S,. Perceba que jd
tinhamos encontrado este resultado no Exemplo 5.4.3, visto que Sy =~ Zs.

Observe que no Exemplo 6.30 temos o caso trivial. Dado f(x) € K[z] e L o corpo
de decomposigao de f(x) sobre K, o grupo de Galois é I'(L : K) = {Id} se e somente as
raizes de f(x) estao em K. Portanto, a partir de agora ndo vamos mais nos interessar em
calcular quando T'(L : K) é {Id}, ou seja, vamos analisar apenas os casos em que f(x) é

irredutivel sobre K.

Sabemos que o grupo de Galois de um polindmio f(z) € K[z] de grau n é um subgrupo
de S,. Ou seja, o grupo de Galois I'(f, K) ird permutar as raizes da equacao f(z) = 0. Se
no6s reordenarmos as raizes de f(x), o novo grupo de Galois I'(f, K) ird mudar para um
conjugado do grupo I'(f, K), ou seja, existe p € T'(f, K) tal que I'(f, K) = p['(f, K)p~'.
Assim, estaremos interessados apenas em calcular as classes de conjugacao de I'(f, K).
Conforme o grau do polindémio f(z) aumenta, o nimero de classes de conjugacao também
ird aumentar consideravelmente. Mas no caso em que f(x) é irredutivel sobre K, o grupo
de Galois I'(f, K) ird agir transitivamente sobre as raizes de f(x), o que reduz a lista de
possiveis subgrupos rapidamente. A seguir apresentamos algumas defini¢cbes e teoremas

importantes para a compreensao deste paragrafo.

Definicao 6.32. Seja G um grupo e X um conjunto. Uma ag¢do de G em X ¢ definida
como um homomorfismo ¢ : G — P(X), no qual P(X) é o conjunto das permutagoes dos
elementos de X.

Neste caso, dado oo € X e g € GG, representamos a a¢ao de g em « por a?.

Definicao 6.33. Seja G agindo no conjunto X. Sejam o, f € X. Vamos definir a relagcdo
~ da sequinte forma: o ~ [ se e somente se existe g € G tal que § = af. Essa relacdo
¢ de equivaléncia, e assim as classes de conjugacdo sao definidas como as orbitas de G
sobre X.

Definicao 6.34. Uma acao de um grupo G sobre um conjunto X é chamada transitiva
se houver uma unica orbita sobre a agdo, isto €, para quaisquer o, 3 € X, existe p € G tal
que o = 3.
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Teorema 6.35. Seja f(x) um polindmio sobre o corpo K. Entdo o grupo de Galois G age

transitivamente no conjunto de todas as raizes de f(x) se e somente se f(x) € irredutivel
sobre K.

Teorema 6.36. Seja K um corpo e f(x) um polindmio irredutivel de grau n sobre K.
Entdo o grupo de Galois G de f(x) é um subgrupo transitivo de S,, cuja ordem é divisivel
por n.

Observe que os dois teoremas acima sao muito importantes e auxiliam na determi-
nacao dos possiveis grupos de Galois. Assim, para que G seja grupo de Galois de um
polinémio irredutivel f(x) de grau n, G deve ser um grupo transitivo cuja ordem é multipla

de n.

6.2.2 Polinbmios de grau 3

Ja sabemos que um polinémio irredutivel de grau 3 tem grupo de Galois isomorfo
a um subgrupo de S3. Além disso, pelo Teorema 6.36, a ordem do Grupo de Galois sera
divisivel por 3, portanto as tnicas possibilidades para o grupo de Galois de um polinémio
irredutivel de grau 3 sdo os subgrupos transitivos As (gerado pela permutacao (123)) e S5
(gerado pelas permutagoes (123) e (12)). Vamos verificar em quais casos cada um ocorre,
mas antes precisaremos de alguns resultados auxiliares, que nos ajudarao no calculo do

discriminante.

Lema 6.37. Seja f(x) € K[z] um polinomio irredutivel da forma f(z) = x*+bx*+cx +d.

O polinomio f(x) pode ser reescrito da forma y* + py + q, substituindo v =y — 3’ com
—b? 20°  be

= — = — — — +d.
p 3 +ceq 57 3—1—

Observagao 6.38. O discriminante do polinomio f(x) = z* + bx* + cx + d € igual ao
discriminante do polinémio > + py + q.

Proposi¢ao 6.39. Seja f(z) = 2 + ba? + cx + d € Klz] um polinémio irredutivel
e v + py + q sua forma reduzida. Entdo o discriminante de f(x) pode ser facilmente
calculado por D = A? = —4p® — 27¢°.

Veja que a substituicao que fizemos nos fornece uma equag¢ao muito importante que

facilita o cdlculo do discriminante.

Exemplo 6.40. Considere f(z) = 23 + 2> — 2z — 1 € Q[z]. Vamos encontrar sua forma

reduzida.
—b? -1 -7
Temos b = 1,¢c = —2 e d = —1. Portanto p = T—l—c: ?—2 = 5 e
203 b 2 —2 -7 7 7
q= 2—7—§C+d =g~ (3) —1= 57 Assim f(x) pode ser reescrito como y?’—gy—2—7

—7\3 —7\?2 —343 49
e seu discriminante serd A* = —4 - <> — 27 - <> = —4. <) — 27 - <> =
3 27 27 729
1372 49

o
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Exemplo 6.41. Jd sabemos que f(x) = x® — 2 € Q[x] € irredutivel, além disso, jd estd
na forma reduzida. Assim, fica mais facil calcular o seu discriminante, como podemos ver:
A? =JJ(a; — aj)* = —4-0° — 27 - (—2)* = —108.

i<j
Teorema 6.42. Seja f(x) € K[z] um polindmio irredutivel de grau 3. Se oy, e, ag $Go
as raizes de f(x), o corpo de decomposicio de f(x) serd Koy, as, as] = K[aq, Al.

Exemplo 6.43. Obtemos no Exemplo 6.41 que o discriminante do polinémio f(x) = x*—2

é A% = —108. Pelo Teorema 6.42, podemos encontrar seu corpo de decomposicio. Assim,

como uma das raizes de f(x) é /2, temos Gal(f,Q) = Q[ay,A] = Q[v/2,/—108] =
Q[v/2,iv/3]. Observe que é o mesmo resultado que obtemos no Exemplo 5.4.5, pois a raiz

cubica da unidade u = —% + ?z pode ser obtida por meio da adjuncio do elemento i/3.

Teorema 6.44. Sejam f(z) € K[z| um polinomio irredutivel de grau 3 e L = Gal(f, K)
seu corpo de decomposicdo. Assim:
i) Se A€ K entao I'(L : K) ~ As;
ii) Se A ¢ K entao I'(L : K) ~ S;.
Quando A € K, o corpo de decomposigao de um polinémio f(z) € K[z] com raizes

ai, g, a serd K|ag, A] = K[ay]. Portanto, o grupo de Galois de f(z) ird permutar as

raizes, ou seja, os automorfismos serao da forma

a1 — O a1 — Qo a1 — Q3

2
Id = Qg — Q9 g = Qg — O3 0" = Qo —
a3 — O3 a3 — 0 a3 — Q9

visto que os corpos Ka1], K[as]| e K|as] sao isomorfos (pois sdo raizes do mesmo polindémio
irredutivel). Observe que estas permutagoes sao iguais as permutagoes {Id, (123),132)} =
As.

Exemplo 6.45. Considere o polinémio f(z) = 2® — 3z + 1 € Q|z], cujo discriminante

¢ A? = —4.(=3)3—27-1%2 = 108 — 27 = 81. Como A = /81 = 9 € Q, concluimos
2
que o grupo de Galois de f(x) é As. Em especial, as raizes de f(x) sdo oy = 2 cos (W>,

9
8 14
Qo = 2cos (;) e a3 = 2¢08S (97T)

Exemplo 6.46. No Exemplo 6.40 vimos que A = vVA? = /49 = 7 € Q, portanto o
polinomio f(x) = x® + 2* — 2x — 1 € Q[z] possui grupo de Galois isomorfo ao As.

Lembra-se quando comentamos que o corpo de decomposicio de f(z) = 2® + 2 —

2z — 1 € Q[z] nao é uma extensao radical? Pois bem, haviamos calculado que o corpo de

2
decomposicao de f(z) era Q[ay], onde ay = 2 cos 77T, assim [Q[aq] : Q] = 3. Pelo teorema
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fundamental de Galois, o grupo de Galois tem ordem 3, e como ¢é subgrupo de S3, a Unica

possibilidade é As, indo de acordo com o que obtemos no Exemplo 6.46.

Exemplo 6.47. No Ezemplo 6.41 calculamos A?> = —108, portanto A = /—108 ¢ Q.
Dessa forma, o grupo de Galois do polinémio x> — 2 sobre Q serd Ss, confirmando o
que haviamos calculado no Exemplo 5.4.5. Observe que ao estudar o grupo de Galois de
2% —2 sobre Q[u], encontramos que VA% = /=108 = 6iv/3, que pertence a Q[iv/3] ~ Q[u].
Portanto, neste caso, o grupo de Galois de x3 — 2 sobre Q[u] é As, confirmando o que
vimos no Exemplo 6.41.

6.2.3 Polindmios de grau 4

Sejam f(x) = z* + az® + bz* + cx + d um polindmio irredutivel sobre K e ay, ag, as e
a4 suas raizes. Se considerarmos 57 = ajag + azay, Bo = ajag + asay e B3 = agoay + asas,
o polindmio 7(x) = (v — B1)(z — B2)(x — B3) serd chamado cibica resolvente de f(x). Por
métodos computacionais obtemos 7(x) = z* — bz? + (ac — 4d)x + 4bd — a*d — * € K]|z].
Assim como nos polindémios de grau 3, f(z) e r(z) estao intimamente ligados, a comegar
pelo fato de seus discriminantes serem iguais. Além disso, como a ciibica resolvente é um
polinémio de grau 3, ja sabemos calcular o discriminante pela Proposicao 6.39. Além disso,

os subgrupos transitivos de S, sao:

» O subgrupo de Klein V', gerado pelas permutagoes (12)(34) e (13)(24) isomorfo a
Ly X ZQ,

O subgrupo ciclico Cy (consequentemente abeliano) de ordem 4, gerado por pela

permutacao (1234) e isomorfo a Zg;

o O subgrupo Dy, grupo de simetrias do quadrado, que foi apresentado no Exemplo

3.10 e é gerado pelas permutagoes (1234) e (24).
« O subgrupo alternado A4, gerado pelas permutagoes (123) e (234).
e Sy, gerado por (1234) e (12).

Teorema 6.48. Sejam f(z) € K[x] um polinémio irredutivel de grau 4, r(x) sua cibica
resolvente com corpo de decomposicio E e A? o discriminante de f(x). Entdo, se G denota
o grupo de Galois de f(x) sobre K, temos:

i) G~V se e somente se r(x) se divide em fatores lineares sobre K ;

i) G ~ Cy se e somente r(x) tem uma tnica raizt € K e h(z) = (2? — tx + d)(2? +
ax + (b —1t)) se divide sobre E;

i) G = Dy se e s6 se r(x) tem uma unica raiz t € K e h(z) ndo se divide sobre E;
i) G = Ay se e somente se r(x) € irredutivel sobre K e A € K;

v) G =S, se e somente se r(x) € irredutivel sobre K e A & K.
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Tabela 10 — Critérios para calcular o grupo de Galois de um polindémio irredutivel de grau 4

A =+VA2%2e K? Cubica resolvente r(x) € K[x] h(z) se divide em E? Grupo de Galois

Sim Redutivel: todas as raizes € K _— Vv
Nao Redutivel: uma unica raiz € K Sim Cy
Nao Redutivel: uma tnica raiz € K Nao Dy
Sim Irredutivel _ Ay
Nao Irredutivel e Sy

Fonte: Os autores (2021)

Tabela 11 — Polinémios irredutiveis de grau 4 com diferentes grupos de Galois sobre Q

f(z) € Qlx] r(x) € Q[x] A? h(z): Se fatora em E? Gr. de Galois
ot 4% 627 + da + 2 z(x —2)(z —4) 167 Vv
R N ! (x—2)(z® +2—1) 125 (2% — 2z +1)(2* + 2 — 1): Sim Cy
zt—2 z(z? + 8) —2048 z?(z% — 2): Nao Dy
xt —T2? — 3z +1 o3 4 7a? —4x — 37 1832 — Ay
zt -2 41 3 —d4x -1 229 S Sy
41 3 —d4r -1 229 — Sy
xt + 8z +12 x — 48z — 64 5767 Ay
ot — 4% + 42 + 6 x(z? — 4z — 24) 64512 (22 +6)(x* — 4z + 4): Nao Dy
et =ttt - 41 (x—2)(x* +x—1) 125 (#? — 2z +1)(z* —x — 1): Sim Cy
ot 1 z(z —2)(z +2) 162 — 1%

Fonte: Os autores (2021)

Na Tabela 10 apresentamos os critérios de forma resumida. Também apresentamos

alguns exemplos, como pode ser observado na Tabela 11.

6.2.4 Polinbmios de grau 5

Assim como para polinémios de grau 4, também precisamos de um polinémio
resolvente, que auxiliard no calculo do grupo de Galois. Dado um polinémio de grau 5
irredutivel da forma f(z) = 25 — c;2? + co1® — 32 + ey — ¢5 € Q[z], a sexta resolvente

r¢(z) € Q[x] serd dada pela expressao
Tf(x) = (x3 + Byx? + Byx + 36)2 _ 910 A2,

em que A? é o discriminante de f(x), By = 8cics — 3¢2 — 20¢y, By = 3¢5 — 16c1c3cs +
160%03 + 1GCQC§ + 16¢2cocy — 8cacy — 112¢ c3¢4 + 2403 — 643 s + 240c1 cacs — 400c3cs € Bg =
8ciches—cS—16c3caca—16c5c3+64c1cocs —64c;— 162 ccy+28c5c4+64c3 caczey—112¢1ciezey—
128c3ckey + 224coc3cy — 64cic? + 224cicoct — 176c3¢3 — 64cicscr + 320c) + 48¢icies —
192¢2 cac3c5 —80cacz05+640c c3cs+384c3 cyc5 —640c¢) cacycs —1600c3c4c5 — 16003 2 +4000coc32.

Na Tabela 12 apresentamos alguns polinomios de grau 5 juntamente com as suas

respectivas sextas resolventes.?

3O célculo da sexta resolvente e do discriminante foram realizados com o auxilio de softwares matematicos,
como Wolfram Alpha e Mazxima.
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Tabela 12 — Exemplos de polinémios irredutiveis f(z) de grau 5 e seus respectivos polindmios

resolventes
f(z) € Q] rs(z) € Q]
2+t — 42’ — 327 + 3z +1 (2% — 13227 + 3872x)7 — 20 - 117z
x° — 5 412 (23 4 100z% + 6000 — 40000)? — 2'¢ . 10%z
) x5 — 210 500002
x5 4 20z + 16 (2 — 400z% + 96000z + 2560000) — 2'* - 1052
x® — 62 +3 (2% 4+ 12022 + 8640z — 69120)% + 2 - 1737531
P —z41 (23 + 2022 4 240z — 320)% — 219 . 2869z
x® — 22% — 782 + 15927 — 80z +1 (2 — 191962 + 115022048z — 212208108672)% — 20 . 7*. 38177%x
z° + 15z 4 12 (2 — 30022 + 54000z + 1080000)% — 220 . 3* . 5°z
x% — 31252 — 37500 (23 + 6250022 + 2343750000 — 9765625000000)? — 222 . 526z
x° — 1102% — 5522 4 2310z + 979 (23 — 8250022 + 1512500000z)% — 210 . 520 . 114z

Fonte: Os autores (2021)

Como ja vimos anteriormente, os possiveis grupos de Galois de polinémios irredutiveis

de grau 5 serao os subgrupos transitivos de Ss, que estao elencados abaixo:

« O subgrupo ciclico C5, gerado pela permutagao (12345) e isomorfo a Zs, cuja ordem
é b;

O subgrupo Ds, grupo de simetrias do pentagono, que é gerado pelas permutacoes
(12345) e (25)(34).

O grupo de Frobenius Fyg, apresentado no Exemplo 5.4.6, cuja ordem é 20 e é gerado
pelas permutagoes (12345) e (2354).

« O subgrupo alternado Aj, gerado pelas permutagoes (12345) e (13452).

« S5, gerado por (12345) e (12).

Cs

Teorema 6.49. Seja f(x) um polindmio separdvel e irredutivel sobre K[z]. Entao G C S;
serd o grupo de Galois associado ao polinémio f(x) se possui as sequintes propriedades:

i) G C A5 se e somente se VA2 =A € K.

ii) As C G se e somente se ry(x) € irredutivel sobre K.
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i) G € conjugado a um subgrupo de Foy se e somente se a sexta resolvente ry(x) possui
uma raiz em K.

i) G é conjugado ao subgrupo Cs se e somente se f(x) se divide completamente sobre
Klal], em que a € uma raiz de f(x).

Observe que o Item ) vai de acordo com o Corolario 6.27. Além disso, no Item iv),
dizer que f(z) se divide completamente sobre K[a] é equivalente a dizer que f(z) possui

todas as suas raizes em Ko, ou seja, as demais raizes podem ser obtidas em termos de «.

O Teorema 6.49 contempla todas as opg¢oes de subgrupos transitivos de S5, assim como
pode ser observado na Tabela 13. Além disso, faremos um destaque para o enunciado deste
teorema. Ja vimos que os grupos transitivos possuem apenas uma classe de conjugacao,
entdo podemos enxergar G como um subgrupo de Foq, podendo ser Cs, D5 ou Fog no Item
i17) (j& que sdo os tnicos subgrupos transitivos de Fqo) ¢ G = C5 no Item iv) (jd que ha

um tnico subgrupo de C5 que é transitivo, que é o préprio Cs).

Tabela 13 — Critérios para determinar o grupo de Galois de um polinémio irredutivel de grau 5

A=vVA2e K? r¢(x)temraizem K f(x) se divide complet. em K[a]? Grupo de Galois

Sim Sim Sim Cs
Sim Sim Nao Ds
Nao Sim — IFQO
Sll’n NéO — A5
Nio Nao e — S5

Fonte: Os autores (2021)

A seguir, apresentamos alguns exemplos de polinomios irredutiveis de grau 5 e seus

respectivos grupos de Galois.

Tabela 14 — Exemplos de polindomios irredutiveis f(z) de grau 5 com diferentes grupos de Galois

sobre Q
f(x) € Q[z] A? rr(x) tem f(z) se Grupo de
raiz em Q7 fatora em Q[a]?  Galois

2+ a2t — 42 — 327+ 3+ 1 114 Sim Sim Cs
x® — br + 12 26.106 Sim Nao Ds
) 50000 Sim _ Foo
x5 4+ 20x + 16 210 . 106 Nio - As
x> — 6z +3 -1737531 Nao E— S
2 —r+1 2869 Nao _ S5
x® —2z% — 7823 + 15922 —80x +1 74381772 Nao E— As
x® + 15z + 12 259200000 Sim Faq
x® — 3125z — 37500 212 . 526 Sim Nao Ds
x5 — 11023 — 5522 + 23102 + 979 520 - 114 Sim Sim Cs

Fonte: Os autores (2021)

Observe que os polindémios acima foram tomados em Q[z]. Se mudarmos o corpo

base, o grupo de Galois também pode mudar.



Capitulo 6. Solubilidade e cdlculo do grupo de Galois de polinémios 114

Exemplo 6.50. Seja f(z) = 2° — 2. Jd vimos no Exemplo 5.4.6 que o grupo de Galois
sobre Q é Fyy. Mas, e se quisermos calcular o grupo de Galois de f(x) sobre Q[v/5]?

Pela Tabela 14, temos A? = 50000 e ry(z) = 2°—21°-50000x = 2°—2'-55z. Observe
que VA2 € Q[V5], rp(x) possui uma raiz em Q5] e f(x) ndo se divide completamente
em Kla], em que a = /2. Logo, utilizando o Teorema 6.49 concluimos que o grupo de
Galois de f(x) sobre Q[\/5] é Ds.

De fato, observe o diagrama dos corpos intermediarios do Exemplo 5.4.6. Temos
[Q[v/2,u] : Q[/5]] =5-2 =10 = o(Ds).

Como vimos ao longo deste trabalho, os polindmios irredutiveis de grau 5 nem sempre
sao soluveis por radicais, visto que As e consequentemente S nao sado grupos soliveis.

Assim, terminamos este trabalho apresentando a seguinte proposicao:

Proposicao 6.51. Seja f(x) € K|x] um polinémio irredutivel de grau 5, com charK = 0.
Entao f(x) € soluvel por radicais se e somente se o grupo de Galois Gal(f, K) é isomorfo
a um subgrupo de Foq.
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7 Consideracoes finais

A busca por solugoes de equagoes polinomiais movimentou a matematica ao longo
dos séculos, possibilitando o surgimento de inimeros avancos nas mais diversas areas da
matematica. A teoria de Galois, apresentada neste trabalho, é um exemplo, e constitui
uma das teorias mais lindas que ja foi desenvolvida. Envolvendo com maestria topicos das
teorias de grupos e corpos, explica por que nem todos os polinémios com grau maior ou

igual a 5 sdao soluveis por radicais.

Acreditamos que este trabalho tenha sido muito proveitoso para todos os envolvidos,
pois permitiu inmeros momentos de estudos e aprendizados, bem como possibilitou a
elaboragdo de um material recheado de exemplos (que por vezes nao sdo apresentados em
livros bésicos desta teoria). Esperamos que os leitores interessados possam ter aprofundado

seus conhecimentos e se divertido com esta teoria tao bonita.
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