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Resumo

O presente trabalho objetiva apresentar a teoria de anéis semissimples, anéis de grupo e
representagoes de grupo, de forma a possibilitar o cdlculo e a obtencao de representagoes
matriciais de grupos. Este estudo se justifica pela auséncia de detalhamento dos exemplos
apresentados na literatura, especialmente em lingua portuguesa. Dessa forma, foi feita
uma pesquisa bibliografica em obras que contemplam este tema e foram desenvolvidos
alguns exemplos de representacoes de grupo. Espera-se que este trabalho contribua para
o crescimento académico da autora e possa vir a ser um subsidio de estudo para outros

académicos que se interessem pelo tema.

Palavras-chave: Representagao de Grupo. Anel Semissimples. Anel de Grupo.



Abstract

The present work aims to present the theory of semisimple rings, group rings and group
representations, in order to enable the calculation and to obtain the matrix representations
of groups. This study is justified by the lack of detailing on the examples presented in
the literature, especially in Portuguese. Thus, a bibliographical research was carried out
in works that contemplate this theme and some examples of group representations were
developed. It is hoped that this work will contribute to the author’s academic growth and

may become a study subsidy for other academics interested in the subject.

Keywords: Group Representation. semisimple Ring. Group Ring.
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1 Introducao

O estudo da algebra abstrata nos cursos de Licenciatura em Matematica costuma
ser restrito a uma ou duas disciplinas obrigatérias, fazendo com que o aluno que se
interesse por este tema busque estuda-lo por conta propria ou em programas de Iniciacao
Cientifica. A autora deste trabalho encontra-se no segundo grupo. Durante o estudo de
Anéis Semissimples, Anéis de Grupo e Representacoes de Grupo, notou-se a falta de
materiais que detalhassem demonstracoes e exemplos, tornando dificil o estudo para um

aluno com conhecimentos basicos de algebra abstrata.

Especialmente no caso de representagoes, podemos encontrar varios livros, mono-
grafias e artigos com exemplos e demonstragoes da teoria, mas ¢ raro obter trabalhos em
que a obtencao das representagoes irredutiveis estejam explicadas com clareza e detalhes.
Desta forma, o objetivo do Trabalho de Conclusao de Curso é desenvolver um texto que
apresente com os detalhes e explicagdes necessarias a Teoria de Representacoes de Grupos,

de forma que um aluno na graduacao em Matematica seja capaz de compreender e estudar.

Para tanto, seguimos a estrutura de estudo do livro An Introduction to Group
Rings (Milies e Sehgal, 2002, [3]), iniciando com o estudo de Anéis, Anéis de Grupo e entao
o estudo de Representagoes de Grupo. Outros autores como Steinberg (2011) adotam

outras abordagens, igualmente validas.

De acordo com Steinberg (2011, p. 22, [5]), se ¢ : G — GL(V') é uma representacao
nao nula de um grupo G finito, entao ¢ ¢é irredutivel ou decomponivel em representacoes
irredutiveis. Assim, para conhecer qualquer representacao de grupo, precisamos apenas

determinar as representacoes irredutiveis deste grupo.

Obter representagoes irredutiveis de grau 1 é uma tarefa simples, mas a medida
em que aumentamos o grau da representacao, esta tarefa se torna cada vez mais complexa.
Muitas vezes pode-se saber varias informagoes sobre uma representacao, como seu traco,
sem realmente determinar esta representacao. Neste trabalho, usaremos o conceito de
Caracter de uma representacao e os Diagramas de Young para calcular as representacgoes

de alguns grupos.

Cabe ainda destacar que a escolha de desenvolver o Trabalho de Conclusao de
Curso na area de Algebra Abstrata se deve aos sentimentos de curiosidade e admiracio

que este estudo provoca na autora.

De acordo com Gil (2017, [1]), esta pesquisa se classifica como bésica pura, explo-

ratoria, quantitativa e emprega pesquisa bibliografica como procedimento técnico.

O Capitulo 2 dedica-se a apresentacao de defini¢oes e resultados basicos sobre anéis e
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modulos, € o capitulo dos pré-requisitos. O capitulo 3 trara o estudo dos anéis semissimples,
destacando o Teorema de Wedderburn-Artin, que apresenta uma decomposicao destes anéis.
Ja o capitulo 4 apresentara os anéis de grupo e as condicoes para que sejam semissimples,
por meior do Teorema de Maschke. No capitulo 5 teremos o primeiro contato com as
representacoes de grupo e alguns resultados que as relacionam aos anéis de grupo. Por
fim, os capitulos 6 e 7 trazem os caracteres de grupo e os diagramas de Young como

ferramentas para refinar a busca por representacoes irredutiveis.
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2 ANEIS, MODULOS E ALGEBRAS

Este primeiro capitulo busca estabelecer as defini¢oes basicas que serao utilizadas
ao longo de todo o texto. Traremos também, alguns exemplos de forma a ilustrar esses
resultados. Mais detalhes podem ser obtidos em (Milies e Sehgal, 2002, [3]) e (Steinberg,
2011, [5]).

2.1 Anéis

Definicao 2.1.1 Um conjunto nao vazio R com operacoes

+: RxR — R .. RxR — R
(z,y) +— x4y (z,y) +— z-y

¢ um anel se, para todo x,y,z € R, satisfaz as sequintes propriedades:

i.x+@y+z)=(+y) +z;
. r+y=y-+x
1i. 30 € R tal quex +0=2x =0+
iv. Ve e Ry)3 —z € R tal quex + (—2) =0 = —x + z;
v. z(yz) = (2y)z;
vi. x(y+2) =zy+xz;
vii. (r+y)z=xz+yz.
Se, além disso, em R ocorre que xy = yx, para todo z,y € R, dizemos que R é um
anel comutativo. Quando existir 1 € R tal que x1 = 1x = x, para todo z € R, dizemos

que R é um anel com identidade. Os conjuntos numéricos Z,Q e R sao exemplos de

anéis comutativos com identidade.

Definicao 2.1.2 Um elemento a € R ¢é dito inversivel ou uma unidade se existe

1

al € Rtal que a-a' = a'-a=1. O conjunto UR) = {a € R|a é inversivel} ¢é

chamado de conjunto das unidades de R.

Tomando o anel GL(n,R) da matrizes inversiveis n x n com entradas em R e

determinante nao nulo, temos que todos os elementos nao nulos sao unidades. De fato,
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U(M,(R)) = GL(n, R). Anéis como GL(n,R) recebem uma denominagao especial, como

vemos a seguir.

Definicao 2.1.3 Um anel em que todos os seus elementos nao nulos sao inversiveis é

chamado de anel de divisdo.

Um anel de divisdo que é comutativo é chamado de corpo. Alguns exemplos de

corpos sao: Q, R, C com as operagoes de adicao e multiplicacao usuais.

Definigao 2.1.4 A caracteristica de um corpo K é o menor inteiro positivo m tal que

ma=a-+---+a=0. Quando tal m nao existe, dizemos que K tem caracteristica 0.
| —

m vezes

Os corpos Q, R, C tém caracteristica 0. J4 o conjunto Z, dos inteiros médulo p,

com p primo, possui caracteristica p.

Veremos agora um tipo de subconjunto importante dos anéis: os ideais.

Definicao 2.1.5 Um subconjunto nao vazio I de um anel R, é um tdeal a esquerda se:

(i.) 0el
(1i.) YVa,bel =a—-bel

(tit.) Ve e ReVael =zacl

A defini¢ao de ideal a direita é andloga. Um conjunto I ¢é ideal bilateral, ou

simplesmente ideal, quando [ é ideal a esquerda e direita simultaneamente.

Dizemos que um ideal I de R é principal se I = {zalx € R}, para algum a € I.
Neste caso, denotamos I = Ra ou I = (a). Por exemplo, todos os ideais de Z sao principais
da forma nZ = {nk |k € Z}, para algum n € Z.

Os conjunto {0} e R sdo exemplos de ideais de R chamados de triviais. Dizemos

que um ideal I é proprio quando I nao é trivial.

Definicao 2.1.6 Anéis em que os unicos ideais sao os triviais sao chamados de anéis

simples.

Definigao 2.1.7 Um ideal I # 0 de R é chamado de minimal, quando dado um ideal J
de R com0C JCI entao J=0 ouJ=1.

Claramente em um corpo K, K é um ideal minimal trivial.
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Proposicao 2.1.8 Sejam I,J ideais de um anel R. Entao I + J ={z+ylx € [,y € J}

€ um ideal de R.

Demonstragao: Verificaremos as 3 condigoes para que I + J seja ideal:

(i) 0€ T+, pois0=0+0¢l+J;
(ti.) Vor+ vy, 20+ €l +J = (x14+y1) — (22 +y2) = (21 —22) — (1 — o) € I + J;

(tit.) Vre ReVe+yel+j=r(x+y)=rc+ryel+J.

O lado direito é andlogo. Portanto, I + J é um ideal. m

Seja I um ideal do anel R. Definimos a seguinte relacao
v, yeER, z~ylmodl)sx—yel.

Pode-se provar que esta ¢ uma relacao de equivaléncia, e portanto, reorganiza os elementos
de R em classes da forma T = {z+yly € I} = o + [. Além disso, ao definirmos as
operagdes T+ 9y =x +y e T -y = Ty para todo z,y € R, temos que o conjunto quociente
7= {Z|z = x + I} é um anel.

Por fim, quando R é comutativo, % também é comutativo e se 1 é a identidade de

R, entao 1 é a identidade de %
Definicao 2.1.9 O centro de um anel R é o subconjunto
Z(R) = {a € Rlar = zaVx € R}

Observe que, apesar de ser um subconjunto, o centro de um anel nao é obrigatoriamente

um ideal.

Veremos agora a definicdo e alguns resultados sobre homomorfismos, um tipo

especial de fungoes entre anéis que preservam as operacoes dos anéis.

Definicao 2.1.10 Sejam R e S anéis. Uma relagio f : R — S € chamada de homomor-

fismo de anel, se para todo a,b € R temos:

(1) fla+b) = fla)+ f(b).
(i) f(ab) = f(a)f(b).

Quando f : R — S é um homomorfismo de anéis, temos que f(0) =0e f(—a) =
—f(a). De fato,

0=04+0= f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 0+ f(0) = £(0) + f(0) = f(0) = O
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a+(—a)=0=0=f(0) = fla+ (—a)) = f(a) + f(=a) = —f(a) = f(—a).
Definicao 2.1.11 Um homomorfismo de anéis f : R — S é chamado de:

(1) Epimorfismo, quando f € sobrejetor;
(11) Monomorfismo, quando f € injetor;
(131) Isomorfismo, quando f € bijetor;
(iv) Endomorfismo, quando S = R;

(v) Automorfismo, quando f € isomorfismo e endomorfismo ao mesmo tempo.

Um exemplo classico de homomorfismo de anéis é o Homomorfismo canoénico
R
w: R — —, dado por

I
Ro>a—w(a)=a=a+1

Este homomorfismo é claramente sobrejetivo, pois dado T € T sempre existe r € R
tal que w(z) = 7.
Apresentaremos agora um importante resultado sobre homomorfismos de anéis: o

Teorema do Homomorfismo. Por meio deste teorema, conseguimos criar isomorfismos a

partir de um homomorfismo qualquer.

Teorema 2.1.12 Sejam f: R — S um homomorfismo de anéis. Entao,

R
Ker(f)

~ Im(f)

Demonstracdo: A demonstragdo pode ser vista em (Gongalves, 2017, p. 55, [2]). m

2.2 Médulos

Falaremos agora de uma estrutura que pode ser vista como um generalizacao dos
espacos vetoriais: os modulos. Enquanto os espacos vetoriais possuem operacao produto
por escalar definida sobre um corpo, nos médulos esta operacao pode estar definida apenas

sobre um anel.

Defini¢ao 2.2.1 Chamamos de R-médulo a esquerda um grupo abeliano (M,+) que

possui a operacao de multiplicacdo por escalar

RxM — M
(a,m) +— a-m
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de forma que, para todo a,b € R e m,n € M, satisfazem:

(2.) (a+b)m =am+ bm
(17.) a(m+n) =am+ an
(zii.) (ab)ym = a(bm)

(v.) 1m =m.

Analogamente, podemos definir um R-médulo a direita. Veremos agora alguns

subconjuntos importantes dos modulos.

Definicao 2.2.2 Chamamos de submaddulo um subconjunto N C M se N € um subgrupo
aditivo de M e se, para todo a € R en € N, temos an € N.

Por exemplo, os subconjuntos {0} e M sao claramente submédulos de M, conhecidos
como submoddulos triviais. Um modulo em que os tinicos submaédulos sao os triviais chamado

de modulo simples.

Exemplo 2.2.3 Seja R um anel. Podemos ver R como um R-maodulo quando definimos a
multiplicagao por escalar como a propria multiplicacao do anel. Neste caso, os submaodulos

sao os ideais a esquerda.

A primeira diferenca entre modulos e espagos vetoriais diz respeito a base. Enquanto
todos os espagos vetoriais possuem base, isso nem sempre ocorre com os modulos. Quando

um R-moédulo possui base dizemos que ele é um R-mdédulo livre.

Defini¢ao 2.2.4 O conjunto S = {s;}ic; de elementos de um R-mddulo M é chamado de
conjunto de geradores de M se M = RS ={m € M|m =rys; + -+ 1,8, onde r; €
R e s; € S}. Ou seja, todo elemento de M pode ser escrito como combinagao linear finita

de elementos de S com coeficientes em R.

Defini¢ao 2.2.5 O conjunto S = {s;}ic; de elementos de um R-mddulo M é chamado
de linearmente independente se, qualquer combinacao linear finita de elementos de S

com coeficientes em R tem apenas solugao trivial, ou seja,

T3, 84, +ri25i2+"'+rit5it :O:>7”i1 =Ty = =T, = 0.

Definicao 2.2.6 O conjunto S = {s;}icr de elementos de um R-mddulo M é chamado

de base de M sobre R se ele é linearmente independente e é um conjunto de geradores.
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O conjunto B = {1} é uma base para Z visto como modulo sobre ele mesmo.
Porém o conjunto B’ = {2, 3}, apesar de ser um conjunto gerador de Z, ndo é uma base
pois é linearmente dependente. De fato, a combinagao linear x2 4 y3 = 0 possui solugao
x=—-3%#0,y=2%0. Por este motivo, Z é um Z modulo livre com relagdo a base B,

porém nao o é em relagdo a base B'.

Defini¢ao 2.2.7 Seja {M,}icr uma familia de submodulos de um R-modulo M. Dizemos
que M € a soma direta interna dos submodulos desta familia, e escrevemos M = @;c1 M;,

se a familia € base de M, ou seja:

(i) Para todo i € I, temos que M; N (3, M;) = 0;

(1) M =>cr M;.

Defini¢ao 2.2.8 Seja {M;}icr uma familia de R-mddulos. A soma direta externa de
modulos desta familia, que denotamos por @;erM; é o conjunto de elementos da forma

{m;}icr, onde m; € M; e m; =0, exceto para um nimero finito de indices i € I.

Definicao 2.2.9 Seja R um anel comutativo. Um R-mddulo A é chamado de R-dlgebra
se existe uma multiplicacao, definida em A, tal que, com a adicdo dada de A e esta

multiplicagdo, A seja um anel e que, para todo r € R e todo a,b € A, tenhamos

r(ab) = (ra)b = a(rd)
Assim, como com anéis, podemos definir homomorfismos entre modulos:

Definicao 2.2.10 Sejam M e N dois R-modulos. Uma aplicagio f : M — N é um
homomorfismo se para todo my,ms € M tivermos f(my +msy) = f(mq) + f(m2) e para
todo a € R e todo m € M tivermos f(am) = af(m).

Se M é um R-mo6dulo qualquer, a funcao nula m — 0 e a funcao identidade m — m
sao exemplos triviais de homomorfismos. As denominacoes dadas para os homomorfismos

na Definicdao 2.1.11 também valem para homomorfismos de médulos.

Proposicao 2.2.11 Todo R-mddulo M é imagem epimorfica de um R-mddulo livre.

Demonstragao: Seja X um conjunto de geradores de M e F' o R-mdédulo livre no
conjunto X. A inclusdo f : X — M induz um homomorfismo de R-médulos f : F — M

tal que X C Im(f). Como X gera M, devemos ter Im(f) =M. =

O Lema a seguir é chamado de Lema de Zorn e sera utilizado na demonstracao

de alguns resultados deste trabalho.
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Lema 2.2.12 Seja F uma colegdo nao vazia de subconjuntos de um conjunto dado, tal

que toda familia totalmente ordenada de elementos de F tenha um limitante superior em

F. Entao F contém um elemento maximal.
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3 SEMISSIMPLICIDADE

Algumas vezes, ao trabalharmos com anéis e médulos, é conveniente conhecer sua
decomposigao, de forma a facilitar calculos. Devido a isto, estamos interessados em anéis e
modulos que possam ser decompostos em forma de soma direta. Nesta secdo, R denotara

um anel com identidade.

3.1 Anéis e modulos semissimples

Definicao 3.1.1 Um R-mddulo M ¢é chamado de semissimples quando todos os seus

submodulos sao somandos diretos.

Proposigao 3.1.2 Seja N # (0) um submdédulo de um mdodulo semissimples M. Entdao

N ¢ semissimples e contém um submodulo simples.

Demonstracao: Seja L um submodulo qualquer de N. Entao L é um submédulo de M,
e como M é semissimples, existe L' tal que M = L@ L'. Afirmamos que N = LG (NNL').
De fato, dado um elemento n € N C M, podemos escrever n =1+ x, com [ € Le x € L/,
pois todo elemento de M pode ser escrito como soma de elementos de L e de L'. Mas,
x=n—1€ N pois N é subméduloen € Nele L C N. Assim, x € L' N N. Por outro
lado, temos LN (NNL') C LNL =(0), pois M =L & L.

Com isto, provamos que N é semissimples, restando provar que N contém um sub-
moédulo simples. Assim, como N # (0), podemos escolher z € N com x # 0. Consideremos
F ={L C N|L é submddulo e z ¢ L} e notemos que FF £ (), visto que (0) € F. Além disso,
escolhamos x € N com x # 0. Podemos verificar que a familia de todos os submaddulos de
N que nao contém x é nao vazia, pois x # (0), e toda familia ordenada tem um limitante
superior, pois dada F' = { N, },e; uma subfamilia de F totalmente ordenada, temos que
N* = Uner No é um limitante superior de F. Primeiramente,observamos que N* € F’
contém todos os demais conjuntos dessa familia e pertence a ela, pois dados x,y € N*,
temos que v € N,, y € Ng para o, € I. Como F ¢ totalmente ordenada, podemos
supor N, C Ng, assim, x € N, C N3 e z —y € Ng. Da mesma forma, fazendo a - a com
a € Reac N*teremos que o € N, para algum « € [, assim, como Ng é submodulo,
a-a € Ng C N* assim N* é um submédulo de N. Também podemos ver que = ¢ N*,

pois ¢ N, para todos os « € 1.

Entao, claramente N* é um limitante superior de /', pois N* O N,,Va € I. Pelo
Lema de Zorn (2.2.12), existe um elemento maximal N; em F. Como N é semissimples,

existe um submodulo N, tal que N = Ny @ N,. Mostraremos que Ny é simples.
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De fato, se Ny nao for simples, ele contém um submaodulo ndo trivial W e entao
existe W', tal que No = W & W’. Mas desta forma, N = Ny @ Ny = Ny W e W' e
afirmamos que N; = (N; + W) N (Ny + W'). Isso ocorre pois, dado n € Ny, podemos
escrever n =n+0com 0 € W e 0 € W' assim,n+0 € (N; +W)N (N, +W’). Por outro
lado, dado y € (N1 +W)N(N;+W') teremos y = ni+w € Ny+W ey =nj+w € Ny+W,
logo, n1 +w =nj +w' = ny —nj = w—w', como ny,n} € Ny teremos n; —nj € Ny e
portanto, w — w’ € Ny, mas w € W C Ny e w' € W C N, entdao w — w' € Ny. Como
Ny N Ny = (0), teremos w —w' =0 = w=w € WNW = (0) e consequentemente,

ny =nf ew=w =0, assim, y = n; € Ny.

Como x ¢ Ny = (N, +W)N(N1+W'), teremos que © ¢ Ny + W oux ¢ Ny + W/,

o que contradiz a maximalidade de N;. Portanto, concluimos que No C N é simples.

A partir desta proposicao, podemos obter caracteriza¢oes melhores para um méodulo

semissimples, como nos mostra o préximo teorema:
Teorema 3.1.3 Seja M um R-mddulo. Sao equivalentes:

i) M é semissimples.
it) M é soma direta de submodulos simples.

iii) M € a soma (nao necessariamente direta) de submddulos simples.

Demonstracao:

(i) = 1)) Seja F uma familia de submddulos de M que podem ser escritos como
uma soma direta de modulos simples. Pela Proposicao 3.1.2, todo moédulo semisimples
contém um moédulo simples, assim F é nao vazia, pois podemos obter ao menos uma soma
de um tnico termo. Assim, podemos definir uma relagdo de ordem em F, onde dados
@ierM;, DjesM; € F, escrevemos PierM; < DjegM; < 1 C J.

Como F nao ¢ vazia, e toda subfamilia 7' = {@,c;, M;} , totalmente ordenada
de F possui um limitante superior (basta tomar @®;cur, M;, que pertence a F pois é um
submédulo de M), podemos aplicar o Lema de Zorn (2.2.12) para concluir que existe um

elemento maximal My = ®,;c;M; € F com M;,i € I simples.

Queremos provar que My = M. Suponhamos assim, por absurdo, que M, # M.
Por hipétese, existe um submoédulo N # (0) com N C M tal que M = My & N. Como
N é somando direto, pela Proposicao 3.1.2, N contém um submoddulo simples S. Assim,
My ® S = PierM; &S DO My. Ou seja, My estaria contido em uma soma direta de
submodulos simples de M, mas isto contraria o fato de Mj ser maximal de F, portanto,
M = My = ®ier M;.
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(i1) = iii)) B trivial: se M é uma soma direta de submédulos simples, M é soma

de submédulos simples.

(i4i) = 1)) Por hipotese, temos que M = Y,c; M; é soma de submédulos simples.

Assim, dado um submédulo proprio N C M, queremos mostrar que N é somando direto.

Dessa forma, consideremos Z = {>;c; M; : J C I, (X;e; M;) NN = (0)}, ou seja,
7 é a familia das somas de submddulos simples, tais que a intersecao destas somas com N
é igual a (0). Como cada M; é simples, temos que N N M; # (0) implica que M; C N. E
como N # M, segue que existe pelo menos um submoédulo M; tal que NN M; = (0) e assim
7 é nao vazia. Pelo Lema de Zorn 2.2.12, podemos encontrar um submoédulo maximal
My = Yies, M; em I. Como (Y;c;, M;) NN = (0), a demonstragao estard completa se
mostrarmos que M = M, + N.

Se, para todo ¢ € I, tivermos M; C My + N, entao M = My + N e a prova esta
concluida. Assumamos, por absurdo, que existe um indice ig € I tal que M;, ¢ My + N.
Como M;, é simples, temos que M;, N (My + N) = (0). Entdo também temos que
(Mio+0m,) NN = (0). Isso significa que M;, + My € Z, contradizendo a maximalidade de
My. m

Exemplo 3.1.4 Alguns exemplos de modulos semissimples:

a) Seja K um corpo. Entao todo K-espago vetorial V' de dimensao finita n é um mddulo

semissimples. De fato, seja W um subespago de V' com base B = {vy,...,v.},
podemos estender B’ até uma base B ={vy,...,0p,0p11,...,0,} de V. Assim, V =
W & (Vi1 ..., Un), ou seja, W € um somando direto de V.

b) O Z-médulo Z nao é semissimples. De fato, se Z fosse semissimples, dado o submédulo
27., poderiamos encontrar um submodulo nZ, tal que Z. = 27 & nZ. Dessa forma,
2Z N nZ = (0), mas 2n € 2Z N nZ e, portanto, 2n = 0 = n = 0. Mas assim,
7 =27 ® 0L = Z = 27, o que é absurdo. Portanto, Z nao é semissimples como

modulo sobre ele mesmo.

Corolario 3.1.5 Seja M um modulo semissimples de forma que M = @,c; M;, onde cada
M; é um submddulo simples e seja N um submodulo de M. Entdo, existe J C I, tal que

Demonstracao: Conforme os argumentos utilizados na demonstracao da implicacao
i1i) = i) do Teorema (3.1.3), teremos que, dado um submédulo N de M, podemos
encontrar um subconjunto de indices Jo C I tal que M = N @ Ny, onde No = D;cp 5, M-

Consideremos o homomorfismo:

M=N&Ny— N
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n+n —n

Assim, pelo Teorema do Homomorfismo (2.1.12),

LN @ gy
No @ieJoMi '

i€\ Jo

N

e o resultado segue com J =1\ J;. m

Corolario 3.1.6 Seja L um maodulo quociente de um modulo semissimples M. Entao L é

isomorfo a um submodulo de M e portanto também é semissimples.

Demonstragao: Sejam L um modulo quociente de M, w : M — L o homomorfismo
candnico (m(m) =m),e N = Ker(rn). Assim, L ~ Rer(m) pelo Teorema do Homomorfismo
(2.1.12). Por outro lado, como M ¢ semissimples e Ker(r) é um submédulo de M, existe
um subj\r?édulo N c M, tal que M = N & N'. Pelo corolario anterior, temos que

L~ m ~ N’. Assim, L ~ N’ e, portanto, é semissimples.
er(m

Definicao 3.1.7 Um anel R é chamado de semissimples quando R visto como R-maodulo

¢ semissimples.

E importante observar que os submoédulos do R-moédulo R sao os ideais a esquerda
do anel R. Assim, o anel R é semissimples, se e somente se, todo ideal a esquerda é um

somando direto.

Teorema 3.1.8 Seja R um anel. Sao equivalentes:

i) Todo R-mddulo é semissimples;
i) R é um anel semissimples;

iii) R é soma direta de um numero finito de ideais minimais a esquerda.

Demonstragao: (i) = ii)) Suponha que todo R-mddulo é semisimples, em particular,

obtemos que o R-médulo R ¢é semisimples. Portanto, R ¢ um anel semisimples.

(i) = 14)) Suponhamos que R seja um anel semissimples e M um R-mddulo
qualquer. Sabemos pela Proposicao 2.2.11 que M é a imagem epimérfica de um R-modulo
livre F'. Podemos escrever F' = @;c; Ra; onde Ra; >~ R via o isomorfismo z — xai, para
todo x € R. Agora, como R é semisimples, segue que o R-médulo R é uma soma direta de

modulos simples. Do isomorfismo acima, obtemos que F' também é uma soma direta de
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modulos simples e, por 3.1.3, segue que F' é semisimples. Sendo M um quociente de F' e

F semisimples, concluimos que M é semisimples.

(17) = iii)) Como R é um anel semissimples; R como R-mddulo é semissimples.
O Teorema 3.1.3 nos mostra que R é soma direta de submodulos simples. Mas, como os
submodulos simples de R como R-médulo sdo os ideais minimais a esquerda de R, temos

que R é soma de ideais minimais a esquerda, restando provar que esta soma é finita.

Considere entao R = @;c; L; uma decomposicao de R em soma de ideais minimais
a esquerda. Assim, temos que 1 = x;, + -+ + ;, ¢ uma soma finita em que cada x;, € L;;.
Vamos mostrar que R = L;, &---& L;, . De fato, para um elemento arbitrario r € R, temos
quer =r-1=rx; +---+rx;, onde rr;, € L;,. Isso nos mostra que R C L;; ©--- D L;,,

e como a soma de ideais de I esta sempre contida em R, temos que R = @}_; L;;.

(73i) = ii)) Se R é uma soma direta finita de ideais minimais a esquerda, entao o
R-moédulo R é a soma direta de submodulos simples. Pelo Teorema 3.1.3, R é um R-modulo

semissimples, e portanto, R é anel semissimples. m

Definicao 3.1.9 Uma cadeia de submodulos de um R-modulo M :
0)=M,C---CMy CMy=M

¢ chamada de série de composi¢gdo de M se todo submddulo M; /My, é simples. Um

modulo que possui uma série de composi¢cdo é dito de comprimento finito.

Corolario 3.1.10 Se R é um anel simples, entdo o R-médulo R tem comprimento finito.

Demonstracao: Se R é simples, ele também serd um anel semissimples, e assim podemos

escrever R =L & --- & Ly, onde L; ¢ um ideal minimal a esquerda, 1 <1 <t. Entao

é uma série de composicao de comprimento finito de R como R-mddulo. m

Exemplo 3.1.11 Seja M, (D) o anel da matrizes de ordem n x n com entradas em um

anel de divisio D. Afirmamos que M, (D) é um anel semissimples. De fato, considere:

D 0 --- 0 o0 --- D
L1: X . . . ;---,Ln:
D 0 ... 0 00 -+ D

Vamos provar que cada L;,1 < i <n, é um ideal minimal a esquerda de M, (D).
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Assim, sejam X € M, (D) e A, B € L, tais que:

Ty o Xy Tin 0 -+ ay -+ 0 0 - by
v P e 0 -+ ay -+ 0 B 0 - by
R 0 -« ay -+ 0 0 -« by -+ 0
Temos que i
ay; — by; 0
A-B= a%.b% "ler,
0 am'bm 0
23—1%’1'-?31] ]
xa— |’ R 42 €L
0 -+ X0 ajwn -0 0]

Logo, L; € ideal a esquerda de M, (D).

Suponhamos agora que exista I ideal de M, (D) tal que (0) C I C L;. Queremos
mostrar que se I # (0) entao I = L;. Tomemos entao I # (0) tal que I C L;. Assim,
eviste Y = (yrj) € I C L; comY # 0, e portanto, existe y, # 0 para algum 1 < g <n. Da

mesma forma, yp; = 0 se j # 1, pois Y € L;. Assim,

I> quY = quzykiEki = yqiEqi el
i=1
onde Ey; é a matriz elementar que possui 1 na entrada (kj) e 0 nas demais entradas.
Considere uma matriz Z = (zi;) € L; e observe que

n

k=q

Z Zkzyql Ekk yquqz = ZqiEqi
el

Assim,

n n

Z =7 2iFy=7) Z(Zkiyq_ilEkk) Yelgi | €1
q=1 ——

=1 \ k=1
! el

Portanto, I = L;, o que conclui que cada L; é um ideal minimal a esquerda de M, (D).
Além disso, temos que Ly + -+ -+ L,, C M,(D) e dada

T11 T2 o Tin

x=|"7F T e My(D)

Tn1 Tp2 *° Tpn
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temos que
r1 0 -+ 0 0 15 -+ O 00 - z1,

e R o o FERT Rl R AR U
e 0 0] |0 2y 0 00 - o

E por fim, se Y € L; N\ L;, com i # j, claramente Y € a matriz nula. Portanto, M, (D) =

L& ---® L, € um anel semissimples.
Definigao 3.1.12 Um elemento e € R é chamado de idempotente se e* = e.

Dois exemplos bastante triviais sao o elemento identidade 1 e o elemento nulo 0 de

qualquer anel. Outro exemplo é a matriz Ey; € M3(D):

2

1 00 1 00
000 =000
000 000

Teorema 3.1.13 Seja R um anel. Entdo, R é semissimples se, e somente se, todo ideal

a esquerda L de R é da forma L = Re, onde e € R € um elemento idempotente.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos que R é um anel semissimples e L é um ideal a esquerda de R. Logo,
R =L ® N, para algum ideal a esquerda N de R. Assim, como 1 € R, podemos
escrever 1 = e+ n, onde e € L e n € N. Vamos mostrar que e é idempotente e que

L = Re. De fato, temos que

e=e-l=clet+n)=c’+en=en=ce—c’
Mas en € N, pois N ¢ ideal a esquerda e e —e? € L, logo, en =e —e*> € LN N =
(0) = e —€? =0 e assim, e = €%, Isso nos mostra que e ¢ um elemento idempotente.
Resta mostrar que L = Re. Com efeito, L é um ideal a esquerda e e € L, temos que
Re C L. Por outro lado, dado x € L, temos que z = z -1 = z(e +n) = xe + zn.
Disso, temos que  —xe =an € LN N =0 e, assim x —xe = 0 = x = xe € Re.
Portanto, L = Re.

(<) Agora, suponhamos que todo ideal a esquerda L de R é da forma L = Re, onde e é
um elemento idempotente. Queremos mostrar que existe um ideal a esquerda N de
R, tal que R = L @ N. Consideremos entao N = R(1 — e). Afirmamos que
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i) 1 — e é idempotente;

ii) R=L&® N.

Para o item 4), temos que (1 —e)? =1—-2e+e?=1—-2e+e=1—c. Logo1—eé

idempotente.

Ja para o item i7), temos que L e N sao ideias de R, portanto L + N C R e dado
r € R, podemos escrever r = re + r(l —e) e assim, R C L + N. Além disso, se

r € LN N, entdo por um lado temos que r = xe,para algum x € R, que nos da
re =gze-e=uxe’ =xe=r (3.1)
Por outro lado, 7 = y(1 — e) para algum y € R. Assi temos que
re=y(l—e)-e=(y—ye)-e=ye—ye* =ye—ye=0 (3.2)

De 3.1 e 3.2, segue que r = re = 0 e, assim, LN N = (0). Portanto R =L & N.

Teorema 3.1.14 R = @'_, L; ¢ a decomposi¢io de um anel semissimples em ideais
minimais a esquerda se, e somente se, existe uma familia de elementos de R, a saber,

{e1,... e} tais que

i) e; #0 é um elemento idempotente, 1 < i < t;
it) Sei# j, entdo e;ej = 0;
i) 1=e+ -+ ey

iv) e; nao pode ser escrito como e; = e; + e onde €; e e] sio idempotentes tais que
eel #0eee! =0,1<i<t.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos que R = @’_, L; é a decomposicio de um anel semissimples em ideais
minimais a esquerda e 1 =¢e; +---+¢;, come; € L;, 1 < i <t. Pelo Teorema 3.1.13,
temos que L, = Re;, e; ¢ um idempotente e e;e; = 0 se @ # j. Para a condicao
iv), suponhamos que para algum i, possamos escrever e; = e} + e/ onde € e €/ sao

/ "

el # 0 e ele! =0, entao pelo Teorema 3.1.13, teriamos

1) 71

idempotentes tais que e

L; = Re; & Rel, o que contradiz a minimalidade de L;.
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(<) Assumiremos agora que existe uma familia de idempotentes que satisfazem as
condicoes dadas no teorema. Veremos que os ideais L; = Re; sao minimais, 1 <17 < t.
De fato, suponha que L; ndo seja minimal, entdo L; contém um ideal J e como R é
semissimples, L; também é semissimples. Logo existe J’ tal que L; = J & J', o que
implicaria que podemos escrever e; = e; + e onde €] e e sdo idempotentes tais que
e, el #0 e ele! =0, uma contradi¢do ao item iv) da hipétese. Logo, L; ¢ minimal.
Ja a condigao 7ii), nos da que para qualquer r € R, temosr =7r-1 =r(e;+---+e;) =
rey+---+re, € Li+- -+ L. Mais ainda, seja x € L;N(L1+---+L; 1+ L1+ -+1y),
entdo por um lado, z = 7;e; e por outro, x = 7;e;. Assim,

xr = rjej = Tj€? = (rj€j>6j = x@j = (riei)ej — ri(eiej) =7 0=0.

Portanto, R= L1 ® --- & L.

A definicao a seguir nos traz uma denominacao para a familia de idempotentes

apresentada no Teorema 3.1.14.

Defini¢ao 3.1.15 A familia de idempotentes {e, . .., e} que satisfaz as condigoes i), i), iii)
do Teorema 3.1.14 é chamada de familia completa de idempotentes ortogonais.

Um idempotente que satisfaz a condi¢cao iv) do mesmo teorema é chamado de primitivo.

Com os resultados apresentados até este momento, sabemos que se R ¢ um anel
semissimples, entao todo R-modulo é semissimples e pode ser decomposto como soma
direta de R-moédulos simples. Com os préximos resultados veremos que a decomposicao de
R como soma direta de ideais minimais a esquerda esta relacionada via isomorfismo com a

decomposi¢ao dos R-mddulos em submodulos simples.

Lema 3.1.16 Sejam L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R e M um
R-mddulo simples. Entao LM = {Im|l € L em € M} # (0) se, e somente se, L ~ M
como R-modulos. Neste caso, LM = M.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos que LM # (0), entao existem | € L e m € M tais que Im # 0. Dessa
forma, o submédulo 0 # Lm C M é diferente do submédulo (0) e como M é simples,
Lm = M = LM. Observe que a igualdade Lm = M nos mostra que M é gerado por

um tunico elemento m € M.

Consideremos agora o homomorfismo f : L — M, tal que f(z) = zm. Como

M = Lm, temos que para todo lm € M, existe [ € L tal que Im = f(l), portanto f é
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sobrejetor. E ainda, como Ker(f) é um submddulo de M que é um médulo simples,
Ker(f) = (0)ou Ker(f) = L. Masse Ker(f) = L terfamos Im(f) = M = LM = (0)
o que contraria nossa hipdtese. Logo, Ker(f) = (0), ou seja, f é injetora e portanto

um isomorfismo.

(<) Suponhamos agora que L ~ M e f : L — M é um isomorfismo de R-médulos. Como
R é semissimples, L = Re, para algum e € R idempotente. Definamos my = f(e).
Como f é um homomorfismo, f(re) = rf(e) = rmy, para todo r € R. Afirmamos
que mg # 0. De fato, se myg = 0, entdao 0 = my = f(e), e como e é o gerador de
L, terlamos que f seria o homomorfismo nulo, absurdo, pois f é isomorfismo. E
como mg = f(e) = f(e*) = ef(e) = emq temos que emg # 0 com e € L e mg € M,
portanto LM # (0). Por fim, como (0) # LM C M e M é simples, temos que
LM = M.

Proposigao 3.1.17 Seja R = @'_, L; a decomposicio de um anel semissimples em ideais
minimais a esquerda. Entdo todo R-modulo simples é isomorfo a um dos ideais L; da

decomposicao de R.

Demonstragao: Seja R = @!_, L; a decomposicao de um anel semissimples em ideais
minimais a esquerda e M um R-médulo simples. Como RM é um submédulo de M
diferente de (0), portanto RM = M. Mas RM = @!_, L;M # (0), entdo existe 1 < j <t
tal que L;M # (0) e, pelo Lema 3.1.16, temos que L; >~ M. m

3.2 O Teorema de Wedderburn-Artin

Nesta secao, veremos com mais detalhes a estrutura de anéis semissimples. O lema

a seguir nos traz informacoes sobre os ideais bilaterais de um anel semissimples.

Lema 3.2.1 Seja L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R. Entao a
soma Y j~5 J de todos os ideais a esquerda de R que sdo isomorfos a L é um ideal bilateral

de R.

Demonstracao: Precisamos mostrar que Y ;. J € ideal a esquerda e a direita. Como
> j~r1 J € soma de ideais a esquerda pela Proposicao 2.1.8 temos que também é um ideal a
esquerda. Agora, como R é semissimples, podemos escrever R = @!_, L;, onde L; é ideal
minimal a esquerda. Assim,

(ZJ)RzZJRzZJ(iLi):ZiJLi

J~L J~L J~L i=1 J~L i=1
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Como L; é ideal a esquerda para todo i =1,...,t e J C R temos que JL; é um ideal.
Assim, JL; = (0) ou JL; = L;. Mas o Lema 3.1.16 nos mostra que JL; = L; apenas se
J ~ L; e como J ~ L, tertamos L; ~ L, implicando em L; C Y ;. J. Assim, (> ;.1 J) R
¢ uma soma de ideais nulos (quando L; % J) com ideais isomorfos a L (quando L; ~ J).

Assim, (X jor J) R C (X0 J) € assim provamos que é um ideal a direita também. m

Lema 3.2.2 Seja I um ideal bilateral de um anel semissimples R, tal que I contém um

ideal minimal a esquerda L. Entdo I contém todos os ideais a esquerda isomorfos a L.

Demonstracao: Seja J um ideal a esquerda de R tal que J ~ L. Assim, pelo Lema
3.1.16, LJ = J. Como L C I e I é ideal bilateral, entao J = LJ C I. Assim, todos os

ideais a esquerda isomorfos a L estao contidos em /. m

Proposicao 3.2.3 Seja L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R e seja
B a soma de todos os ideais a esquerda de R que sao isomorfos a L. Entao B € um ideal

minimal bilateral de R.

Demonstracgao: Pelo Lema 3.2.1, temos que B é um ideal bilateral de R. Resta mostrar
que B também é minimal. Assim, seja C' C B um ideal bilateral e L; C C' um ideal minimal
a esquerda contido em C. Note que L; existe, pois poderia ser igual a C'. Suponhamos
que Ly % L, entdao temos que L;J = (0), para todo J ~ L (pelo Teorema 3.1.16). Assim,
LB = (0) pois B é a soma de todos os ideais isomorfos a L. Mas como L; C C C B,
temos que em particular, L1L; = (0), o que é absurdo, pois de acordo com o Teorema
3.1.13, Ly contém um idempotente. Logo, L; ~ L e por consequéncia do Lema 3.2.2, C'
contém todos os ideais a esquerda isomorfos a L e portanto também contém a soma de

todos estes ideais. Assim, B C C' = B = C, ou seja, B é minimal. m

Considere uma decomposicao de um anel semissimples em soma direta de ideais

simples a esquerda. Podemos reordena-los e agrupar os ideais que sao isomorfos:

R:Lll@"'@Ll"'l@"'@le@"'@Lsrs
Al AS
onde L;; ~ Ly, e L;j Ly, = (0) quando i # k (de acordo com o Lema 3.1.16). Além disso,

pela Proposicao 3.1.17, todo ideal minimal a esquerda de R ¢é isomorfo a algum L;; da

decomposi¢ao acima.

Esta decomposicao, combinada com os lemas e proposicoes anteriores nos da o

seguinte teorema:
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Teorema 3.2.4 Seja R = A1 ®---® As um anel semissimples onde A; = Ly @ -+ @ Ly,
1 <i<sonde Lij ~ L. Entao:

i) Cada A; € um ideal minimal bilateral de R.

i1i) R=@;_; A; como anéis, onde s é o numero de classes isomorfas de ideais minimais

a esquerda de R.

Demonstracgao:

i) A Proposicao 3.2.3 nos mostra que a soma de ideais minimais a esquerda é um ideal
minimal bilateral, ou seja, A; = Ly @ --- @ Ly, 1 < i < s é um ideal minimal a

esquerda.

i1) Por construcao temos que se i # j, entao A; % A;, entao pela contrapositiva do
Lema 3.1.16, temos que A;A; = (0).

i71) Imediata pela construcao dos A;’s.

Corolario 3.2.5 Os ideais A;, 1 <1 < s, definidos no Teorema 3.2.4 sao anéis simples.

Demonstragao: Como visto no Teorema 3.2.4, cada A; é um ideal minimal bilateral de
R. Assim, é suficiente mostrar que dado um B; ideal bilateral de A;, entao B; também é
ideal de R. Pois se B; C A; e A; é minimal, entao B; = (0) ou B; = A;, o que prova que

A; é anel simples.

Assim, sejam b € B; e r € R. Podemos escrever r = x1 + - - - + x5, onde z; € Aj,
1 <j <s. Assim, rb= 377, x;b = x;b, pois 2;0 = 0 se j # i e rb = x;b € B;, pois B; ¢
ideal de A;. Da mesma forma, br = b (ijl :cj) =30 b= w;b e assim, br = x;b € B;.

Portanto, B; é um ideal de R, como queriamos demonstrar. m

Vejamos um exemplo de anéis simples que, como veremos adiante, tem a mesma

estrutura dos A;’s.

Exemplo 3.2.6 Seja D um anel de divisao, entao M, (D) é um anel simples. De fato,
seja I um ideal bilateral de M, (D). Temos que provar que se I # (0), entao I = M, (D).

Assim, suponhamos que I # (0), entao existe uma matriz A = (a;;) € I tal que

pelo menos uma entrada de A é diferente de 0, digamos que seja a entrada ap. Seja
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B; = E;, AEy;, podemos ver que a matriz B; tem todas as entradas iguais a 0, exceto a

entrada i,1 que € iqual a app.

Além disso, como B; € resultado de uma multiplicacao de A a direita e a esquerda
por elementos de M,(D) e A € I que € ideal bilateral, entio B; € I. Assim, quando
consideramos B = By + ...+ B,, temos que B € I e B € invertivel, pois é uma matriz
diagonal com entradas diferentes de 0 na diagonal principal. Logo, I = M, (D). E assim

concluimos que M, (D) é um anel simples.

Proposicao 3.2.7 Seja R = @;_, A; a decomposicao de um anel semissimples em soma

direta de ideais minimais bilaterais. Entao:

i) Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito da forma I = A;, & --- @& A;,, onde
I1<ip <<y < s,

i1) Se R = @]_, B; € outra decomposi¢io de R em soma direta de ideais minimais

bilaterais, entao s = r e apos possivel reordenacao, A; = B; para todo 1.

Demonstracao: Seja I C R um ideal bilateral, entao I = RN = @;_ , ANI =
2 1(A;N1). Como cada A; é um ideal minimal bilateral e A; N[ é um ideal bilateral de

A;, segue que A; N1 =(0)ou A;NT=A;.

Esta mesma construcao pode ser feita para cada Bj, pois sao ideais minimais
bilaterais. Como cada B; é um ideal bilateral de R, temos que B; = A;, @ --- © A;,, com
1< <...<i <s. Além disso, temos que B; ¢ minimal, e portanto, devemos ter apenas
um A; na decomposicao de Bj, o que implica em A; = B;. Com uma possivel reordenacao,

podemos concluir que A; = B;, paratodo 1 <7< s. m

Definicao 3.2.8 Os 1unicos ideais minimais bilaterais de um anel semissimples R sao

chamados de componentes simples de R.

Teorema 3.2.9 Seja R = @;_, A; a decomposi¢io de um anel semissimples em soma
direta de ideais minimais bilaterais. Entao, existe uma familia {eq, ..., es} de elementos

de R tais que:

i) e; #0 é um idempotente central, 1 <i < s.
it) Se i # j, entdo e;e; = 0.
i) 1=e +...+es.

iv) e; ndo pode ser escrito como e; = e; + e onde €} e e sao idempotentes centrais tais
que e; el £0,1 <1 <s.

17 71



Capitulo 3. SEMISSIMPLICIDADE 31

Demonstracao: Como todo ideal minimal bilateral também é um ideal minimal a
esquerda, a prova deste teorema ¢ idéntica a do Teorema 3.1.14, restando provar que os
elementos idempotentes sao centrais, ou seja, que comutam com qualquer elemento z € R.

Assim, utilizando o item i7), temos que
r=x-1=x(e;+ - +e5) =we; + -+ xeg

r=1-z=(e1+ - +e)r=ex+ - +ex

Como e; € A; e A; é ideal bilateral, temos que ze;, e;x € A;. Além disso, o fato de R
ser soma direta de ideais A; nos garante a unicidade na escrita de qualquer elemento de
R como soma de elementos de A; @ --- @ A,, assim, temos que ze; = e;x, portanto os

idempotentes sao centrais.

Definicao 3.2.10 Os elementos definidos no Teorema 3.2.9 acima sao chamados de

tdempotentes centrais primitivos de R.

Lema 3.2.11 Sejam R um anel, M = M, & --- B M, e N =N, ®--- B N, R-mddulos
escritos como soma direta de submddulos. Seja €; : M; — M as inclusoes de cada M; em

M em;: N — N; os homomorfismos naturais de N em seus componentes.

i) Assuma que para cada par de indices i,j, tenhamos um homomorfismo ¢;; €
Homp(M;, N;). Entdo a aplicagio ¢ : M — N definida por

P11 1 my
p(my+---+m,) =] + - :
¢sl gbsr my.
- ¢11(m1) + - F ¢1T<m7’) + -+ ¢sl(m1> + -+ ¢sr(mr>

¢ um homomorfismo. (Para indicar que ¢ € dado da forma acima, indicaremos apenas
¢ = (9ij))-

it) Reciprocamente, se ¢ € Homgr(M,N), entio ¢;j = w0 ¢ o€e; € Homg(M;, N;) e
¢ = (Q%)

i11) Para ¢ = (¢i;) e = (¥y5), temos ¢+ = (¢ij + Vij).

iv) Homgp(M™ M®™) ~ M,(Homg(M, M)) como anéis.

Demonstracgao:
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i) Suponha que ¢;; € Hompg(M;, N;). Sejam a,a’ € M, assim a = my +---+m, e

a =mj+---+ml, onde m;,m, € M;, 1 <i <r. Vamos mostrar que ¢(a + da’) =

o(a) + ¢(a') e p(Aa) = Ap(a). De fato,

¢la+a) = ((my+mi)+ (ma+ms) + -+ (my +m,))

o1 Gy my + m]
P21 o Qo ma + my
(bsl e ¢sr my + m/r

d11(my +my) + -+ o1 (my +ml)+
¢21(m1 + mll) +---+ ¢27"(m7‘ + m;«)+

¢51(m1 + m/1) + -+ gbsr(mr + m;)

op(Aa) = o(Amy+ -+ Am,)

P11(ma) + -+ O (my) + -+ da(ma) + -+ + dor(my) +
#(a)
G11(my) + -+ G (my) + - + daa(my) + -+ + dor(my)
o(a’)
¢(a) + o(a’)
d11(Amy) + -+ o1 (Amy) + -+ P (Amy) + -+ - + g (Amy)
= )‘¢11(m1) + -+ )\(ﬁlr(mr) + -+ )\gbsl(ml) + -+ A¢sr(mr)

= A¢(a)

i1) Suponha que ¢ € Hom(M, N), de forma que

e defina

¢(0+...+mj+...

¢o: My®---®M, — N @ --@N;
my+---+m, = N+ Ny

+0) = ¢1j(my) + -+ B (my) € N1 - D N,

onde ¢;; : M; — N; sao aplicagoes que dependem de m;. Dessa forma,

(miogoe)(my) =(mod)(0+ - +my+---+0)
= 7i(¢15(my) + -+ + dsj(my))

= ¢ij(m;) € N;

¢ homomorfismo. Logo, ¢;; € Hompg(M;, N;).



Capitulo 3. SEMISSIMPLICIDADE 33

i11) Seja ¢ = (¢;;) e Y = (14;), dado um m € M, vamos mostrar que (¢ + )(m) =
(¢i; + 1i;)(m). De fato, comom =my +---+m, e M =M, & --- & M,.

e S U T T S my
(i + i) (m) = : - E :
Gs1 V51 0 Qs+ Yy my
= (¢u + 1) (ma) + -+ (1 + Y1) (M) +

(¢sl + ¢31)(m1) +-+ (¢sr + wsr‘)(mr)
= ¢11(m1) + 4t ¢1r(mr) +oe At gbsl(ml) ++ ¢sr(mr) +
@(m)
7~p11(7nl) + -+ wh“(mr) + -+ wsl(ml) +-+ wsr(mr)

P(m)
= o(m)+9(m) = (¢ +y)(m)

iv) Consideremos o homomorfismo

v:  M,(Homg(M,M)) — Homg(M" M™)

¢11 ¢1n
A= S = p(A)
¢n1 ¢nn
onde
p(A)=0¢: M™ — M"

(mi+--+my) — ¢(my)+ -+ dra(my,) +

Este homomorfismo ¢é injetor e sobrejetor, portanto é um isomorfismo.

Lema 3.2.12 Seja R um anel, M um R-mddulo semissimples e B = Hompg(M, M).
Entao M admite uma estrutura de B-mddulo, com agao dada por ¢ -m = ¢(m), V¢ €
B, ¥Ym € M. Mais ainda, para cadam € M e cada f € Homg(M, M), existe um elemento
a € R tal que f(m) = am.

Demonstragao: Primeiramente iremos mostrar que M tem uma estrutura de B-modulo
com a acao dada pelo lema enunciado. De fato, M é um anel comutativo pois é R-modulo
e B é um anel com identidade. Assim, basta verificar as condi¢oes da Defini¢ao 2.2.1:

Sejam f,g € Bem,n € M, temos
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(f +9)-m=(f+g)m)=f(m)+g(m)=f -m+g-m

f-mtn)=flm+n)=f(m)+f(n)=f-m+[f-n

(fg)-m = (fg)(m) = f(g(m)) = f-(g9(m)) = f-(g-m)

1-m=1(m) =m.

Veremos agora a segunda afirmacao. Tomemos m € M e consideremos o submodulo
Rm. Como M é semissimples, existe um submodulo N tal que M = Rm & N, e assim
podemos definir 7 : M — M a projecao de M em Rm, dada por w(rm + n) = rm,
onde rm € Rm e n € N. Assim, sabemos que # € Hompg(M,M) = B. Tomando
f € Homp(M, M), temos f(m) = f(mw(m)) ja que m(m) = m, pois 7 é projegao. Por outro
lado, m € B pode ser visto como um escalar quando vemos M como B-mdédulo e como f
¢ um homomorfismo em B-moddulo, temos que f(m(m)) = «(f(m)). Novamente, como 7
é projecao, temos que 7(f(m)) € Rm e usando a transitividade, f(m) € Rm, portanto,

f(m) = am para algum a € R. m

Teorema 3.2.13 (Teorema da Densidade de Jacobson) Sejam M um R-mddulo se-
missimples e B = Homgr(M, M), f € Homg(M,M). Se {mq,...,m,} é um conjunto
arbitrdrio de elementos de M, entao existe um elemento a € R tal que f(m;) = am;, para
todo 1 <1 <n.

Demonstragio: Seja M = M@M@---&M (somado n vezes). Dado f € Homp(M, M),
definimos f™ : M®™ — M®™ por f™(z; + - 4+ x,) = f(x1) + --- + f(2), onde
€Ty EM,?::L...,TL.

Seja B = Homg(M™, M™). Afirmamos que f™ € Homp (M™, M™). De fato,
dado ¢ € B’, pelo Lema 3.2.11, podemos escrever ¢ = (¢;;), com ¢;; € Homp(M, M).

Assim, temos:
fMod(my+...+my,)
= fUNdr1(ma) + - 4 Gra(mn) + -+ Gur(ma) + -+ + dpn(mn))
= ou(f(m)) + -+ G (f(mn)) + -+ @ui(f(m1)) + - + dun(f(mn))
= ¢(f(m1) + -+ f(mn))
=¢o fmy+---+m,).

Agora, pelo Lema 3.2.12, existe um elemento a € R tal que
f(”)(m1+---+mn) =a(my+---+my) =amy + -+ am,.

Portanto, pela definicio de f™, temos f(m;) = am;,i=1,--- ,n. m
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Lema 3.2.14 (Lema de Schur) Sejam R um anel e M, N R-mddulos simples. Consi-

dere f : M — N um homomorfismo nao nulo. Entao f € um isomorfismo.

Demonstragao: Como Im(f) ¢ um submoédulo de N que é um médulo simples, temos
que Im(f) = 0 ou Im(f) = N. Como f é ndo nulo, entdo Im(f) = N e portanto, f é
sobrejetor. Da mesma forma, Ker(f) é um submoédulo de M que é um médulo simples.
Assim, Ker(f) =0 ou Ker(f) =M, mas como f é nao nulo, a segunda opgao nao ocorre.

Logo, Ker(f) =0, o que implica em f ser injetor. Portanto, f é um isomorfismo. m

Corolario 3.2.15 Sejam R um anel e M, N R-mddulos simples. Entdo:

i) Se M # N, entao Homp(M,N) = (0).

it) Homg(M, M) é um anel de divisdo.
Demonstracao:

i) Usando a contra-positiva, se Hompg(M, N) # (0) entao existe um homomorfismo nao

nulo f: M — N. De acordo com o Lema 3.2.14, f é um isomorfismo, logo M ~ N.

i1) Nao é dificil ver que Hompg(M, M) C F(M,M) é um anel com as operagoes de
soma e multiplicagao de F(M, M). Além disso, pelo Lema 3.2.14, temos que todo

homomorfismo f : M — M nao nulo é um isomorfismo e portanto tem inverso.

Definicao 3.2.16 Um anel R ¢é dito artiniano a esquerda se qualquer cadeia decrescente
de ideais a esquerda
]13]23"'3]2‘3"'

estaciona, ou seja, existe um indice t tal que I = I;, para i > 1.

A proxima observacgao utilizara esta definicao.

Observagao 3.2.17 Se R € um anel Artiniano semissimples e M é um R-maodulo simples,
entaéo D = Hompg(M, M) é um anel de divisao. Como M € também um D-modulo, M
¢ um espaco vetorial sobre D. Afirmamos que M é um D-espaco vetorial de dimensdo
finita. De fato, seja {mq,...,my,...} um conjunto linearmente independente de M sobre

D. Para cada indice t definimos:

Ay ={a € Rlam; =0,1 <i <t}
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Ay € um ideal a esquerda de R e A; D Aijy1, 1 =1,2,.... Além disso, essa uniao € estrita.
De fato, como M ¢é um R-mddulo simples, M # 0 e assim podemos tomar 0 = m € M.

Definimos assim, um homomorfismo de D-maodulos:

0, sei #t+1
f(m;) = ,
m, set =1+ 1
Sendo {my,...,mu1} C M e f € Homp(M,M), o Teorema 3.2.13 implica que eziste
a € R tal que

0, sel <1<t
f(mi) = am; = .
m, set =1+ 1
FE assim, a € Ay, mas a & Aiq e esta inclusdo € estrita. Entdo como o conjunto linearmente

independente € infinito, podemos criar uma cadeia descendente de ideais:
A DA D DAD -

o que contraria a hipotese de R ser Artiniano.

Definicao 3.2.18 Dado um anel de divisio D, chamamos de anel oposto D’ o anel
definido sobre o mesmo conjunto e multiplicacio dada por x -y = yx, onde yxr € a

multiplicacao de y por x em D.

Lema 3.2.19 Sejam R wm anel artiniano simples, M wm R-mddulo simples e D =
Hompg(M, M). Entdo,
R~ Homp(M, M) ~ M, (D)

onde n € a dimensao de M como D-maddulo.

Demonstragio: Primeiramente veremos que R ~ Homp(M, M). Para isto, considere o
homomorfismo ® : R — Homp(M, M) que associa a cada elemento a € R o homomorfismo
fo € Homp(M, M), dado por f,(z) = ax para todo = € M.

Podemos notar que o conjunto Ker ® = {a € R|f, =0} = {a € Rlax =0,V €
M} é um ideal bilateral de R. Como R é simples e 1 ¢ Ker ®, segue que Ker & = 0,
logo ® é injetor. Seja agora {my,..., m,} uma base de M sobre D. Segue do Teorema
3.2.13, que existe um elemento a € R tal que f(m;) = am;,1 <i <mn, e por linearidade,
f(m) =am,¥Ym € M. Logo, para cada f € Homp(M, M), existe a € R tal que ®(a) = f

e f(x) =ax,Yax € M, logo ® é sobrejetora e portanto um isomorfismo.

Agora se n é a dimensdao de M como D-médulo, sabemos que M ~ D™ como
D-médulos. Assim, pelo item iv) do Lema 3.2.11, Homp(M, M) ~ Homp(D™ D) ~
M,(Homp(D, D)), restando mostrar que Homp(D, D) ~ D°.
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Definimos agora ¥ : D — Homp(D, D) dada por ¥(a) = f,, onde f,(z) =
za,¥x € D. Usando o mesmo argumento da fungao ¢, podemos ver que Ker¥ = (0) e
portanto, ¥ ¢é injetora. Dado f € Homp(D, D), temos que f(x) = f(xl) = xf(1), pois = é
escalar em D. Entao se fixarmos f(1) = a teremos que f = ¥(a) e portanto W é sobrejetora.
Como ainda W(ab) = fu, = fyo fo = W(b)¥(a), temos que Homp(D, D) ~ D”. m

Corolario 3.2.20 Um anel artiniano simples é semissimples.

Demonstracao: De acordo como Lema 3.2.19, temos que se R é um anel artiniano
simples, entdao R ~ M, (D), onde D é o anel oposto de D = Homgr(M, M) e M é um
R-médulo simples. Mas como vimos no Exemplo 3.1.11, M,,(D) é um anel semissimples.

Logo, R também é semissimples. m

Teorema 3.2.21 (Wedderburn-Artin) Um anel R é semissimples se, e somente se,

ele é uma soma direta de dlgebras de matrizes sobre anéis de divisdo:

R~ M, (D)) &---& M, (D)

Demonstracao:

(=) Se R é um anel semissimples, entdao R é a soma de ideais minimais a esquerda.
Pelo Teorema 3.2.4, podemos reagrupar estes ideais a esquerda, unindo os que sao

isomorfos e obtendo a seguinte decomposicao para R:
R=A® ---®A,,

onde cada A; é um ideal minimal bilateral de R, e é também um anel simples,
pelo Corolario 3.2.5. Ja pelo Lema 3.2.19, temos que A; ~ Homp,(L;1, L;1), onde
D; = Hompg(L;1,L;1) é um anel de divisdao de acordo com o Corolario 3.2.15.

Novamente pelo Lema 3.2.19, temos que A; ~ M, (D;) para 1 <i < s. Portanto,

R~ M, (D) ®--- & M, (D)

(<) Suponhamos que R ~ M, (Dy) & --- & M, (Ds). Como visto no Exemplo 3.2.6, o
anel de matrizes com entradas em um anel de divisao ¢ um anel simples, logo nao
possui ideais minimais bilaterais. Assim, para cada i = 1,..., s, temos a seguinte

decomposicao para M, (D;):

D; - 0 0 -~ D; -+ 0 0 --- D
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Como cada um destes ideais L; = | : ... = ... | é minimal a esquerda,

temos que R é um anel semissimples.

Teorema 3.2.22 Seja R um anel semissimples e assuma que
R~ My, (D1) @ ® My, (Ds) = My, (D)) @ -+ © My, (D;)

onde D;, D;», 1<i<s, 1 <5 <r sao anéis de divisao. Entao, s = r e, permutando os

indices de forma conveniente, temos n; =m; e D; = D.

Demonstracao: Pode ser vista em (Milies e Sehgal, 2002, p. 105, [3]) m
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4 ANEIS DE GRUPO

Nesta secao estudaremos sobre um tipo de anel muito importante: ele é o resultado
da juncao de um grupo e um anel, é o anel de grupo. Veremos como se da sua construcao,

estudaremos os ideais de aumento e as condigoes de semissimplicidade nesta estrutura.

4.1 Anéis de Grupo e Semissimplicidade
Iniciaremos esta se¢ao com a construcao dos elementos de um anel de grupo RG e
das operacoes de adi¢ao e multiplicagdo que tornam este conjunto um anel.

Dado um grupo G e um anel R, definimos o anel de grupo RG como o conjunto
de todas as combinagoes lineares formais da forma o = - cs a,9, onde a;, € R e ay = 0,

exceto para um numero finito de g € G.

Exemplo 4.1.1 Consideremos o anel dos niimeros inteiros Z e o grupo Ss = {e, f1, f2, f3, f1, 5}

das permutacoes de 3 elementos. O anel de grupo Z.S3 € da forma:

1S53 = {nee + nf1f1 + nfzfQ + nf:sf?’ + be4f4 + nf5f5 | Moes Tpy T foy Tfsy Ty, s € Z}'

Definig¢ao 4.1.2 Dado um elemento a = 3 cqa,9 € RG, definimos o suporte de «,

denotado por supp(«) e definido como:
supp(@) = {9 € G | ay £ 0}

Decorre diretamente da definicao dos elementos de RG, que dados o = 37 c; ayg e

B =>4ecbyg € RG, a = 3 se, e somente se, a, = by,Vg € G.

Temos agora, condigdes de definir a soma e a multiplicagdo em RG de forma

bastante natural:

a+f= (Zagg) + (Zbgg) =D (ag+by)g

9geG geq geqG
a- = (Z agg) : (Z bgg) = Z (agbn) gh
geG e g,heqC

Vale notar que como R é um anel, (a, + b,) = ¢, (a,by) = d;j € R e como G é um

grupo gh = j € G, desta forma, podemos concluir que

a-f=7) dj

jea
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Podemos ver com facilidade que, munido destas operacgoes, RG é um anel com

unidade, uma vez que, dados a = 3 c g9, B = X e bgg, Y = X gec Cg9 € RG, temos

a+(B+7)= > geG Ggg + (deG byg + >_gea )
= Y gec g9+ (deG(bg +¢4)9)
Ygealag + (bg +¢4))g
Ygea((ag +bg) +¢g)g = (Xgealag +bg)g) + Xgea €9
= (deG agg + deG ng) + deG Cqg
= (a+p8)+7y

« Existe 0 = 3", 0g € RG tal que

a+0= EgEG (g9 + deG Og
= deG(ag +0)g
= Dgec Qg9
= «

o outro lado é andlogo.

o« Existe —a =Y ,cq(—ay)g € RG, tal que

-+ o= deG(_ag)g + D gec g9
deG(_ag + ag)g
= ZgEG’ Og
=0

o outro lado é anélogo.

a+ 8= Ygeaae9+ Xgeabyyg
= deG(ag + bg)g
= Ygealby +ag)g
>geabgg + 3 geq agg
= f+a

a-(B-7)= deG agg - (deG byg deG ng)
= Ygea g9 - (Xgnealbgen)gh)
= Zg,h,jeG(ag(thj>>ghj
= Ygnjea((agbn)c;)ghj
= (Zg,heG(agbh)gh) " 2gea Cg9
= (deG Qgg - deG’ bgg) : deG Cqg
= (a-f)~
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a-(B+7)= > ogeG '(deG byg + > gec c49)
= YgeG g9 - (deG(bg + Cg)g)
= Zg,heG(ag(bh +cn))gh
= Zg,heG(%bh + agcn)gh
= Zg,heG(agbh)gh + Zg,heG(agCh)gh
= (deG Qg9 - deG bgg) + (deG g9 * deG ng)
= a-fH+a-vy

(a+p8) ~v= (deG ag9g + deG bg) : deG Cqd
= (deG(ag + bg)g) ) deG Cgg
= Ygnea((ag + bg)cn)gh
= Xgnea(agen + bgen)gh
= Ygnea(agen)gh + 3 g nea(bgen)gh
= (deG GAgg - deG ng) + (deG bgg : deG ng)
= a-7+ 6 -y

o Existe 1 =3 cq 249 € RG, onde 2, = 1, 1, = 0,9 # e tal que

1l o= le-zgecagg
= de(;(lag)eg

= Ygeq Uy = O

o outro lado é anélogo.

Além disso, podemos definir o produto de elementos r € R por elementos de RG
como:
r D agg| = (rag)g
geG geG
E com esta operacao podemos verificar que RG é um R-moédulo, pois dados

a=30ec 99,3 =2 4ecbyg € RG el r, s € R, temos:

(r+s)a= (r+s)> eccaq9
= Ygeal(r+s)ag)g
= Ygealrag +sag)g
= 2gea TG + D geq SAyg
= T(ZgGG @gg) + S(EgEG @gg)
= roa+ s«
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rla+p)

= 1(Xyec 99 + X gec by9)

= r dea(% + bg)g
= deG(r<ag + bg))g
= deG(rag +1by)g

= ZggG(“@)g + deG(Tbg>g
= T(deG agg) + r(zgeG bgg)

= ra

lao =

+rp

T(5<deG agg))
r(Xgea(sag)g)
Ygea(r(sag))g
Ygea((rs)ag)g

(rs)(Xgec ag9)
(rs)a

1(Zg€G<1a9)g)
ZgEG agg
«

Mais ainda, se R é comutativo, entao RG é uma R-algebra. De fato, para r € R e

a, € RG, temos:

Por outro lado,

r(ap)

T(ZQEG g9 - ZQEG bgg)

r(Egnec(agbn)gh)
Ygnea(r(aghn)gh)
Zg,heG((rag)bh)gh
deG(Tag)g DIre byg

(T(dec; %9)) ) deG byg

(ra)p
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T(aﬁ) = T(deG aq9 - deG bgg)

= 1(Xgnealaghn)gh)
>gnec(r(agbn)gh)gh
Ygnea(raghn)gh

= Ygnea(agrby)gh

= Zg,heG(ag(rbh))gh

= Dgec g9 - deG(rbg)g

= de(} Qgg - (T(deG bgg))

= a(rp)

Assim, RG é um anel, um R-mo6dulo e quando R é comutativo, RG é uma R-algebra.

Veremos agora como G e R se relacionam com o anel RG.

Podemos definir uma inclusao i : G — RG dada por i(x) = 3 e ag9, onde a, = 1
e a, = 0 quando g # z. Por esta identificacdo, podemos considerar G como um subconjunto
de RG, mais ainda, podemos afirmar pela construcao de RG, que GG é uma base de RG
sobre R. Logo, se G ¢ finito, temos que o dim (RG) = |G| sobre R.

Da mesma forma, considerando v : R — RG dada por v(r) = 3 ,cq a9 onde
a. =1 e a, =0 quando g # e, temos que R pode ser considerado um subanel de RG, pois
v € injetivo.

Além estas identificagoes, dados r € R e g € GG, temos que g = gr e no caso em

que R for comutativo, teremos R C Z(RG).

Apresentaremos agora o Teorema de Maschke que nos d4 uma caracterizacao dos
anéis de grupo semissimples. Vale também a reciproca deste teorema e sua demonstracao
pode ser vista em (Milies e Sehgal, 2002, p. 141, [3]).

Teorema 4.1.3 Teorema de Maschke Seja G um grupo. Entao o anel de grupo RG é

semissimples se as sequintes condigcoes ocorrem:

(1) R é um anel semissimples.
(17) G € finito.
(i1i) |G| € inversivel em R.
Demonstragao: Assuma que R é anel semissimples, G é finito, |G| é inversivel em R e

seja M um RG-submoédulo de RG. Como R é semissimples, segue que RG é semissimples

como R-modulo. Logo, existe N, R-submédulo de RG, tal que

RG=M®&N
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Seja 7 : RG — M a projecao canoénica associada a soma direta. Definimos 7* : RG — M
pelo processo

(x) Z g 'm(gzr), V€ RG
‘G‘ geG

Temos que 7* estd bem definida, pois 7(gz) € M, para todo x € RG e todo g € G. E assim,
como M é um RG submédulo, g~ 'w(gx) € M, e portanto, 7*(z) = Tcl:| Sgec g 'm(gr) € M.

Se provarmos que 7% é realmente um RG-homomorfismo tal que (7%)? = 7* e
Im(r*) = M, entao Ker(r*) serda um RG-submédulo tal que RG = M @ Ker(n*) e o

teorema estard provado.

Como 7* é um R-homomorfismo, para mostrar que também é um RG-homomorfismo

é suficiente mostrar que
™ (azx) = ar*(x), Ve eG, VaeG

Temos que

(ax) Zg m(gax) Zaa g '7(gax) Z ga) ‘7 ((ga)x)
‘G’ gel ’G‘ geqG ’G‘ gelG
Quando ¢ percorre todos os elementos de GG, o produto ga também percorre todos os

elementos de GG, e assim

™ (ax) = a@ teZGt_ m(tz) = ar*(x)

Como 7 é uma projecao em M, sabemos que w(m) = m, para todo m € M. Além

disso, como M é um RG-modulo, temos que gm € M, para todo g € G. E assim,

1
(m) g 'm(gm) g tgm == +m)=m
-~z -~z Gt tm)

9€G 9€G |G| vezes

e segue que I'm(7*) = M. Ainda temos que, para todo z € RG,

T (7" |G| g gﬂ |G| > g N grt(x)) = 7" (x)

ged geG
ou seja, ()% = 7.
Por fim, considerando a sequéncia exata
0 Ker(n*) 5 RG5> M — 0

Tomemos ¢ = 7y, : M — RG, e notemos que Im(7*) = M C RG. Assim, ¢ é um
homomorfismo de RG-médulos tal que 7 o ¢ = Idy,. De fato, como 7* é sobrejetor, dado

m € M, existe z € RG tal que 7*(x) = m e assim,

(770 p)(m) = (77 0 ) (" (z)) = mx(x*(x*(2))) = 7*(z) = m

Portanto, a sequéncia se fatora e RG = M & Ker(r*). m



Capitulo 4. ANEIS DE GRUPO 45

Corolario 4.1.4 Seja G um grupo finito e K um corpo. Entio, KG € semissimples se, e
somente se, char(K) 1 |G|.

Demonstracao: |G| é inversivel em K se, e somente se, char(K) 1 |G|. Logo, pelo

Teorema de Maschke 4.1.3, KG é semissimples se, e somente se, char(K) 1 |G|. m Veremos

agora a versao do Teorema de Wedderburn-Artin para anéis de grupo.
Teorema 4.1.5 Seja G um grupo finito e seja K um corpo tal que char(K) {1 |G|. Entao:

(1) KG € a soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais { B;}1<i<,, chamados

de componentes simples de KG. Cada B; é um anel simples.
(17) Qualquer ideal bilateral de KG é soma direta de alguns membros da familia{ B; }1<i<,.

(i1i) Cada componente simples B; é isomorfo a um anel de matrizes da forma M,,(D;),
onde D; € um anel de divisdo contendo uma copia isomorfica de K em seu centro, e

o0 isomorfismo
KG 2 a7 M, (D))

¢ um isomorfismo de K-dlgebras.

(tv) Em cada anel de matriz M, (D;), o conjunto

2, 0 --- 0
5 0 - 0 ‘

]i: . . . |ZL’1,IL’2,...,1’MGDZ‘ ZD?Z
Tp, 0 0

¢ um ideal minimal a esquerda.

Dado x € KG, nds consideramos ®(z) = (aq,...,q,) € &I_, M, (D;) e definimos o
produto de x por um elemento m; € I;, por xm; = a;m;. Com essa definicdo, I; se

torna um KG-maodulo simples.

(v) I; £ 1;, sei#j.

(vi) Todo KG-mdédulo simples € isomorfo a algum I;, 1 < i <r.

Demonstracao: A demonstragao deste teorema é analoga as apresentadas nos resultados

na Secao 3.2. m

Corolario 4.1.6 Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado, tal que
char(K) 1 |G|. Entao:
KG =~ &/, My, (K)

en?+n3+...+n?=|G|.



Capitulo 4. ANEIS DE GRUPO 46

Demonstracao: Como char(K) 1 |G|, temos que
KG ~ ®;_ M, (D;)
onde D; é um anel de divisao que contém uma copia de K em seu centro.

Se calcularmos as dimensoes sobre K em ambos os lados da equacao acima, teremos
G| =Y "ni[D;: K|
i=1
onde [D; : K] ¢ a dimensao de D; sobre K. E assim, segue que cada anel de divisao ¢é de

dimensao finita sobre K. Como K é algebricamente fechado, temos que D; = K,1 <i <r

e o resultado segue. m

4.2 Decomposicio de Algebras Semissimples

Nesta secao veremos com mais detalhes o processo de obtencao das componentes
simples de um anel de grupo. Iremos focar no caso em que K = C, mas resultados
similares podem ser obtidos com outros corpos, como em (Milies e Sehgal, 2002, p. 144,
[3]). Iniciaremos com as definigdes de classe de conjugacao e de soma de classe. Seja G um

grupo, definiremos uma relagao de equivaléncia sobre G da seguinte forma:

Va,y € G, x estd relacionado com y < 3g € G tal que y = g 'ag

Quando z esta relacionado com y pela relacdo acima, dizemos que z e y sdo

elementos conjugados em G.

Definigao 4.2.1 O conjunto T = {y € G|y = g 'zg, para algum g € G} é chamado de
classe de conjugacdao em G do elemento x. Denotaremos as classes de conjugagio de G

por C,.

Exemplo 4.2.2 Vamos calcular as classes de conjugagdo do grupo das permutagoes de 3
elementos, Ss = {1, (12),(13),(23), (123), (132)}:

Ci={I}, poisy=g 'Ig=g 'g=1I;
Cy ={(12),(13),(23)}, pois (13) = (123)(12)(132) e (23) = (132)(12)(123);
C3 ={(123), (132)}, pois (132) = (12)(123)(12).
Podemos perceber que existem 3 classes de conjugacao do grupo Ss.
Defini¢ao 4.2.3 Sejam G um grupo, R um anel comutativo, {C;}icr o conjunto de classes

de conjugacao de G. Para cada indice v € I, definimos y; = C; = > ozec; T. Esses elementos

sao chamado de somas de classe de G sobre R.
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Teorema 4.2.4 Seja G um grupo e R um anel comutativo. Entao o conjunto {@}iel de

todas as classes de conjugagao forma uma base de Z(RG), o centro de RG, sobre R.

Demonstracao: Dado g € G, notemos que

g'Cig= g7 (Xsec; 1)y
= erci g_lxg
- ZyeCi y

A

Disso decorre que C’ig = gC’i e, portanto, C; e Z(RG).

Além disso, suponhamos que Y ;;7,C; = 0, entdo, > ;c; 7 >0, @ = 0, pois as
classes de equivaléncia sao disjuntas. Como o conjunto G é LI, e acima temos uma
combinagao linear de elementos de GG igual a 0, segue que r; = 0,V7 € [ e portanto, o

conjunto {C;}ie; é linearmente independente.

Tomemos agora o = Y- a,9 € Z(RG). Entao, para todos x € G,

v lar =27 (D ag9)r =D agx T gr = agh

onde h estd na mesma classe de conjugagao de g. Por outro lado, como a € Z(RG),

T = ar = o = ‘azx, e assim,

o= ash=a,=a,

Em outras palavras, para todo elemento do centro de RG, os coeficientes de
elementos de uma mesma classe de conjugacao sao iguais, assim, podemos reescrever «
agrupando os elementos de uma mesma classe: v =) a,;C;. B portanto, {C’l}le 1 € gerador
de Z(RG). m

Proposicao 4.2.5 Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado, tal que
char(K) 1 |G|. Entao, o nimero de componentes simples de KG € igual ao nimero de

classes de conjugagdao de G.

Demonstracgao: Pelo Teorema 4.2.4, dim Z(KG) é igual ao nimero de classes de
conjugacgao de G. Veremos agora que dim Z(K(G) é igual ao nimero de componentes
simples de KG.

Sabemos que KG ~ &!_, M,,(K), entao, Z(KG) ~ &}_, Z(M,,(K)). Além disso,
Z(M,(K)) = {alla € K}, o que implica em Z(M,(K)) ~ K. Logo, Z(KG) ~ ®!_,K e

portanto, dim Z(KG) = r e r é o nimero de componentes simples de KG. m
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Exemplo 4.2.6 Conforme vimos no Exemplo 4.2.2, Ss tem 3 classes de conjugagdo, logo,

CS3 tem 3 componentes simples:
CS; =A@ Ay & A3

Como CS3 tem dimensdo 6 sobre C, sabemos que a soma das dimensoes de Ay, A, As

também deve ser 6. Como estamos tratando de anéis de matrizes com entradas em C,

nossa unica possibilidade é:

CS; = M;(C)® M;(C) ® M(C)
= CaCa My(C).
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5 REPRESENTACOES DE GRUPO

Neste capitulo apresentaremos a definicao e alguns exemplos das Representacoes
de Grupo. Em seguida, veremos a relagao préxima que podemos estabelecer entre as
representacoes e os modulos de um grupo. Por fim, usaremos esta relagao para determinar

as representacoes irredutiveis de alguns grupos.

5.1 Definicoes e Exemplos

As representagoes de um grupo estao ligadas a um espaco vetorial de dimensao
finita, desta forma, podem facilmente ser representadas também por matrizes. Assim,

iniciamos a se¢ao com algumas definig¢oes.

Definicao 5.1.1 Sejam G um grupo, R um anel comutativo e V um R-modulo de di-
mensao finita (ou espago vetorial). Uma representagdo de G sobre R, com espaco
representativo V., € um homomorfismo de grupo T : G — GL(V'), onde GL(V') denota o
grupo de automorfismos (operadores lineares) de V. A dimensao de V' é chamada de grau

da representagdo T e é denotada por deg(T).

Como para todo g € G, a imagem de g é um operador linear em V', denotaremos
T(g)=T,:V = V. E importante notar que, como 7' é um homomorfismo de grupos,

para g,h € G, teremos Ty, =T,0T), e T, = 1.

Conforme dito anteriormente, ao fixarmos uma base para V', podemos estabelecer
um isomorfismo entre GL(V') e GL(n, R), ou seja, associamos cada operador 7, com sua

matriz na base fixada. Desta forma, temos a defini¢ao a seguir:

Definigao 5.1.2 Seja G um grupo e R um anel comutativo. A representagdo matricial

de G sobre R de graun é o homomorfismo de grupos T : G — GL(n, R).
Veremos agora alguns exemplos de representacoes de grupos:

Exemplo 5.1.3 Dado um grupo G e um anel R, a representacio T : G — GL(n, R) que
associa todos os elementos de G com o elemento identidade de GL(n,R) é chamada de

representacgdao trivial de grau n.

Exemplo 5.1.4 Consideremos Dy o grupo de todas as simetrias de um quadrado. Sendo
a a rotacao deste quadrado por um angulo de g e b a reflexao por uma diagonal, podemos

descrever o conjunto da sequinte forma:
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Dy = {1,a,a* a®b,ab,a*b,a®b}

onde a e b sao os geradores do conjunto.

4 3 3 2
a
—

1 2 4 1
4 3 2 3
b
—

1 2 1 4

Se pensarmos no significado geométrico de a e b como duas transformacoes lineares do
plano nele mesmo, podemos calcular suas matrizes sobre a base canonica de R?, obtendo

uma representacao W de grau 2 para Dy:

b(1,0) ; (0,1) b((;, 1) =(1,0)

0 —1 0 1
W(G)ZL 0 ]’W(b)zll 0]

Exemplo 5.1.5 Seja S, o grupo das permutagoes de n elementos. Podemos definir uma

representacio S : S, — (R), da sequinte forma:

1, se o é permutagdo par
S(o) =
—1, se o é permutacao impar
Esta é a chamada representacdao sinal. Lembramos que uma permutacao € par se o
numero de trocas que devemos realizar entre seus elementos para recuperar a ordem original

da sequéncia for par. A permutacdo € impar se este numero for impar.
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Exemplo 5.1.6 Seja ¢ : S,, — GL(n,C), dada por ¢(c) sendo a matriz identidade com

as linhas permutadas de acordo com o. Por exemplo, se n = 3, temos

1 00 010 0 01
p(Id)=10 1 0 |,0((12)=1]1 0 0 |,6((123))=1]1 0 0
0 01 0 01 010
Esta é a chamada representagcdo standard.
Exemplo 5.1.7 Seja G = {1,a,d,...,a™ '} um grupo ciclico de ordem m e K um

corpo. Uma representag¢io matricial A : G — GL(n, K) € totalmente determinada pela

r

matriz A(a), imagem do gerador do conjunto G, pois A(a”) = A(a)".

Consideremos o conjunto G = {1,a,a*} e sua representagio em GL(3,C):

1 0 0
1 V3,
1
0 0 BN LF
2 2
10 0 1 0 0
1 V3
Al)=101 0],A@@)=|0 5T ! 0
00 1 1 V3.
0 0 —— 2
SR

Podemos ver que a diagonal de A(a) possui as raizes ciubicas da unidade em sua diagonal

principal. Veremos em futuros exemplos que isso é comum em algumas representagoes.

Exemplo 5.1.8 Seja K = {1,a,b,ab} o grupo 4-Klein, que possui 3 elementos de ordem

2. FEsta € sua tabua de operacao:

1 a b ab
111 a b ab
a 1 ab a
b|b ab 1 a
ablab b a 1

Iremos determinar uma representa¢io T : K — GL(2,7Z):

-1 o 2]

,T(ab) = [ _01 _01]

T(b):[_()l 0

Repare que, como a, b, ab tém ordem 2, procuramos determinar esta representacdao utilizando

matrizes que ao quadrado sdo iguais a matriz identidade.
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Veremos agora, uma representacao que esta associada ao anel de grupo RG e tem grau

igual a |G|:

Exemplo 5.1.9 Definiremos a chamada representacdo regular p: G — GL(RG) por
py(z) = gz, ou seja, associamos cada elemento de G ao operador linear que age pela
multiplicacdo a esquerda em cada elemento da base de RG, que € precisamente o proprio

G. Podemos ver que p € realmente uma representagdo, pois

pern(y) = (gh)y = g(h(y)) = g(pn(y)) = pe(pr(y)) = (g © pr)(y)

Vejamos a representacao reqular do grupo 4-Klein apresentado no Exemplo 5.1.8. Como

al = a,aa = 1,ab = ab,aab = b, a representacao matricial de p, serd:

0100
1000
=10 001

0010

Da mesma forma, podemos determinar as demais representagoes deste grupo:

1000 0010 000 1
010 0 000 1 00 10

1) = o(b) = p(ab) =

=10 010l 1000|0100
000 1 0100 1000

Perceba que todas as matrizes apresentadas sao a matriz identidade com suas linhas
ou colunas permutadas. Esta é a principal caracteristica da representagao reqular. Qutra
importante caracteristica desta representagdo € que ela é fiel, ou seja, ¢ uma representagdo
njetiva.

De fato, sejam g,h € G tais que p(g) = p(h). Assim,

pg: RG— RG  p,: RG— RG
9i = 99i gi > hg;
o que implica em gg; = hg; = g = h. Logo, p é injetiva.

Dadas duas representacoes 7' : G — GL(n,R) e S : G — GL(m, R), podemos
definir uma representacao I’ ® S : G — GL(n +m, R), dada por (T'® S), =T, & S,, ou
ainda,

T, 0

T®S), =
res,=| o

Agora, apresentaremos algumas defini¢bes sobre representagoes.
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Definicao 5.1.10 Duas representagoes T : G — GL(V') ¢ S : G — GL(W) de um grupo
G sobre um corpo K sdo chamadas de equivalentes se existir um isomorfismo ¢ .V — W
tal que Sy = poT,0¢™ !, para todo g € G.

Defini¢ao 5.1.11 Duas representacoes T : G — GL(n,K) e S : G — GL(n, K) de um
grupo G em um corpo K sdo chamadas de equivalentes se existir uma matriz inversivel
UeGL(n,K) tal que T, = US,U " para todo g € G.

Como exemplo, se tomarmos duas representagoes de G sobre um mesmo espaco

vetorial, mas com bases diferentes, obteremos matrizes diferentes, porém equivalentes.

Para a préxima definicao, precisamos lembrar da definicao de subespaco invariante.
Dado um operador linear 7" : V' — V| dizemos que um subespago W C V' é T-invariante

se, para todo w € W, temos T'(w) € W.

Definigao 5.1.12 Uma representagao T : G — GL(V') de um grupo G sobre um corpo K
¢ chamada de irredutivel se V ¢é diferente de {0} e os inicos subespagos T -invariantes

de V sao {0} e V. Caso contrdrio, dizemos que T ¢é redutivel.

Definigao 5.1.13 Uma representacio T : G — GL(V) € chamada de completamente
redutivel se para todo subespaco T-invariante W, existe um subespaco T-invariante W',

tal que V=W o W'.

Observe que um subespago W de V' ¢ T-invariante, quando W ¢ T,-invariante para
todo g € G. Além disso, representacoes redutiveis tem matrizes triangulares superiores
por blocos e representacoes completamente redutiveis tem matrizes diagonais por blocos.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.1.14 A representagdo regqular é sempre redutivel. De fato, como na repre-
sentagao regqular tomamos V = RG, o elemento G = >gec 9 € RG gera um subespago

p-invariante nao trivial, pois para todo h € G,

ph(é):h~G:Zhg:Zx:G

geG zeG

Logo, G ¢ invariante poT .

Exemplo 5.1.15 Seja W a representacdo definida no Exemplo 5.1.4. Verificaremos que

W € uma representagao irredutivel.

De fato, considerando R? como espago vetorial, queremos encontrar wm subespaco

W -invariante S. Se dimgS = 0, S = {0} que é W-invariante. Da mesma forma, se
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dimpS = 2, S = R? e também é W -invariante. Resta verificar o caso em que dimpS = 1.
Neste caso, S = [v] e assim, W(v) = Mv. Estamos procurando entao um subespago gerado

por um autovetor v de W(a) e W(b) simultaneamente. Para isto, iremos calcular os

autovalores de W(a) e W (b):

—x -1 9 9 )
=24+ 1l=24+1=0=2==41
1 —x
—x 1 9 9
=z —1l=2-1=0=2==+1
1 —x

Como x precisa ser autovalor de W (a) e de W(b) ao mesmo tempo, S ndo possui
autovalores e consequentemente nao possui autovetores. Portanto W é irredutivel pois os

tinicos subespagos invariantes sio {0} e R%.

5.2 Mdédulos e Representacoes

Nesta secao, veremos que estabelecer uma relacao biunivoca entre RG-moédulos e

as representagoes de GG sobre R nos ajuda a determinar estas representagoes com mais
facilidade.

Dados os conjuntos A das representacdes de um grupo G sobre um anel R e o
conjunto B dos RG-moddulos livres de dimensao finita sobre R, podemos estabelecer as
seguintes bijecoes:

o A — B
T:G—GL(V) — grgV

onde a agao de V' é dada por av = (X ,cq ag9)v = X yeq agTy(v).

v: B — A
reM — T: G — GL(M)
g — Tg: M — M
m — gm

Afirmamos que ¢ = 9¢~!. De fato, dada T' € A,

(Wop)(T)=4¢(rcV)= L: G — GL(V)
g — Lg: V=V
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Mas como Ly(v) = gv =1 (gv) = 1-T,(v) = T,(v), teremos que L = T'. Por outro lado,
dado M € B, temos

T: G — GL(M)
(poy))(M)= ¢ g = T,: M — M
m — gm
= recM

pois, (deG agg) m=>geq agTy(m) = > oge Ugg - M.

Portanto, po) =1 = 1) o ¢.

A proposicao a seguir nao sera demonstrada por sua extensao, mas ela nos mostra
a utilidade de estabelecer a associagao acima:

Proposicao 5.2.1 Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Entdo:

(1) Duas representagoes T e T' de G sobre R sdo equivalentes se, e somente se, o0s

RG-maodulos correspondentes sao isomorfos.

(1) Uma representacao € irredutivel (respectivamente completamente redutivel) se, e

somente se, seu RG-mddulo correspondente € simples (respectivamente semissimples).

Esta proposi¢ao nos mostra que para determinar as representacoes irredutiveis de
um grupo G sobre um anel R, podemos nos valer da decomposi¢do de RG em componentes
simples, que serao mdédulos simples ou semissimples. Assim, para cada componente da
decomposicao de RG associamos uma representacao irredutivel ou completamente redutivel.

Na proxima secao veremos isto em alguns exemplos.

5.3 Mais exemplos

Exemplo 5.3.1 Seja Kg = {1, +i,+j, £k} o grupo das unidades basicas dos quatérnios
com a operacao de multiplicacao. Podemos vé-lo como o gerado pelas unidades i e j, pois
1=4% ~1=4% —i=14,—j=1i%,k =1ij, —k = i*j.

Calculando as classes de conjugacao, obtemos as 5 classes:
Cl - {1}, CQ - {—1}, Cg - {Z, —Z}, 04 - {j, —j}, C5 - {]{?, —k}
E portanto o niumero de componentes simples de CKg € 5:

CKs=A1 Ay D A3 D Ay B Ay
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Como a dimensdo de CKg sobre C € 8 e A; sao anéis de matrizes, temos que as

dimensoes serdo: dim Ay = dim Ay = dim A3 = dimAy =1 e dim A5 = 4, ou seja,

CKs=CaCaCaCao M(C)

Seja T um representacio de Kg sobre C, entao T =Ty ® Ty ®T3D Ty B Ts. Assim
devemos determinar 4 representacoes nao equivalentes de grau 1 e uma representacao de

grau 2.

(J
(J
(J
(7) =

Nos resta ainda, determinar uma representacao de grau 2. Podemos deduzi-la por tentativas,

) =1
):
) =1

I
|
S8 8353

—1
-1

utilizando as identidades > = j2> = —1, i* =1, ij = k, porém este é um método bastante
trabalhoso e pouco metodico. Assim, utilizaremos resultados posteriores para determinar Ts

no FExemplo 6.2.2

Exemplo 5.3.2 Conforme visto no Exemplo 4.2.6, o anel de grupo CS3 possui 3 compo-

nentes simples:

CS; =Ca Ca My(C).

Sabemos que devemos encontrar 3 representacoes irredutiveis, duas de grau 1 para as
primeiras componentes do anel de grupo e uma de grau 2 para a ultima componente.
Sejam entao T1,Ts, T3 estas representacoes. Definiremos as representacoes apenas mos
geradores, como representagoes sao homomorfismos, precisamos definir matrizes de forma
que T(gh) = T(g)T(h). Podemos definir Ty como a representagao trivial e Ty como a

representacdo sinal:
Ti((12)) =1 e T1((123))
T((12) = -1 e T5((123))

1.
1.

Claramente estas duas transformagoes atendem a propriedade T (gh) = T(g)T'(h).

Devemos definir agora uma representagao Ts de grau 2, de forma que:
T3((12))2 = Tg([) = IQ € T3((123>)3 = Tg([) = [2.

Com algumas tentativas, obtemos as sequintes matrizes:

—14++/3i 0
2

—1—1+/3i
2

01

T5((12)) = [ ) e T5((123)) =

0
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Desta forma obtemos a matriz T para cada gerador, cuja diagonal sao as matrizes
11,75, T3 em blocos:

1 0 00
0 -100
T((12)) =
@2)=1. 4 o
0 0 10
o ; i
0 0
T((123) = | , o, —L+V3i 0
2
—1—/3i
00 0 2\[2

No préximo capitulo veremos mais uma ferramenta que nos ajudard a determinar todas as

representacao de um grupo: os caracteres.
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6 CARACTERES DE GRUPO

Neste capitulo veremos a definicio de caracteres. Esta definicao depende das
representacoes de grupo, mas veremos que, com alguns resultados, podemos fazer o oposto,
ou seja, conhecer o caracter de uma representacdo pode nos ajudar a determinar a matriz

desta representacao com mais facilidade.

6.1 Definicao e exemplos

Iniciaremos com a definicao e alguns exemplos de caracteres de grupos ja apresen-

tados anteriormente.

Definicao 6.1.1 Sejam G um grupo, V. um espaco vetorial de dimensao finita sobre um
corpo K eT : G — GL(V) a representagio de G sobre K. Entao o cardcter y de G
dado pela representacdo T, é a associagio x : G — K dada por x(g) = tr(1,), para
todo g € G.

Denotamos o grau de um caracter x por gr(y) e o definimos como sendo igual ao

grau da representacao T'.

Note que, se char(K) = 0, temos
x(lg) = tr(Thg) = tr(I) = [V : K] = gr(x)

Em particular, se T' é a representacao regular, x(1g) = gr(x) = |G].

Em geral, y ndo é um homomorfismo, porém quando gr(x) = 1, temos que xy =T
e x serda um homomorfismo. Caracteres de grau 1 sao chamados de caracteres lineares. O

caso especial onde x(g) = 1, para todo g € G é chamado de cardcter principal.

Ainda, se Ti,...,T, sao representacoes de G com caracteres xi,...,X,, entao

T=T & ®T, gera o cardcter Y = x1 + - + X

Veremos agora alguns resultados que nos ajudam a encontrar caracteres de repre-

sentacoes.

Lema 6.1.2 Se U é uma matriz inversivel, entdo tr(U1AU) = tr(A).

Demonstragao: Inicialmente, proveremos que tr(AB) = tr(BA). Assim, sejam A, B €
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M, (K) tais que:

aq Ain b11 bin
A= ,B=1 :
Upi -+ Ay byt -+ by,
Assim,
a11b11 + -+ anbyr o apbi, + -+ a1nbon
AB = :
p1b11 + -+ bt 0 Apibin + - F Gunbon
Logo,

tT’(AB) - (allbll + -+ alnbnl) +---+ (anlbln + -+ annbnn)
allbll +--+ alnbnl +-+ CLnlbln +- annbnn

= X aiiby
Por outro lado,
binair + -+ bipanr o+ b, + o+ b1l
BA — . .
bnlall + - bnnanl T bnlaln + -+ bnnann

Logo,
tr(BA) = (bnan + -+ binan1) + - + (bp1@in + - - + bpnGan)
= bnai + -+ bipap + - F bpiar, + -+ bypany
= X bijay
Como K é comutativo, para todo 1 < ¢ < n, e para todo 1 < 57 < n, teremos que
> a;ibji = > bijaj; e portanto tr(AB) = tr(BA).

Desta forma,

tr(UTAU) = tr(U 1 (AU)) = tr((AU)U ') = tr(A)

O resultado acima serd 1til para provarmos duas propriedades importantes dos

caracteres.

Lema 6.1.3 (i) SeT e T’ sao representagoes equivalentes, entao elas geram o mesmo

cardcter.

(1i) Caracteres sao constantes nas classes de conjugacio de G.

Demonstracao:

(i) Se T e T' sdo equivalentes, entao existe uma matriz inversivel U tal que T'= U 'T'U,
logo
x=tr(T) =tr(U'T'U) = tr(T") = \/
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(i1) Se g,h € G pertencem a mesma classe de conjugacdo, existe x € G tal que g = v~ hx,
logo
x(g) =tr(T,) = tr(Ty-1p,) = tr(T—T),T,) = tr(T)) = x(h)

Proposigao 6.1.4 Seja G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) 1 |G|. Se
X1,---,Xr denotam os caracteres dados por um conjunto completo de representacoes
irredutivers e nao equivalentes de G sobre K, entdo o conjunto de todos os caracteres de
G sobre K € o conjunto das combinagoes lineares nao nulas da forma x = >_i_, n;Xi, onde

cada n; € um inteiro nao negativo.

Demonstragao: Sejam {77,...,7,} o conjunto completo de todos as representagoes nao
equivalentes e irredutiveis de GG sobre K, entdo qualquer outra representagao 17" de G sobre
K pode ser escrita na forma 1" = @]_n;T;, comn;, < 0,1 <7 < 7. Assim, se y € o cardcter

dado por 7', temos que x = >./_; n;x;. W

Exemplo 6.1.5 Seja A: G — GL(3,C) onde G = {1,a,a*}, conforme visto no Exemplo
5.1.7. Temos que

Y1) =tr(A(1)=1+1+1=3

x(@) = tr(A(@) = 1+ <—;+\§i ()
x(a?) = tr(A(a?)) = 1 (—2 - \f ) + (—; + \f ) -

Exemplo 6.1.6 Seja G um grupo finito de ordem n. Denotaremos por p : G — C o
cardcter regular, dado pela representacio reqular de G sobre C. Seja CG ~ @I_,M,,(C) a

decomposicao de CG como soma direta de componentes simples.

Se I; ~ C" (lembrando que I; C M,,(C) é o conjunto das matrizes que sao nulas
com exceg¢ao da coluna i) é o CG-mddulo irredutivel correspondente d i-ésima componente
simples, ¢ facil ver que, como CG-maodulos, temos

—_————
n; vezes
e assim,
CGxxhLee---0L®---dL D DI,
—— ——
ni vezes ny vezes

Se T; denota a representacao irredutivel de G sobre C correspondente a I;, e x; seu
cardcter, para todo 1 < i < r, entao podemos escrever a representacao T de G sobre C
como:

T = @:Zﬂlzﬂ



Capitulo 6. CARACTERES DE GRUPO 61

e calculando os tracos, obtemos:

P = Z niXi
i=1

Como n; = gr(T;) = x(1), podemos reescrever a féormula acima como

plo) = X x(Dilo) (6.1

Lembrando que p(1) = |G| e p(g) =0 quando g # 1.

A partir de agora, iremos focar o estudo em caracteres complexos, ou seja, caracteres

de um grupo G sobre o corpo C. Consideremos entao a decomposicao de CG:
CG =a._(CG)e; ~ @]_ M, (C)

onde {ey,..., e} é o conjunto de idempotentes primitivos centrais de CG. Pode-se observar
que cada idempotente e; corresponde, por isomorfismo, ao elemento (0, ..., 0, d,,,0,...,0),
onde Id,, denota a matriz identidade do anel M,,(C), 1 <i <r.

Seja T': CG — C, dada por T'(Xjcq ag9) = > gec agT(g), assim, Ti(e;) é a funcao
linear definida em (CG)e; dada pela multiplicacao pelo elemento identidade. Ou seja, T; é

a funcao identidade no componente simples (CG)e;. Além disso, como e;e; = 0 se i # j,

segue que T;(e;) ¢ a funcao nula em toda componente simples (CG)e;, j # i. Portanto:
xi(e:) = tr(Idy,,) = gr(T;)
Xi(ej) = O? se 1 7£j
O teorema a seguir nos ajudard a calcular os elementos idempotentes a partir dos

caracteres. isto nos é util pois as representacoes podem ser obtidas através de uma base

de idempotentes.

Teorema 6.1.7 Seja {e1,...,e.} o conjunto de idempotentes centrais de CG. Temos que
1 -1
€ = 1A > o xiWxilg™ g
‘ ’ gEG

Demonstragao: Cada idempotente e; pode ser escrito na forma e; = 3 ¢ ai(9)g,

1 <4 <r, pois ¢; € CG. Avaliando o cardcter regular em e;, obtemos:
plei) = Z a;(9)p(g) = a;(1)|G|
Assim, para um elemento = € G temos

p(x—1€i> - Z a’lwgp(g) - azm|G|

geG



Capitulo 6. CARACTERES DE GRUPO 62

Usando a equacao 6.1,

azm|G| - IO 16 ZXJ ei)

Como ja vimos que Tj(e;) = Id,, e Ti(ej) = 0 se i # j, teremos

Ti(z~"e;) = Tj(e)Ti(x~") =0

Ti(a~e)) = Ti(e)Ti(a™") = Ti(a™)
assim,

xi(rle) =0sei#je iz e) = xi(z™h)
Consequentemente, teremos
Uiy = xi(L)xi(z™"), Ve e G
P>

E substituindo em e;, temos finalmente que

€i = (D) .
1 Mg

geG

Exemplo 6.1.8 Vamos aplicar a formula obtida acima para calcular os idempotentes de
(CKg.' 1
er = §(1+i+i2+i3+j+ij+i2j+i3j)

ey = §(1+Z+22—|—Z3—j—Zj—ZQJ—Zgj)
]' . .2 .3 . .. .2. .3.
e3 = g(l—z—i-z —° 4 j—ij+i%j) — %))
]' . .2 .3 . .. .2. .3.
e = —(1—i+i*—i°—j—ij—i°j+i%))

8

- #)

€y —

6.2 Tabua de Caracteres

Como os caracteres sao constantes nas classes de conjugacao Ci,...,C, de G,
podemos escolher um elemento x; em cada classe e calcular cada caracter x nestes

elementos. Assim, determinamos completamente os caracteres de GG sobre C. Organizando
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estes dados em uma tabela, temos a chamada Tabua de Caracteres:

4 Cy C,
X1 || xi(z1) | x1(z2) x1(zr)
Xo || X2(21) | X2(z2) Xa(7r)
Xr || Xr(21) | Xr(22) Xr(Zr)

A seguir, veremos um exemplo de uma tdbua de caracteres, e como podemos utilizar

o caracter regular para determinar os caracteres irredutiveis.

Exemplo 6.2.1 Considere o Exemplo 5.53.2. Calculando o traco dos blocos das matrizes

de T', obtemos a tabua dos caracteres:

Cy Cy Cs
il 1l 1 1
Yo 1 —1 1
sl 2 0 -1

Exemplo 6.2.2 Concluiremos agora, o Exemplo 5.3.1 iniciado anteriormente. Como se

trata de um grupo maior e com mais elementos para verificar, construiremos a tibua de

caracteres para depois encontrar a Ts. Veremos que o traco nos ajudard a determinar com

mais facilidade estas matrizes.

C, Cy C3 Cy Cs
vill 1 1 1 1
Yo 1 1 1 -1 -1
vall 1 -1 1 -1
vall 1 -1 -1
s| 2 0?7 7 7 7

Como sabemos, pelo Exemplo 6.1.6, podemos aplicar os caracteres que conhecemos na

formula 6.1 para obter os caracteres faltantes:

Com p(1) = |G| e p(g) = 0 quando g # 1. Assim,

plo) = X xu(lo)
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p(1)= 8= 1-1+4+1-1+1-14+1-142-2
p(—1) = 1-14+1-1+1-14+1-1+2-(-2)
p(i) = 1-14+1-141-(=1)+1-(=1)+2-0
p(j) = L-141- (=) 4+1-141-(=1)42-0
p(k) = 1-1+1-(-1)+1-(-1)+1-14+2-0
Portanto,
Cc, Cy C3 Cp Cj

1|1 1 1 1 1

2|1 1 1 -1 -1

s/ 1 1 -1 1 -1

xa| 1 1 -1 -1 1

vs| 2 =2 0 0 0

Agora sabemos que tr(T5(i)) = tr(T5(j)) = tr(15(k)) = 0, além das igualdades
dadas anteriormente no Exemplo 5.3.1. Com algumas tentativas, podemos obter as sequintes

matrizes:

€T5(j): [(1) _01]

Desta forma obtemos a matriz T para cada classe de conjugagdo, cuja diagonal sdo

as matrizes 11,15, T3, Ty, Ty em blocos:

(10 0 0 0 | (1 0 0 0 0 |
01 0 0 0 0 -1 0 0 0
, 00 —1 0 0 4 0 0 1 0 0
T(i) = . T(G) =
00 0 —-10 0 0 0 0 10 0
00 0 i 0 0 0 0 0 —1
00 0 0 —i 0 0 0 1 0
10000 0] (1000 0 0|
010000 0100 0 0
001000 0010 0 0
(1) , T(-1)
000100 0001 0 0
0000710 0000 -1 0
00000 1 0000 0 -1
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10 00 0
0 -1 00 0
T |0 0 Lo oo
0 0 10 0
0 0 0 0 —i
0 0 0 —i 0 |

Ou seja, ao mesmo tempo em que as representacoes nos mostram quais sao oS

caracteres do grupo, os caracteres também nos auziliam a obter as representagoes.
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7 DIAGRAMAS DE YOUNG

Neste capitulo iremos apresentar a teoria dos diagramas de Young e estabelecer uma
relagdo entre estes diagramas e os grupos simétricos. Desta forma, obteremos informacoes
que poderao nos auxiliar a calcular as representagoes de qualquer grupo simétrico. Em
especial, nosso objetivo é apresentar explicitamente as representagoes do grupo Ss3. Devido
ao tempo reduzido, nos ateremos apenas em aplicar os resultados, omitindo assim as suas
respectivas demonstragdes. Caso o leitor tenha interesse em saber mais sobre os diagramas
de Young, indicamos (Silva, 2014, [4]).

7.1 Diagramas e quadros de Young

Iniciaremos com as defini¢oes e exemplos de particao de um ntmero inteiro e dos

diagramas de Young.

Defini¢ao 7.1.1 Seja n € Z. Dizemos que X = (Ay,...,\;) € uma partigdo de n, e
denotamos A\Fn, se \i+ -+ g =neXx; > - > A

Exemplo 7.1.2 Vejamos alguns exemplos:

a) Consideremos n =4, hd entao cinco particoes possiveis:

4=1+4141+41 = (1,1,1,1)
4=2+472 = (2,2)
4=24+1+1 = (2,1,1)
4=3+1 = (3,1
4=4 = (4)

b) Quando n =5, temos que 1 +2+2 =15, mas (1,2,2) nao é uma parti¢io de 5, pois
1 < 2. Entretanto, (2,2,1) é parti¢ao de 5.

c) Consideremos a escrita dos elementos de Sz em ciclos:

Nessa notacao estamos omitindo os ciclos de tamanho 1, mas ao considerd-los,

podemos associar cada elemento de S3 com uma particao de 3, obtida pelo tamanho
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dos ciclos:
Elemento | Elemento com ciclos de tamanho 1 | Particao associada
I L)) (1L,1,1)
(12) (12)(3) 2.1)
(13) (13)(2) 2.1)
(23) (23)(1) 2.1)
(123) (123) (3)
(132) (132) (3)

¢ importante notar que ciclos do mesmo tamanho estao associados a mesma particao.

Definigao 7.1.3 Um diagrama de Young associado a uma particio A = (Aq,. ..

7/\k) é

um conjunto de caixas organizadas em k linhas, com X\; caizas na i-ésima linha.

Exemplo 7.1.4 Mostraremos os diagramas de Young associados a cada particio de 4:

(1,1,1,1)

Defini¢ao 7.1.5 Suponha que A = (A, ..

(2,1,1)

(2,2) (3,1)

inteiro n. Entdo, A domina p e escrevemos A > p, se

At N >

-a)\l) 6M:(M1>"'

(4)

, lm) SGo particoes de um

para todo i > 1. Onde se v > [, tomamos \; =0 e se i > m tomamos p; = 0.

Exemplo 7.1.6 Considere as partigoes A = (5,1) e u = (3,3) de 6. Temos que para

portanto, A > L.

1=1 = 5>3
1=2 = 5+4+1>3+4+3

Por outro lado, quando consideramos as particoes (3,3,1) e (4,1,1,1) de 7, temos

que

4 >3
44+1<3+3

44+1+1+1=34+34+1+4+0

=

=

= 4+14+1<3+3+1

=

,3,1)>(4,1,1,1) enem (4,1,1,1) > (3,3,1).

e assim, ndo temos nem que (3



Capitulo 7. DIAGRAMAS DE YOUNG 68

Pode-se demonstrar que a relagao > é reflexiva, antissimétrica e transitiva, portanto
¢ uma relagdo de ordem. Mas como vimos no Exemplo 7.1.6, é uma relacao de ordem

parcial.

Definicao 7.1.7 Seja A uma particio de um inteiron et o diagrama de Young associado
a X. Um quadro de Young associado a A é o diagrama t preenchido com os inteiros de 1

a n sem repeticoes.

Exemplo 7.1.8 Alguns quadros de Young associados a particio A\ = (2,2) de 4 sao:

1 2 4 1 2 | 4 4 3
t)\: q)\— A A

3 4 2 3 1 3 1 2

Um quadro de Young ¢é dito standard se suas entradas crescem ao longo de cada

linha e ao longo de cada coluna.

Assim, comn =5 e A = (3,2) e dados

Aol 1| 3|5 = 11315

2 4 4 2

temos que t* é um quadro standard, enquanto ¢* nao é standard.

Vejamos agora como um elemento de S, age sobre um quadro de Young associado

a uma permutacao A de n:

Seja o € S,,. Ao fazermos o(t}), teremos que se a é a entrada (i, ) de t*, entdo

o(a) estard na posicao (i, j) de o(t*).

Exemplo 7.1.9 Sejamn =6, A = (3,2,1),

13| 4
th=| 2| 5
6
e 0 = (243). Assim, teremos que
1 2 3
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Veremos agora a definicdo de um subgrupo de S,, fundamental na obtencao das

representacoes irredutiveis.
Definicao 7.1.10 Seja t um quadro de Young. Chamamos de estabilizador de coluna
de t, o subgrupo de S, que preserva as colunas de t. Ou seja, o € Cy se, e somente se, (i)

estd na mesma coluna que i, para cada i € {1,...,n}.

Exemplo 7.1.11 Dadosn =7 e A = (3,2,2), considere o sequinte quadro:

11 35| 7
t=1| 4| &
21 6

Queremos obter um subconjunto de S; que nao altere a coluna em que cada elemento
esta. Desta forma, estamos procurando permutacoes entre os elementos 1,2 e 4, entre os
elementos 3,5 e 6 e entre o 7. Chamando de Sy jry o subgrupo de S, que permuta os

elementos 1,7 e k, mas mantém os outros, temos que
Cr = S(124)533,5.6)5(71 = S{1,24) X S(356) X S(7}-

Alguns elementos de S; que pertencem a C; sdo:

e (14);

(124)(35);

. Id;

(24)(35);

(124)(356).
Observe que |Sp 24y =[S 561 = 3! € [Sgry| = 1. Portanto, |Cy| = 3!-3!-1 = 36.

Iremos definir agora uma relagdo de equivaléncia entre os quadros associados a
uma mesma particao. As classes de equivaléncia que provém desta relagdo nos ajudarao

na construgao das representacoes irredutiveis.

Sejam t; e ty dois A-quadros. Dizemos que t; ~ t5 se eles possuem as mesmas

entradas em cada linha.
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Definicao 7.1.12 Cada classe de equivaléncia dada pela relagio ~ € chamada de -
tabloid e ¢é representada por [t], onde t é um A-quadro que pertence a esta classe. O

conjunto de todas as classes de equivaléncia de uma particio X serd denotado por T™.

Em especial, dado A = (Aq,..., ), o tabloid dos quadros que possuem as entradas
1,2,...,A; na primeira linha, \; + 1,...,\; + Ay na segunda e assim por diante até
M4+ N1+1),..., (A1 + -+ ) na dltima linha é chamada de Ty. Vejamos estas

defini¢des com um exemplo.

Exemplo 7.1.13 Analisemos esta relagao com os quadros da particio X = (2,1) de 3:

1 2 2 1
tl — ~Y t2 =

3 3

1 3 3 1
41 = ~ 42 =

2 2

3 2 2 3
T = ~ To =

1 1

Assim, [t1] = {t1, t2}, @] = {q1, @2}, [m] = {r1,r}, T = A{[t1], (@], ]} e T = [t1].

Proposicao 7.1.14 Suponha que t, ~ ty e que o € S,,. Entao oty ~ oty. Portanto, existe

uma agdo bem definida de S, em T* dada por o[t] = [ot], para t um \-quadro.

Demonstracdo: Pode ser vista em (Steinberg, 2011, p. 123, [5]). m

Exemplo 7.1.15 Suponha A\ = (n — 1,1). Entdo dois \-quadros serdo equivalentes se, e
somente se, eles tiverem a mesma entrada na sequnda linha. Por outro lado, se A = (n),

entdo hd apenas um A-tabloid.

7.2 Construcao das Representacoes Irredutiveis de S,

No inicio da Se¢ao 5.2, estabelecemos uma relagao biunivoca entre as representacoes
irredutiveis e os K'G submdédulos simples (Proposigao 5.2.1). Agora iremos estabelecer esta
mesma relacio. Assim, dada uma particao A, definamos M* = CT* e ¢* : S,, — GL(M?*)

a representacao associada. Ou seja, como cada elemento de 5,, estd relacionado a uma
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particdo de n, e cada particdo \ estd associada a T, temos um M*» = CT? para cada

classe de S,,.

Nossa proxima definicao é a de A-polytabloid. Estes elementos tem o mesmo papel

que os elementos idempotentes de K G definidos no Teorema 6.1.7.

Definicao 7.2.1 Sejam \, i n. Seja t* um quadro de Young. O elemento

er = Y sgn(m)ml[t]

el

de M" é chamado de polytabloid associado a t.

Exemplo 7.2.2 Sejam X\ = (3,2) uma particio de 5 e

Sabemos que Cy = Sgzay X Spi 51 X Spay, entao Cy = {1d, (34), (34)(15), (15)} e, assim

er = Id[t] — (34)[t] + (34)(15)[t] — (15)[¢]

4111 2 31| 2 35| 2 41512
€t = — + —
N ) 415 4| 1 3| 1

A proxima proposicao nos auxilia a ver que a acao de S, em um A-quadro é

compativel com a definicado de um A-tabloid.

Proposigao 7.2.3 Sem €S, et ¢ um A-quadro, entdo ey = me;.

Demonstracao: Pode ser vista em (Steinberg, 2011, p. 124, [5]). m

Estamos buscando representacoes irredutiveis e, para tanto, precisamos trabalhar
com moédulos irredutiveis. Porém, em geral, o médulo M* ndo é irredutivel, mas contém
um submoédulo irredutivel que denotaremos por S*. Este submoédulo é obtido através do

seguinte processo:

o Para cada A F n, considere [t] um A-tabloid.

« Para cada s € [t], com s um quadro standard, calcule o estabilizador de coluna Cj e

os elementos e;.

« O conjunto {es}sep ¢ uma base de S™.
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Definicao 7.2.4 Os submédulos S* obtidos acima, sdo chamados de Submddulos Specht

e as representacoes 1V : S, — GL(S*) sio chamadas de Representacdes Specht (ou
Sprecht).

Teorema 7.2.5 As representacoes Specht >, com \ = n, formam um conjunto completo

de representacoes irredutiveis e nao equivalentes de S,,.

Demonstracao: Pode ser vista em (Steinberg, 2011, p. 128, [5]). m

Finalizamos este trabalho com um exemplo aplicando os resultados deste capitulo

para obter as representacoes irredutiveis de S3 por meio dos diagramas de Young.

Exemplo 7.2.6 Consideremos n = 3 e suas parti¢oes A = (3),u = (2,1),n = (1,1,1).

(\) Para a particao \, existem 6 quadros diferentes, porém todos sao da mesma classe

de equivaléncia de

t=1 1 2 3

Assim, Cy = Id para todo \-quadro t. Logo, e; = Id(t) =t, ou seja, S* é unidimen-

sional. Assim, a representacao associada a particao A € a representacdo trivial.

(n) Para a particio n, existem 6 quadros diferentes e nao equivalentes:

1 1 2 2 3 3
G1=| 2 | @2=| 3 )@= 8 =1 =] 2 | 46=| 1
3 2 1 3 1 2

Porém, apenas q, € standard, assim,

eq = Ldlq] = (12)[q1] = (13)[ar] = (23)[@n] + (123)[en] + (132)[q]

Assim, cada elemento fica associado ao sinal de uma das permutacoes de Sz, e

portanto, a representacdo associada a S" € a representagdo sinal.

(1) Para a particao pu, temos 3 tabloids [ry],[r2] e [r3], onde
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estao em [rq],

1 3 3 1
e
2 2
estao em [rs] e
3 2 2 3
e
1 1

estao em [r3).

Claramente, os estabilizadores de coluna sdo os elementos de Ss de ciclo tamanho 2
e a identidade. Além disso, os elementos de |r3] ndo sao standard. Calculando os
polytabloids, temos que

e, = Idri] — (13)[ri]

e, = Id[rs] — (12)[r]
ou seja, S* tem dimensao 2. Podemos obter as matrizes desta representacao através

de um processo de diminuicdo do grau da representacdo standard, porém isto requer

outros resultados nao abordados neste trabalho.

O exemplo acima nos confirma que as representacoes de S5 obtidas no Exemplo 5.3.2 sao

as representacoes irredutiveis procuradas.
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8 Conclusao

Com este trabalho foi possivel apresentar uma introducao ao estudo de repre-
sentacoes de grupos. A teoria de anéis semissimples deu o suporte necessario para a
decomposicao dos anéis de grupo. Ja os anéis de grupo foram especialmente fundamentais
pois aliam os elementos de um grupo a estrutura de um anel ou corpo. Pelo Teorema de
Maschke 4.1.3, conseguimos condi¢oes para decompor um anel de grupo em componentes

simples.

Estas componentes simples estao biunivocamente associadas as representagoes
irredutiveis do grupo. Desta forma, conseguimos calcular as dimensoes e quantidades das
representacoes irredutiveis. J& com o estudo dos caracteres, conhecemos os tracos das

matrizes das representagoes, o que nos auxiliou a refinar nossa busca.

Por fim, o estudo dos diagramas de Young deu luz a outra forma de obter repre-
sentagoes irredutiveis, porém ainda manteve a relacdo com o anel de grupo. Devido ao
tempo limitado para producgao deste trabalho e as complicacoes causadas pela pandemia
de Covid-19, ndo pudemos aprofundar o estudo destes diagramas. Todavia, este pode vir a

ser o propésito de trabalhos futuros.



(0]

Referéencias

1 Gil, C. Como Elaborar Projetos de Pesquisa. Grupo GEN, 2017. Citado na pagina 9.
2 Goncalves, A. Introducio a Algebra. IMPA, 2017. Citado na pégina 14.

3 Milies, C. P., Sehgal, S. K., An Introduction to Group Rings. Kluwer Academic
Publishers, 2002. Citado 5 vezes nas paginas 9, 11, 38, 43 e 46.

4 Silva, T. S. Z. C. Grafo da Ramificagio para Representacoes Irredutiveis de Grupos
Simétricos. 2014. Dissertacao de Mestrado. Universidade de Lisboa. Disponivel em:
<https://repositorio.ul.pt /bitstream /10451 /10968 /1 /ulfc106470__tm_ Tania_ Silva.pdf>.
Acesso em: 15 out 2020. Citado na pagina 66.

5 Steinberg, B. Representation Theory of Finite Groups: An Introductory Approach.
Springer Science & Business Media, 2011. Citado 5 vezes nas paginas 9, 11, 70, 71 e 72.



