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RESUMO

O pêndulo invertido é um sistema extensivamente usado para estudar estabilidade e desempenho 
de técnicas de controle. O pêndulo invertido é um sistema não linear instável e subatuado. O 
sistema é não linear e instável devido a sua dinâmica e subatuado pois a atuação ocorre de forma 
indireta. O objetivo deste trabalho foi o estudo de técnicas de controle utilizadas para resolver
o problema de estabilização do pêndulo invertido. Para isso, foram estudadas inicialmente as li
mitações das técnicas de controle baseadas em modelos linearizados. Essa investigação envolve
a obtenção do modelo não linear, do respectivo modelo linearizado e a aplicação de técnica de
controle linear. A teoria de controle diz que o controlador linear fornece o melhor desempenho
possível para o sistema linearizado. Contudo, quando aplicado a um sistema não linear deve
funcionar somente em uma região próxima ao ponto de linearização. Após o estudo da técnica
linear de controle e suas respectivas limitações, foi estudada a técnica não linear de controle por
modos deslizantes e suas limitações. Os resultados obtidos mostram que uma das limitações da
técnica linear de controle baseada no controlador linear é a necessidade de reprojeto quando os
parâmetros físicos do pêndulo invertido são alterados, bem como a necessidade de linearização
das equações de movimento, algo que nem sempre é possível realizar. No caso da técnica não
linear por modos deslizantes, observouse que não é possível controlar duas variáveis simulta
neamente, porém a vantagem de utilizar essa técnica é que não há necessidade de realizar a
linearização das equações de movimento.

Palavraschave: regulador quadrático linear. modos deslizantes. estabilidade de Lyapunov. li
nearização.



ABSTRACT

The inverted pendulum is an extensively used to study stability and performance of control 
techniques. The inverted pendulum is an unstable and underactuated nonlinear system. The 
system is nonlinear and unstable because of its dynamics and underactuated because actuation 
occurs indirectly. The objective of this article was to study control techniques used to solve the 
stabilization problem of the inverted pendulum. To do this, initially the limitations of control 
techniques based on linearized models were studied. This involves acquiring the nonlinear mo
del, the respective linearized model and applying the linear control technique. Control theory 
says that the linear controller provides the best possible performance for the linearized system. 
However, when applied to a nonlinear system it should work only in a region close to the li
nearization point. After the study of the linear control technique and its respective limitations, 
the nonlinear control technique of sliding modes and its limitations were studied. The results 
obtained show that one of the limitations of the linear control technique based on the linear 
controller is the need for redesign whenever the physical parameters of the system are altered, 
as well as the need to linearize the movement equations, which is not always possible. In the 
case of the nonlinear control technique of sliding modes, it was observed that this method does 
not allow for the control of two variables simultaneously, however the advantage in using this 
technique is that there is no need to linearize the movement equations.

Keywords: linear quadratic regulator. sliding modes. Lyapunov stability. linearization.
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1 INTRODUÇÃO

Este capítulo está organizado da seguinte forma: a seção 1.1 apresenta as motivações e

justificativas para o desenvolvimento deste trabalho; a seção 1.2 descreve os objetivos e a seção

1.3 detalha a organização do texto.

1.1 MOTIVAÇÕES E JUSTIFICATIVAS

Atualmente, na área de controle de sistemas dinâmicos, existe um grande foco em

analisar sistemas instáveis por natureza. Um dos exemplosmais clássicos é o sistema do pêndulo

invertido, formado por uma barra que pode girar livremente em relação ao seu ponto de conexão

com um carro que tem seu movimento de translação controlado por uma força. A denominação

invertido referese ao fato de que a barra deve ser mantida na direção vertical apontada para

cima. Como a barra tende a deslocarse para a posição vertical para baixo devido ao efeito da

gravidade, o sistema do pêndulo invertido é considerado instável sendo necessário aplicar algum

tipo de controle para estabilizálo. Como a força para controlar a barra é aplicada sobre o carro,

não sobre a barra diretamente, dizse que o sistema é subatuado.

De acordo com Stimac (1999), o interesse em estudar o pêndulo invertido não vem

apenas do grande número de técnicas que podem ser utilizadas para estabilizálo, mas também

da aplicabilidade desse sistema e seus métodos de controle em outras situações, como o con

trole do movimento de um robô (HUANG; HUANG, 2000), o controle dos propulsores de um

foguete (ANDERSON, 1989), ou até mesmo para o estudo de estruturas durante terremotos

(HOUSNER, 1963). A figura 1 mostra um exemplo de aplicabilidade.
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Figura 1 – Diciclo utilizado regularmente por segurnças em shopping centers.
Fonte: BRMobility (2016).

Em geral, técnicas de controle propostas para estabilizar o pêndulo invertido conside

ram que os modelos e seus parâmetros são precisos e conhecidos. No entanto, a modelagem do

sistema tem limitações oriundas de hipóteses simplificadoras, enquanto incertezas podem sur

gir a partir das inexatidões dos parâmetros ou ainda por causa de aproximações da modelagem

decorrentes do processo de linearização.

Várias técnicas utilizadas para resolver o problema de estabilização do pêndulo inver

tido podem ser encontradas na literatura. Morais et al. (2008) utiliza um controlador fuzzylogic

que possibilita supervisão inteligente, no qual o controle é baseado apenas em informações qua

litativas do sistema, ou seja, o controlador analisa se as variáveis estudadas tem sinais positivos

negativos, positivos ou nulos, ao invés de se utilizar os valores numéricos específicos para re

alizar o controle. Vendramini e Silva (2010) utiliza as técnicas de controle PID (Proporcional,

Integral e Derivativo) e MFAC (ModelFree Adaptive Control), explicando as limitações do con

trole PID, como a necesidade do uso de equações linearizadas e alteração no desempenho do

controlador mediante alteração de parâmetros físicos e presença de perturbações externas, pro

pondo o controle adaptativo MFAC como uma solução para essas limitações. Guimarães (2016)

aplica o conceito do pêndulo invertido a turbinas eólicas offshore, onde a eficiência das técnicas

de controle por dispositivo ON/OFF e sistema de variação contínua é analisada. Outros vários

exemplos podem ser encontrados no trabalho de Boubaker (2013).

Neste trabalho foi estudada a técnica de controle linear LQR (Regulador Linear Qua

drático) e a técnica não linear de controle por modos deslizantes. Para o estudo da técnica linear
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foi realizado um estudo do trabalho de Alves (2018) que aplica um controlador LQR para estabi

lizar o pêndulo invertido, enquanto para a técnica não linear foi estudado o trabalho de Coskun

(2020) utilizando um controlador por modos deslizantes. Utilizando essas técnicas, foi simu

lado numericamente o sistema formado por pêndulo e controlador em malha fechada, ou seja, o

sistema possui realimentação. Em seguida, foram investigadas as limitações pertinentes a cada

técnica de controle, por meio da variação de parâmetros físicos do sistema, assim como a aná

lise com três tipos diferentes de atrito: um caso sem atrito, um caso apenas com atrito viscoso

e um outro caso com atrito geral. Esta análise foi feita pois o trabalho de Coskun (2020) não

trata do atrito, enquanto o trabalho de Alves (2018) possui apenas atrito viscoso e o trabalho de

Chaoui e Yadav (2016) apresenta o atrito geral.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é estudar técnicas de controle usadas para resolver o

problema de estabilização de um pêndulo invertido.

O objetivo geral pode ser desdobrado nos seguintes objetivos específicos:

• Investigar limitações da técnica de controle linear por meio de simulações numéricas;

• Investigar limitações da técnica de controle não linear por meio de simulações numéricas;

• Analisar e comparar estabilidade das técnicas de controle.

Para a técnica linear, esperase que as limitações descritas por Vendramini e Silva

(2010) para a técnica PID também sejam encontradas para a técnica LQR estudada, já que ambas

as técnicas são lineares. Para a técnica não linear de controle, esperase que uma limitação seja

a incapacidade de controlar duas variáveis simultaneamente com apenas uma lei de controle,

problema que também foi encontrado por Coskun (2020) ao usar a mesma técnica de controle.

Vale também observar que o sistema será denominado estável se a saída do sistema for limitada

quando um sinal de entrada limitado for aplicado.

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

Este trabalho está organizado da seguinte forma: o capítulo 2 apresenta a fundamen

tação teórica utilizada no trabalho, o capítulo 3 descreve a metodologia usada no trabalho, o

capítulo 4 mostra os resultados e discussões e o capítulo 5 contém as considerações finais.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Este capítulo contém a fundamentação teórica utilizada no trabalho. A seção 2.1 con

tém a formulação lagrangiana utilizada para obter as equações de movimento do pêndulo in

vertido. A seção 2.2 demonstra a representação de modelos no espaço de estados. A seção 2.3

mostra o método de linearização de sistemas dinâmicos. A seção 2.4 apresenta o critério de

estabilidade de Lyapunov. A seção 2.5 descreve a técnica de controle linear representada pelo

regulador quadrático ótimo. A seção 2.6 caracteriza a técnica de controle não linear por modos

deslizantes.

2.1 EQUAÇÕES DE MOVIMENTO

Esta seção apresenta os passos seguidos por Greenwood (2003) para obter a equação

de Lagrange que pode ser usada para obter as equações de movimento.

Considere um sistema de N1 partículas cujas posições são dadas por

ri = ri(q1, q2, q3, . . . , qN2
) i = 1, . . . , N1

no qual q1, q2, q3, . . . , qN2
são as N2 coordenadas generalizadas do sistema. A força total sobre

a iésima partícula é dada por

Fi = Fa
i + Fv

i

no qual Fa
i é a força externa aplicada e Fv

i é a força de vínculo ou restrição.

Aplicando a 2a lei de Newton, temse a equação de movimento da partícula

miv̇i = Fa
i + Fv

i

que pode ser reescrita como

Fa
i + Fv

i −miv̇i = 0 (1)

no qual o termo miv̇i é denominado força inercial. Aplicando o princípio do trabalho virtual à

equação (1), temse

δW =

N1
∑

i=1

(Fa
i + Fv

i −miv̇i) · δri = 0



16

Considerando que o trabalho virtual associado à força de vínculo é nulo, δW pode ser reescrito

(suprimindo o sobrescrito a) da seguinte forma
N1
∑

i=1

(Fi −miv̇i) · δri = 0

Essa expressão representa o princípio de d’Alembert, que pode ser reescrito como
N1
∑

i=1

miv̇i · δri =

N1
∑

i=1

Fi · δri (2)

O termo do lado direito da equação (2) pode ser escrito como
N1
∑

i=1

Fi · δri =

N1
∑

i=1

Fi ·

N2
∑

j=1

∂ri
∂qj

δqj =

N2
∑

j=1

N1
∑

i=1

Fi ·
∂ri
∂qj

δqj =

N2
∑

j=1

Qjδqj (3)

com

Qj =

N1
∑

i=1

Fi ·
∂ri
∂qj

no qual Qj representa as forças generalizadas. O termo do lado esquerdo da equação (2) pode

ser escrito como
N1
∑

i=1

miv̇i · δri =

N1
∑

i=1

miv̇i

N2
∑

j=1

∂ri
∂qj

δqj =

N2
∑

j=1

N1
∑

i=1

(

miv̇i

∂ri
∂qj

)

δqj

Notando que
N1
∑

i=1

(

miv̇i

∂ri
∂qj

)

=
d

dt

N1
∑

i=1

mivi

∂ri
∂qj

−

N1
∑

i=1

mivi

d

dt

(

∂ri
∂qj

)

e lembrando que ri = ri(q1, q2, q3, . . . , qN2
), temse

vi =
dri
dt

=

N2
∑

j=1

∂ri
∂qj

q̇j

A derivada parcial de vi em relação a q̇j é dada por

∂vi

∂q̇j
=

∂ri
∂qj

e a derivada de ∂ri/∂qj em relação ao tempo é dada por

d

dt

∂ri
∂qj

=

N2
∑

k=1

∂2ri

∂qk∂qj
q̇k =

∂

∂qj

N2
∑

k=1

∂ri
∂qk

q̇k =
∂vi

∂qj

Substituindo as derivadas calculadas anteriormente, temse
N1
∑

i=1

(

miv̇i

∂ri
∂qj

)

=
d

dt

N1
∑

i=1

miv̇i

∂vi

∂q̇j
−

N1
∑

i=1

mivi

∂vi

∂qj

=
d

dt

∂

∂q̇j

(

1

2

N1
∑

i=1

mivi · vi

)

−
∂

∂qj

(

1

2

N1
∑

i=1

mivi · vi

)

=
d

dt

∂T

∂q̇j
−

∂T

∂qj
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com

T =
1

2

N1
∑

i=1

mivi · vi

no qual T representa a energia cinética. Assim, o termo do lado esquerdo da equação (2) pode

ser escrito da seguinte forma

N1
∑

i=1

miv̇i · δri =

N2
∑

j=1

(

d

dt

∂T

∂q̇j
−

∂T

∂qj

)

δqj (4)

Usando as equações (3) e (4), é possível reescrever a equação (2) como

N2
∑

j=1

(

d

dt

∂T

∂q̇j
−

∂T

∂qj

)

δqj =

N2
∑

j=1

Qjδqj

Igualando os coeficientes de qj , obtémse

d

dt

∂T

∂q̇j
−

∂T

∂qj
= Qj

Essa equação é conhecida como 1a forma da equação de Lagrange. A força generalizada Qj

pode ser dividida em forças conservativas e não conservativas da seguinte forma

Qj = (Qj)cons + (Qj)ncons

Sabese que a força conservativa de um sistema mecânico pode ser escrita em função da sua

energia potencial V (q, t) da seguinte forma

(Qj)cons = −
∂V

∂qj

Dessa forma, a equação de Lagrange pode ser escrita da seguinte forma

d

dt

∂T

∂q̇j
−

∂T

∂qj
+

∂V

∂qj
= (Qj)ncons

Essa equação é denominada como 2a forma da equação de Lagrange. Definindo a função la

grangiana L = T − V , a equação de Lagrange pode ser reescrita como

d

dt

∂L

∂q̇j
−

∂L

∂qj
= (Qj)ncons

Essa equação é nomeada de 3a forma da equação de Lagrange.
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2.2 REPRESENTAÇÃO NO ESPAÇO DE ESTADO

Segundo Antsaklis e Michel (1997) é possível representar as equações de um sistema

dinâmico por um modelo representado no espaço de estado. O modelo de estado pode ser repre

sentado da seguinte forma

ẋ = f(t,x,u) (5)

y = h(t,x,u) (6)

com

x =

















x1

x2

...

xn

















, u =

















u1

u2

...

un

















, y =

















y1

y2
...

yn

















, f =

















f1

f2
...

fn

















e h =

















h1

h2

...

hn

















no qual t representa o tempo, x é o vetor de estado formado pelas variáveis de estado

x1, x2, . . . , xn, u é o vetor de entrada formado pelas variáveis de entrada u1, u2, . . . , un, y é

o vetor de saída formado pelas variáveis de saída y1, y2, . . . , yn, f é o vetor que contém as fun

ções de estado do sistema f1, f2, . . . , fn e h é o vetor que contém as funções de saída do sistema

h1, h2, . . . , hn. As equações (5) e (6) são denotadas por equação de estado e equação de saída,

respectivamente.

Sistemas dinâmicos podem ser classificados de acordo com sua dependência do tempo.

No caso de um sistema com lei de controle u = u(t,x), a equação (5) pode ser reescrita da

seguinte forma

ẋ = f(t,x) (7)

Se a equação (7) não depende explicitamente do tempo e pode ser escrita da seguinte

forma

ẋ = f(x)

então o sistema é chamado de autônomo. Caso contrário, o sistema é chamado de não autônomo.

O modelo de estado de sistemas lineares costuma ser representado da seguinte forma

ẋ = A(t)x+B(t)u

y = C(t)x+D(t)u
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no qual A(t) é a matriz de estado, B(t) é a matriz de entrada, C(t) é a matriz de saída e D(t) é

a matriz de transmissão direta. Se essas matrizes envolverem o tempo t explicitamente, então o

sistema é denominado variante no tempo. Se as matrizes A, B, C e D não envolverem o tempo

t explicitamente, ou seja,

ẋ = Ax+Bu (8)

y = Cx+Du (9)

então o sistema será denominado de sistema invariante no tempo.

Note que sistemas autônomos e não autônomos são nomenclaturas exclusivas de sis

temas não lineares, enquanto sistemas variantes no tempo e invariantes no tempo podem ser

utilizados tanto para sistemas lineares quanto para sistemas não lineares.

2.3 MÉTODO DE LINEARIZAÇÃO

Conforme Cabral (2014), um sistema não linear pode ser linearizado sob certas con

dições. Para isso, é preciso estabelecer alguma condição de linearização em torno da qual o

sistema linear é válido. Tal condição será definida da seguinte forma:

• x0  Vetor de estado na condição de linearização;

• u0  Vetor de entrada na condição de linearização;

• y0  Vetor de saída na condição de linearização.

Assim, é possível fazer o cálculo da condição de linearização. Para isso, será usado o ponto de

equilíbrio do sistema

ẋ0 = f(x0,u0) = 0

y0 = g(x0,u0)

A solução das equações anteriores fornecerá x0, u0 e y0. No caso da condição de line

arização não ser um ponto de equilíbrio do sistema, a equação para y0 permanecerá inalterada,

enquanto a equação para ẋ0 deixará de ser igual a 0.
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Para linearizar o sistema, é necessário definir pequenos desvios em torno das condições

de linearização δx, δu e δy da seguinte forma

x = x0 + δx

u = u0 + δu

y = y0 + δy

Dadas essas condições, é possível expandir o vetor de funções f(x,u) em torno das

condições de linearização usando série de Taylor

ẋi = fi(x0,u0) +

(

∂fi(x0,u0)

∂x1

)

δx1 + . . .+

(

∂fi(x0,u0)

∂xn

)

δxn+

+

(

∂fi(x0,u0)

∂u1

)

δu1 + . . .+

(

∂fi(x0,u0)

∂un

)

δun + T.O.S.

onde T.O.S. significa termos de ordem superior. Assumindo que δx e δu sejam pequenos, é pos

sível desprezar os T.O.S.. Como f(x0,u0) = 0, o desenvolvimento da equação anterior resulta

em

ẋi =

(

∂fi(x0,u0)

∂x1

)

δx1+. . .+

(

∂fi(x0,u0)

∂xn

)

δxn+

(

∂fi(x0,u0)

∂u1

)

δu1+. . .+

(

∂fi(x0,u0)

∂un

)

δun

ou na forma matricial, para os n graus de liberdade

ẋ = Ax+Bu

com

A =

















∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

...
... . . . ...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn

















e B =

















∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

. . . ∂f1
∂un

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

. . . ∂f2
∂un

...
... . . . ...

∂fn
∂u1

∂fn
∂u2

. . . ∂fn
∂un

















De forma análoga, temse

y = Cx +Du

com

C =

















∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

. . . ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

. . . ∂g2
∂xn

...
... . . . ...

∂gn
∂x1

∂gn
∂x2

. . . ∂gn
∂xn

















e D =

















∂g1
∂u1

∂g1
∂u2

. . . ∂g1
∂un

∂g2
∂u1

∂g2
∂u2

. . . ∂g2
∂un

...
... . . . ...

∂gn
∂u1

∂gn
∂u2

. . . ∂gn
∂un

















Se a condição de linearização for para operação em regime estacionário, ou seja, ẋ =

0, então o sistema é denominado linear invariante no tempo, e as matrizes A, B, C e D são

constantes.
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2.4 TEORIA DE ESTABILIDADE

Esta seção apresenta o conceito de estabilidade de sistemas autônomos estabelecida

em Khalil (2001).

Considere o sistema autônomo dado por

ẋ = f(x) (10)

no qual x = xeq seja um ponto de equilíbrio. Para analisar a estabilidade do ponto de equilíbrio,

será considerado que x = xeq = 0 sem perdas de generalidades. O ponto de equilíbrio x = 0,

que é a origem do sistema, será:

• estável se, para cada ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

||x(0)|| < δ ⇒ ||x(t)|| > ε, ∀ t ≥ 0;

• instável se não for estável;

• assintoticamente estável se é estável e δ pode ser escolhido tal que

||x(0)|| < δ ⇒ limt→∞ x(t) = 0.

Para demonstrar que a origem é estável, a partir das condições anteriores, é necessário

obter um valor de δ, possivelmente que dependa de ε, de forma que uma trajetória iniciando na

vizinhança da origem δ não saia da vizinhança ε. Os valores de δ não precisam ser obtidos de

forma direta se for possível aplicar o teorema 1, estabelecido a seguir.

Teorema 1. Seja x = 0 um ponto de equilíbrio e D ⊂ Rn um domínio contendo x = 0. Seja

V : D → R uma função continuamente diferenciável tal que

V (0) = 0 e V (x) > 0 em D − 0

V̇ (x) ≤ 0 em D

então x = 0 é estável. Se

V̇ (x) < 0 em D − 0

então x = 0 é assintoticamente estável.

O teorema 1 pode ser usado para analisar a estabilidade de sistemas dinâmicos.
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A estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo pode ser analisada sem aplicar

o teorema 1. Um sistema linear invariante no tempo dado por

ẋ = Aclx (11)

ondeAcl é uma matriz de estado qualquer, possui um ponto de equilíbrio na origem. Esse ponto

de equilíbrio é isolado somente se det(Acl) 6= 0. Se det(Acl) = 0, então a matriz Acl possui um

espaço nulo não trivial, e cada ponto deste espaço é um ponto de equilibrío para o sistema (11).

É importante observar também que um sistema linear não pode ter múltiplos pontos de equilí

brio isolados. As propriedades de estabilidade da origem podem ser caracterizadas por meio da

localização dos autovalores de Acl, ou seja, o sistema é estável somente se os autovalores de

Acl possuírem partes reais negativas ou nulas. A solução do sistema linear para um dado estado

inicial x0 é dada por

x = eAclt x(0) (12)

e que para qualquer matriz Acl existe uma matriz P não singular que transforma Acl na sua

forma de Jordan, ou seja,

P−1AclP = J (13)

onde Ji é o bloco de Jordan associado com o autovalor λi de Acl. Um bloco de Jordan de ordem

1 toma a forma Ji = λi, enquanto um bloco de Jordan de ordem m > 1 tem a seguinte forma

Ji =





























λi 1 0 . . . . . . 0

0 λi 1 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
... . . . ... 0

...
...

...
... . . . 1

0 . . . . . . . . . 0 λi





























m×m

Portanto,

eAclt = P eJt P−1 =
r
∑

i=1

mi
∑

k=1

tk−1 eλit Rik

no qualmi é a ordem do bloco de Jordan Ji. Se uma matrizAcl n×n tem um autovalor repetido

λi de multiplicidade algébrica qi, então os blocos de Jordan associados com λi tem ordem 1 se

e somente se rank(A− λI) = n − qi. O teorema 2 caracteriza as propriedades de estabilidade

da origem para sistemas lineares.
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Teorema 2. O ponto de equilíbrio x = 0 de ẋ = Aclx é estável se e somente se todos os valores

de Acl satisfazem Reλi ≤ 0 e para todo autovalor com Reλi = 0 e multiplicidade algébrica

qi ≥ 2, rank(A − λI) = n − qi, onde n é a dimensão de x. O ponto de equilíbrio x = 0

é globalmente assintoticamente estável se e somente se todos os autovalores de A satisfazem

Reλi < 0.

2.5 CONTROLADOR LINEAR

Esta seção apresenta a técnica de controle linear denotada por Regulador Quadrático

Linear descrita por Ogata (2010).

Considere um sistema linear descrito da seguinte forma

ẋ = Ax+Bu

O problema do Regulador Quadrático Linear consiste em determinar uma lei de controle

u = −Kx (14)

que estabiliza a origem x = 0 e além disso minimiza o índice de desempenho definido por

H =

∞
∫

0

(xTQx+ uTRu)dt (15)

no qual Q e R são matrizes que representam a importância relativa do erro e o gasto de energia

dos sinais de controle, respectivamente. Para este problema, assumese que o vetor de controle

u não possui restrições e ambas as matrizes Q e R são matrizes hermitianas definidas positivas

ou reais simétricas. Essa definição é necessária para que A − BK seja estável e seja possível

resolver o problema do LQR.

Como será visto posteriormente, a lei de controle linear dada pela equação (14) é a

lei de controle ótima. Portanto, se as incógnitas da matriz K forem determinadas de modo a

minimizar o índice de desempenho, então u = −Kx é ótima para qualquer estado inicial x(0).

Assim, será necessário resolver o problema de otimização. Substituindo a equação (14)

na equação (8), temse

ẋ = Ax−BKx = (A− BK)x

Nas derivações seguintes, será assumido que a matrizA−BK é estável, ou que seus autovalores

possuem partes reais negativas.
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Substituindo a equação (14) na equação (15), temse

H =

∞
∫

0

(xTQx + xTKTRKx)dt (16)

=

∞
∫

0

xT (Q+KTRK)xdt

Seja

xT (Q+KTRK)x = −
d

dt
(xTPx)

onde P é uma matriz hermitiana definida positiva ou real simétrica. Dessa forma temse

xT (Q+KTRK)x = −ẋTPx− xTP ẋ = −xT [(A− BK)TP + P (A− BK)]x (17)

Comparando ambos os lados da equação (17) e notando que a equação deve permanecer verda

deira para qualquer x, é necessário que

(A− BK)TP + P (A− BK) = −(Q+KTRK) (18)

É possível provar que, se A − BK é uma matriz estável, então existe uma matriz definida

positiva P que satisfaz a equação (18). Logo, é preciso determinar os elementos de P e avaliar

se ela é definida positiva.

O índice de desempenho H pode ser descrito por

H =

∞
∫

0

xT (Q+KTRK)xdt =

∞
∫

0

−
d

dt
xTPxdt = −xT (∞)Px(∞) + xT (0)Px(0)

Como foi assumido que os autovalores de A − BK possuem partes reais negativas, então

x(∞) → 0. Portanto, temse

H = xT (0)Px(0)

Dessa forma, o índice de desempenho pode ser obtido a partir de P e da condição inicial x(0).

Para obter a solução do problema de controle, é possível aproveitar a suposição feita

anteriormente que R é uma matriz definida positiva, podendo ser reescrita da seguinte forma

R = ZTZ

onde Z é uma matriz não singular. Assim a equação (18) pode ser escrita como

(AT −KTBT )P + P (A−BK) +Q+KTZTZK = 0
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que pode ser reescrita como

ATP + PA+ [ZK − (ZT )−1BTP ]T [ZK − (ZT )−1BTP ]− PBR−1BTP +Q = 0

A minimização de H em relação aK requer a minimização de

xT [ZK − (ZT )−1BTP ]T [ZK − (ZT )−1BTP ]x

em relação a K. Como a expressão acima é sempre positiva, o mínimo ocorre quando ela se

iguala a 0, ou quando

ZK = (ZT )−1BTP

Portanto,

K = Z−1(ZT )−1BTP = R−1BTP (19)

A equação (19) denota a matriz ótima K. Assim, a lei de controle ótima para o problema de

controle quadrático ótimo quando o índice de desempenho é dado pela equação (15) é linear e

é dado por

u = −Kx = −R−1BTPx

A matriz P na equação (19) deve satisfazer a equação (18) ou a seguinte equação reduzida:

AT + PA− PBR−1BTP +Q = 0 (20)

A equação (20) é denominada equação reduzida de Riccati. Para projetar o controlador, é neces

sário seguir os seguintes passos:

1. Resolver a equação (20), para obter a matriz P .

2. Substituir a matriz P na equação (19). A matrizK resultante será a matriz ótima.

No caso do índice de desempenho ser dado em termos do vetor de saída ao invés do vetor de

estados, ou seja,

H =

∞
∫

0

(yTQy + uTRu)dt (21)

então o índice pode ser modificado usando a equação de saída (9), resultando em

H =

∞
∫

0

(xTCTQCx + uTRu)dt (22)

e os passos desta seção podem ser aplicados para obter a matriz ótimaK.
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2.6 CONTROLADOR NÃO LINEAR

Esta seção apresenta a obtenção da lei de controle baseada em modos deslizantes pro

posta por Coskun (2020).

Considere o sistema não linear descrito da seguinte forma

ẋ1 = x2 (23)

ẋ2 = w(x) + g(x)u (24)

no qual x = (x1,x2)
T é o vetor de estado, u é a entrada de controle, w(x) e g(x) são funções

não lineares.

Desejase projetar uma lei de controle u que estabiliza a origem x = 0 do sistema.

Para isso, suponha que existe uma lei de controle u que restrinja o movimento do sistema à

superfície

s = λ1x1 + x2 = 0

cuja derivada em relação ao tempo é

ṡ = λ1ẋ1 + ẋ2 (25)

Nessa superfície, o movimento é governado por

x2 = −λ1x1 (26)

Substituindo x2 dado pela equação (23), temse

ẋ1 = −λ1x1

Aplicando o teorema da estabilidade de Lyapunov para sistemas autônomos, podese

demonstrar para λ1 > 0 que x1 tende para zero quando t tende para infinito. Para aplicar o

teorema da estabilidade de Lyapunov para sistemas autônomos, considere a função de Lyapunov

candidata, definida no domínioD1 =x1 ∈ R, dada por

V1(x1) =
1

2
x2
1 (27)

cuja derivada em relação ao tempo é dada por

V̇1(x1) = x1ẋ1
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Substituindo ẋ1 dado pela equação (26), chegase a

V̇1 = −λ1x
2
1 (28)

Observe que na equação (27) que V1(0) = 0 e V1(x1) > 0 em D1−0 e na equação (28) que

V̇1 < 0 em D1−0 para λ1 > 0. Consequentemente, as condições do teorema de estabilidade

de Lyapunov são satisfeitas para todo x1 ∈ D1. Portanto, x1 = 0 é um ponto de equilíbrio

assintoticamente estável e x1 tende para zero quando t tende para infinito. Além disso, pela

equação (26), x2 também tende para zero quando t tende para infinito.

Agora resta mostrar que o movimento do sistema converge para s = 0. Para isso o

teorema de estabilidade de Lyapunov pode ser aplicado novamente. Para aplicar o teorema,

considere a função de Lyapunov candidata, definida no domínioD2 =s ∈ R, dada por

V2(s) =
1

2
s2 (29)

cuja derivada em relação ao tempo é

V̇2(s) = sṡ

Substituindo ṡ dado pela equação (25), temse

V̇2 = s(λ1ẋ1 + ẋ2)

Substituindo ẋ1 e ẋ2 dados pelas equações (23) e (24), respectivamente, temse

V̇2 = s[λ1x2 + w(x) + g(x)u]

Escolhendo u da seguinte forma

u =
1

g(x)
[−λ1x2 − w(x)− λ2 sgn(λ1x1 + x2)]

temse

V̇2 = −λ2 sgn(λ1x1 + x2)(λ1x1 + x2) (30)

Observe na equação (29) que V2(0) = 0 e V2 > 0 em D2−0 e na equação (30) que V̇2 < 0 em

D2−0 para λ2 > 0. Consequentemente, as condições do teorema de estabilidade de Lyapunov

para sistemas autônomos são satisfeitas para todo s ∈ D2. Portanto, s = 0 é um ponto de

equilíbrio assintoticamente estável e s tende para zero quando t tende para infinito.
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3 METODOLOGIA

A metodologia utlizada neste trabalho consiste nas seguintes etapas:

• Definição do problema de controle;

• Obtenção das equações de movimento do pêndulo invertido;

• Representação das equações de movimento em formato adequado para aplicação das téc

nicas de controle;

• Aplicação de técnicas de controle para atingir o objetivo de controle;

• Investigação do comportamento do sistema controlado;

• Análise das limitações das técnicas de controle utilizadas.

Cada etapa da metodologia está organizada da seguinte forma: na seção 3.1 foi defi

nido o problema de controle, na seção 3.2 foram obtidas as equações de movimento do pêndulo

invertido aplicando a formulação lagrangiana apresentada na seção 2.1. Na seção 3.3 foi apli

cado o regulador quadrático ótimo descrito na seção 2.5 e na seção 3.4 foi aplicado o controle

por modos deslizantes definido na seção 2.6. Na seção 4.1 foi investigado o modelo obtido na

seção 3.2, na seção 4.2 foi investigado numericamente o regulador quadrático ótimo e na seção

4.3 foi investigado numericamente o controle por modos deslizantes.

3.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA DE CONTROLE

O problema de controle consiste em determinar uma lei de controle u que estabiliza o

pêndulo invertido com orientação θ = 0. Para obter a lei de controle será utilizado o modelo de

estado que representa as equações de movimento do pêndulo invertido. Vale a pena ressaltar que

estabilização não é o único problema de controle relacionado ao pêndulo invertido. Um outro

problema seria o rastreamento da trajetória que consiste no pêndulo seguir uma determinada

trajetória.
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3.2 OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO DO PÊNDULO INVERTIDO

Nesta seção serão obtidas as equações de movimento do pêndulo invertido mostrado

na figura 2. O pêndulo invertido é formado por um carro de massa M e uma barra delgada de

comprimento l, massam e momento de inércia J em relação ao seu centro de giro. O centro de

massa da barra é representado pelo par de coordenadas (xb,yb) no sistema de referência (X,Y ).

A posição do carro é representada pela coordenada xc e a orientação da barra pela coordenada

angular θ. O sentido horizontal para a direita para xc e antihorário para θ foram considerados

como sentidos positivos. Foi também utilizada a hipótese de que os corpos não são rígidos para

simplificar o problema. A posição do carro e a orientação da barra devem ser controladas a

partir de uma força u aplicada horizontalmente no carro.

X

Y

xb

yb

xc

m, J

M

l

θ

u

Figura 2 – Representação esquemática do pêndulo invertido.
Fonte: Autoria própria.

Conforme Greenwood (2003), as equações de movimento de um sistema dinâmico

podem ser obtidas aplicando a seguinte equação de Lagrange1

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
= Qi i = 1, . . . ,n (31)

no qual qi é a iésima coordenada generalizada do sistema, Qi é a iésima força generalizada

não conservativa que age sobre o sistema, n é o número de graus de liberdade do sistema e L é

a função lagrangiana dada por

L = T − V (32)
1 A obtenção da equação de Lagrange encontrase na seção 2.1.
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no qual T é a energia cinética total do sistema e V é a energia potencial total do sistema.

Para aplicar a equação de Lagrange (31) ao sistema de pêndulo invertido, considerase

que as coordenadas generalizadas são q1 = xc e q2 = θ. As forças generalizadas podem ser

obtidas a partir do cálculo do trabalho virtual das forças não conservativas

δW = (u− Fx)∂xc − Fθ∂θ

no qual Fx é a força que representa o atrito entre o solo e o carro, Fθ é a força que representa

o atrito entre a barra e o mancal e u é a força aplicada no carro para controlar o sistema. Dessa

forma as forças generalizadas não conservativas são dadas por

Qxc
= u− Fx (33)

Qθ = −Fθ (34)

De acordo com Chaoui e Yadav (2016), as forças de atrito podem ser escritas da seguinte forma

Fx = bxc sgn(ẋc) + bxvẋc + bxs sgn(ẋc) e
−( ẋc

ηxs
)
2

(35)

Fθ = bθc sgn(θ̇) + bθvθ̇ + bθs sgn(θ̇) e
−

(

θ̇
ηθs

)2

(36)

no qual bxc, bxv, bxs e ηxs representam o coeficiente do atrito de Coulumb, o coeficiente do atrito

viscoso, o coeficiente do atrito estático e a taxa de decaimento do atrito estático entre o carro

e o solo, respectivamente. Por sua vez, bθc, bθv, bθs e ηθs representam o coeficiente do atrito de

Coulumb, o coeficiente do atrito viscoso, o coeficiente do atrito estático e a taxa de decaimento

do atrito estático entre a barra e o mancal, respectivamente.

A energia cinética total do sistema é dada por

T =
1

2
Mẋ2

c +
1

2
m(ẋ2

b + ẏ2b ) +
1

2
Jθ̇2 (37)

no qual ẋc é a velocidade do carro, ẋb é a velocidade da barra na direção deX , ẏb é a velocidade

da barra na direção de Y e θ̇ é a velocidade angular da barra. Seja

xb = xc −
l

2
sen θ

yb =
l

2
cos θ

então

ẋb = ẋc −
l

2
cos θθ̇ (38)

ẏb = −
l

2
sen θθ̇ (39)
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Substituindo as equações (38) e (39) na equação (37), temse a expressão da energia

cinética

T =
1

2
Mẋ2

c +
1

2
m(ẋ2

c − ẋcl cos θθ̇ +
l2

4
θ̇2) +

1

2
Jθ̇2 (40)

A energia potencial total do sistema é dada por

V = mg
l

2
cos θ (41)

no qual g é a aceleração gravitacional.

Substituindo as equações (40) e (41) na equação (32), temse a função lagrangiana

L =
1

2
Mẋ2

c +
1

2
m(ẋ2

c − ẋcl cos θθ̇ +
l2

4
θ̇2) +

1

2
Jθ̇2 −mg

l

2
cos θ (42)

Os termos que formam a equação de Lagrange (31), obtidos a partir da função lagran

giana (42), são dados por

∂L

∂xc

= 0 (43)

∂L

∂ẋc

= Mẋc +mẋc −m
l

2
cos θθ̇ (44)

d

dt

(

∂L

∂ẋc

)

= (M +m)ẍc −m
l

2
cos θθ̈ +m

l

2
sen θθ̇2 (45)

∂L

∂θ
= m

l

2
ẋc sen θθ̇ +mg

l

2
sen θ (46)

∂L

∂θ̇
= −m

l

2
ẋc cos θ +m

l2

4
θ̇ + Jθ̇ (47)

d

dt

(

∂L

∂θ̇

)

= −m
l

2
cos θẍc +m

l

2
ẋc sen θθ̇ +m

l2

4
θ̈ + Jθ̈ (48)

Substituindo as equações (33)(34) e (43)(48) na equação de Lagrange (31), temse as

equações de movimento

(M +m)ẍc +m
l

2
sen θθ̇2 −m

l

2
cos θθ̈ + Fx = u (49)

−mẍc

l

2
cos θ + (m

l2

4
+ J)θ̈ −mg

l

2
sen θ + Fθ = 0 (50)

com Fx e Fθ dados pelas equações (35) e (36), respectivamente.

É possível representar as equações de movimento (49) e (50) por meio do modelo de

estados2. Definindo as variáveis de estado como x1 = xc, x2 = ẋc, x3 = θ e x4 = θ̇. Como

é desejado controlar a posição do carro e orientação da barra na posição vertical, foi assumido
2 A representação de sistemas dinâmicos por modelo de estado encontrase na seção 2.2.
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que as variáveis de saída são x1 = xc e x3 = θ. Sendo assim, temse o modelo de estado

ẋ = f(x,u) (51)

y = h(x,u) (52)

Para representar as equações (49) e (50) por meio do espaço de estados, primeiramente é neces

sário isolar ẍc e θ̈ na equação (50), resultando em

ẍc =
(ml2 + J)θ̈ −mgl sen θ + Fθ

ml cos θ
(53)

θ̈ =
mẍcl cos θ +mgl sen θ − Fθ

ml2 + J
(54)

Em seguida, substituise ẍc e θ̈ obtidos das equações (53) e (54) na equação (49). Dessa forma,

é possível representar as equações no espaço de estados, com

x = [ x1 x2 x3 x4 ]T ,

ẋ = f(x,u) =



















x2

m l
2
cos x3(mg l

2
senx3−Fθ)−(m l2

4
+J)(Fx+m l

2
sen x3x

2

4
)+u(m l2

4
+J)

mM l2

4
+J(m+M)+m2 l2

4
sen2 x3

x4

(m+M)(mg l
2
senx3−Fθ)−m l

2
cos x3(Fx+m l

2
senx3x

2

4
)+u(m l

2
cos x3)

mM l2

4
+J(m+M)+m2 l2

4
sen2 x3



















e

y = h(x,u) =





1 0 0 0

0 0 1 0



x =





x1

x3





3.3 APLICAÇÃO DO REGULADOR QUADRÁTICO ÓTIMO

Para aplicar o regulador quadrático ótimo apresentado na seção 2.5, é necessário o

modelo de estado linearizado. Neste trabalho, foram analisados modelos sem atrito, com atrito

viscoso dado por Alves (2018) e com atrito geral dado por Chaoui e Yadav (2016). A lineari

zação do modelo de estado dado pelas equações (51) e (52) em torno do ponto de equilíbrio

x0 = [ 0 0 0 0 ]T , usando o método de linearização da seção 2.3, resulta em

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du

no qual
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C =





1 0 0 0

0 0 1 0



 e D = 0.

No caso sem atrito, a linearização resulta nas seguintes matrizes A e B:

A =



















0 1 0 0

0 0
g l2

4
m2

J(M+m)+M l2

4
m

0

0 0 0 1

0 0
g l
2
m(M+m)

J(M+m)+M l2

4
m

0



















(55)

B =



















0

m l2

4
+J

J(M+m)+M l2

4
m

0
l
2
m

J(M+m)+M l2

4
m



















(56)

Para o caso de atrito viscoso, as matrizes A e B são:

A =



















0 1 0 0

0
−bxv

(

m l2

4
+J

)

J(M+m)+M l2

4
m

g l2

4
m2

J(M+m)+M l2

4
m

−bθv
l
2
m

J(M+m)+M l2

4
m

0 0 0 1

0
−bxv

l
2
m

J(M+m)+M l2

4
m

g l
2
m(M+m)

J(M+m)+M l2

4
m

−bθv(M+m)

J(M+m)+M l2

4
m



















(57)

B =



















0

m l2

4
+J

J(M+m)+M l2

4
m

0
l
2
m

J(M+m)+M l2

4
m



















(58)

No caso de atrito geral, não foi possível linearizar o sistema, devido a descontinuidades

das funções resultantes em x = 0 provenientes da diferenciação da função sinal que aparece na

equação do atrito geral. A diferenciação da função sinal resulta na função delta de Dirac, que

possui uma descontinuidade em x = 0.

Tendo as matrizes A e B em conjunto com as matrizes Q e R é possível obter a matriz

K de controle do sistema por meio da função LQR do software MATLAB. A função LQR

obtém a matrizK que minimiza o índice de desempenho da equação (16) definido na seção 2.5.
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3.4 APLICAÇÃO DO CONTROLE POR MODOS DESLIZANTES

O controle por modos deslizantes apresentado na seção 2.6 pode ser aplicado direta

mente, sem necessidade de linearização, ao modelo de estado dado por

f(x,u) =



















x2

m l
2
cos x3(mg l

2
senx3−Fθ)−(m l2

4
+J)(Fx+m l

2
senx3x

2

4
)+u(m l2

4
+J)

mM l2

4
+J(m+M)+m2 l2

4
sen2 x3

x4

(m+M)(mg l
2
senx3−Fθ)−m l

2
cos x3(Fx+m l

2
senx3x

2

4
)+u(m l

2
cos x3)

mM l2

4
+J(m+M)+m2 l2

4
sen2 x3



















(59)

Como o foco é estabilizar o pêndulo para manter a orientação θ = 0, então de acordo com a

seção 2.6 será considerado que o vetor de estado envolve apenas θ, ou seja, x =
[

θ θ̇
]T

.

Logo, a lei de controle será obtida reescrevendo as duas últimas linhas da equação (59):

ẋ3 = x4

ẋ4 = w(x) + g(x)u

com

w(x) =
(m+M)(mg l

2
sen x3 − Fθ)−m l

2
cosx3(Fx +m l

2
sen x3x

2
4)

mM l2

4
+ J(m+M) +m2 l2

4
sen2 x3

, (60)

g(x) =
(m l

2
cosx3)

mM l2

4
+ J(m+M) +m2 l2

4
sen2 x3

, (61)

Usando a técnica apresentada na seção 2.6, a lei de controle u por modos deslizantes é escrita

da seguinte forma

u =
1

g(x)
[−λ1x3 − w(x)− λ2 sgn(λ1x3 + x4)] (62)

no qual λ1 > 0 e λ2 > 0.

De forma a comparar os controladores linear e não linear, o controle por modos des

lizantes também foi aplicado aos casos sem atrito, com atrito viscoso e com atrito geral. Vale

também notar que o trabalho de Coskun (2020) não leva em consideração o atrito, logo foram

usados os trabalhos de Alves (2018) e Chaoui e Yadav (2016) para estudar os casos com atrito

viscoso e atrito geral, respectivamente.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Este capítulo está organizado da seguinte forma: a seção 4.1 contém a investigação

numérica do modelo do pêndulo invertido. A seção 4.2 apresenta a investigação numérica do

regulador quadrático linear. A seção 4.3 demonstra a investigação numérica do controle por

modos deslizantes.

4.1 INVESTIGAÇÃO NUMÉRICA DO MODELO DO PÊNDULO INVERTIDO

Esta seção trata da investigação do comportamento do modelo do pêndulo invertido

quando submetido a determinadas condições iniciais e parâmetros físicos.

Inicialmente foi necessário obter os valores numéricos dos parâmetros físicos do sis

tema do pêndulo invertido. Os trabalhos de Alves (2018), Chaoui e Yadav (2016) e Coskun

(2020) utilizam modelos de pêndulo invertido e valores de parâmetros físicos diferentes para

seus respectivos sistemas, porém para este trabalho foram considerados os parâmetros físicos

apresentados no trabalho de Alves (2018). Esses parâmetros encontramse na Tabela 1:

Tabela 1 – Parâmetros físicos do sistema de pêndulo invertido
Símbolo Parâmetro Valor

M Massa do carro 0,5676 kg
m Massa do pêndulo 0,16985 kg
l Comprimento da barra 0,478 m
J Momento de inércia do pêndulo em relação ao centro de giro 0,0129 kg.m2

bxv Coeficiente de atrito viscoso entre carro e solo 5,4 N.s/m
bθv Coeficiente de atrito viscoso entre barra e mancal 2,4× 10

−3 N.s.m/rad
g Aceleração da gravidade 9,81 m/s2

Fonte: Alves (2018).

Vale ressaltar que os valores dos coeficientes de atrito obtidos por Alves (2018) foram

usados apenas quando foi tratado do caso onde há apenas atrito viscoso. No caso de atrito geral,

foram utilizados os coeficientes de atrito obtidos por Chaoui e Yadav (2016), apresentados na

Tabela 2:
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Tabela 2 – Coeficientes de atrito para o caso de atrito geral
Símbolo Parâmetro Valor

bxc Coeficiente de atrito de Coulumb entre carro e solo 7× 10
−2 N.m

bxv Coeficiente de atrito viscoso entre carro e solo 2× 10
−2 N.s.m/rad

bxs Coeficiente de atrito estático entre carro e solo 3× 10
−2 N.m

ηxs Taxa de decaimento do atrito estático entre carro e solo 5× 10
−2 rad/s

bθc Coeficiente de atrito de Coulumb entre barra e mancal 3× 10
−3 N.m

bθv Coeficiente de atrito viscoso entre barra e mancal 1× 10
−3 N.s.m/rad

bθs Coeficiente de atrito estático entre barra e mancal 2× 10
−3 N.m

ηθs Taxa de decaimento do atrito estático entre barra e mancal 4× 10
−2 rad/s

Fonte: Chaoui e Yadav (2016).

O sistema do pêndulo invertido foi analisado com os parâmetros físicos das tabelas 1

e 2, por meio da investigação do comportamento diante de duas situações distintas. O primeiro

caso utiliza a força u = 0 e possui condições iniciais [ xc ẋc θ θ̇ ] = [ 0 0 5 0 ]. Para

este caso foi utilizado o modelo representado no espaço de estados da equação (59). Com o

auxílio dos códigos presentes no apêndice A foi possível resolver as equações de movimento

e obter os gráficos de posição do carro e orientação da barra. A posição xc e a orientação θ do

sistema de pêndulo invertido estão representadas nas figuras 3 e 4, respectivamente.
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Figura 3 – Posição do carro xc obtida em malha aberta com u = 0 e condições iniciais xc = 0 e θ = 5
◦.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 4 – Orientação da barra θ obtida em malha aberta com u = 0 e condições iniciais xc = 0 e θ = 5
◦.

Fonte: Autoria própria.

Foi possível observar a partir das figuras 3 e 4 que o sistema se estabilizou nos casos

onde há atrito na posição θ = 180◦ e não ocorreu estabilização no caso onde não há atrito. A par

tir do estudo de Alves (2018) que realiza o mesmo estudo foi possível observar que a orientação

da barra se comporta conforme o esperado. No entanto, para o caso de atrito geral, o sistema

se estabiliza à esquerda da posição inicial. Esse resultado não condiz com o comportamento

que se esperava, sendo necessário realizar mais investigações para verificar por que o sistema

se comportou dessa forma.

O segundo caso utiliza uma força u igual a um impulso unitário e condições iniciais

nulas. Novamente foi utilizado o modelo representado no espaço de estados (59) e foram utili

zados os códigos disponíveis no apêndice A para resolver as equações e gerar os gráficos.



38

0 5 10 15 20 25 30
0

5

10

15

20

25

30

35

40
Caso sem atrito
Caso com atrito viscoso
Caso com atrito geral

t, s

x
c
(t
),
m

Figura 5 – Posição do carro xc obtida em malha aberta com u dado por uma força impulso unitário e condi
ções iniciais nulas.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 6 – Orientação da barra θ obtida em malha aberta com u dado por uma força impulso unitário e
condições iniciais nulas.

Fonte: Autoria própria.



39

0 5 10 15 20 25 30
800

600

400

200

0

200

400

600

800
Caso sem atrito
Caso com atrito viscoso
Caso com atrito geral

t, s

θ̇(
t)
,r
ad
/s

Figura 7 – Velocidade angular da barra θ̇ obtida em malha aberta com u dado por uma força impulso uni
tário e condições iniciais nulas.

Fonte: Autoria própria.

Foi possível observar a partir das figuras 5, 6 e 7 que o sistema não se estabiliza quando

não há atrito e se estabiliza novamente na posição vertical para baixo quando há atrito, porém

no caso de atrito geral a barra completa uma volta antes de parar na posição vertical para baixo,

efeito que é atribuído às forças de atrito serem menores no caso de atrito geral. Novamente os

resultados condizem com o comportamento esperado.

4.2 INVESTIGAÇÃO NUMÉRICA DO CONTROLADOR LINEAR

Com as equações linearizadas (55), (56), (57) e (58), é possível utilizar o método LQR

de controle. No entanto, é necessário antes definir quais serão as matrizes Q e R que serão

utilizadas para implementar o LQR. Para isso, foi utilizado o exemplo de Alves (2018) e foram

escolhidas as mesmas matrizes de ganho unitário Q e R:

Q=

















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

















e R = 1

A partir das matrizes A, B, Q e R definidas anteriormente, é possível aplicar o con

trolador LQR ao sistema não linear. Como não foi possível linearizar o caso com atrito geral,

foi utilizado o exemplo de Alves (2018), ou seja, o controlador LQR foi projetado a partir do

caso onde apenas há atrito viscoso. Com o regulador quadrático linear, será analisada a mesma
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situação da seção 4.1, onde as condições iniciais são [ xc ẋc θ θ̇ ] = [ 0 0 5 0 ] e a

força que representa o controlador LQR é u = −Kx. Esperase que a adição do controlador

LQR possibilite a estabilização do sistema em θ = 0, pois foi observado no estudo de Alves

(2018) que o LQR seria capaz de estabilizar o sistema, no caso de atrito viscoso, porém não

se sabe se o controlador LQR será capaz de estabilizar o sistema sem atrito e com atrito geral,

logo foi investigado se seria possível estabilizar o sistema para ambos os casos. Com a ajuda

dos códigos do apêndice A, foram obtidos os seguintes resultados:
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Figura 8 – Posição do carro xc obtida em malha fechada com o controlador LQR e condições iniciais xc = 0

e θ = 5
◦.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 9 – Orientação da barra θ obtida em malha fechada com o controlador LQR e condições iniciais
xc = 0 e θ = 5

◦.
Fonte: Autoria própria.
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A partir das informações das figuras 8 e 9, é possível observar que o controlador LQR

projetado é capaz de estabilizar o sistema nos casos onde não há atrito ou onde há apenas atrito

viscoso, porém é incapaz de estabilizar o sistema no caso de atrito geral.

É possível analisar o limite de funcionamento do controlador LQR variando a condição

inicial de θ, aumentando os valores iniciais de θ até o limite de funcionamento do controlador,

ou seja, até o valor de θ que causasse a falha no funcionamento do controlador LQR. É possível

realizar essa análise pois o limite de funcionamento de LQR varia para cada matriz K diferente.

Para o controlador LQR projetado e com auxílio dos códigos do apêndice A, foi visto que a

condição inicial θ = 59◦ causou a falha deste controlador LQR especificamente, portanto o

valor máximo de θ para o qual este controlador LQR funciona é θ = 58◦. Para este caso, os

resultados estão apresentados nas figuras 10 e 11:
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Figura 10 – Posição do carro xc obtida emmalha fechada com o controladorLQR e condições iniciais xc = 0

e θ = 58
◦.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 11 – Orientação da barra θ obtida em malha fechada com o controlador LQR e condições iniciais
xc = 0 e θ = 58

◦.
Fonte: Autoria própria.

A partir das figuras 10 e 11, é possível observar que o sistema ainda está sendo estabi

lizado para as condições iniciais dadas.

Também é possível alterar certos parâmetros físicos do sistema, como m, M , l e J ,

de forma a analisar como o sistema controlado pelo LQR se comporta. Para os três casos de

atrito, foram variados os parâmetros até que ocorresse a falha do controlador para determinar o

limite de funcionamento do controlador LQR. Utilizando os códigos do apêndice A, foi visto

que um fator de multiplicação de 2,45 para os parâmetros foi suficiente para causar a falha do

LQR. Logo, para o caso sem atrito, as massas m e M foram multiplicadas pelo fator de 2,45.

Esperase que o controlador LQR não seja capaz de estabilizar o sistema em nenhum dos casos

de atrito. Os resultados obtidos foram os seguintes:
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Figura 12 – Posição do carro xc obtida emmalha fechada com o controladorLQR e condições iniciais xc = 0

e θ = 5
◦ para o caso sem atrito com parâmetros físicos alterados.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 13 – Orientação da barra θ obtida em malha fechada com o controlador LQR e condições iniciais
xc = 0 e θ = 5

◦ para o caso sem atrito com parâmetros físicos alterados.
Fonte: Autoria própria.

Para o caso de atrito viscoso, assim como as massasm eM , o comprimento da barra l

também foi multiplicado por um fator de 2,45, resultando nos seguintes gráficos:
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Figura 14 – Posição do carro xc obtida emmalha fechada com o controladorLQR e condições iniciais xc = 0

e θ = 5
◦ para o caso com atrito viscoso com parâmetros físicos alterados.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 15 – Orientação da barra θ obtida em malha fechada com o controlador LQR e condições iniciais
xc = 0 e θ = 5

◦ para o caso com atrito viscoso com parâmetros físicos alterados.
Fonte: Autoria própria.

Do mesmo modo como foi feito no caso sem atrito, o caso de atrito geral teve apenas

suas massas multiplicadas pelo mesmo fator de 2,45. Os resultados foram apresentados nas

figuras 17 e 18:
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Figura 16 – Posição do carro xc obtida emmalha fechada com o controladorLQR e condições iniciais xc = 0

e θ = 5
◦ para o caso com atrito geral com parâmetros físicos alterados.

Fonte: Autoria própria.
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Figura 17 – Orientação da barra θ obtida em malha fechada com o controlador LQR e condições iniciais
xc = 0 e θ = 5

◦ com parâmetros físicos alterados.
Fonte: Autoria própria.

4.3 INVESTIGAÇÃO NUMÉRICA DO CONTROLE POR MODOS DESLIZANTES

Para o método de controle por modos deslizantes, foram utilizadas as mesmas con

dições iniciais da seção 4.2 para analisar o comportamento do modelo. A força u foi obtida

substituindo as equações (60) e (61) na equação (62). Em seguida, com auxílio dos códigos do

apêndice A, foram resolvidas as equações de movimento dada pelo espaço de estados (59). Os

resultados encontramse nas figuras 18 e 19:



46

0 5 10 15 20 25 30
60

50

40

30

20

10

0
Caso sem atrito
Caso com atrito viscoso
Caso com atrito geral

t, s

x
c
(t
),
m

Figura 18 – Posição do carro xc obtida em malha fechada com controle por modos deslizantes e condições
iniciais xc = 0 e θ = 5

◦.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 19 – Orientação da barra θ obtida emmalha fechada com controle por modos deslizantes e condições
iniciais xc = 0 e θ = 5

◦.
Fonte: Autoria própria.

Foi possível observar que o sistema se estabiliza em θ = 0 para todos os casos de atrito,

o que condiz com as expectativas iniciais de comportamento do sistema.

Para analisar se este método de controle possui as mesmas limitações que o método

LQR, os parâmetros das massas e do comprimento foram alterados no mesmo fator de 2,45. O

comportamento esperado do sistema é a estabilização do sistema de pêndulo invertido em θ = 0

mesmo que os parâmetros estejam alterados, ao contrário das expectativas para o controlador

LQR. O resultado está expresso nas figuras 20 e 21:
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Figura 20 – Posição do carro xc obtida em malha fechada com controle por modos deslizantes e condições
iniciais xc = 0 e θ = 5

◦ com parâmetros físicos alterados.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 21 – Orientação da barra θ obtida emmalha fechada com controle por modos deslizantes e condições
iniciais xc = 0 e θ = 5

◦ com parâmetros físicos alterados.
Fonte: Autoria própria.

É possível observar que o sistema se estabilizou, mesmo que os parâmetros físicos

tenham sido alterados. Isso prova ser uma vantagem do uso da técnica de controle por modos

deslizantes comparada com a técnica de controle LQR.

Outra comparação que pode ser feita com o controlador LQR é a possibilidade da téc

nica de modos deslizantes funcionar para valores de θ grandes. Para isso foi aplicada a condição

inicial de θ = 60◦ para o sistema. Esperase que o controlador seja capaz de estabilizar o sis
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tema, mesmo que os valores iniciais de θ sejam maiores. Os resultados obtidos encontramse

nas figuras 22 e 23:
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Figura 22 – Posição do carro xc obtida em malha fechada com controle por modos deslizantes e condições
iniciais xc = 0 e θ = 60

◦.
Fonte: Autoria própria.
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Figura 23 – Orientação da barra θ obtida emmalha fechada com controle por modos deslizantes e condições
iniciais xc = 0 e θ = 60

◦.
Fonte: Autoria própria.

De acordo com as figuras 20, 21, 22 e 23 é possível afirmar que o método de modos

deslizantes é capaz de estabilizar o sistema, mesmo que os casos de atrito se alterem, os parâme

tros físicos se alterem ou até mesmo os valores iniciais de orientação θ da barra sejam grandes.

No entanto, uma das limitações que pode se ver das figuras 20, 21, 22 e 23 é que não é possível

controlar xc e θ simultaneamente com este método de controle.
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5 CONSIDERAÇÕES E CONCLUSÕES FINAIS

A partir dos resultados obtidos no capítulo 4, foi possível concluir que a vantagem de

usar o método LQR é a possibilidade de estabilizar ambas as variáveis xc e θ simultaneamente,

porém ela é limitada no que se diz respeito a mudança de parâmetros físicos. A necessidade de

usar equações lineares de movimento para aplicar esta técnica também demonstra outra limita

ção da técnica, já que grande parte dos sistemas mecânicos possui equações de movimento não

lineares e nem sempre é possível realizar a linearização das equações de movimento, como foi

visto na seção 3.3, onde seria necessário encontrar outro ponto de equilíbrio para o sistema de

forma a evitar o problema de linearização encontrado. No caso do método de controle por mo

dos deslizantes, no entanto, não se encontra a mesma limitação do método LQR em respeito a

mudança de parâmetros ou atrito e, devido ao fato de ser uma técnica não linear de controle, não

é necessário linearizar as equações de movimento do sistema. A técnica utilizada não permite

estabilizar xc e θ simultaneamente, o que pode tornar o método de controle indesejável quando

xc é limitado, por exemplo. Logo, caso seja necessário estabilizar a posição do carro e a orien

tação da barra ao mesmo tempo através de técnicas de controle não lineares, novas técnicas de

controle deverão ser consideradas.
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APÊNDICE A – CÓDIGOS COMPUTACIONAIS

Este apêndice contém todos os códigos computacionais utilizados para a investigação

numérica do modelo do pêndulo invertido, bem como a investigação das técnicas de controle,

obtençãod e resultados e geração de gráficos.

A força de atrito entre o carro e o solo foi escrita na seguinte função

function Fx = Atrito_x(dx,data)

Fcx = data.Fcx;

Fvx = data.Fvx;

Fsx = data.Fsx;

Nsx = data.Nsx;

Fx = Fcx*sign(dx)+Fvx*dx+Fsx*sign(dx)*exp((dx/Nsx)^2);

end

A força de atrito entre a barra e o mancal foi escrita na seguinte função

function Ftheta = Atrito_theta(dtheta,data)

Fctheta = data.Fctheta;

Fvtheta = data.Fvtheta;

Fstheta = data.Fstheta;

Nstheta = data.Nstheta;

Ftheta = Fctheta*sign(dtheta)+Fvtheta*dtheta

+Fstheta*sign(dtheta)*exp((dtheta/Nstheta)^2);

end

A função abaixo descreve o controlador LQR utilizado para controle do pêndulo inver

tido

function F = ControleLQR(x,dx,theta,dtheta)
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% Controle LQR

F = x+11.4366*dx43.2641*theta7.5058*dtheta;

end

A função abaixo descreve o controle por modos deslizantes utilizado

function F = ControleSlidingMode(x,dx,theta,dtheta,data)

% Parametros

m = data.m;

M = data.M;

g = data.g;

l = data.l;

J = data.J;

% Atrito

Fx = Atrito_x(dx,data);

Ftheta = Atrito_theta(dtheta,data);

% Controle Sliding Mode

w = ((m+M)*(m*g*l/2*sin(theta)Ftheta)

m*l/2*cos(theta)*(Fx+m*l/2*sin(theta)*dtheta^2))

/(m*M*l^2/4+J*(m+M)+m^2*l^2/4*sin(theta)^2);

g = (m*l/2*cos(theta))/(m*M*l^2/4+J*(m+M)

+m^2*l^2/4*sin(theta)^2);

% Escalares lambda e K

lambda1 = 1;

lambda2 = 1;

%Controle Sliding Mode
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F = 1/g*(lambda1*dthetawlambda2*sign(lambda1*theta+dtheta));

end

A função abaixo descreve as equações de movimento do pêndulo invertido e as leis de

controle u que podem ser escolhidas

function dsdt = eq_penduloinvertido(t,s,data)

% parametros

m = data.m;

M = data.M;

l = data.l;

J = data.J;

g = data.g;

% variáveis de estado

x = s(1);

dx = s(2);

theta = s(3);

dtheta = s(4);

% % Entrada (nula)

% u = 0;

% % Controle LQR

% u = ControleLQR(x,dx,theta,dtheta);

% % Controle Sliding Mode

% u = ControleSlidingMode(x,dx,theta,dtheta,data);

% Atrito

Fx = Atrito_x(dx,data);

Ftheta = Atrito_theta(dtheta,data);

% inicializa vetor
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dsdt = zeros(4,1);

% equacao de movimento

dsdt(1) = dx;

dsdt(2) = (m*l/2*cos(theta)*(m*g*l/2*sin(theta)Ftheta)

(m*l^2/4+J)*(Fx+m*l/2*sin(theta)*dtheta^2)

+(m*l^2/4+J)*u)/(m*M*l^2/4+J*(m+M)

+m^2*l^2/4*sin(theta)^2);

dsdt(3) = dtheta;

dsdt(4) = ((m+M)*(m*g*l/2*sin(theta)Ftheta)

m*l/2*cos(theta)*(Fx+m*l/2*sin(theta)*dtheta^2)

+m*l/2*cos(theta)*u)/(m*M*l^2/4+J*(m+M)

+m^2*l^2/4*sin(theta)^2);

end

O código abaixo contém a simulação numérica do modelo e gera os gráficos obtidos

por meio da resolução das equações de movimento.

clear

close all

clc

% parametros

m = 0.16985;

M = 0.5676;

l = 0.478;

J = 1/12*m*l^2;

g = 9.81;

% intervalo de tempo

tinitial = 0;

tfinal = 30;

tspan = tinitial:0.01:tfinal;
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% condicoes iniciais (Caso 1: [0;0;5*pi/180;0],

Caso 2: [0;(m*l^2/4+J)/(m*M*l^2/4+J*(m+M));0

;m*l/2/(m*M*l^2/4+J*(m+M))])

s0 = [0;0;5*pi/180;0];

for Atr = 1:1:3

if Atr == 1 % Caso sem atrito

Fcx = 0;

Fvx = 0;

Fsx = 0;

Nsx = 5e2;

Fctheta = 0;

Fvtheta = 0;

Fstheta = 0;

Nstheta = 4e2;

data = struct(’m’,m,’M’,M,’J’,J,’l’,l,’g’,g,’Fcx’,

Fcx,’Fvx’,Fvx,’Fsx’,Fsx,’Nsx’,Nsx,’Fctheta’,Fctheta,

’Fvtheta’,Fvtheta,’Fstheta’,Fstheta,

’Nstheta’,Nstheta);

% solucao s1

[t,s1] = ode45(@(t,s) eq_penduloinvertido(t,s,data),

tspan,s0);

x1 = s1(:,1);

dx1 = s1(:,2);

theta1 = s1(:,3);

dtheta1 = s1(:,4);

end

if Atr == 2 % Caso com atrito viscoso

Fcx = 0;

Fvx = 5.4;

Fsx = 0;
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Nsx = 5e2;

Fctheta = 0;

Fvtheta = 2.4e3;

Fstheta = 0;

Nstheta = 4e2;

data = struct(’m’,m,’M’,M,’J’,J,’l’,l,’g’,g,’Fcx’,

Fcx,’Fvx’,Fvx,’Fsx’,Fsx,’Nsx’,Nsx,’Fctheta’,Fctheta,

’Fvtheta’,Fvtheta,’Fstheta’,Fstheta,

’Nstheta’,Nstheta);

% solucao s2

[t,s2] = ode45(@(t,s) eq_penduloinvertido(t,s,data),

tspan,s0);

x2 = s2(:,1);

dx2 = s2(:,2);

theta2 = s2(:,3);

dtheta2 = s2(:,4);

end

if Atr == 3 % Caso com atrito geral

Fcx = 7e2;

Fvx = 2e2;

Fsx = 3e2;

Nsx = 5e2;

Fctheta = 3e3;

Fvtheta = 1e3;

Fstheta = 2e3;

Nstheta = 4e2;

data = struct(’m’,m,’M’,M,’J’,J,’l’,l,’g’,g,’Fcx’,

Fcx,’Fvx’,Fvx,’Fsx’,Fsx,’Nsx’,Nsx,’Fctheta’,Fctheta,

’Fvtheta’,Fvtheta,’Fstheta’,Fstheta,

’Nstheta’,Nstheta);

% solucao s3

[t,s3] = ode45(@(t,s) eq_penduloinvertido(t,s,data),
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tspan,s0);

x3 = s3(:,1);

dx3 = s3(:,2);

theta3 = s3(:,3);

dtheta3 = s3(:,4);

end

end

figure

plot(t,x1,’g.’,t,x2,’b’,t,x3,’r’)

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

legend(’Caso sem atrito’,’Caso com atrito viscoso’,

’Caso com atrito geral’)

figure

plot(t,theta1*180/pi,’g.’,t,theta2*180/pi,’b’,

t,theta3*180/pi,’r’)

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

legend(’Caso sem atrito’,’Caso com atrito viscoso’,

’Caso com atrito geral’)
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