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RESUMO

O desenvolvimento de materiais com maior resisténcia mecéanica e os refinamentos no calculo
estrutural permitiram a concepcdo de construgdes mais esbeltas e, consequentemente mais
suscetiveis a vibracoes. Nesses casos é preciso avaliar o comportamento dinamico e a
seguranga da estrutura submetida a cargas dindmicas. A Analise Dinamica de Estruturas
tem por objetivo avaliar tanto o estado limite de servigo quanto o estado limite Ultimo de uma
estrutura sujeita a agdes dinamicas. Tais analises sao possiveis e viaveis gracas ao avanco da
computacao, permitindo a aplicagdo de solugbes numéricas como o Método dos Elementos
Finitos, desenvolvido na década de 1940 e aprimorado nas décadas seguintes, sendo utilizado
em diversas areas da engenharia e permitindo solugdes complexas de problemas com inimeros
graus de liberdade. Neste trabalho foi proposto o desenvolvimento de um codigo computacional
utilizando o software MATLAB Student R2021a para analise dindmica linear de vibragbes
livres e forcadas ndo amortecidas em estruturas de trelicas planas via Método dos Elementos
Finitos. A metodologia proposta consistiu em implementar um algoritmo para analisar trés
trelicas planas distintas, sendo uma sujeita a vibragao livre, e as outras duas solicitadas a
uma vibragédo forgada, onde foram analisados um carregamento dinamico do tipo ressalto e
outro exponencial. Os resultados obtidos pelo cédigo implementado foram comparados com
os resultados obtidos pelo software ADINA Structures versao 9.6 (900 nds) com licenciamento
estudantil. A partir da analise dos resultados observou-se que o cédigo desenvolvido produz
resultados compativeis com os obtidos com o software comercial. Dessa forma conclui-se que

o programa desenvolvido neste trabalho apresenta resultados satisfatorios.

Palavras-chave: Andlise Dindmica das Estruturas; Método dos Elementos Finitos; Engenharia

Civil; Trelicas planas.



ABSTRACT

The development of materials with greater mechanical strength and refinements in the struc-
tural calculation allowed the design of more slender constructions and, consequently, more
susceptible to vibrations. In these cases, it is necessary to evaluate the dynamic behavior and
the safety of the structure subjected to dynamic loads. The Dynamic Analysis of Structures
aims to evaluate both the serviceability limit state and the ultimate limit state of a structure
subject to dynamic actions. Such analyzes are possible and feasible thanks to the advancement
of computing, allowing the application of numerical solutions such as the Elements Method
Finites, developed in the 1940s and improved in the following decades, being used in several
areas of engineering and allowing complex solutions of problems with innumerable degrees of
freedom. In this work it was proposed the development of a computational code using MATLAB
Student R2021a software to linear dynamic analyze of free and forced vibrations undamped
in structures of plane trusses through the Finite Element Method. The proposed methodology
consisted of implement an algorithm to analyze three distinct plane trusses, one of which is
subject to the free vibration, and the others requested to a forced vibration, where they were
analyzed a dynamic loading of the bounce type and other exponential. The results obtained
by the code implemented were compared with the results obtained by the ADINA Structures
software version 9.6 (900 nodes) with student licence. From the analysis of the results, it was
observed that the code developed produces results compatible with those obtained from the
commercial software. Thus it is concluded that the program developed in this work presents

satisfactory results.

Keywords: Dynamic Analysis of Structures; Finite Element Method; Civil Engineering; Plane

trusses.
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1 INTRODUCAO

A dinamica das estruturas é o ramo da engenharia que busca solugdes para situacoes
nas quais o carregamento aplicado na estrutura provoca vibragoes significativas através de
forcas inerciais. Tais forgas podem influenciar significativamente no comportamento do sistema
resultando em deslocamentos e esforcos de maior magnitude do que aqueles que poderiam ser
obtidos para o caso de carregamento estatico.

De acordo com Soriano (2014), com o passar do tempo, as estruturas tém sido proje-
tadas com a utilizacdo de materiais com resisténcias cada vez maiores, mais esbeltas e con-
sequentemente mais suscetiveis a vibragées. Com o desenvolvimento de softwares especifi-
cos em célculos estruturais e o0 aumento da capacidade de processamento dos computadores,
torna-se possivel avaliar o comportamento dessas estruturas.

Procurando a eficiéncia no ramo das construcoes, engenheiros buscam o equilibrio entre
seguranga, economia e estética em projetos estruturais, desenvolvendo construgdes esbeltas
que em muitos casos tornam-se sensiveis a agdes dindmicas como rajadas de ventos, ondas,
tremores de terra, ou também por atividades humanas, como explosodes, trafego de pessoas ou
veiculos, e vibragdes de maquinas. Tais acdes, podem causar fadiga nos materiais da estrutura,
danificando e, consequentemente, afetando sua utilidade.

O desenvolvimento da andlise dindmica em engenharia iniciou-se no século passado
com estudos sobre o comportamento de equipamentos mecanicos, tendo grandes contribui-
¢cOes do croata Stephen Prokofyevich Timoshenko (1878-1972) e do holandés Jacob Pieter Den
Hartog (1901-1989), se estendendo as demais areas com o passar do tempo com a disponibili-
dade do aprimoramento na area da computacado (SORIANO, 2014).

A analise dindmica em estruturas de trelicas possui aplicagcdes praticas em pontes, gal-
pdes industriais que utilizam pontes rolantes, em estruturas metélicas sob agbdes de ventos,
tremores ou motores que geram vibragdes constantes, entre muitas outras, afim de evitar pro-
blemas de seguranca e garantir bem estar aos usuarios da edificacao.

Para estruturas simples, € possivel realizar uma andlise dindmica manualmente, porém,
ao tratar de estruturas complexas como treligas, a solugéao requer um grande volume de célculos,
sendo inviavel a solugcdo manual. Nesse caso, 0 uso de um método numérico é indispensavel e
atualmente sdo empregados softwares especificos utilizando o Método dos Elementos Finitos
(MEF) para realizar a andlise dinamica de estruturas.

O MEF é um método numérico que consiste na discretizagdo de um modelo continuo,
afim de obter o comportamento fisico de cada elemento e suas interagdes com os elementos
vizinhos através de um sistema linear de equagdes que substituem as equaces diferenciais
parciais sem solugao analitica que regem o comportamento do modelo continuo.

Desenvolvido na década de 1940, e sendo aprimorado a partir de 1960 para a engenha-
ria estrutural e aeroespacial (LOGAN, 2006), o MEF tornou-se extremamente Util para simula-
cOes de estruturas em diversas areas da engenharia, sendo utilizado pela National Aeronautics
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and Space Administration (NASA) através do software NASTRAN, capaz de solucionar proble-
mas extremamente complexos (HUTTON, 2004).

O presente trabalho consistiu em desenvolver um codigo computacional em MATLAB
afim de realizar analises dindmicas lineares utilizando o MEF em trelicas planas submetidas a
vibragdes livres e forgadas ndo amortecidas.

A escolha pelo MATLAB como linguagem computacional é devido a sua alta performance
voltada para calculos numéricos, facilitando o trabalho com matrizes e construgdes graficas
através de uma interface gréfica interativa que utiliza a linguagem matematica para o desenvol-

vimento de algoritmos.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral do presente trabalho consiste na implementacao e validacao de um
cédigo computacional no MATLAB Student R2021a empregando o Método dos Elementos Fini-
tos para analise dindmica linear de trelicas planas submetidas a vibragdes livre e forgada néo
amortecidas.

2.2 Objetivos Especificos

Para atingir o objetivo geral foi necessario alcangar os seguintes objetivos especificos:
» Entender a formulagcado do MEF aplicado a trelicas;

» Compreender os fundamentos de dindmica das estruturas;

» Conhecer a linguagem computacional do MATLAB;

 Implementar um algoritimo para calcular modos e frequéncias de vibragéo, desloca-
mentos e esforcos internos de trelicas planas submetidas a uma ag¢ao dinamica via
MEF;

» Comparar os resultados obtidos no programa implementado com software ADINA
Structures versao 9.6 (900 nds) com licenca estudantil.
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3 REVISAO DE LITERATURA

3.1 Fundamentos de Analise Dinamica das Estruturas

3.1.1 Introdugdo a Andlise Dinamica

Nos Ultimos anos, na engenharia civil, a andlise dinamica tem sido empregada com
mais frequéncia afim de garantir seguranca as estruturas, nos casos onde as forgas inerciais
atingem magnitudes consideraveis como, por exemplo, terremotos, ventos, trafego de veiculos
ou pessoas e impactos em geral.

De acordo com Carreira (2018a), para realizar uma analise dindmica, deve-se seguir
alguns passos como:

1. Definir o modelo matematico do sistema;

2. Obter as equacgdes que regem o comportamento da estrutura;
3. Solucionar as equagdes diferenciais;

4. Interpretar os resultados.

A depender da complexidade do problema em questao, torna-se extremamente compli-
cado solucionar as equacgoes diferenciais. Nesse caso, busca-se a solugdo numeérica dessas
equacdes através de algum método numérico, como por exemplo o MEF.

3.1.2 Formulacédo da Equacao de Movimento

Num problema estatico, o carregamento mobiliza apenas forgas elasticas, diferente de
um problema dinamico, no qual podem ser mobilizadas forcas inerciais, que geram vibragcoes
nas estruturas, ou forcas de amortecimento, que atenuam vibragées. Portanto, para uma analise
dindmica, é necessario obter uma equacao que contemple massa, aceleracao, amortecimento,
velocidade, rigidez, deslocamento, forcas elasticas, inerciais e dissipativas, sendo possivel obté-
la, segundo Soriano (2014), a partir da 2° Lei de Newton.

Dado um problema idealizado, demonstrado na Figura 1 (a), obtém-se um modelo ma-
tematico através de um sistema massa-mola, apresentado na Figura 1 (b), para exemplificar um
caso simples, ou seja, com apenas 1 grau de liberdade (GDL).
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Figura 1 — Modelo de sistema com 1 grau de liberdade sob acao dinamica
(a) Modelo representativo

u(t)

NNNNNNNNN

(b) Modelo massa-mola com 1 grau de liberdade

u(t)
>
P(t)
—>

ol

QO

Fonte: Autoria propria (2022).

O carregamento dinamico P(t), apresentado nas Figuras 1 (a) e 1 (b), movimenta a es-
trutura, gerando forgas inerciais, de rigidez e de amortecimento, que podem ser representadas
por um diagrama de corpo livre, como mostra a Figura 2.

Segundo Clough e Penzien (1993), a forca inercial f; € uma acéo contraria ao movi-
mento, representada da seguinte forma:

onde m representa a massa e () a aceleragdo em fungdo do tempo.
Para o elemento de mola, pode-se obter a forga elastica f, simulando a rigidez do sis-
tema como:

fs = ku<t)7 (2)

onde % é a constante de rigidez e u(t) o deslocamento em fungéo do tempo.
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Para o caso do sistema possuir um amortecimento viscoso, deve-se levar em conta uma
forca fp da seguinte forma:

fo = cu(t), (3)

onde ¢ é a constante de amortecimento, e () a velocidade em fungao do tempo.
Considere o diagrama de corpo livre (DCL) apresentado na Figura 2.

Figura 2 — Diagrama de corpo livre do sistema

€ m P(t)
fi < >
fp €<—

Fonte: Autoria propria (2022).

Pela 22 Lei de Newton, tem-se:

—fs—=fo+P(t) = [r. (4)
Organizando a Equacao (4), tem-se:
Pt)—fr—fo—fs = 0, (5)

onde P(t) é a excitagao dindmica no sistema.
Substituindo as Equacgdes (1), (2) e (3) na Equacgao (5), tem-se:

mu(t) + cu(t) + ku(t) = P(t). (6)
De acordo com Lima e Santos (2008), para casos de vibragao livre, onde o sistema

vibra especificamente devido a uma perturbacéo inicial, no instante em que ¢t = 0, sem acao de
excitacdo dinamica externa, considera-se P(t) nula.

3.1.3 Sistema discreto com 2 ou mais graus de liberdade

Quando um sistema possui 1 GDL, significa que a discretizacdo considera apenas uma
coordenada de deslocamento. Esse sistema possui solugao possivel para casos particulares
através da Equacgao (6).
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Ao analisar problemas com mais GDL, a Equacao (6) pode ser escrita matricialmente
como:

[M{a} + [C{ay + [K{u} = {P()}, (7)

onde [M] é a matriz de massa global, [C] é a matriz de amortecimento global, K] é a matriz
de rigidez global.

Para sistemas com mais do que 3 GDL, a resolugdo manual é muito trabalhosa e de-
morada, portanto, neste caso, o problema passa a possuir solugdo através de algum auxilio
computacional.

As Figuras 3 (a) e (b) mostram um exemplo de sistema com 2 GDL e o modelo repre-
sentativo massa-mola respectivamente.

Figura 3 — Modelo de sistema com 2 graus de liberdade sob acao dinamica
(a) Modelo representativo

P(t)

~ O

}1(0 u,(t)

(b) Modelo massa-mola com 2 graus de liberdade
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u(t) uy(t)
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< @ @) C QO

Fonte: Autoria propria (2022).

As matrizes de massa e rigidez do sistema apresentado na Figura 3 possuem dimensao
2x2, e para N GDL, tem-se matrizes quadradas de ordem N.
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3.1.4 Autovetores e Autovalores

Um sistema em vibracdo com multiplos GDL, possui frequéncias e modos de vibracoes
naturais, que podem ser obtidos respectivamente de autovetores e autovalores.
Para um problema de vibracao livre, ndo amortecido, segundo Hutton (2004), tem-se:

[ml{a} + [kl{u} = {0}. (8)

Considere, por exemplo, a solugao homogénea do deslocamento para um sistema com
2 GDL como:

{u} = b cos(w,t — ), (9)

onde ¢ representa o modo de vibracdo natural, e w,, é a frequéncia natural angular.
Aplicando a Equagéo (9) em (8), eliminando o termo cos(w,t — ) e escrevendo de forma
compacta, tem-se:

—[M}{¢}w;, + [K]{¢} = {0}. (10)

Somando w?[M]{¢} em ambos os lados e multiplicando pela matriz inversa da massa,
[M]~1, obtém-se:

(M [E{o} = willl{g}. (11)

Pode-se denominar uma matriz dindmica [D] como:

Dessa forma, tem-se um problema de autovalores e autovetores como:

[DH{or = Alll{¢}, (13)

onde A corresponde aos autovalores, sendo equivalente ao quadrado das frequéncias naturais
angulares, e [I]| a matriz identidade.

Segundo Carreira (2018b), os autovalores geram uma matriz diagonal, denominada ma-
triz espectral [(2], e esta relacionada com as frequéncias naturais do sistema. Ja os autovetores,
formam uma matriz denominada matriz modal [®], em que cada coluna refere-se a um autovetor
que define um modo de vibragao da estrutura.
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Retornando a Equacéao (10) e colocando ¢ em evidéncia, tem-se:

([K] = [M]'wr) {0} = {0} (14)

A partir dai, pode-se obter infinitas solugdes, sendo uma trivial, onde ¢ = 0, e outras
ndo triviais da seguinte forma:
det ([K] — [M]7'w?) = 0. (15)

Calculando o determinante para 2 GDL e, assumindo A = w?, tem-se o polindémio ca-
racteristico:

)\2m1m2 - A [(k‘l + k?a)mg + (k)g + ka)ml] + kle + ]ﬁka + /{32]{3& = 0. (16)

As raizes do polindmio de segundo grau apresentado na Equacao (16) sao os autovalo-
res do sistema de 2 GDL em vibrag&o livre, e, portanto tem-se que, \; = w?; e Ay = w?,.
Substituindo w,,; na Equacao (14), tem-se:

ki + ky — miw? —k, 0
1 1Wh1 ¢11 _ . (17)
—kq ko + ko — maw?, 5%} 0

Dai tem-se o primeiro modo de vibragdo do sistema, definido pelo primeiro autovetor
como:

{e1} = ou : (18)
b1

Substituindo w2 na Equacao (14), calculando de forma analoga ao primeiro autovetor,

tem-se o segundo autovetor como:

oy = 474 (19)
-

representando dessa forma, o segundo modo de vibragao da estrutura.

Escrevendo em forma matricial:

@] = | {1} {92} | - (20)
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ou ainda:

[(I)] _ ¢11 ¢12 , (21)

¢21 ¢22

onde a coluna j da matriz modal representa as coordenadas modais do j-ésimo modo de vibra-
cao.
A matriz espectral é representada como mostrado na Equagéo 22.

A 0
Q) = . (22)
0 Ao

Genericamente, um autovetor [¢,] representa a j-ésima forma deslocada de um sistema
com uma frequéncia natural angular de w; (CARREIRA, 2018Db).

Os valores obtidos dos autovetores sao adimensionais e nao possuem significado fisico,
possuindo infinitas representacdes possiveis para um Unico modo, dessa forma, é necessério
realizar uma normalizacdo para possibilitar a interpretacdo das formas modais (CARREIRA,
2018b).

Portanto, para a normalizagédo unitaria do autovetor, tem-se:

{o;} {85} = 1, (23)

onde {¢}” representa o autovetor transposto.
E, para a normalizagao em relagao a matriz de massa:

@) [M][@] = [1], (24)
onde [®]” é a matriz modal transposta.

3.1.5 Método de Superposicao Modal

Resolver um sistema de equagdes de movimento com multiplos graus de liberdade ndo
€ uma tarefa simples dado ao fato dessas equacdes serem acopladas. Portanto para simplificar
a resolucao, esse acoplamento pode ser removido com o método de superposi¢cdo modal.

De acordo com Soriano (2014), tal método baseia-se na ideia de transformar as coorde-
nadas geométricas em coordenadas generalizadas modais, e entdo soluciona-se cada equagao
de movimento de forma individualizada para no fim obter a resposta a vibracao forcada através
da superposigéo, transformando as coordenadas do dominio {¢} para {u} através da seguinte
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equagao:

{u} = [®H{dq}, (25)

onde {q} é o vetor de amplitudes modais.
Derivando duas vezes a Equacéo (25), tem-se:

{uy = [®{g}- (26)

Considerando um caso sem amortecimento e substituindo as Equagbes (25) e (26) na
Equacao (7), encontra-se:

[M][®{q} + [K][®{q} = {P}. (27)

Multiplicando a Equagéao (27) pela matriz modal transposta e desenvolvendo a equagao,
obtém-se:

(@] [M][@){g} + [@]" [K][®/{q} = [®]"{P}, (28)
ou, simplificando:

[Mnl{d} + [Knl{q} = {Pn}, (29)

onde, [M,,] é a matriz de massa modal, [K,] é a matriz de rigidez global e { P, } é o vetor de
cargas modais.

As matrizes de massa modal e rigidez modal s&o obtidas através das seguintes equa-
coes:

e o vetor de cargas modais, através da seguinte equacao:
{P.} = [o]"{P}. (32)

As matrizes de massa e rigidez modais sdo matrizes diagonais e, por conta disso, as
coordenadas de deslocamento estdo desacopladas.
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Através do Método da Superposicao Modal, um sistema com 2 GDL possui duas coorde-
nadas de deslocamentos desacopladas e, através da superposicao das respostas individuais,
obtém-se dois sistemas de 1 GDL cujas coordenadas de deslocamento estdo desacopladas no
espaco modal.

3.1.5.1  Método da Diferenca Central para N GDL

O Método das Diferencas Finitas (MDF) € um método numérico que soluciona equagdes
diferenciais cujas derivadas sao aproximadas geometricamente, onde o dominio da fungao é
substituido por um conjunto de pontos discretos para calcular as incégnitas do problema em
questao (FONTANA, 2019).

Para a equagao de movimento, as derivadas do deslocamento em relacdo ao tempo
sao substituidas por diferencas finitas. Dessa forma, segundo Carreira (2019), a velocidade no
passo de iteracdo ¢ é calculada através da diferenca central da seguinte forma:

. Uiy — Ui—1
U' pr— e 33
i SA7 (33)
onde u € o deslocamento e, e 1 a velocidade.

A aceleragao € obtida no passo 7 como:

onde u € a aceleragao.
As velocidades apresentadas na Equagéo (34) podem ser definidas como:

N _ Ui —Uj—1 . Y _ Uj41—Us .
U1 = At o Uyl = At (35)

Substituindo a Equagéao (35) em (34), tem-se:

.. Uim1 — 2U; + Uiy
.= _ 36
Y INE (36)

Considerando o sistema com 1 GDL, através da Equacao (7), substituindo os valores
obtidos para aceleragao, velocidade e deslocamento, obtém-se:

Ui — 2U; + Uit Uiy — Uj—1
m ( A2 > +c ( SAL ) + ku p (37)
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Ao agrupar os deslocamentos, tem-se:

<E+L). _ ,_(E_L>, (2L, (38)
Az T oar) T P A T oA Az )

Dessa forma, pode-se definir o termo que acompanha u;,; como k, o que acompanha
u;_1 como a, e o que multiplica u; como b, obtendo assim a Equacéao (38) de forma compacta

como:
%uiJrl = p; —au;_y — bu; . (39)

Portanto, o deslocamento no proximo passo pode ser calculado da seguinte maneira:

(Pi — AQUij—1 — bui)
7 .

Ui+1 (40)

No entanto, nota-se que, para obter o deslocamento no passo 7+ 1, é necessario conhe-
cer o deslocamento no passo 7 e © — 1. Ao adotar : = 0 para obter u;, admite-se conhecer uy,
e, isolando o deslocamento no passo ¢ = 1 da Equagéao (35) e substituindo em (34), obtém-se:

g At?

U_1 = Uy — ’itoAt + (41)

Para 1, tem-se:

Py—cuy— k
g = CZ?L Lo (42)

Segundo Soriano (2014), como todos os métodos explicitos, 0 MDF é condicionalmente
estavel e, conhecendo uy e 1, € necessario respeitar essa condi¢do de estabilidade relativa ao
tamanho do passo de tempo, dado por:

At <o (43)
m
onde T}, € o menor periodo natural para sistemas com mais de 1 GDL e o Unico periodo natural
de sistemas com 1 GDL.
Ao tratar de N GDL, o MDF retorna valores representados agora por matrizes e vetores.
De forma analoga, considerando agora as propriedades da estrutura matricialmente, similar a
Equagéo (40), tem-se:

{Uia} = [K]7([P] = [A{Ui-1} = [B{U}) (44)



onde:

Portanto, para N GDL, reescrevendo as Equacgdes (41) e (42), tem-se:

At?

(U} = {Uh} = {Do}at+ {0} 5

e também:

{Uo} = [M]"1({Po} — [CH{Uo} — [K|{T0}) .
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(45)

(47)

(49)

O critério de adocao dos intervalos de tempo é similar ao apresentado no caso de siste-

mas com 1 GDL, e, para o fluxograma, tem-se a representagao da Figura 4.
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Figura 4 — Fluxograma da solucao via MDF para N GDL
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Fonte: Carreira (2018b, p. 210).

3.2 Meétodo dos Elementos Finitos

O MEF consiste em um método numérico cuja finalidade é solucionar equagdes diferen-
ciais parciais (EDP) que nao possuem solugao analitica, ou quando possuem é extremamente
inviavel a resolucdo manual (HUTTON, 2004).

A ideia do método é discretizar um dominio, ou seja, dividir um campo continuo em pe-
quenos pedagcos individuais chamados de elementos finitos. Cada elemento possui uma matriz
de rigidez, uma matriz de massa e uma de amortecimento que ao serem combinadas, resultar&o
nas matrizes globais do sistema.

Para a obtencéo das matrizes elementares sao utilizadas fun¢des aproximadas para o0s
deslocamentos e, dessa forma, as solugdes obtidas sdo aproximadas. As solugdes aproximadas
tornam-se mais proximas das exatas a medida que os elementos finitos adquirem dimensdes
menores ou quando aumenta a ordem das fun¢des de aproximacao.
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3.2.1 Breve histéria do método

Segundo Logan (2006), o MEF comecou a ser desenvolvido em meados de 1940 devido
a necessidade de analises estruturais aprofundadas no ramo da engenharia civil € aeronautica.
Alexander Hrennikoff, engenheiro estrutural, ao buscar formas de obter resultados de tensdes
em estruturas sélidas continuas, usou uma analogia de trelica, dividindo o dominio da estrutura
continua em diversos elementos de linhas (barras e vigas), e em seguida utilizando fungées de
interpolacdo em cada elemento para obter um conjunto de equagdes para solucionar o problema
como um todo. Porém, devido a dificuldade de solucionar as equagdes manualmente, o método
s6 tornou-se viavel com o desenvolvimento de computadores digitais no inicio dos anos 50.

De acordo com Bathe (2014), em 1956, a equipe de estudos de M. J. Turner, composta
por ele, por R. W. Clough, H. C. Martin e L. J. Topp, foi a primeira a encontrar matrizes de rigidez
para elementos de trelica a fim de obter a matriz de rigidez total da estrutura, desenvolvendo
equacdes de rigidez de elementos finitos expressas em notagdo matricial. A partir de 1960,
o MEF foi expandido, tendo aplicagdes em flexao de chapas, de cascas, problemas tridimen-
sionais na analise estrutural, fluxo de fluidos, transferéncia de calor e massa, e também em
andlises dindmicas das estruturas (LOGAN, 2006).

O NASTRAN foi desenvolvido em conjunto com o programa de exploragao espacial dos
EUA, a NASA, sendo o primeiro software de MEF, com processamento de problemas com cen-
tenas de milhares de graus de liberdade. Nos anos seguintes, diversos softwares foram intro-
duzidos no mercado para analises de elementos finitos, como o0 ANSYS, ALGOR, COSMOS/M,
entre outros (HUTTON, 2004).

Atualmente, a maioria desses softwares podem ser utilizados em computadores popu-
lares, a fim de obter solugbes para problemas de analise estatica ou dindmica das estruturas,

fluxo de fluidos, respostas sismicas, eletromagnetismo, e transferéncias de calor e massa.

3.2.2 Elemento finito de barra submetido somente a esforcos axiais

Para a analise dos elementos de trelica, admite-se uma barra que possua area da se¢ao
transversal A, médulo de elasticidade £ e comprimento L, e segundo Hutton (2004), é neces-
sario considerar as seguintes premissas para iniciar um estudo em elementos finitos de uma
barra :

1. A barra é geometricamente linear;
2. O material obedece a Lei de Hooke;
3. As forgas sdo aplicadas somente nas extremidades da barra;

4. A barra suporta apenas carregamento axial, sendo desconsiderado os esforgcos de
cisalhamento e flexao.
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Isso implica que o material possui comportamento eléstico linear e o elemento possui
apenas deslocamentos na diregéo longitudinal. Dessa forma, o deslocamento de um ponto qual-
quer do elemento pode ser expresso por uma variavel independente .

3.2.3 Obtencao das matrizes elementares

O elemento de trelica possui um sistema de coordenada préprio, ndao global, mas sim
local. Representado por uma barra, o elemento de trelica possui sua extremidade esquerda
posicionado na origem de um sistema de coordenadas uniaxial, onde o n6 inicial do elemento é

representado pelo nimero 1, € o né final pelo nimero 2, como mostra a Figura 5.
Figura 5 — Deslocamento nodal em um elemento de barra
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Fonte: Hutton (2004, p. 32).

Como o elemento s6 possui deslocamentos na diregcao longitudinal, pode-se dizer que
para um ponto z qualquer, tem-se um deslocamento u(z), e os deslocamentos nodais do pri-
meiro e segundo no representam as condi¢des de contorno e podem ser escrito como:

respectivamente.

E necessario o uso de funcdes interpoladoras escritas como N; para descrever o des-
locamento ao longo do comprimento do elemento em funcdo dos deslocamentos nodais. Na
Figura 5 existem 2 nos, portanto ha duas fungdes, Ni(x) e Ny(x). Dessa forma, tem-se:

u(z) = Ni(x)ug + No(z)us . (52)
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As fungdes interpoladoras vao garantir a varia¢do linear do deslocamento no elemento

em fungdo de x, portanto é possivel escrever como uma fungao linear da seguinte forma:

Pelas Equagodes (50) e (51), pode-se definir os valores de N; ao assumir x = 0 na
Equacao (52) e também N, assumindo x = L. Dessa forma, tem-se que:

x
Ny = 1-— T (54)
€,
X
Ny = T (55)
Portanto, a fun¢ao continua do deslocamento da Equacgao (52) pode ser reescrita como:
x xr
Escrevendo em forma matricial, tem-se:
Uy
u@w) = [ (1-%) (3 ] , 57)
Ug
ou ainda,
u(z) = [NH{u}, (58)

onde [N] é a matriz das fungbes interpoladoras, e {u} o vetor dos deslocamentos nodais.
De acordo com Hibbeler (2010), o deslocamento axial de uma barra com area da seg¢ao
transversal constante € dada por:

o = PL (59)
- AE’
onde J é a variagdo no comprimento do elemento e P é a forga normal na barra.
Ao aplicar a Equacéo (59) na Lei de Hooke, onde P = ko, encontra-se a constante de
rigidez em fungdo de A, E, e L, da seguinte forma:
AE

ko= (60)
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onde k é a constante de rigidez.
Admitindo que o elemento esteja submetido somente a componente de deformagéo
axial, e que a deformacao, representada pela letra grega ¢, pode ser definida como:

du
s = —, 1
€ e (61)

entdo, aplicando as regras de derivagcdes na Equacgéo (56), tem-se:

U2 — U7
¢ ; (62)

A tensdo normal no material também pode ser obtida através da Lei de Hooke para
casos lineares da seguinte forma:

o, = Fe,, (63)

onde o, representa a tensdo no material.
Dessa forma, aplicando a Equacao (62) na (63), tem-se:

0y = E<“2Zu1). (64)

O esforco normal pode ser obtido dado que a tensado é a razao entre forca e area,

portanto:
P = A—E(uQ —uy) . (65)
L

Ao representar as forgas aplicadas nos nés como f; e f, para o primeiro e segundo
nd respectivamente, considera-se como positivo as coordenadas orientadas no sentido da es-
querda para a direita. Adotando essa convengao, se a forgca f; for positiva, ela estara entrando
no né 1 (né esquerdo) e causara esforco normal negativo, de compressao. Por outro lado, se
fo for positivo, a forca estara saindo do né 2 (né direito), resultando em um esforco positivo, de
tracao.

Dessa forma, pode-se generalizar que, para o primeiro no, tem-se:

AFE
i = —T(Uz —u1), (66)
e, para o segundo né:
AFE
f2 = —(Uz - Ul) . (67)
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As Equacées (66) e (67) podem ser representadas matricialmente da seguinte forma:

1 -1
Aol _ AB o (68)

fo L -1 1 Us

A Equagéo (68) é referente a um elemento de barra qualquer, portanto representa uma
equacao elementar, podendo ser compactada da seguinte forma:

{riy = KN, (69)

onde [k°| é a matriz de rigidez elementar de um elemento de barra, como o da Figura 5.
Portanto, de acordo com a semelhanca entre as Equacdes (68) e (69), nota-se que
a matriz de rigidez de uma barra de trelica no sistema local de coordenadas é representada

como:
k] = 22 . (70)

Para obter a matriz de massa, pode-se utilizar do método de energia cinética, demons-
trado por Petyt (2010), onde:

I~
Ec = 5;(mlul) (71)

onde, E'c é a energia cinética, m a massa, e 1, a velocidade de um determinado elemento.
Escrevendo de forma matricial, tem-se:

e = {a)[m){a} 72)

Como um elemento de treliga possui 2 GDL, entao:

{u'l u'g} me dl : (73)

0 mo U:Q

&

@)

I
DO | —

Dai, tem-se:
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onde [m*¢| é a matriz de massa elementar no sistema de coordenadas local.

3.2.3.1 Obtencao da matriz elementar global de rigidez

Na Secéao 3.2.3 foi demonstrado a obtengao da matriz de rigidez e de massa em um
Unico elemento, porém, ao discretizar um sistema com diversos elementos, é necessario realizar
uma concatenagdo das matrizes elementares para obter a matriz global.

Ao analisar uma estrutura formada por elementos de trelicas planas no eixo horizontal
global de coordenadas, ou seja, com 1 GDL por n6, obtém-se suas matrizes elementares de
ordem 2, e, considerando um sistema global com N — 1 elementos, tem-se N GDL. Sendo
assim, a matriz global do sistema é quadrada de ordem N.

Portanto, para concatenar as matrizes elementares, é necessario que elas possuam a
mesma ordem da matriz global, pois, caso contrario, dada a Equacao (69), o vetor deslocamento
seria incompativel, dessa forma, adiciona-se 0 na matriz elementar para que sua dimensao fique
equivalente a matriz global.

Para melhor exemplificar, na Figura 6 é apresentado 2 elementos de trelicas vizinhos
sob esforcos externos (a), o DCL das reacgdes internas nos elementos (b), e o DCL das reagdes
nos nés (c).

Figura 6 — Reacoes hum elemento com 3 GDL
(a) Sistema continuo sob esforcos externos ativos e reativos
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(b) Diagrama de corpo livre dos elementos
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(c) Diagrama de corpo livre dos nos
P, P, R
—> —> —>

fl( 1) 1 f2( b 2 fl(z) f2(2) 3

Fonte: Adaptado de Fish e Belytschko (2007, p.16).

As reagbes demonstradas na Figura 6 (c) possuem mesma intensidade e dire¢do, mas
sentido oposto a forca interna dos elementos, conforme a 32 Lei de Newton, sendo possivel
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notar que, 0 n6 intermediario, denominado né 2, sofre influéncia das reacdes dos elementos
vizinhos, denominados (1) e (2).

Segundo Fish e Belytschko (2007), ao desenvolver a matriz de rigidez com base na
Equacéo (68) para o primeiro elemento, tem-se:

= JACO N X CY) U,
2 B NCO R XCY U,

onde o deslocamento nodal local foi substituido por U, que é o deslocamento nodal global.
Analogamente, para o segundo elemento, tem-se:

) JRCI I X0 U.
Lot = ] (76)
2) N R HC)) Us
Realizando o equilibrio dos nés da Figura 6 (c) matricialmente, obtém-se:
Fo 0 P 0
BV Hq 2 = g Pt 0, (77)
0 @) 0 R

onde P sao os esforgos ativos, e R o esforgo reativo.

Para realizar a concatenac¢ao das matrizes elementares afim de obter uma matriz global,
de acordo com Fish e Belytschko (2007), € necessario primeiramente igualar a ordem dos ve-
tores de deslocamento e esforcos. Dessa forma, é necessario aumentar a ordem adicionando
zeros, afim de alcancar uma igualdade na dimenséo dos vetores. Portanto, a Equacao (75) é
reescrita da seguinte forma:

1(1) O N N U,
W = | k@ g0 g Uy ¢ (78)
0 0 0 0 Us

@5 =10 k® @ Uy ¢ - (79)
2) 0 —k®@ @ Us
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Dessa forma, obtém-se as matrizes de rigidez dos elementos (1) e (2), e, para a formu-
lagao da matriz de rigidez elementar no sistema global de coordenadas [K“], tem-se:

, kD — kM 0
(K¢ = Z[k;e]: kO O L@ _p@ | (80)
! 0 PNC) R NC)

De forma genérica, para a formulagao da matriz de rigidez elementar de N —1 elementos
posicionados ha mesma direcdo no eixo global de coordenadas, tem-se a seguinte matriz:

[ g 0 .0 0 0o |
Y CO N SO Yy A1) — k(2 .. 0 0 0
0 iy 4e) AR G R 0 0 0
(K= : : : : : : .(81)
0 0 0 N _E(N-2) 0
0 0 0 coe —EWN=2) p(N=2) 4 (NS E(N-)
0 0 0 o 0 _p(N-1) E(N-1)

3.2.3.2 Obtencgao da matriz elementar de massa

Para analisar dinamicamente um sistema, deve-se obter a matriz de massa global, afim
de computar as forgas inerciais que atuam numa estrutura em vibracéo.

A forma de construir a matriz de massa € similar a formulagdo da matriz de rigidez, onde
a massa de uma barra é dado pelo produto da massa especifica p, da area da sec¢éo transversal
A, e do comprimento L da barra. A Figura 7 apresenta uma barra idealizada (a) e sua respectiva
representacdo em forma de elemento finito (b).
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Figura 7 — Elemento de barra
(a) Barra idealizada de massa m

1 pAL 2

I

L |
L

(b) Elemento finito de massa m

pAL pAL

2 2
® o
2

Fonte: Adaptado de Felippa (2004, p. 32-3).

Ao ser convertido em um elemento finito, a massa da barra é dividida igualmente entre
os nés localizados nas extremidades da barra, portanto, o elemento que liga os n6s 1 € 2 possui
massa nula, como mostra a Figura 7 (b). Dessa forma, pela Equacao (74), tem-se uma matriz

diagonal chamada matriz de massa discreta ou matriz de massas concentradas:

AL |1 0
m] = 57 - (82)
01

Para a obtencdo da matriz de massa consistente, segundo Bathe (2014), utiliza-se da
seguinte equacgao:

m] = [ pAINT[Vld, 83

onde [N ]T € a transposicao da matriz interpoladora apresentada na Equacgao (57), e obtendo
assim:

AL | 2 1
] = pT . (84)
12

Tanto a matriz de massa, como a de rigidez, foram obtidas com 2 GDL, considerando
deslocamentos e acelera¢des axiais apenas no eixo x, no entanto, uma trelica € compostas por
barras horizontais, verticais, e inclinadas, como mostra a Figura 8.
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Figura 8 — Elemento de trelica inclinado em coordenadas locais

X
e e
ny’ uZy /
\ ﬂgx’ ugx

Fonte: Adaptado de Carreira (2019, p. 18).

Um elemento de trelica no plano possui 4 GDL, entdo sua matriz elementar é de ordem 4,
pois o vetor de carregamento, de deslocamento e de aceleracao possuem quatro componentes,
sendo necessario expandir a matriz para uma dimensao 4x4. Dessa forma, tem-se a matriz
apresentada na Equacao (84) reescrita da seguinte forma:

D
o
b(
o~ o
=R R e

S N O
N O = O

3.2.4 Transformacao de coordenadas

Para um elemento em coordenadas locais, apresentado na Figura 8, reescrevendo a
Equacéao (69) e considerando 4 GDL, tem-se que:

( ) B T ( )
Ji k¢ 0 —k° O us,
L 0 0 0 O ug
fly _ ly (86)
fs, —k 0 k0| | s,
\ I3y ) I 0O 0 0 0 1 us, )

Utiliza-se da trigonometria para correlacionar as coordenadas locais de um elemento,

indicado na Figura 8, com as coordenadas globais na Figura 9
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Figura 9 — Elemento de trelica inclinado em coordenadas globais

e e
4, Uy

Y
—>
5 US
F5, US
y 2 2
—>
L P US X

Fonte: Adaptado de Carreira (2019, p. 18).

Considerando o angulo « crescente no sentido anti-horario, para realizar a transforma-
cao, é necessario obter relacdes entre as coordenadas através da trigonometria, onde:
.-V

= —, 87
sen o i (87)

Xo— Xy
cosa = T, (88)

onde L é o comprimento do elemento, definido por:

L = /(Xo—X1)2+ (Yo —Y1)2. (89)
Escrevendo matricialmente a relacdo entre as coordenadas local e global, tem-se:

Uy cosa  sena Ux

Uy —sena  Cos « Uy
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Para aplicar a matriz de transformacao, é necessario expandir para compatibilizar com o

vetor deslocamento da Equagéo (86), dessa forma, tem-se:

( Uiy ) [ cosa  sen« 0 0 1 U, \
Uty —sen«  Ccos o 0 0 U, 91)
Uy B 0 0 cosa  senaw Us

| U2y I 0 0 —sena cosa | U, )

A matriz de transformag&o, denotada como [7°¢|, é uma matriz ortogonal, onde sua in-

versa é igual a sua transposta . Reescrevendo a Equagao (91) de forma compacta e isolando a
parcela do deslocamento global, tem-se:

U} = [T {u}, (92)

onde {U*} é o vetor de deslocamento nodal no sistema de coordenada global, e [T¢]” ¢ a

matriz de transformacao de coordenadas transposta.
De forma anéloga, tem-se o vetor de forcas na coordenada global como:

{Fey = [T77{f}, (93)

onde {F*°} é o vetor de carregamento do elemento no sistema de coordenada global.
Substituindo a Equacgéao (69) em (93), tem-se:

{F} = [T [kHu}. (94)
Dai obtém-se:
{F}y = KU}, (95)
onde [K¢| é a matriz de rigidez elementar no sistema global de coordenadas, denotada como:
(K] = [Tk T (96)

A matriz [k¢] é obtida da Equagé&o (60).



42

3.2.5 Condicdes de contorno

De acordo com Carreira (2019), a matriz de rigidez nao possui inversa, pois é conside-
rada singular, demonstrando uma hipostaticidade da estrutura. Para que o sistema alcance a
condigao de equilibrio, &€ necessario a aplicagdo de condi¢des de contorno. Tais condi¢des indi-
cam os pontos da estrutura que nao possuem deslocamento, transformando a matriz de rigidez
em uma matriz ndo singular e propiciando um sistema isostatico ou hiperestatico.

Para que a condi¢do de contorno seja aplicada, admite-se os deslocamentos dos nés
posicionados nos apoios da estrutura iguais a zero, de acordo com o tipo de apoio da estru-
tura. Dessa forma, elimina-se as linhas da matriz e dos vetores referente ao deslocamento e a

respectiva coluna da matriz.

3.2.6 Matriz de incidéncia cinematica

A matriz de incidéncia cinematica [/3¢] garante ao sistema a interagdo entre os elementos
através do n6 para implementagdo computacional. Possui ordem mxn, onde m representa o nu-
mero de coordenadas locais do elemento, e n, 0 numero de coordenadas globais (CARREIRA,
2019).

Para trelicas planas, o indice m equivale a 4, devido aos GDL de um Unico elemento, e
o indice n é definido pelo dobro da quantidade de nés da treliga.

Para simplificar, a numeragao dos nds da treliga pode ser denotado da seguinte forma:

UX - U2z— 1
UY = U2z

, (97)

onde z é o nimero do no.

A matriz de incidéncia cinematica é uma matriz binaria, que relaciona os deslocamentos
nos nés do elemento com as coordenadas globais do sistema, adotando o valor 1 quando o
deslocamento possui indices coincidentes, e 0 caso contrario.

A Figura 10 demonstra uma trelica arbitraria com seus deslocamentos nomeados se-
gundo a Equacéo (97).
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Figura 10 — Coordenadas globais numeradas

U4A U6A UIZA

2] U)s (2) 3 U; (6) |5 U;,
(1) (3) (5) (7) )
v, u A v,

1 4 5

AN A T o

Fonte: Adaptado de Carreira (2019, p. 22).

Segundo Carreira (2019), para o primeiro n6 do elemento, cada coluna da matriz de
incidéncia recebe valores determinados pelo esquema apresentado abaixo:

. 1 sej=2m—1
61]’ =

=}

caso contrario

1 sej=2m

653' =

=}

caso contrario

Ja para o segundo né, as colunas sao definidas da seguinte forma:

. 1 sej=2n-1
63]’
0 caso contréario
. 1 sej=2n
54;‘ =
0 caso contrério

3.2.7 Obtengéo das matrizes globais da estrutura

As matrizes de massa e rigidez globais sdo obtidas aplicando a transformagao de co-
ordenadas nas matrizes elementares, definida nas Secdes 3.2.3.1 € 3.2.3.2, e da inser¢ao da
matriz de incidéncia cinematica, que foi apresentada na Secéo 3.2.6.

Primeiramente, de forma analoga ao utilizado na obtengdo da matriz de rigidez do ele-
mento no sistema global, dado na Equacgéo (96), utiliza-se da matriz de massa consistente,
obtido na Equacéo (85),e aplica-se a transformacéo de coordenadas da seguinte forma:

(M) = [T [T, (98)
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onde [M €] é a matriz de massa elementar no sistema global de coordenadas.

Em seguida, de acordo com Carreira (2019), com a matriz de massa elementar no sis-
tema global, & necessario obter a matriz de massa global da estrutura. Para isso, aplicando a
matriz de incidéncia cinematica, tem-se:

onde [M] é a matriz de massa global da estrutura.
Utilizando do mesmo raciocinio, com a matriz de rigidez do elemento no sistema global,
obtido na Equacéo (96), aplica-se a matriz de incidéncia cinematica, obtendo assim:

Mel

K] = > _[BIKBY, (100)

e=1

onde [K] é a matriz de rigidez global da estrutura.
E para a forga atuante no elemento, através da Equacgao (95) tem-se:

[F] = [KHU S (101)

A matriz global de amortecimento proporcional [C], conhecida como matriz de amorte-
cimento de Rayleigh, pode ser escrita como:

[C] = ag[M]+ a1[K], (102)
onde aq e a; s&o constantes de proporcionalidades que podem ser definidas se houver conhe-

cimento dos amortecimentos adimensionais, bem como as frequéncias naturais de dois modos
distintos, j e k, da seguinte maneira:

Qg 2wjwy, Wk —Wj &
T | 1o
a kY5 =1 w, 1w, &k

onde w € a frequéncia natural, e £ € o amortecimento adimensional, e pode ser definido como:
E = —, (104)

onde c é o coeficiente de amortecimento, e c. é o coeficiente de amortecimento critico.
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3.3 Erros relativos

Ao solucionar problemas de forma numérica, os resultados ficam sujeitos a erros de-
vido a incertezas de modelagem, de dados de entrada, erros de arrendondamento referente a
limitacdo de representagdao de numeros, que consequentemente podem acumular ao longo do
processo de calculo, e erros de truncamento. Desse modo é necessario definir medidas de erros
para validacao e confiabilidade da solucdo de um problema. A medida de erros utilizada neste
trabalho foi a do erro relativo.

De acordo com Justo (2020), o erro absoluto é representado pela diferenca entre um
valor obtido, da seguinte forma:

Ey,=X-X, (105)

onde X é um nimero real utilizado como resultado de referéncia e X é sua aproximacéo. Ja
o erro relativo, possui resultado adimensional e é geralmente expressado em porcentagens,
sendo expresso matematicamente como:
E4
ER:ulo()% , X #0, (106)
| X]
Como o intuito é validar os resultados do cédigo desenvolvido com algum software pro-
fissional, os valores obtidos pelo cédigo foram considerados como a aproximagao X dos resul-
tados obtidos pelo software profissional.
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4 METODOS

Para a realizacao deste trabalho foram necessarias algumas etapas primordiais para
entender os conceitos teoricos e desenvolver o cédigo computacional capaz de realizar a analise

dindmica em estruturas de trelicas.

4.1 Desenvolvimento do algoritmo

Através do estudo da revisdo de literatura, foi desenvolvido um fluxograma, apresen-
tado no Apéndice A a fim de exemplificar o processo do algoritmo para implementar o cédigo
computacional e obter as respostas das a¢des dinamicas atuantes em treligas.

4.2 Implementacao computacional

A partir do algoritmo desenvolvido, foi realizada a implementagdo computacional do pro-
blema utilizando o sofftware MATLAB Student R2021a desenvolvido pela empresa MathWorks
Inc.

Foram configuradas as seguintes etapas no algoritmo para a analise:

1. Definicdo da posigcao dos nés da trelica;
2. Designagéao da posicgéo inicial e final das barras da treli¢a;
3. Contabilizagdo dos numeros de nés e barras, e definicdo dos graus de liberdade;

4. Definicao das propriedades geométricas, do material, do intervalo de tempo para ana-
lise, do grau de liberdade para analise de deslocamento e do elemento para analise de

esforgos internos;

5. Atribuicdo das matrizes e vetores iniciais de massa, rigidez, deslocamento e carrega-

mento;
6. Definicdo das condicdes de contorno da estrutura;
7. Célculos do comprimento das barras e angulos entre os eixos locais e globais;

8. Solugao das matrizes de rigidez e de massa consistente dos elementos e concatena-
cao para obtencdo de matrizes de massa e rigidez globais;

9. Remocéo das linhas e colunas das matrizes e vetores que coincidem com as linhas do
vetor deslocamento restringido pelas condi¢ées de contorno;

10. Solugdo do problema linear para obtengao dos deslocamentos estéaticos e reacdes de
apoio;
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11. Obtencéo das matrizes espectral e modal do sistema;

12. Organizagdo em ordem crescente das matrizes espectral e modal;

13. Verificagdo do intervalo de tempo para solugéo via Método das Diferengas Finitas;
14. Obtencao das matrizes e vetor de massa, rigidez e carregamento modais;

15. Aplicacdao do Método das Diferengas Finitas através de uma funcao, conforme fluxo-
grama apresentado na Figura 4;

16. Impressao dos resultados e plotagem dos gréaficos do histérico de deslocamento no
grau de liberdade pré definido e do histérico de esforgos internos no elemento pré
determinado.

4.3 Trelicas solucionadas

Para testar o cédigo foram pré determinadas as propriedades geométricas e do material
e 0 carregamento dinamico atuante na estrutura.

4.3.1 Geometria das trelicas para andlise

Foram analisadas 3 treligas hiperestaticas distintas, como mostra a Figura 11.
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Figura 11 — Trelicas para analise
(a) Trelica 1
0,5m
0,5m 1,5m

0,5m

im im im im im m
6m
(b) Trelica 2

lp(t)

1m
4 ) ) ) )
1m 1m 1m Tm Tm Tm
6m
(c) Trelica 3
§> 0,5m
PO 4
%>L O,5m
Tm Tm Tm
3m

Fonte: Adaptado de Karnovsky e Lebed (2010, p. 50, 75 e 174).

As estruturas foram definidas com geometrias diferentes no intuito de garantir que o
codigo consiga encontrar as respostas a agoes dinamicas em treligas com diversas configura-
coes geométricas. No entanto, foi adotado para todas as trelicas barras genéricas com area de

5x1074mz,
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4.3.2 Propriedades do material

As trelicas analisadas foram compostas por aco MR 250, com médulo de elasticidade £
de 210 GPa e massa especifica p de 7 850 kg/m?, conforme a ABNT NBR 8800 (2008) (Associ-
acao Brasileira de Normas Técnicas).

4.3.3 Carregamento dindmico

Para a Trelica 1, foi realizado apenas a analise modal com finalidade de testar o cédigo
até a solucdo dos autovalores e autovetores, portanto ndo foi adicionado carregamento dina-
mico. Ja para as Treligas 2 e 3, apresentadas na Figura 11, os carregamentos dindmicos foram
escolhidos arbitrariamente da seguinte forma:

« Trelica 2: Vibragao forgcada com carregamento exponencial, como mostra a Figura 12;

Figura 12 — Vibracao forcada exponencial

P

A
PO
P(t) = P, e™

» i

Fonte: Autoria propria (2022).

« Trelica 3: Vibracao forcada com carregamento ressalto, apresentado na Figura 13.

Figura 13 — Vibracao forcada ressalto

>» T

y

Fonte: Autoria propria (2022).
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Onde P(t) é o carregamento em fungéo do tempo, F, é o carregamento no instante em que
t = 0, ¢ é o numero de Euler e a uma constante arbitraria que define a suavidade da curva
exponencial.

Para realizar a analise, foi adotado 5000 N para F, e para a constante a foi admitido um
valor de 2. Dessa forma, os carregamentos dindmicos exponencial e ressalto foram definidos

como:

P() = 5000e
P(t) = 5000,

respectivamente.

Em todos os casos de carregamento, o passo de tempo foi determinado arbitrariamente
como 5x107° e o tempo total de anélise foi de 0,3 segundos. Esse valor definido para o passo
de tempo devera ser analisado para verificar se atende a condicdo de estabilidade do Método
das Diferencas Finitas, expresso pela Equacao (43). Caso atenda, o cddigo continua a solucao
do problema utilizando o passo de tempo pré definido, caso ndo, devera ser definido um novo
passo de tempo que respeite a condicao de estabilidade relativa ao tamanho do passo de tempo

para utilizacdo do MDF.
4.3.4 VALIDACAO

A validagao do codigo, apresentando no Apéndice B foi realizada através da comparagéao
dos resultados obtidos no sofftware ADINA Structures 9.6 versao 9.6 (900 nés) com licenca es-
tudantil. Para isso, seguiu-se uma ordem para construir o modelo numérico no software ADINA
Structures.

Utilizando a Trelica 3, apresentada na Figura 11 (c), as propriedades geométrica, do
material e do carregamento dinamico do tipo ressalto, definidos nas Segdes 4.3.1,4.3.2 € 4.3.3

respectivamente, como exemplo, 0s passos para a modelagem no software consistiram em:

1. Definir os graus de liberdade do sistema (permitir apenas translagdo nos eixos x e v,

e rotag&o no eixo z), como mostra a Figura 14;
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Figura 14 — Definicao dos graus de liberdade do sistema

Degrees of Freedom =

Set Master Degrees of Freedom Automatically for Planar Model

Master Degrees of Freedom ( Selected = Active )

Cancel
*-Translation Y-Tranglation [ ] Z-Tranelation
[ ] ¥-Rotation [ ] ¥-Rotation Z-Rotation Help
Owalization/Warping DOF at Pipe Element Nodes: Mone £

Default Mumber of DOF Associated with Shell Midsuface Modes: | Automatic e

Fonte: Autoria propria (2022).

2. Construir uma fungao de tempo para posteriormente configurar um carregamento di-

namico, como mostra a Figura 15, onde foi configurado a funcao de tempo para o

carregamento do tipo ressalto;

Figura 15 — Construcao da funcao de tempo

Define Time Function *
Add.. | | Delete | | Copy.. Save | | Discard Help
Cancel
Time Function Number: | 1 w Graph
Function Multiplier: | Constant (=1.0) e Auto Import... Expott...
Function Parameters Clear Del Row Ins Row
- Time Value ~
= 1 0 0
H o Se-005 1
= 3 0.0001 1
= 4 0.00015 1
5 0.0002 ;!
5] 0.00025 1
¥ 0.0003 1
] 0.00035 1
= 9 0.0004 1
s 10 0.00045 ;! W

Fonte: Autoria propria (2022).

3. Determinar a quantidade e tamanho de passos de tempo, conforme demonstrado na

Figura 16;
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Figura 16 — Definicao da quantidade e tamanho dos passos de tempo

Define Time Step et

Add... Delete Copy... Save s Set

Time Step Mame: |DEFAULT =~ Active Time Step: DEFALLT

Auta.. Impart ... Export ... Clear Del Row Ins Row
# of Steps Magnitude At Step # Solution Time

1 6000 Se-005 S000 3

2

3

4

5

G

i

]

9

10

Cancel Help

Fonte: Autoria propria (2022).

4. Estabelecer as coordenadas dos nds da trelica em metros, como mostra a Figura 17;

Figura 17 — Definicao das coordenadas dos nés da trelica

Define Geometry Points x
Save Diiscard
Method: | Define By Coordinates w | << click Discard to re-activate Cancel
Default Coordinate System: |0 v
Auto... Impaort.... Export... Clear Del Row Ins Row Help
Point # x1 x2 X3 System
1 1 ] 1 ] 0
2 2 1 1 ] 0
3 3 2 1 ] 0
4 4 ] 05 ] 0
5 5 1 05 ] 0
g [ ] 0 ] 0
i T 1 0 ] 0
8 ] 2 0 ] 0
g g 3 0 ] 0
10

Fonte: Autoria propria (2022).

5. Definir a posicao inicial e final das barras da treli¢ca utilizando o nimero atribuido aos

nds das extremidades de cada barra, como mostra a Figura 18;



Figura 18 — Construcao das barras da treliga

Define Line >
Add... Delete Copy... Save Discard
[] Delete Points When Line is Deleted Cancel
Help
Line Mumber: |1 ~| |P| Type: |Straight v
Poirt 1: P
Point 2: |2

Fonte: Autoria propria (2022).
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6. Atribuir os valores das propriedades do material, sendo a unidade do médulo de elas-

ticidade como N/m? e a da densidade como kg/m?, como demonstra a Figura 19;

Figura 19 — Definicao das propriedades do material

Elastic Plastic Themo Creep Creep Variable
Isotropic Bilinear (BL) Cast fron Isotropic Plastic (BL) Blastic Elastic
Crthotropic Iradiation
Crthotropic Multilinear (ML) Crthotropic Plastic-Cyclic Thermo-Plastic (BL)
Gurson Themo-Plastic (BL)
Monlinear Mroz Bilinear Cycli Cast Iron I : Thermo-Plastic (ML)
Define |sotropic Linear Elastic Material *
Rubber/Foam
Ogden Mooney-Rivlin | | Sussman-B Add... Delete Copy... Save Discard Put MDB Piezoelectric
EightChain Neid Bore e For ALL elements except fluid elements ** d Three-hetwork
Material Number: | 1 ~ ¢ YserCoded
Currently Defined Materials Description:
Material #| Material Model| NONE | TR Mt
1 1 Elastic NONE
2 Young's Modulus (> 0) 210e9 1 Modify
3
4 Poiszon’s Ratio (-1.0 < NU <0.5) ] Get MDB
: C— B
6 Density {>=10) 7850 Cancel Delete
T
8 Coef. of Themal Expansion (>=0) |0 Help Rename
9
14 Close

7. Definir as condicbes de contorno da estrutura (apoios fixos), de acordo a Figura 20;

Fonte: Autoria propria (2022).



Figura 20 — Definicao dos apoios da estrutura

Define Fixity X
Fixity: APDIO ~ | | Define... Add... Delete Copy... Save card
Apply to: Point hd
Fixity Name: | APQIO e
Auto Import ... Export .. Clear Del Row Ins Row Fixed Degrees of Freedom
*-Translation A-Rotation
Point {p}
r 7 Y-Translation Y-Rotation
g B Z-Translation [[]Z-Ratation
3
4 Ovalization [ Beam Wamp
5
5 [] Fluid Potertial ] Temperature
7 [ Pore Fluid Pressure Voltage
8
a
L Cancel Help

Fonte: Autoria propria (2022).
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8. Aplicar o carregamento em um né, definindo a magnitude do carregamento, em Newton

(N), e a funcao de tempo que ele obedecera, como mostra a Figura 21;

Figura 21

— Aplicando o carregamento em um no

Load Type: | Force

Apply to: Fairt

{p}: press "S" key to subtract, marquee pick allowed

Define Concentrated Force

~ | Load Number: |1 e Define... Add... Delete Copy...

Clear Del Row Ins Row

node set.

Concentrated Force Mumber: |1

Point {p}]

Time Function...|

9

1

0

df@ e fw]r]=

Top and Bottom Force Direction

Save Discand

‘When applied on line/edge, surface/face or node set, the
full force will be applied on each node on the geometry or

o

Magnitude: 5000
Arrival Time| Focus Point| Shell | Interface (A ~
[T

x[p | v

| z[o

X

Cancel

Help

Description: |NONE

Fonte: Autoria propria (2022).

9. Construir um grupo de elementos de treliga definindo a &rea da sec¢ao da barra da tre-

lica utilizando o tipo de elemento como “Truss" para que o ADINA Structures considere

as extremidades das barras rotuladas, permita a opcao de atribuir 2, 3 ou 4 nds por

elemento e considere apenas a transmissao de forcas axiais ao longo da barra, de

acordo a Figura 22.
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Figura 22 — Criacao de um grupo para elementos de trelicas

Define Element Group et
Add... Delete Copy... Save Digcard Set
Cancel
Group Mumber: | 1 e Type: |Truss ~
Help

Basic  Advanced

Description: | NONE

Default Material: Element Sub-Type
(®) General 3D () Mxisymmetric
Default Section Area: |0.0005

Displacements: Defautt =~ Element Result Output

Themal Material: 3 Prirt: | Defaut | Save: |Default

] Al elements in this group have Gaps

Default Gap Width: U

Fonte: Autoria propria (2022).

10. Criar uma malha de elementos e incluir todas as barras da trelica, estabelecendo o
grupo de elementos e a quantidade de nds por elemento para cada barra (para este

trabalho foi utilizado 2 nés por elemento), conforme mostra a Figura 23;

Figura 23 — Criacao da malha de elementos

Basic  Modal Options
Type: Trss Lines to be Meshed
Auto.. Import.. Export ...
Element Group: | +| |1 Sl Clear Del Row Ins Row
Modes per Element: | 2 = Line {p} ~
Crientation {Point ovemides Vector) ; ;
Vector Avndliary Point:
, s 3 3
KU H £ 4 4
5 5
il Wector System: g 5
- D 7 7
il \ SHEW 3 8
5 L]
10 10 ¥
Apply oK Cancel Help

Fonte: Autoria propria (2022).
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11. Definir o nUmero de modos, nimero de passos e tempo limite, de acordo a Figura 24

(a) e a forma de realizar o célculo das frequéncias, como mostra a Figura 24 (b).

Figura 24 — Definicao dos métodos de solucao
(a) Superposicao modal

Mode Superposition >

Frequencies and Momal Modes Data
(®) Calculate Frequencies and Mode Shapes Settings. ..

() Read from File {problem filename > mds)

Mumber of Modes to Use; |14

Interval of Calculating Emor Measures on Loads: D
Static Comection Option

[ ] Perform Static-Comection Calculations

Start Time: 0 End Time: ©

Step Increment:

Analysis Switch Option

Mumber of Steps: |EDDD | Time Step Size: (0.3
Close

(b) Frequéncias de vibracao

Frequencies (Modes) 4
Solution Method: | Determinant Search ~ | | Settings Close
Frequencies/Mode Shapes Output Settings
Number of Frequencies/Mode Shapes: |14 V [Jcalculate Modal Stresses

Number of Mode Shapesto be Prnted: |14 [ Print Intermediate Solution Information

C rt Mode Synthesi
Solution Settings omponent Mode Synthesis

Include Effect of Contact Compliance Hof Fixed Interface Modes: 0
[ ] Allow Rigid Body Mode Output Reduced Matrices

et Body Mode —hl. (¥ Method for 2nd Phase of CMS:

Cutoff Circular Frequency: |1e+030 | Bathe Subspace

Max. Mumber of fterations per Eigenpair:  |DEFALULT Baundary DOFs

Fonte: Autoria propria (2022).

Na definicdo do método de célculo é possivel escolher diferentes algoritmos para a solu-

cao do problema de autovetores e autovalores em que se deseja que o software ADINA Struc-
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tures utilize. Dessa forma a comparacao fica mais fidedigna, ja que foi possivel selecionar o
mesmo método aplicado no cédigo do MATLAB.

Para calcular as frequéncias naturais de vibragao, utilizou-se o método da matriz de-
terminante, apresentado na Equacgéao (15). Também foi possivel selecionar a forma de solugéo
através da superposicdo modal, método também utilizado no cédigo.

Seguindo os passos apresentados e determinando os métodos de solucdo para o soft-
ware, foi possivel executar a analise para obtencao dos resultados e validacdo do codigo de-

senvolvido.
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5 COMPILAGAO E ANALISE DOS RESULTADOS

A validacao do cédigo construido no MATLAB foi realizada através da comparacao dos
resultados obtidos no software ADINA Structures versao 9.6 (900 nés) com licenciamento estu-
dantil.

Dada as solugbes do software e do codigo, foi utilizado a Equagao (106) para encontrar

os erros relativos a fim de comparagéo.

5.1 Trelica 1

Para a Trelica 1, foi realizada a modelagem no software, como mostra a Figura 25.

Figura 25 — Modelagem da Trelica 1

BF1 2 P3 = F5 6 BP7

Fonte: Autoria propria (2022).

onde a letra B representa as condigdes de contorno da estrutura.

A modelagem consistiu em uma estrutura com 12 nos e 21 elementos de treliga, resul-
tando em 24 graus de liberdade, sendo 4 deles restringidos pelos apoios fixos nos nés P1 e
P7.

Apos a solugdo realizada pelo software, foi obtido as 20 formas modais e suas respecti-
vas frequéncias naturais de vibracao. As primeiras 3 formas modais sdo apresentadas na Figura

26.
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Figura 26 — Modos de vibracao da Trelica 1
(a) Primeiro modo

(b) Segundo modo

(c) Terceiro modo

Fonte: Autoria propria (2022).

Os autovetores referentes as formas modais apresentadas na Figura 26 foram obtidos
do software e do cédigo, em seguida ambos foram normalizados para uma comparagdo. Os

autovetores e seus respectivos erros relativos sdo apresentados na Tabela 1.



Tabela 1 — Comparacao dos autovetores normalizados da Trelica 1
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Primeiro modo Segundo modo Terceiro modo
ADINA Cédigo Erro ADINA Cédigo Erro ADINA Cédigo Erro
Structures (%) Structures (%) Structures (%)
5,60E-03 5,60E-03 1,87E-04 1,81E-01 -1,81E-01  3,19E-04 | -2,54E-01 -2,54E-01  2,33E-04
-6,85E-01 -6,85E-01 2,24E-04 -1 1 0 -1,56E-01 -1,56E-01  9,49E-05
1,11E-02 1,11E-02 1,15E-04 3,57E-01 -3,67E-01  2,17E-04 | -4,72E-01 -4,72E-01  2,75E-04
-9,53E-01 -9,53E-01  1,89E-04 -6,89E-01 6,89E-01 4,14E-04 | -2,19E-01 -2,19E-01 2,89E-04
0 0 0 4,41E-01 -4,41E-01  2,82E-04 -5,88E-01 -5,88E-01  5,42E-05
-1 -1 0 0 0 0 0 0 0
-1,11E-02 -1,11E-02 1,15E-04 3,57E-01 -3,57E-01  2,17E-04 | -4,72E-01 -4,72E-01  2,75E-04
-9,53E-01 -9,53E-01  1,89E-04 6,89E-01 -6,89E-01 4,14E-04 2,19E-01 2,19E-01 2,89E-04
-5,60E-03  -5,60E-03 1,87E-04 1,81E-01 -1,81E-01  3,19E-04 | -2,54E-01 -2,54E-01  2,33E-04
-6,85E-01 -6,85E-01 2,24E-04 1 -1 0 1,56E-01 1,56E-01  9,49E-05
1,69E-01 1,69E-01 1,41E-04 3,11E-01 -3,11E-01  1,91E-04 -4,28E-01 -4,28E-01 2,51E-04
-6,82E-01 -6,82E-01 2,25E-04 -9,87E-01 9,87E-01  3,22E-04 | -1,46E-01 -1,46E-01  1,52E-04
1,40E-01 1,40E-01 4,18E-04 2,85E-02 -2,85E-02 2,39E-04 | -7,85E-01 -7,85E-01  2,70E-05
-9,31E-01 -9,31E-01  4,89E-05 -6,16E-01 6,16E-01 2,09E-04 | -1,75E-01 -1,75E-01  3,44E-04
0 0 0 -2,84E-01 2,84E-01 2,95E-04 -1 -1 0
-8,90E-01 -8,90E-01 1,98E-04 0 0 0 0 0 0
-1,40E-01 -1,40E-01 4,18E-04 2,85E-02 -2,85E-02 2,39E-04 | -7,85E-01 -7,85E-01  2,70E-05
-9,31E-01 -9,31E-01  4,89E-05 6,16E-01 -6,16E-01  2,09E-04 1,75E-01 1,75E-01  3,44E-04
-1,69E-01 -1,69E-01  1,41E-04 3,11E-01 -3,11E-01  1,91E-04 | -4,28E-01 -4,28E-01  2,51E-04
-6,82E-01 -6,82E-01 2,25E-04 9,87E-01 -9,87E-01  3,22E-04 1,46E-01 1,46E-01 1,52E-04
Fonte: Autoria propria (2022).
A comparagao dos resultados das frequéncias naturais de vibragdo € apresentada na

Tabela 2 juntamente com os valores dos erros relativos entre eles.

Tabela 2 — Resultados das frequéncias naturais da Trelica 1

Forma Frequéncia Natural (rad/s) Erro Relativo
Modal Cadigo ADINA Structures (%)
1 441,5244118 441,5244581 1,05E-05
2 829,4501804 829,4495756 7,29E-05
3 1697,391841 1697,389944 1,12E-04
4 1972,058324 1972,05939 5,41E-05
5 2851,686304 2851,686484 6,30E-06
6 3390,430077 3390,431924 5,45E-05
7 3795,897069 3795,898439 3,61E-05
8 4045,559269 4045,560807 3,80E-05
9 5522,484936 5522,486345 2,55E-05
10 5879,392358 5879,39012 3,81E-05
11 6574,525428 6574,53661 1,70E-04
12 6871,752259 6871,731275 3,05E-04
13 7031,381838 7031,387014 7,36E-05
14 7455,902068 7455,879013 3,09E-04
15 8536,499988 8536,524054 2,82E-04
16 9015,166423 9015,177111 1,19E-04
17 10219,87711 10219,85223 2,43E-04
18 10794,88906 10794,88935 2,64E-06
19 11170,44461 11170,43533 8,30E-05
20 11184,53991 11184,50967 2,70E-04

Fonte: Autoria propria (2022).
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5.2 Trelica 2

Para a Trelica 2, a estrutura foi construida com 14 nés e 25 elementos de treli¢a, resul-
tando em 28 graus de liberdade, sendo 4 deles restringidos pelos apoios fixos nos nés P8 e
P11. O carregamento dinamico do tipo exponencial foi aplicado no n6 9 com diregao negativa
em relagao ao eixo y do plano de coordenadas cartesianas.

A modelagem realizada no software € apresentada na Figura 27.

Figura 27 — Modelagem da Trelica 2

1 r 2 - 3 = 4 - 5 R 6 lp
il P2 TP3 Ra IR TR8 7

bl 7 I 8 9 Bl 10 . 11 | 12 1

B FE P9 P10 BPTI FI2 P13 P14
PRESCRIBED
FORCE

UW U2 8/3 TIME 0.3000

(L 2744.

Fonte: Autoria propria (2022).

Na configuracdo do método de solugao foi considerado 24 modos na superposi¢ao mo-
dal. Com os resultados da solugdo foram obtidas as 24 formas modais e suas respectivas
frequéncias naturais de vibracdo. A Figura 28 apresenta as 3 primeiras formas modais da estru-

tura.
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Figura 28 — Modos de vibracao da Trelica 2
(a) Primeiro modo

(b) Segundo modo

(c) Terceiro modo

Fonte: Autoria propria (2022).

Os autovetores obtidos pelo software ADINA Structures e pelo cédigo do MATLAB re-
ferentes as formas modais apresentadas na Figura 28, foram normalizados e apresentados na

Tabela 3 juntamente com seus respectivos erros relativos.
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Tabela 3 — Comparacao dos autovetores normalizados da Trelica 2

Primeiro modo Segundo modo Terceiro modo
ADINA Cédigo Erro ADINA Cédigo Erro ADINA Cédigo Erro
Structures (%) Structures (%) Structures (%)
7,79E-02 7,79E-02 1,11E-04 | -4,02E-01  -4,02E-01 7,33E-05 | -4,36E-01 4,36E-01  1,52E-04
-1,17E-05 -1,17E-05 1,58E-04 | 6,48E-03 6,48E-03 3,90E-06 | 8,84E-04  -8,84E-04 2,32E-04
7,76E-02 7,76E-02  7,26E-05 | -3,87E-01  -3,87E-01 2,72E-06 | -4,14E-01 4,14E-01  1,57E-04
-1,82E-02  -1,82E-02 2,21E-05 | 8,14E-01 8,14E-01 1,76E-04 | 8,24E-02  -8,24E-02 1,05E-04
9,78E-02 9,78E-02 2,37E-04 -1,88E-01 -1,88E-01  7,86E-05 -4,61E-01 4,61E-01 1,69E-04
-1,36E-02  -1,36E-02 8,68E-05 1 1 0 -5,19E-02  5,19E-02 8,58E-05
1,38E-01 1,38E-01  8,92E-05 | 2,30E-02 2,30E-02 2,93E-05 | -5,71E-01 5,71E-01  1,57E-04
-4,92E-02  -4,92E-02 4,53E-05 | 2,52E-01 2,52E-01 1,39E-04 | 4,07E-03  -4,07E-03 1,44E-04
1,72E-01 1,72E-01  1,76E-04 | 8,94E-02 8,94E-02 1,48E-04 | -7,76E-01 7,76E-01  3,25E-04
-3,47E-01 -3,47E-01  1,15E-04 2,94E-01 2,94E-01 1,05E-05 -1,44E-01 1,44E-01  6,55E-05
1,83E-01 1,83E-01  8,76E-05 1,30E-01 1,30E-01 2,30E-04 | -9,42E-01 9,42E-01  1,03E-05
-6,85E-01  -6,85E-01 3,20E-05 | 3,73E-02 3,73E-02  7,73E-05 | -2,15E-01 2,15E-01 1,15E-04
1,84E-01 1,84E-01  7,55E-05 1,34E-01 1,34E-01  7,93E-05 -1 1 0
-1 -1 0 -2,98E-01  -2,98E-01 7,42E-05 | -5,48E-02 5,48E-02 8,98E-05
2,15E-02 2,15E-02 4,06E-05 -7,22E-02  -7,22E-02 3,82E-04 | -1,36E-01 1,36E-01  4,53E-05
2,97E-03 2,97E-03 1,07E-04 8,95E-01 8,95E-01 1,95E-04 | -4,14E-02 414E-02 1,43E-04
2,15E-02 2,15E-02  3,82E-06 | -1,29E-01  -1,29E-01 7,38E-05 | -1,30E-01 1,30E-01  8,46E-05
7,63E-03 7,63E-03 1,98E-04 | 9,03E-01 9,03E-01 6,66E-05 | -1,64E-01 1,64E-01 2,63E-04
-5,87E-02  -5,87E-02 3,21E-04 | -2,74E-02 -2,74E-02 1,06E-04 | -3,93E-01 3,93E-01  1,55E-04
-3,23E-01  -3,23E-01 1,17E-04 | 2,89E-01 2,89E-01 1,54E-04 | -6,58E-02 6,58E-02 4,13E-05
-9,02E-02  -9,02E-02 8,55E-05 | -8,39E-02 -8,39E-02 7,25E-05 | -6,40E-01 6,40E-01  3,24E-04
-6,69E-01  -6,69E-01 7,85E-05 | 6,50E-02 6,50E-02 2,49E-04 | -1,77E-01 1,77E-01  1,75E-04
-1,00E-01  -1,00E-01 1,63E-05 | -1,16E-01 -1,16E-01 1,64E-05 | -7,36E-01 7,36E-01  1,87E-04
-9,96E-01  -9,96E-01 4,26E-05 | -2,86E-01 -2,86E-01 2,55E-05 | -4,98E-02 4,98E-02 1,70E-04

Fonte: Autoria propria (2022).

A Tabela 4 apresenta as frequéncias naturais de vibracao e os erros relativos como com-

paracao entre os resultados do soffware ADINA Structures e do codigo elaborado no MATLAB.



Tabela 4 — Resultados das frequéncias naturais da Trelica 2

Forma Frequéncia Natural (rad/s) Erro Relativo
Modal Cadigo ADINA Structures (%)
1 321,2882743 321,2881674 3,33E-05
2 1112,943794 1112,946897 2,79E-04
3 1285,268837 1285,269537 5,44E-05
4 1458,167456 1458,17023 1,90E-04
5 2317,902637 2317,904759 9,15E-05
6 2717,969733 2717,967734 7,36E-05
7 2994,14244 2994,145144 9,03E-05
8 3795,984337 3795,986403 5,44E-05
9 3968,170034 3968,170813 1,96E-05
10 4624,357746 4624,355271 5,35E-05
11 5234,100413 5234,100706 5,59E-06
12 6017,578367 6017,576215 3,58E-05
13 6210,290334 6210,287791 4,10E-05
14 6467,759553 6467,785292 3,98E-04
15 7086,13979 7086,113558 3,70E-04
16 7174,639579 7174,643639 5,66E-05
17 7577,921795 7577,898472 3,08E-04
18 7642,241783 7642,238289 4,57E-05
19 7695,215411 7695,205541 1,28E-04
20 8908,943219 8908,928447 1,66E-04
21 9190,669309 9190,666476 3,08E-05
22 9434,932843 9434,956721 2,53E-04
23 9830,560701 9830,546068 1,49E-04
24 10407,81099 10407,7823 2,76E-04

Fonte: Autoria propria (2022).
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Devido a estrutura da Trelica 2 ser solicitada por um carregamento dinamico do tipo ex-

ponencial, apresentado na Figura 12, também foi realizado a comparacao do deslocamento da

estrutura no tempo. O carregamento foi pré definido na Secao 4.3.3 e os graficos provenientes

do software ADINA Structures e do cédigo desenvolvido foram agrupados no Microsoft Excel e

€ apresentado na Figura 29.

0,002

0,001

0,000

-0,001

-0,002

Deslocamento (m)

-0,003

-0,004

-0,005

Figura 29 — Histérico do deslocamento no n6 do carregamento da Trelica 2

0 0,05 0,1 0,15 0,2

——CODIGO Tempo (s)
ADINA

0,25 0,3

Fonte: Autoria propria (2022).
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Foi escolhido arbitrariamente o elemento de barra nimero 3 da trelica apresentada na
Figura 27 para analise do esfor¢co normal ao longo do tempo. Utilizando o Microsoft Excel, os

resultados foram sobrepostos em um grafico a fim de comparagao, como mostra a Figura 30.

Figura 30 — Historico do esforco normal no elemento 3 da Trelica 2

Normal (kN)

°
o

-10
——CODIGO Tempo (s)

ADINA

Fonte: Autoria propria (2022).

Os valores maximos de esfor¢co normal atuantes no elemento 3 retirados do grafico sao

apresentados na Tabela 5.

Tabela 5 — Esforco normal maximo no elemento 3 da Trelica 2

Tracao Compressao
Tempo Normal Tempo Normal
(s) (kN) (s) (kN)
Cadigo 22,098 -5,208
ADINA Structures  O*°E 03 p179g 29E0T g7
Erro ?f;anm 1,3785 0,4027

Fonte: Autoria propria (2022).

5.3 Trelica3

A modelagem da Trelica 3, apresentada na Figura 31, foi elaborada com 9 nés e 15
elementos, resultando em 18 graus de liberdade, sendo 4 deles restringidos pelos apoios fixos
nos nés 1 e 6. O carregamento dindmico do tipo ressalto foi aplicado no né 9 com direcao

negativa em relacdo ao eixo y do plado de coordenadas cartesianas.
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Figura 31 — Modelagem da Trelica 3
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Fonte: Autoria propria (2022).
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TIME 0.3000
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No menu de configuracao da solucao, foi definido 14 modos para superposi¢cao modal.

Através dos resultados dados pelo ADINA Structures, foram obtidas as 14 formas modais e suas

frequéncias naturais de vibracdo. As primeiras 3 formas modais sdo apresentadas na Figura 32.
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Figura 32 — Modos de vibracao da Trelica 3
(a) Primeiro modo

(b) Segundo modo

(c) Terceiro modo

Fonte: Autoria propria (2022).
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Para as formas modais apresentadas na Figura 32, os resultados obtidos referentes aos

seus autovetores no ADINA Structures e no cédigo desenvolvido no MATLAB foram normaliza-

dos e séo apresentados na Tabela 6 juntamente com seus respectivos erros relativos.

Tabela 6 — Comparacao dos autovetores normalizados da Trelica 3

Primeiro modo Segundo modo Terceiro modo

ADINA Cédigo Erro ADINA Cédigo Erro ADINA cédigo Erro

Structures (%) Structures (%) Structures (%)
9,04E-02 -9,04E-02 1,79E-04 -3,64E-01 3,64E-01 1,99E-04 2,54E-01 2,54E-01 1,21E-05
-3,25E-01 3,25E-01  2,02E-04 | 5,11E-01 -5,11E-01  7,83E-05 | 7,89E-01 7,89E-01  1,29E-04
1,33E-01 -1,33E-01  2,72E-04 | -4,51E-01 451E-01 1,91E-04 | 6,75E-01 6,75E-01  2,80E-04
-6,96E-01 6,96E-01 2,11E-04 | -3,93E-03  3,93E-03 2,79E-04 | -9,72E-02 -9,72E-02 2,41E-05
-9,18E-02 9,18E-02 4,82E-06 -3,81E-01 3,81E-01 1,81E-04 2,41E-01 2,41E-01 7,06E-05
-3,25E-01 3,25E-01 1,36E-04 5,29E-01 -5,29E-01  2,21E-04 7,76E-01 7,76E-01  2,25E-04
-1,36E-01 1,36E-01 2,33E-04 | -8,26E-01 8,26E-01  1,14E-05 1,48E-01 1,48E-01 1,23E-04
-6,91E-01 6,91E-01 5,86E-05 | 6,34E-02  -6,34E-02 3,86E-04 | -5,80E-02 -5,80E-02 3,50E-04
-1,45E-01 1,45E-01 2,50E-04 -1 1 0 7,26E-02 7,26E-02  1,48E-04

-1 1 0 -7,27E-01 7,27E-01 1,71E-04 -1 -1 0

-6,66E-04 6,66E-04 1,89E-04 -4,21E-01 421E-01 2,57E-04 2,87E-01 2,87E-01  2,16E-05
-1,20E-02 1,20E-02 2,83E-04 5,02E-02 -5,02E-02 2,15E-04 7,61E-02 7,61E-02 2,88E-04
-2,61E-03 2,61E-03 1,98E-04 | -7,37E-01 7,37E-01  3,94E-04 | 4,63E-01 4,63E-01  3,98E-04
-3,34E-01 3,34E-01 1,99E-04 | 5,27E-01 -5,27E-01 5,94E-04 | 7,82E-01 7,82E-01  4,98E-05

Fonte: Autoria propria (2022).

A Tabela 7 apresenta as frequéncias naturais de vibracao e os erros relativos entre os

resultados obtidos pelo software e pelo cédigo do MATLAB.

Tabela 7 — Resultados das frequéncias naturais da Trelica 3

Forma Frequéncia Natural (rad/s) Erro Relativo

Modal Cadigo ADINA Structures (%)
1 468,5247972 468,524562 5,02E-05
2 1692,210866 1692,2126 1,02E-04
3 1842,96404 1842,965065 5,56E-05
4 3658,105852 3658,108185 6,38E-05
5 4394,928132 4394,931043 6,62E-05
6 5034,69114 5034,691254 2,26E-06
7 5769,013897 5769,013404 8,55E-06
8 6709,286323 6709,310935 3,67E-04
9 8048,70967 8048,697547 1,51E-04
10 9019,842043 9019,826668 1,70E-04
11 9590,635052 9590,654053 1,98E-04
12 10700,97938 10700,95573 2,21E-04
13 11398,75746 11398,76629 7,75E-05
14 13541,6014 13541,58381 1,30E-04

Fonte: Autoria propria (2022).

Como a Trelica 3 foi solicitada por um carregamento dinamico do tipo ressalto, repre-

sentado na Figura 13, além de comparar as frequéncias de vibragao, também foi comparado os

deslocamentos da estrutura no tempo. Para isso, o carregamento foi configurado conforme pré
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definido na Secéo 4.3.3 e, com o grafico do deslocamento obtidos pelo cédigo e pelo software,

foi agrupado ambos os graficos através do Microsoft Excel e apresentado na Figura 33.
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Figura 33 — Deslocamentos no n6 do carregamento da Trelica 3
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Fonte: Autoria propria (2022).

Para a ultima comparacao, o elemento de barra nimero 3, mostrado na Figura 31, foi

escolhido para apresentar os resultados de forga normal atuante ao longo do tempo da andlise.

Através do Microsoft Excel, os resultados obtidos pelo ADINA Structures e pelo codigo foram

agrupados em um grafico, como mostra a Figura 34.

Normal (kN)

Figura 34 — Histoérico de esforco normal no elemento 3 da Trelica 3
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Fonte: Autoria propria (2022).

Dados os valores apresentados na Figura 34, os valores maximos de esforco normal

atuante no elemento 3 foram obtido e apresentado na Tabela 8.

Tabela 8 — Esforco normal maximo no elemento 3 da Trelica 3

Tracao Compressao
Tempo Normal Tempo Normal
(s) (kN) (s) (kN)
Caédigo 4,115 -34,022
ADINA Structures  O08E 02 4000 THEOT 5 0g7
Erro Relativo
(%) 2,3650 0,1885

Fonte: Autoria propria (2022).
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5.4 Analise dos resultados

A partir dos resultados obtidos e organizados nas tabelas foi possivel a obtencédo das
comparacoes apresentadas na Sec¢ao 5.3 juntamente com seus erros relativos.

Para a comparagao dos autovetores relativos as primeiras trés formas modais, apre-
sentadas nas Figuras 26, 28 e 32, foi obtido os valores provenientes do ADINA Structures e
do cédigo. Para uma comparacao adequada foi necessario normalizar os autovetores, tanto do
ADINA Structures quanto do MATLAB, pela maxima amplitude modal para uma comparacao
fidedigna dos resultados. Por fim chegou-se as comparagdes apresentadas nas Tabelas 1, 3 e
6, apresentando um erro relativo entre as diferengas dos autovetores tendendo a zero.

Através das Tabelas 2, 4 e 7, obteve-se uma precisao significativa nos resultados das
frequéncias naturais de vibragao das treligcas, onde nos casos de maiores discrepancias para as
Trelicas 1, 2 e 3, foram obtidos erros relativos despreziveis.

Analisando os graficos apresentados nas Figuras 29 e 33, observa-se um deslocamento
ao longo do tempo de andlise coincidente entre os valores obtidos pelo software e pelo cédigo,
visivel pela sobreposicao dos graficos com uma diferenga pequena dos pontos do deslocamento
em cada passo de tempo. Essa pequena diferenca apresentada na sobreposicao do grafico
também pode ser visualizado na comparacao dos resultados dos esforcos normais no elemento
3 das Trelicas 2 e 3, apresentado nas Figuras 30 e 34, escolhido arbitrariamente para verificar
os resultados maximos de tracdo e compressao dentro do tempo de analise.

Os valores maximos dos esforgos, apresentados nas Tabelas 5 e 8, também apresentam
erros relativos pequenos, entre 0 e 2,4%. Para a Treliga 2 foi verificado valores maximos de
tracdo proximos a 22kN no tempo de 9,42x107%s e de compressédo proximos a 5,2kN no
tempo de 2,94x107!s. J& para a Trelica 3, os valores maximos de tragdo ficaram préximos a
4,1 kN no tempo de 6,68x 102 s e os de compressao ficaram em torno de 34,05kN no tempo

de 1,94x107 's.
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6 CONCLUSAO

Através do desenvolvimento deste trabalho, foi possivel compreender de forma mais
aprofundada a formulacdo do Método dos Elementos Finitos aplicado em treligas planas, prin-
cipalmente no processo para modelagem da estrutura, tendo em vista que o tempo para abor-
dagens do assunto durante as disciplinas de Analise Dindmica das Estruturas e Método das
Diferengas Finitas foi pequeno e os conteudos abordados foram problemas dindmicos de no
maximo 2 graus de liberdade. Dessa forma, o trabalho contribuiu para a analise de problemas
mais complexos e com multiplos graus de liberdade.

O aprendizado adquirido com este trabalho também se estendeu para a compreensao
da linguagem de programacéo do software MATLAB aplicado na constru¢cao de um algoritmo
para solugao de problemas dinamicos de estruturas através do Método dos Elementos Finitos.
O cédigo implementado apresentou resultados coerentes e significativamente préximos a re-
sultados provenientes de um software comercial, retornando para o usuario valores com erros
relativos pequenos.

O cdbdigo desenvolvido neste trabalho possibilita a analise dindmica linear de qualquer
estrutura de trelica plana sob vibragées livre ou forcada e ndo amortecidas pelo método da
superposicao modal apenas com a inser¢cdo dos nds, barras, propriedades geométricas, do
material e o carregamento. Atribuindo passos de tempo e um tempo limite de andlise, o cédigo
retorna informagdes sobre 0s autovetores e autovalores, possibilitando a verificacdo das formas
modais e as respectivas frequéncias naturais de vibracdo. Também é possivel obter, através
de graficos ou tabelas, o histérico do deslocamento a cada instante de tempo em um né pré-
especificado e o histérico de esforgo normal num elemento pré determinado no inicio do cédigo.

Apesar do software profissional possibilitar respostas mais gréficas, interativas e de facil
entendimento, as respostas apresentadas pelo cédigo desenvolvido no MATLAB foram satisfa-
toérias e compreensiveis, sendo desta forma suficientes para uma analise dinamica estrutural de
trelicas planas.

Através das comparacdes realizadas neste trabalho, fica visivel que o codigo desenvol-
vido foi validado com um software comercial e, portanto, podera ser utilizado como ferramenta

para andlise dindmica de treligas planas.
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APENDICE A - Fluxograma para desenvolvimento do codigo
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INICIO

DEFINIR GEOMETRIA DA TRELICA E PROPRIEDADES DO
MATERIAL; INTERVALO DE TEMPO E TEMPO LIMITE DE ANALISE;
MATRIZES E VETORES NULOS PARA MASSA, RIGIDEZ E
DESLOCAMENTO; FUNGAO DO CARREGAMENTO; CONDIGCOES DE
CONTORNO; GRAU DE LIBERDADE E ELEMENTO PARA ANALISE

CALCULAR MATRIZES DE RIGIDEZ E MASSA ELEMENTAR E
GLOBAL DA ESTRUTURA; MATRIZ D PARA OBTENGAO DAS
MATRIZES MODAL E ESPECTRAL; ORGANIZAR OS
AUTOVETORES E AUTOVALORES PARA OBTER AS
FREQUENCIAS NATURAIS DE VIBRACAO

VERIFICAR O INTERVALO
DE TEMPO
(At < Tlim)

OK

CALCULAR MATRIZES DE MASSA, RIGIDEZ E CARREGAMENTO
MODAL; APLICAR O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS PARA
ENCONTRAR OS DESLOCAMENTOS EM CADA INSTANTE DE
TEMPO; OBTER OS ESFORCOS INTERNOS EM UM ELEMENTO;
PLOTAR OS GRAFICOS
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TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

% ENGENHARIA CIVIL

% ALUNO: ANDRE CHIULLO DOS SANTOS

% ORIENTADOR: PROF. DR. MARCELO RODRIGO CARREIRA

% UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA - UTFPR
% CAMPUS CAMPO MOURAO - PR

clear

clc

close all

format shortg %$bank; shortg; longg (casas decimais: poucas, medio e muitas,
respectivamente)

tic % temporizador

$NAO UTILIZAR ACENTOS OU CARACTERES ESPECIAIS PARA EVITAR CONFLITO COM

SLATEX

[)

% posicao do no, n_xy = [numero-do—-no posicao—-em—-x posicao—em-vy]

% exemplo: no 1, posicao em x,y (2,3) —> n_xy = [1 2 3];

o o b NN

mensagem=('Nos da trelica (x,y)’)
disp (n_xy)

% NUMERO DE NOS %

nn = size(n_xy,1);

[)

% criar um elemento de ligacao entre os nos, id = [no-1 no-2; no-3 no-4];

[

% exemplo: elemento entre o no 1 e 2, e outro elemento entre o no 3 e 4 —>

$ id = [1 2;3 4];
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mensagem= (' Conectividade das barras’)

disp (id)

% NUMERO DE ELEMENTOS %

n_e = size(id, 1);

% DESLOCAMENTO DOS 4 GDL %

for i = 1:n_e

U_global (i, 1)

2%id (i, 1)-1;

U_global (i, 2) 2xid(i,1);

U_global (i, 3) 2xid(1i,2)-1;

U_global (i, 4) 2xid(i,2);

end

% DEFINICAO DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS E DO MATERIAL %

% area do elemento A = [area—-do—-element-1 area—-do—-elemento-2

o\

area—-do—-elemento-n];

o\°

[)

A = Se—-4xones(l,n_e); % m2

o\

modulo de Young do material

o

para o aco: E = 210e9 N/m2

E = 210e9xones(l,n_e); % N/m2

o\

massa especifica do material

[

rho = 7850xones(1,n_e); % kg/m3

DeltaT = 5e-5; %intervalo de tempo para analise

exemplo: elemento 1,2,3 com area 2,4,6 mm2 —> A = [2 4 6];
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79

78 tempo = 0.3; Stempo de analise em segundos
79 gdl = 6; %coordenada do grau de liberdade LIVRE para analise (desconsiderar

0os apoios)

80 %¥intervalo = le—-4; %$intervalo de tempo para analise
81 ele = 3; %elemento para ser analisado as forcas internas
82

83 mensagem= (' Area (m), Modulo de elasticidade(N/m ), Massa especifica(kg/m
), intervalo de tempo(s), tempo (s) e grau de liberdade para analise’)

84 disp (A (1))

85 disp(E (1))

86 disp (rho (1))

87 disp (DeltaT)

88 disp (tempo)

89 disp (gdl)

90

91 £222999090000000000000000000000000
O O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOO©O [CRe)

92 ¥ MATRIZES E VETORES INICIAIS %

93 np = round (tempo/DeltaT)+1;

94 $U = sym(’'U’, [2xn_n 1]); %Cria um vetor com incognita U

95 U = ones(2*n_n,1); %cria um vetor unitario

96 K = zeros(2+xn_n); %cria um vetor nulo

97 M = zeros(2xn_n) ;

98 P = zeros (2*n_n,np);

99

100 990000000000000000900000000000000000000000000000000000000o0
OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO©O©O™O

101 SESFORCOS NA TRELICAS%

102

103 P = zeros (2*n_n,np);

104 $P (x) = y, onde x é o grau de liberdade do no e y é o esforco %$valores em N
105 %P (x, :) = —-5000; %carregamento na linha x de todas as colunas da matriz

106 $for i=2:np

107 % P(1l4,1) = -5000xexp (-2+DeltaT*1i); %Sutilizar por funcao ou do excel
108 %end

109 P(8,:) = -5000;

110

o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\°
o\°
o\
o\°
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\

111
112 5 CONDICOES DE CONTORNO E CONDICOES INICIAIS %
113

114 % Dado a matriz U(n,m), U(x,y) = 0 zera a linha da coluna y



115 U (1)
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117 U(9) = 0;

118 U(10) = 0;

119

120 for i=1:length (U)
121 if U(i) == 0
122 NR (i) =1;
123 else

124 NR (1) =0;
125 end

126 end

127

128 CC=zeros (2xn_n,1l); %cria um vetor de condicao de contorno para esforcos

129 for i=1:2%n_n

130 if U(i,1) == 0

131 cc(i,1) = 1;

132 end

133 end

134

135 mensagem= (' Graus de liberdades restringidos (1 = restringido, 0 = nao

restringido)’)
136 disp (NR)
137
188 GV = 0; %graus vinculados
139

140 for i = 1l:length (U)

141 if U(i,1) == 0
142 GV = GV + 1;
143 end

144 end

145

146 GFL = 2+n_n-GV;
147

148 3555355533555 33%5%553%5%5%553%5%5553%5%5%555%5%553%5%5%553%5%55%5%3%5%5%5%3%%%%

149 5 CONDICOES DE CONTORNO NO CARREGAMENTO %

150
151 Uo = zeros (2xn_n,1);
152 Vo = zeros(2xn_n,1);
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178

179

180
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183

184

185

PC = zeros (GFL,np) ;

ii = 0;

for i=1:(2+%n_n)

if NR (1)

if ii==GFL

ii = 0);

end

ii = ii + 1;

for j=l:np
PC(ii,J) = P(i,]);
UoC(ii,1) = Uo(i,1);
VoC(ii,1) = Vo(i,1);

end

end

end

% COMPRIMENTO DO ELEMENTO, NGULO ENTRE OS ELEMENTOS,

% MATRIZ DE RIGIDEZ E DE MASSA

for e = 1l:n_

@

L(e) = sqgrt((n_xy(id(e,2),1) - n_xy(id(e,1),1))"2

n_xy(id(e,1),2))"2);

C = (n_xy(id(e,2),1) - n_xy(id(e,1),1))/L(e); %cos

coordenada local do elemento e a coordenada global

S = (n_xy(id(e,2),2) - n_xy(id(e,1),2))/L(e); %sen

local do elemento e a coordenada global

ke = (A(

e)*xE(e)/L(e) * [C"2 CxS —-C”2 —-C=*S;CxS S"2

~"2 CxS; —-C*xS —-S"2 C*S S72]); S%Smatriz de rigidez de

me = (rho(e)*A(e)*L(e)/6 = [2 0 1 0;0 2 0 1;1 0 2

de massa de cada elemento

U_global_gdl =

if e ==
interno
Kele

Mele

U_global (e, :);

ele %guarda as matrizes do elemento a ser

ke;

me;

81

+ (n_xy(id(e,2),2) -

%$determina o comprimento do elemento

seno entre a

o entre a coordenada

-CxS —-S"2;-C"2 -CxS C

cada elemento

0;0 1 0 2]); %Smatriz

analisado o esforco



186 end

187

188 for i = 1:4

189 for j = 1:4

190 K(U_global_gdl(1,1i),U_global_gdl(1l,3j)) = K(U_global_gdl(1,1i),
U_global _gdl(1,3j)) + ke(i,j); %Smatriz de rigidez global

191 M(U_global gdl(l,1i),U_global gdl(l,3j)) = M(U_global gdl(1l,1i),
U_global gdl(1l,3j)) + me(i,]j); %matriz de massa global

192 end

193 end

194 end

195

196 3%%555%%%555%5%%55%%5%55%%5%555%5%5%555%5%555%%5%5%55%%5%55%5%%%555%5%555%5%%%

197 ¥ REMOVENDO AS LINHAS E COLUNAS ONDE O DESLOCAMENTO E NULO (APOIOS) %

198

199 u_desl = U; %cria uma variavel descartavel com os valores de U
200 k_desl = K; %cria uma variavel descartavel com os valores de K
201 p_desl = P; %cria uma variavel descartavel com os valores de P
202 m_desl = M; %cria uma variavel descartavel com os valores de m

203

204 for 1 = 1:2xn_n

205 if u_desl(i,1l) == 0

206 k_desl(:,i) = "A"; S"A" gera um valor NaN

207 k_desl(i,:) = "A";

208 p_desl(i,:) = "A";

209 m_desl(:,i) = "A";

210 m_desl(i,:) = "A";

211 end

212 end

213

214 k_desl (all (isnan(k_desl),2),:) = [1]; %apaga as linhas com NaN
215 k_desl (:, all(isnan(k_desl),1)) = []; %apaga as colunas com NaN
216 p_desl (all (isnan(p_desl),2),:) = [1;

217 m_desl (all (isnan (m_desl),2),:) = [];

218 m_desl (:, all(isnan(m_desl),1l)) = [];

219

220 mensagem=('Matriz de massa’)
221 disp (m_desl)

222 mensagem= ('Matriz de rigidez’)
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disp (k_desl)
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ENCONTRANDO OS DESLOCAMENTOS %

X

u_desl = linsolve(k_desl,p_desl); S%resolve o sistema linear Ax=B (x=
linsolve (A, B))

u_desc = u_desl; %cria uma variavel descartavel com os %valores de
deslocamento em mm

for i = 1:2xn_n $%loop para atribuir os valores de deslocamentos no vetor

deslocamento global

if U(i,1) == 1
U(i,1) = u_desc(l,1);
u_desc(l,:) = [];

end

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000
©00C00000000000 000000 000000000606060606060O0O0OO0 00000 00000000000

o\

% ENCONTRANDO AS REACOES DE APOIO%

R = transpose (KxU-P); S%encontra as reacoes %valores em N

o\

MATRIZES ESPECTRAL (AUTOVALOR) E MODAL (AUTOVETOR) %

D = inv(m_desl) *k_desl; %encontra a matriz D
[modal,espectral] = eig(D); %obtém os valores de autovetor e autovalor

% ORGANIZANDO EM ORDEM CRESCENTE A MATRIZ ESPECTRAL E A MODAL

% RESPECTIVAMENTE %

espectral_d = diag(espectral); %obtém a diagonal da matriz espectral em
vetor

espectral_ds = sort (espectral_d); %organiza em ordem crescente o vetor

espectral_c = diag(espectral ds); %coloca o vetor organizado em uma matriz
diagonal

for i = l:length(espectral) %1é as linhas e colunas e organiza a matriz

modal em relacao a espectral
for j = l:length (espectral)

if espectral_d(j) == espectral_ds (i)
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modal_c(:,1) = modal(:,]);
end
end

end

freqg nat = diag(sqgrt (espectral_c)); %obtém as frequéncias naturais através

do autovalor

mensagem= ('Matriz din mica’)

disp (D)

mensagem=(’'Matriz espectral’)

disp (espectral_c)

mensagem= ('Matriz modal’)

disp (modal_c)

mensagem= (' Vetor de frequéncias naturais (rad/s)’)

disp (freq_nat)

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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% VERIFICAR INTERVALO DE TEMPO

o\

Tn = 2+pi/freq nat(1l,1);
Tlimite = 0.318%Tn;

if DeltaT <= Tlimite

message = sprintf (’Intervalo de tempo ok’)
else

message = sprintf (' Intervalo de tempo deve ser menor do que’),Tlimite
end
5555555555555 %%5555%%555%%5555%5%%555%5%555%%%555%%5%555%%5%%%

% MATRIZES DE MASSA MODAL, RIGIDEZ MODAL E CARREGAMENTO MODAL %

M_modal modal_c.’xm_desl*modal_c;
K_modal = modal_c.’*k_desl*modal_c;

P_modal = modal_c.’*p_desl;

for 1 = l:length(M_modal) %loop para anular valores extremamente pequenos
for e = 1l:1length (M _modal)
if M modal(i,e) <= le-6
M_modal (i,e) = 0;
end

if K _modal(i,e) <= le-6
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K_modal (i,e) = 0;
end
end

end

mensagem= ('Matriz de massa modal’)

disp(M_modal)

mensagem=('Matriz de rigidez modal’)

disp (K_modal)

©000000000000000000000000000000
© 0000000000000 0000000000000 0000

% METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

for i=1:GFL
m=M_modal (i,1);

k=K_modal (i, 1) ;

qu0 = inv (modal_c) *xUoC;

gv0 = inv (modal_c) xVoC;

u0 = qul(i,1);

v0 = gv0(i,1);

for j=1l:np
p(J)=P_modal (i, J);

end

%

%

o\

%

<)
°

%

%

%

%

%

%

%

%

%

()
©°o

[qu,gv, ga]=MDF (m, k,p,ul0,v0,DeltaT, tempo) ;

for j=l:np
Qu (i, j)=qu(j);
Qv (i, J)=qv(J);
Qa(i,j)=qa(3);

end

end

U=modal_c=*Qu;
V=modal_c=*Qv;

Ac=modal_c*Qa;

% ESFORCOS INTERNOS DO ELEMENTO

Udes = zeros (2*n_n,np);

%

%

%

%

%

%

%

%

%

o\
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a=1;
for i=1:2%n_n
if €ei(d) == 0
for j=l:np
Udes (i, j) = U(a,j);

end

end

end

for k=1l:np
Uele = zeros (4);
Uele (1)=Udes (id(ele, 1) *2-1,Kk);
Uele (2)=Udes (id(ele, 1) *x2,k) ;
Uele (3)=Udes (id(ele, 2) x2-1,k) ;
Uele (4) =Udes (id (ele,2) x2,k) ;

fex=KelexUele;

for n=1:4
fe(n,k)=fex(n);

end

end

% PLOTAGEM GRAFICO DO DESLOCAMENTO %
Nmax=0;
Nmin=0;
tnma=0;

tnmi=0;

for j=l:np
X (j)=(j-1) xDeltaT;

Y(j)=—-fe(l,j)xle-3; %forca normal no nona barra

%$salvar valores extremos na barra
if Y(j) > Nmax

Nmax = Y (3);

tmma = j*DeltaT;
end

if Y(j) < Nmin
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Nmin Y (3);
tnmi = jxDeltaT;
end

end
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% PLOTAGEM DA TRELICA PARA VERIFICACAO DA GEOMETRIA %

$geometria da trelica

for e=1l:n_e
x=[n_xy(id(e,1),1l) n_xy(id(e,2),1)]1;
y=[n_xy(id(e,1),2) n_xy(id(e,2),2)1;

plot(x,y,’b’)

title (' Geometria da Trelica’) %$insere titulo no grafico

xlabel ('X’) %insere texto no eixo x

ylabel ('Y’) %insere texto no eixo y

ax = gcaj;

ax.FontSize = 12;

hold on

grid on

end

figure; %finaliza um grafico para iniciar outro sem conflito de informacao

entre as configuracoes de ambos

$grafico de deslocamentos
for j=1l:np
x(j)=(j-1) «DeltaT;

y (J)=U(gdl, 3);

end
plot (x,Vy)
title(strcat ('Historico de deslocamento no GDL ’, num2str(gdl))) %$insere

titulo no grafico
xlabel ("t (s)’) %insere texto no eixo x
ylabel (YU(m)’) %insere texto no eixo y
ax = gca;
ax.FontSize = 12;
grid on

figure;
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$grafico d
for i=1:np
x (1)=X
y (i)=Y
end
plot (x,y)
title(strc
insere
xlabel (’t (
ylabel (N (
ax = gca;
ax.FontSiz
grid on

[)

toc % fina

function [

alpha
beta =
kb = (

passos

t = 0;

while
i

u (

e esforcos

(1) ;

(1) ;

at ("Historico de esforco normal no elemento ', num2str (ele)))

titulo no grafico
s)’) %insere texto no eixo x

kN)’) %insere texto no eixo y

e = 12;

liza o temporizador

u,v,al] = MDF (m,k,p,uo,vo,DeltaT, tempo)
uo;

vo;

= (m/DeltaT”2); %constante a — nao possuil amortecimento

k — (2*m/(DeltaT”2)); % constate b

m/ (DeltaT”2)); %constante k barra - nao possuili amortecimento

= round (tempo/DeltaT) ;

(p (1)~ (kxu(l))) /m;
(1) = (v(1l)DeltaT) + ((a(l)/2)x(DeltaT"2));

(p (1) - (alphaxuh) - (betaxu(l))) /kb;

i <= passos
= i+1;

i+1) = (p(i) - alpha*u(i-1) - betaxu(i)) /kb;
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448
449

450 end

(u(i+1l) — u(i-1))/ (2«DeltaT);

(u(i-1)-2xu(i)+u(i+l))/ (DeltaT"2);
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