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Apresentacao

Este produto educacional € um material pedagodgico
destinado a professores do Ensino Superior e foi
desenvolvido como resultado de uma pesquisa de mestrado
profissional realizado no Programa de PoOs-Graduacao em
Ensino de Matematica (PPGMAT) pela estudante de
mestrado Tais Mara dos Santos, sob a orientacao do Prof.
Dr. Henrique Rizek Elias. A pesquisa teve por objetivo
identificar e discutir as acdes do professor que apoiam o
raciocinio matematico durante a realizacao de uma tarefa
exploratoria em uma turma de Engenharia na disciplina de
Equacles Diferenciais Ordinarias (EDO).

Os dados da pesquisa foram produzidos em um ambiente
real de sala de aula da disciplina de EDO, cujo professor da
turma foi o orientador da pesquisa. A disciplina foi
ministrada em conjunto para os cursos de Engenharia
Quimica e Engenharia Ambiental da Universidade
Tecnologica Federal do Parana (UTFPR) campus Londrina.

Durante as aulas, o professor trabalhou com uma tarefa
exploratdria que envolveu o topico EDO de primeira ordem
e 0 modelo matematico abordado foi a Lei do resfriamento
de Newton.

A tarefa matematica proposta consistiu na medicoes de
temperatura da agua, na elaboracdao de um modelo
matematico utilizando uma EDO e na analise desse modelo.
Com o objetivo de compartilhar conhecimentos e praticas
inovadoras, preparamos este material destinado a
professores que ensinam EDO. Neste material, iniciamos
com uma apresentacao de algumas consideracdes acerca
da nocao dos processos do raciocinio matematico e as
acdes do professor, detalhando como essas acdes do
professor podem apoiar o0 raciocinio matematico dos
estudantes, conforme apontam Araman, Serrazina e Ponte
(2019).



Além disso, apresentamos uma tarefa junto com a proposta
de sua aplicacdao, incluindo os materiais necessarios, uma
sugestao de procedimento e possiveis intervencdes. Visando
aprimorar o desenvolvimento desta tarefa, sugerimos o uso de
recursos tecnoldgicos como o GeoGebra e o Phyton. Pensando
Nisso, apresentamos O pPasso a passo para a elaboracao da EDO
de resfriamento, utilizando tais recursos. Também indicamos
COMO esses recursos podem ser acessados de forma online,
disponibilizando links que permitem ao leitor acesso direto aos
Sites correspondentes.




Raciocinio matematico e as agoes do
professor

Mata-Pereira e Ponte (2018, p. 782) consideram que “raciocinar
matematicamente consiste em fazer inferéncias justificadas, ou
seja, utilizar informacdao matematica ja conhecida para obter,
justificadamente, novas conclusfes”. Para Ponte, Quaresma e
Mata-Pereira (2010, p. 10), “Ha uma variedade de aspectos e
processos que podem estar envolvidos no raciocinio
matematico... Conjecturar, generalizar e justificar destacam-se
COMO processos essenciais do raciocinio matematico”. Santos
(2025) elaborou um quadro (Quadro 1) que mostra as
definicOes desses processos segundo os autores. Para tanto, a
autora se fundamentou em Morais, Serrazina e Ponte (2018)
gue, por sua vez, caracterizam esses processos com base em
Ellis (2011) e Lannin et al. (2011).

Quadro 1: Processos do raciocinio matematico

Processos Definicao

“E um processo que envolve raciocinar sobre relacdes
matematicas, desenvolvendo afirmacdes, denominadas
Conjecturar conjecturas, que requerem maior exploracao para verificar se sao
verdadeiras ou nao” (Morais; Serrazina; Ponte, 2018, p. 555,
traducao nossa).

E “uma atividade onde as pessoas, que partilham um contexto
socio matematico especifico, estao envolvidas em pelo menos
uma de trés acles: (i) identificar pontos em comum entre 0s
casos; (ii) estender o raciocinio para além do caso inicial; ou (iii)
extrair resultados mais amplos de casos particulares” (Morais;
Serrazina; Ponte, 2018, p. 556, traduc¢ao nossa).

Generalizar

“Tem como objetivo convencer a si mesmo e aos outros (Morais;
Serrazina; Ponte, 2018, p. 556, traducao nossa)”. A justificacdo nao
Justificar sO mostra que uma afirmacao é verdadeira, mas também fornece
razdes pelas quais é verdadeira ou valida em todos os casos
possiveis (p. 556).

Fonte: Santos, (2025 p. 42)



Temos gue o raciocinio matematico dos alunos se desenvolve
a partir de conhecimentos prévios e por meio desses processos
(conjecturar, generalizar e justificar) e com uma tarefa com tal
potencial, os alunos sao capazes de produzir nNnovos
conhecimentos. Mas, para todo esse processo acontecer o
professor tem um papel importante, ele € o responsavel por
gerenciar a aula e orientar os alunos, o que nao é algo simples.
Com o intuito de auxiliar o professor durante este processo,
Araman, Serrazina e Ponte (2019) elaboraram um quadro de
analise das ac0es do professor que apoiam o raciocinio
matematico dos estudantes. Neste quadro (Quadro 2), os
autores apresentam as categorias de acoes e como elas podem
ser executadas pelo professor durante o desenvolvimento da
tarefa.

Quadro 2: Quadro de analise das acdes do professor que apoiam o raciocinio matematico

- Solicita respostas para questdes pontuais.

Convidar . .
- Solicita relatos de como fizeram.

- Fornece pistas aos alunos.

- Incentiva a explicacao.

- Conduz o pensamento do aluno.

- Focaliza o pensamento do aluno para fatos importantes.
- Encoraja os alunos e re-dizerem suas respostas.

- Encoraja os alunos a re-elaborarem suas respostas.

Guiar/Apoiar

- Valida respostas corretas fornecidas pelos alunos.

- Corrige respostas incorretas fornecidas pelos alunos.
Informar/Sugerir | - Re-elabora respostas fornecidas pelos alunos.

- Fornece informacdes e explicacdes.

- Incentiva e fornece multiplas estratégias de resolucao.
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- Solicita que os alunos apresentem razdes (justificativas).
- Propde desafios.

- Encoraja a avaliacao.

- Encoraja a reflexao.

- Pressiona para a precisao.

- Pressiona para a generalizacao.

Desafiar

Fonte: Araman, Serrazina e Ponte (2019 p. 476).



De acordo com Araman, Serrazina e Ponte (2019), a categoria
Convidar envolve as acbdes do professor que solicitam
informacdes dos alunos a respeito do que fizeram, tendo como
objeto observar como os alunos estao pensando e qual a
compreensdao estao tendo sobre aquele tema. A categoria
Guiar/Apoiar envolve as acdes “em que o professor, a partir de
perguntas ou explicacbes, conduz o pensamento do aluno para
uma determinada situacao ou focaliza fatos importantes ou
ainda quando o professor fornece pistas aos alunos e os
encoraja a pensarem sobre suas respostas” (Araman; Serrazina;
Ponte, 2019, p. 476). A categoria Informar/Sugerir abarca as
acdes pelas quais o professor valida ou corrige uma resposta
dada pelos alunos, ou, ainda, quando fornece explicacbes ou
informacdes e solicita ou apresenta outras estratégias de
solucdao. A categoria Desdafiar envolve “as acdes nas quais o
professor tenta colocar os alunos em situacdao desafiadora de
modo que estes avancem em seu raciocinio matematico,
procurando novas formas de representacdo, estabelecendo
novas conexfes, refletindo e avaliando a situacao,
generalizando e justificando” (Araman; Serrazina; Ponte, 2019,
p. 476).




Tarefa

Nesta secao, apresentamos a tarefa, incluindo uma proposta
detalhada para a sua implementacdao, oferecendo um guia
pratico para o professor. Aléem disso, apresentamos sugestdes
de intervencfes pedagogicas que podem apoiar os alunos a
mobilizarem os processos de raciocinio matematico, como
conjecturar, generalizar e justificar.

Tendo como base as categorias e acO0es apresentadas no
Quadro 2, identificamos e classificamos diferentes estrategias
qgue o professor pode utilizar para promover o
desenvolvimento do raciocinio matematico.

As sugestdes apresentadas visam auxiliar o professor a criar
um ambiente de aprendizagem que favoreca a construcao de
conhecimentos matematicos pelos alunos.

Por meio dos dados coletados, o objetivo da tarefa e
encontrar um modelo matematico que permita obter a
temperatura da agua em qualquer instante t, depois discutir e
analisar esse modelo obtido.

Para isso, sugerimos dividir a tarefa em trés etapas, onde
cada etapa é dependente da anterior, conforme descrito a
seguir:

Primeira etapa: realizar as medicdes da temperatura da agua.
Segunda etapa: com os dados obtidos na primeira etapa,
desenvolver um modelo matematico que permita obter a

temperatura da agua em qualguer instante t.

Terceira etapa: discutir e analisar o modelo matematico
obtido na etapa anterior.



Primeira etapa: realizar as medicoes de
temperatura da agua

Materiais

e Recipientes com dgua (quente ou fria). Uma sugestao e
que cada grupo utilize um recipiente diferente (copo de
plastico, de vidro, de plastico, de aluminio);

e Disponibilizar um termometro culinario para cada grupo
(se houver uma quantidade suficiente, se nao, fazer o
rodizio de termOmetro);

* Reldogio ou cronometro;

e Uma folha para o registro das medicOes de temperatura,
conforme apresentada em anexo (pronta para a
Impressado).

Sugestao de procedimento

Inicialmente, o professor deve separar os alunos em grupo e
orientar os alunos a anotarem a temperatura ambiente no
momento do inicio da aula e a realizarem a primeira medicao
da temperatura da agua. A partir dai, cada grupo ficara
responsavel por medir a temperatura da agua, deixada em
temperatura ambiente, a cada 10 minutos por cerca de 100
minutos.

O professor podera auxiliar os grupos na coleta das
temperaturas, orientando-os a seguir o procedimento: 0S
alunos devem colocar o termometro culinario no recipiente
com agua, esperar um pouco (até a medida do termometro
estabilizar) e, em seguida, anotar na folha de registro o
horario e a temperatura observada naquele instante.

Durante esse processo de coleta de dados, o professor
podera fazer perguntas aos alunos, estimulando-os a comecar
a formular conjecturas sobre a tarefa.
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Possiveis intervencoes

Para iniciar a tarefa, o professor pode convidar os alunos
a participarem da realizacao da tarefa, contextualizando-a
com o0s conteudos teoricos ja estudados. Essa conexao e
importante para que os alunos percebam a relevancia da
tarefa e se sintam mais engajados.

Durante o processo de coleta de dados o professor em
acao de guiar/apoiar visando incentivar a explicacao, pode
fazer perguntas abertas que incentivem os alunos a
interpretar os resultados. Exemplos:

e O gque voceés observam nesses dados?

e O que acontece com a temperatura do objeto ao longo
do tempo?

e Avariacao é constante?

e Quais fatores envolvem a situacdao? (temperatura do
ambiente, temperatura do liquido, a superficie exposta,
o0 calor especifico da agua, caracteristicas do meio
ambiente)

Caso o0s estudantes mencionem que a variacao da
temperatura esta diminuindo (ou aumentando, a depender
da temperatura da agua de cada grupo), o professor pode,
em acao de informar/sugerir, validar a resposta correta
fornecida pelos alunos, corrigir respostas incorretas
fornecidas pelos alunos, ou até mesmo re-elaborar as
respostas fornecidas por eles. O objetivo é que os alunos
compreendam a relacao que existe com a temperatura
ambiente.

11



Possiveis intervencoes

ApOs os alunos acumularem uma quantidade significativa
de dados, o professor, em acao de guiar/apoiar, pode
direcionar a atencao dos alunos para a organizacao e
analise dos resultados. Neste momento, ele pode levantar
guestoes como:

e Como podemos estruturar os dados coletados para
facilitar a analise?

e Que tipo de grafico seria mais apropriado para ilustrar
essas informacodes?

e Qual grafico vocés acreditam que melhor demonstraria
a relacao entre tempo e temperatura? E qual seria a
justificativa?

Essas indagacdes podem estimular uma reflexao sobre as
melhores maneiras de visualizar e interpretar o0s
resultados. Ao fomentar a discussao sobre a selecdo da
representacdao grafica, o professor contribui para que os
alunos desenvolvam habilidades em visualizacao de dados
e compreendam a relevancia de escolher a ferramenta
mais adequada para cada analise.

12



Possiveis intervencoes

Depois que os alunos coletarem uma quantidade
significativa de dados, e possivel que eles indaguem ao
professor até quando sera necessario continuar a coleta.
Caso eles nao facam essa pergunta, o professor pode
aproveitar o momento para desafiar os alunos,
guestionando:

e Sera que precisamos coletar mais dados? Até que
ponto?

e E necessario coletar dados até a temperatura do objeto
se igualar a temperatura ambiente? Por qué?

e Qual é a quantidade ideal de dados para que possamos
obter resultados confiaveis?

Essas perguntas incentivam os alunos a refletirem sobre a
real necessidade de continuar coletando dados e a
considerar a qualidade das informacdes ja obtidas.

13



Segunda etapa: com os dados obtidos na
primeira etapa, desenvolver um modelo
matematico que permita obter a
temperatura da agua em qualquer instante
L.

Materiais

e Entregue aos alunos, os dados coletados no primeiro dia.
Vocé pode optar por entregar a folha do proprio grupo,
cOpias dos dados dos outros grupos ou até mesmo
fornecer os dados digitados junto com um enunciado,
selecionando os dados de um grupo que utilizou agua
gelada e de outro utilizou agua quente. Em nossa
experiéncia, optamos por entregar duas folhas com os
dados (uma referente a agua quente e a outra a agua fria)
com 0 seguinte enunciado: Encontrar um modelo
matematico que permita obter a temperatura da agua em
qualquerinstantet , conforme apresentado a seguir:

14



Dados coletados no dia 12 de abril.
Tipo de material utilizado: Copo UTFPR
(Plastico)

Temperatura do ambiente: 26,4° C

Horario Temp?ratura dq é,gga

TermoOmetro culinario
16h10 74,6 °C
16h19 61 °C
16h29 53,8 °C
16h39 48,1 °C
16h50 43,6 °C
17h 40,2 °C
17h10 38,1 °C
17h21 36,3 °C

Encontrar um modelo matematico que
permita - encontrar a temperatura da
aguaemaqualquerinstantet.

15




Dados coletados no dia 12 de abril.
Tipo de material utilizado: Copo de
vidro (agua gelada)

Temperatura do ambiente: 26,4° C

Horario Temp?ratura dg é,gga

TermoOmetro culinario
16h06 3,3 °C
16h18 8,9 °C
16h28 12,1 °C
16h38 15 °C
16h49 17,3 °C
17h 19,2 °C
17h09 20,1 °C
17h19 20,9 °C

Encontrar um modelo matematico que
permita - encontrar a temperatura da
aguaemaqualquerinstantet.

16




Por meio dos dados coletados e do enunciado da tarefa, o
professor esperava que os alunos compreendessem que, na
situacao proposta, a taxa da variacao da temperatura é
proporcional a diferenca entre a temperatura T e a
temperatura ambiente Ta, isto g,

dT
= —k(T—-T,) (ondek >0)

Ou seja, no modelo matematico que representa a Lei do
resfriamento de Newton. E importante destacar que este
modelo matematico é classificado com uma EDO de 1° ordem,

linear e de variaveis separaveis

17



Sugestao de procedimento

Caso a etapa seja feita em outro dia, comece organizando a
sala mantendo os mesmos grupos da etapa anterior.

Caso vocé opte por devolver a folhna com os dados que o
proprio grupo conseguiu coletar ou copias dos dados dos
outros grupos, seria interessante incluir uma folha adicional
OU escrever no quadro a seguinte instrucao: “Encontre um
modelo matematico que permita obter a temperatura da agua
em qualquer instante t”, pois isso dara uma direcdao para os
alunos.

Alem disso, seria bom sugerir que os alunos tragam seus
notebooks nessa etapa, caso tenham interesse, para que
possam analisar os dados utilizando algum software.

Durante o desenvolvimento da tarefa, o professor deve fazer
perguntas aos alunos, apoiando o desenvolvimento dos
processos de raciocinio matematico.

18



Possiveis intervencoes

Para dar continuidade a tarefa, o professor pode convidar
0os alunos a utilizarem o conjunto de dados que foram
coletados no primeiro momento. Eles deverao fazer uma
analise e criar um modelo que possibilite determinar uma
expressao capaz de calcular a temperatura em qualquer
instante.

Durante o desenvolvimento da tarefa, o professor pode
convidar os alunos a apresentarem relatos de como estao
desenvolvendo a tarefa. Como eles ja vao ter os dados em
maos, o professor, em acao de guiar/apoiar, pode
direcionar a atencao dos alunos para a organizacao e
analise dos resultados.

Caso os alunos estejam organizando os dados no papel, o
professor, em acdao de informar/sugerir, pode incentivar os
alunos a reproduzir procedimento e analisar os dados com
auxilio de algum software, pois, com isso, o professor esta
incentivando os alunos a fornecerem multiplas estrategias
de resolucao.

Com os dados organizados, o professor pode, em acdo de
guiar/apoiar, direcionar a atencdao dos alunos para a
construcao do grafico. Neste momento, conceitos como
variavel dependente (temperatura) e independente (tempo)
podem ser revisados e aplicados na pratica. Perguntas
Como:

19



Possiveis intervencoes

e Qual é a variavel dependente neste experimento? E a
variavel independente?

e Qual tipo de grafico vocés acham que melhor
representara a relacao entre essas duas variaveis? Por
qué?

e Como vocés irao escolher a escala para cada eixo do
grafico?

Podem estimular a reflexdao sobre a escolha da
representacao grafica mais adequada.

Caso os alunos nao apresentem um modelo matematico
utilizando uma EDO, o professor pode aproveitar o
momento para desafiar, questionando-os:

e Com o0 passar do tempo t, o que se pode dizer a
respeito da variacao da temperatura T?

e O gue seria a taxa de variacao da temperatura, neste
caso?

e E possivel estabelecer alguma relacdo entre essa taxa
de variacdo e as temperaturas T e Ta? Qual?

Essas perguntas incentivam os alunos a refletirem sobre o
modelo a ser construido.

20



Terceira etapa: discutir e analisar o modelo
matematico obtido na etapa anterior.

Sugestao de procedimento

Comece a terceira etapa convidando um representante de
cada grupo a apresentar o modelo matematico construido
para a turma toda, promovendo uma discussao e analise
coletiva de cada um desses modelos e faca questionamentos
sobre isso. Apds as apresentacdes dos grupos sobre as EDO
gue construiram, o professor deve orienta-los a resolverem
suas EDO (sem indicar um método especifico para resolucao)
e, em seguida, validar o modelo construido. Para essa
validacao, os alunos podem voltar aos dados coletados pelos
seus proprios grupos no primeiro dia ou utilizarem os dados
de outros grupos caso o professor entregue. Assim como na
etapa anterior, se desejarem, permita que os alunos utilizem
livremente o software GeoGebra ou outra ferramenta
semelhante. Apos finalizarem a resolucdao e a validacao, o
professor pode convidar novamente os alunos a
compartilharem suas resolucdes para a turma, permitindo
gue apresentem diferentes abordagens de resolucdo (seja de
forma algébrica ou e geometrica, por exemplo) além de
diferentes ferramentas computacionais, se for o caso.

Por ultimo, o professor deve realizar uma sistematizacao das
aprendizagens dos alunos, dialogando com cada grupo a
respeito das conclusbes que tiraram, principalmente a
respeito da validade do modelo obtido, do significado da
constante de proporcionalidade, do papel da condicao inicial
para a determinacao da constante de integracao que surge na
integral indefinida e das limitacdbes do modelo quando
comparado a realidade.

21



Possiveis intervencoes

Para iniciar a finalizacao da tarefa, o professor pode
convidar que cada grupo apresente e comente o modelo
matematico que foi construido no momento anterior para
toda a turma. Isso ira promover uma discussao e uma
analise coletiva de cada modelo. Em acao de desdfiar o
professor pode ir fazendo perguntas sobre os modelos
apresentados.

Pode acontecer dos grupos apresentarem modelos
parecidos, por exemplo:

e dC/dt=k*(26,4-C) (Grupo 1)
e dC/dt=k*(C-26,4) (Grupo 2)
o dC/dt=k*C (Grupo 3)

Se isso acontecer o professor pode desafiar os alunos
guestionando:

e O que muda nas equacoles apresentadas pelos grupos?

e No caso dos Grupos 1 e 2, que diferenca faz estar 26,4
menos T, e estar T menos 26,47 O que muda essa
ordem estar trocada?

e O que acontece com a taxa de resfriamento quando a
temperatura do objeto se aproxima de 26,4°C em cada
um dos modelos?

e Como podemos verificar experimentalmente qual dos
modelos esta mais proximo da realidade?

e Quais dados experimentais poderiamos utilizar para
comparar os modelos?

Com este tipo de questionamento, o professor estimula
0os alunos a pensarem criticamente sobre os modelos
matematicos que eles construiram, relacionando-os com o
fendmeno fisico observado.
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Possiveis intervencoes

Depois da discussao do modelo, os alunos precisam
resolver a EDO. Nesse momento, € comum que eles
enfrentem algumas dificuldades, tais como:

e Esquecimento da constante de integracao: ¢
importante lembrar os alunos que a integracao é um
processo inverso da derivacao e que, em uma integral
indefinida, sempre surge uma constante arbitraria. Essa
constante podera ser determinada pelas condicdes
iniciais do problema de valor inicial.

e Dificuldade em determinar a constante de
integracao: a constante de integracdo pode ser
encontrada utilizando as condicdes iniciais do problema
de valor inicial. Por exemplo, no caso da Lei de
Resfriamento de Newton, a temperatura inicial do
objeto € uma condicao inicial que permite determinar o
valor da constante.

e Erros de céalculo: E comum cometer erros de célculo,
especialmente em problemas mais complexos. Para
evitar esses erros, o0s alunos podem utilizar
calculadoras ou softwares de calculo simbolico para

verificar seus resultados.

Nesse contexto, em acao de desafiar os alunos, o
professor pode sugerir o uso de ferramentas
computacionais para validar seus resultados e visualizar o
comportamento dos dados. A validacao dos resultados é
fundamental para garantir a confiabilidade do modelo
matematico. Ao comparar os resultados teoricos com os
dados experimentais, os alunos podem identificar possiveis
discrepancias e ajustar o modelo, se necessario.
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Uso da tecnologia

A tecnologia desempenha um papel cada vez mais importante
na resolucdo de problemas matematicos. Ferramentas
computacionais como o GeoGebra e o Python oferecem recursos
poderosos para visualizar, analisar e validar solucdes de
equacoes diferenciais.

Com essas ferramentas, podemos visualizar o comportamento
da solucdao de forma intuitiva, explorar diferentes cenarios,
comparar o0s resultados com dados experimentais e
economizar tempo em calculos complexos.

Nesta secdo, iremos aprender a utilizar essas ferramentas para
auxiliar na resolucao da EDO que modela o resfriamento de um
objeto, além de explorar suas diversas aplicacoes.

Com isso em mente, apresentamos um guia passo a pPasso
para o desenvolvimento da EDO de resfriamento, utilizando tais
recursos. Também vamos mostrar como esses recursos podem
ser acessados de forma online, disponibilizando links que
permitem ao leitor acesso direto aos sites correspondentes.
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GeaGebra

Vocé pode utilizar o GeoGebra instalando o programa no seu
computador ou acessando a versao online.

Se optar pela versao online, basta fazer uma busca no Google
por "GeoGebra Classic" e acessar o primeiro link, como
apresentado na imagem a seguir:

G{} gle geogebra classic % — i?i* E Q

Geolebra
hitps:ffwww geogebra.org » classic - Traduzir esta pagina  §

iy

|

GeoGebra Classic
Free online apps bundle from GeoGebra: get graphing, geometry, algebra, 3D, statistics
probability, all in one tooll

GeoGebra Classico
Facote ngE'[LI ito de HQIECE_I;'.EIEE on-line do Geolzebra: obtenha ..

Alternativamente, vocé pode acessar diretamente por este
link:

https.//www.geogebra.org/classic
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DESENVOLVIMENTO DA EDO DE
RESFRIAMENTO UTILIZANDO O GEOGEBRA

No campo “Entrada” do GeoGebra, ao escrever
“ResolverEDQO", aparecerao diferentes opcdes, conforme
mostra a figura abaixo:

+ ResolverEdo : T
ResolverEDO *  ResolverEDO (7]
ResolverEDONumericamente

ResolverEDO( f(x, v) )

ResolverEDO( T(x, y), Ponto de f)

ResolverEDO( (x, v), Valor de x Inicial, Valor de y Inicial, Valor de x Final, Passo )
ResolverEDO( y', ', Valor de x Inicial, Valor de y Inicial, Valor de t Final, Passo )
ResolverEDO( b(x), c(x), f{x), Valor de x Inicial, Valor de y Inicial, Valor de y* Inicial, Valo

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.

0.5

-1

-1.5

EE3

Escolhendo a opcao “ResolverEDQO[ <f'(x, y)>, <Ponto de t>]",
e necessario:

1) informar a funcao f'(x, y) sendo que, neste caso, %‘3—= fi(x,
y)i e

2) informar um ponto (X, f(x)) dado que pertence ao grafico
da solucao da equacao diferencial. Esse ponto, muitas vezes
indicado por Y(Xo) = Yo, é a condicédo inicial e, junto com a
equacao diferencial dada, forma um Problema de Valor Inicial
(PVI).

20



Utilizando a EDO:

T ™
— = PK(TESER (kS 0)

assumindo Ta como sendo 26,4° C.

aTl
— = —k(T — 26.4) (k > 0)
dt

E considerando a condicao inicial como sendo (0, 74.6), isto
e, no instante x = 0, a temperatura inicial da agua era 74,6.

E importante ressaltar que, no GeoGebra, as variaveis sdo
representadas pelas letras x (variavel dependente) e y (variavel
independente). Tambéem é importante destacar que a forma
decimal de um numero e representada utilizando ponto e nao
virgula. Por exemplo, a temperatura inicial é 74.6.

Para inserir essas informacdes no GeoGebra, fizemos:

ResolverEDO( -k*(y - 24.6),(0, 74.6))

Como mostra a imagem abaixo:

& 23 geogebra.org/classic

- ResolverEDO(—k (y 24.6), (0, 74.6))
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Assim que vocé apertar a tecla Enter do seu computador o
GeoGebra ira criar um controle deslizante para a constante K,
conforme apresentada na imagem abaixo:

C 2% geogebra.org/classic

DI B2 Jcli+IPARNEIE:

Funcéo ="

EE

f(x) = ResolverEDO(—k (y — 24.6). (0, 74.6))

O i |
— 5 {EEG g "+ 123}
Numero
ki=_F :
O
-5 & 5 ()

Dica: Togue no icone (bolinha branca) do controle deslizante.
Ao selecionar essa opc¢ao, um atalho aparecera no GeoGebra,
tornando mais facil a manipulacao dos valores.

& 2% geogebra.org/classic

R A7 0lO) L]0 =]

Funcéo -/

k=1

f(x) = ResolverEDO(—k (y — 24.6), (0, 74.6)) TUT T 1] @f ]
O | |

= (250 &7* 4 123)

Numero

® k=1 :

5 = @ « 5 ()
-+ Entrada..

-3 =25 -2 -1.5
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Ao criar o controle deslizante para k, o GeoGebra ira gerar o
grafico da solucao da EDO, que variara de acordo com o valor
de k, conforme indica a figura abaixo.

35

@5 (» 30

25

20

15

10

Ao clicar duas vezes sobre o controle deslizante k, ira
aparecer uma janela aonde sera possivel modificar o intervalo
e 0 incremento com que k varia. Caso a janela nao apareca
dessa forma, é possivel clicar com o botdao secundario do
mouse (botao direito) e escolher a opcdo configuracbes. Na
figura abaixo, fizemos k variar de 0 a 5 e incremento 0.001
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Basico Controle Deslizante Cor  Posicao b o4

Avancado Algebra Programacéo #
min
E+] i
0
LE L
Max
. &
Incremento

0.001 N

Fixo [] Aleatorio (F9)
Honzontal w

Velocidade
1

Repetir

= Qscilando W

Exibir Controle Deslizante na Janela de
Algebra

Estilo do Ponto

Tamanho
o PX

r-
cor [ :

Pronto, agora é possivel fazer a constante k assumir diferente
valores e analisar o comportamento do grafico da solucao da
EDO.

Para estimar um valor para k de modo que o grafico da
solucao se aproxime do comportamento dos pontos (¢, T(t)) da
tabela obtida a partir da medicao das temperaturas a cada
instante ¢, criamos os pontos A, B, C, D, E, F, G e H no GeoGebra.
Para tanto, na “Entrada”, digitamos “A=(0, 74.6)", “B=(9, 61)", "C=
(19, 53.8)" e assim por diante.
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A figura abaixo ilustra esses pontos:

0 @
Ponio

@  A=(0,746)

@ B=(961)

@ C=(19 538)

@ D=(29 481) ® H
®
@  E=(40,436)
@ | F=(50,402) ; 20
@ G=(60 381) : _ | s
@ | H=(71363)
) —50 —40 —30 =20 —10 0 10 20 30 40 50 60 Fil] &0 a0 100

+ Entrada...

Ao movermos o controle deslizante k para aproximadamente
k=0.03 , obtemos o grafico abaixo:

- C 25 geogebra.org/classic

0P R ie] ) N S
IEA I =, “

Funcao

f(x) = ResolverEDO(- (y

O . |
= (25{1 eiﬂ"aﬂ”‘—|—123)
Numero
- k = 0.03 :
0 @ 5 ()
FPonto

|"ﬁ"| ﬁt — {D‘. T""iﬁ}

fx=) B = {QI 51} 1 —Gl —40 =200 1 20 40 60 a0 100
'n.‘_\_'_,.-' [
) -20
()  C=(19, 53.8)
o
—40
@ D=(29,481)
—a0
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@ python’

E possivel usar o Python instalando o programa em seu
computador, mas caso prefira, existem varias opcdes para
programar online com Python, incluindo editores e
compiladores disponiveis de forma online.

Se optar pela versao online, sugerimos o site MyCompiler.
Basta fazer uma pesquisa no Google por "my compiler python"
e acessar o primeiro link que aparecer, como apresentado na
Imagem a segulir:

G{j gle my compiler python e g 8, ) Q

- P——— e e o T LYY - N [E—— " N N L TR p— ] o
Todas magens Videos Shopping Neb Vaps Livros : Mais Ferramentas

Dica: Limitar esta pesquisa aos resultados em portugués (Brasil). Saiba mais sobre como
filtrar por idioma

’. myCompiler
https ffwww. mycompilerio s onl... - Traduzir esta pagina 3

Online Python Compiler
Run your Python code without installing anything - Use common Python libraries - Feature-rich
code editor - Multi-language support - Organize and search your code

Se preferir, vocé pode acessar diretamente por este link:

https:.//www.mycompiler.io/pt/new/python
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DESENVOLVIMENTO DA EDO DE
RESFRIAMENTO UTILIZANDO O PYTHON

Sera apresentado 0 passo a passo da resolucao e, em
seguida, o codigo com valores de exemplo’.

1.Importar bibliotecas necessarias para a resolucao do
problema:

1
- — s L i
_'I'_-I-_-r-- =t 1 'r.-.- IE!E' ]
I - R T T R .‘_,.,..___I_...l_ m ot o e T R e T e
i AN . 1 ¥ LN [
OMm SC1pY.ilntegrate 1mport odelntT #1ntTegratl
smmart marnlorlib avnlot ac nlt #rlotar orafice
—I':—.'\—'I e A .!..-.-'. L LLVa LAY ;.-..-.'- ':-E:' 40 L --;.-L + i3 — o Loh

2.Definir a funcao do problema:

dydt = -8.82%(y-25) #considerando k=9,82 e Ta = 2G°

3.Definir condicao inicial do problema:

I

L
|-__'|"_| J==ln
L0 I

4. Definir o intervalo que resfriamento ocorre (utilizar funcao
Linspace do NumPy para criar sequéncia de numeros
uniformemente espacados, apresentando os valores inicial e

final):

- F a7

i
| —
T
iy
A
L
(% :
[ 4
Ll
o
[

1 Agradecemos a estudante Mariana Martini Rodrigues do curso de Engenharia
Quimica da UTFPR pela colaborac@o no desenvolvimento da EDO de Resfriamento de
Newton utilizando Python durante sua Iniciacdo Cientifica orientada pelo professor
HenriqueRizekElias .
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5.Resolver EDO utilizando funcao Odeint importada de SciPy:

:'r'|:".

o B

o= 0aelnil temperaturga, _1-'@_. )

6.Plotar grafico que represente o comportamento da EDO
apresentada:

pit.plot{t,y

-..:— = ! |'.— 1 =T =
pit.xlabel( Tempo{s)} )} # = ]

7+ -~ - —..G ! aE - | -
plt.ylabel( Temperatural{ -C) HHome 2]
-.-E— iT:. ' Y
flabl===l ,

7. Aimagem a seguir apresenta o resultado em forma grafica,
onde pode-se observar a reducao da temperatura do fluido
com o passar do tempo:

g1
FlE
. 60:-
o
=
i
U 50
L
-
&
40 -
- \
e ——
] 50 100 150 200 250 300
Tempols)
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A seguir, apresentamos o codigo completo, implementado
em Python, que foi utilizado:

Import numpy as np
from scipy.integrate import odeint #integrar
import matplotlib.pyplot as plt #plotar grafico

#funcao que retorna dy/dt

def temperatura(y,t):
dydt = -0.02*(y-25) #considerando k=0,02 e Ta = 25°
return dydt

#condicao inicial (ex: TO = 80°)
y0 = 80

#intervalo de tempo (ex: TO = Os e tn= 300s)
t = np.linspace(0,300)

#resolver EDO
y = odeint(temperatura, y0, t)

olotar resultados

t.plot(t,y)

t.xlabel('Tempo(s)') #nome do eixo X
t.ylabel('Temperatura(°C)') #nome do eixo y
t.snow()

O O O T H
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Dica: Se vocé optar pela versao online “MyCompiler”, basta
copiar o codigo Python apresentado na pagina anterior e cola-
lo diretamente na area de codigo do site. Essa area é onde
voceé digita ou insere o codigo que deseja executar. Apos colar
0 codigo, cliqgue no botao Execucgdo, ao clicar nesse botao, o
MyCompiler ira processar o seu codigo e mostrar o resultado.
Conforme ilustra a imagem a seguir:

2 Cnar um novo programa Pythc X +

c

&= Python v o

import numpy as np -
from scipy.integrate import odeint #integrar
import matplotlib.pyplot as plt #plotar grafico
Saida do programa
#funcao gue retorna dy/dt
det temperatura(y,t):

dydt = -8.82*%(y-25) #considerando k=0,82 e Ta = 25°

[Execution complete with exit co
return dydt

18 #condicao inicial {ex: Té = 2887%)

11 yv@ = 88
12

13 #intervalo de tempo (ex: T@ = 8s e tn= 200s)
14 t = np.linspace(®,308)

15

16 #resolver EDO

17 y = odeint(temperatura, y8, t)
18

19 #plotar resultados

28 plt.plot(t.y)

21 plt.xlabel( ' Tempo(s)') #nome do eixo X

22 plt.ylabel{ Temperatura(®C)’') #nome do eixo y
23 plt.show()

24 =
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Algumas Consideracoes

Neste Produto Educacional, apresentamos uma proposta
pedagogica inovadora para o0 ensino de Equacgles
Diferenciais Ordinarias, com foco na Lei do Resfriamento de
Newton. A tarefa exploratéria proposta visa estimular a
compreensao dos alunos sobre a relacao entre a taxa de
variacao da temperatura e a diferenca entre a temperatura
do objeto e a temperatura ambiente.

Ao longo deste ebook, detalhamos as acdes do professor
gque podem apoiar o desenvolvimento do raciocinio
matematico dos alunos, desde a introducao do conceito até
a resolucao da EDO. Além disso, fornecemos um guia passo
a passo para a utilizacao de ferramentas computacionais
como o GeoGebra e o Python, facilitando a visualizacao e a
analise dos resultados.

Esperamos que este material sirva como inspiracao para
outros professores que buscam inovar em suas praticas
pedagdgicas. A tarefa proposta pode ser adaptada para
diferentes niveis de ensino e contextos, permitindo a
exploracao de diversos aspectos das EDOs.

Reconhecemos que a implementacao de praticas
inovadoras demanda tempo e dedicacao. No entanto,
acreditamos que os beneficios em termos de aprendizagem
dos alunos justificam o esforco.
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Grupo __

Nomes dos integrantes do grupo:

Tipo de material (copo ou garrafa) utilizado:
Temperatura do ambiente:

Horario Temperatura da agua
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