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RESUMO

OLIVEIRA, Andrey. ALGORITMOS EVOLUTIVOS APLICADOS AO PROBLEMA DA
ARVORE DE STEINER EUCLIDIANO. 72 f. Disserta¢io — Mestrado — Programa de PGs-
graduacdo em Informatica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Cornélio Procopio,
2019.

Este trabalho apresenta a aplicac@o de algoritmos evolutivos hibridos para o problema da drvore
de Steiner euclidiano. Esse é um problema de otimizacao cujo objetivo € obter uma arvore de
comprimento minimo para interconectar um conjunto de pontos fixos. Para que esse objetivo
seja alcangado € permitido adicionar novos pontos, denominados pontos Steiner. Com a fina-
lidade de obter solucdes de boa qualidade em tempo computacional vidvel, duas heuristicas
sdo utilizadas, uma utiliza o algoritmo evolucao diferencial em que sdo testadas estratégias de
mutacdo e a outra faz uso de um algoritmo genético, em que se investiga os efeitos de opera-
dores de cruzamento e mutacdo relativamente gulosos, sobreposicao de geracdes e estratégias
evolutivas. Os experimentos sao realizados com os problemas da biblioteca OR-Library e apre-
sentam resultados proximos aos melhores métodos presentes na literatura.

Palavras-chave: Algoritmos evolutivos, Arvore minima de Steiner, Evolucao diferencial, Al-
goritmo genético



ABSTRACT

OLIVEIRA, Andrey. EVOLUTIONARY ALGORITHMS APPLIED TO THE EUCLIDEAN
STEINER TREE PROBLEM. 72 {. Dissertacao — Mestrado — Programa de P6s-graduacdao em
Informaética, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2019.

This work presents the application of hybrid evolutionary algorithms to the Euclidean Steiner
tree problem. This is an optimization problem whose objective is to obtain a minimum length
tree to interconnect a set of fixed points. To achieve this goal it is allowed to add new points,
called Steiner points. In order to obtain good quality solutions in viable computational time, two
heuristics are used, one uses the differential evolution algorithm in which mutation strategies
are tested and the other makes use of a genetic algorithm, which investigates the effects of re-
latively greedy crossover and mutation operators, overlapping of generations, and evolutionary
strategies. The experiments are performed with the problems of the OR-Library and present
results close to the best methods present in the literature.

Keywords: Evolutionary algorithms, Steiner minimal tree, Differential evolution, Genetic al-
gorithm
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1 INTRODUCAO

1.I MOTIVACAO

Suponhamos que se queira interligar um determinado nimero de cidades por meio de
rodovias, e para diminuir os gastos com matéria-prima, o comprimento total da rede deve ser o
menor possivel; esse € um exemplo do problema da drvore de Steiner (ou STP, do inglés Stei-
ner tree problem); um problema de otimizacdo combinatdria presente em diversas aplicacoes
(DU; HU, 2008), como modelagem de estruturas biolégicas (MONDAINI; OLIVEIRA, 2005),
projetos de circuitos integrados VLSI (AREIBI et al., 2001), robdtica (KRUPKE et al., 2015),
constru¢do e manutencdo de sistemas, como os de distribuicdo de energia (HWANG et al.,

1992), transporte, esgoto (HSIE et al., 2019), comunicacao (MIGUEZ et al., 2002), etc.

Ao abordar o STP no espago euclidiano, o problema passa a ser denominado problema
da drvore de Steiner Euclidiano (ou ESTP, do inglés Euclidean Steiner tree problem). O obje-
tivo do ESTP € conectar um conjunto de pontos no plano euclidiano, sendo permitida a adi¢ao
de pontos extras denominados pontos Steiner, com a finalidade de se obter uma rede com o
menor comprimento possivel. O ESTP € um problema facil de entender, porém dificil de resol-
ver, pois a medida que a quantidade de pontos aumenta, a dimensao de possiveis solugdes que
devem ser verificadas cresce de forma exponencial (GILBERT; POLLAK, 1968), e como ndo
se conhece uma solucdo 6tima que pode ser encontrada por meio de um algoritmo de tempo po-
linomial para resolvé-lo, o ESTP discreto pertence a classe de problemas NP-Dificil (GAREY
etal., 1977).

Devido a sua importancia para a resolu¢do de diversos problemas do mundo real, varios
estudos propdem formas de resolver o ESTP por meio de algoritmos, entretanto, a maioria apre-
senta um alto consumo computacional a medida que a quantidade de pontos fixos aumenta, logo,
a utilizacdo de alternativas que computem boas solugdes em tempo computacional aceitavel se

faz necessaria.
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1.2 OBJETIVO

Com o objetivo de obter solu¢des aproximadas de boa qualidade em tempo computaci-
onal vidvel para o ESTP no R? (espago bidimensional), este trabalho apresenta duas heuristicas
hibridas baseadas em algoritmos evolutivos (ou EA, do inglés evolutionary algorithm), ou seja,
métodos estocésticos que procuram a melhor solu¢do para um problema dentre um grande
nimero de solugdes possiveis, e utilizam técnicas inspiradas na biologia populacional, genética
e evolucdo (LUKE, 2013). A primeira heuristica possui como base o algoritmo evolucdo dife-
rencial (DE, do inglés differential evolution) (STORN; PRICE, 1997), e a segunda € baseada
em um algoritmo genético (GA, do inglés genetic algorithm) (GOLDBERG, 1989). Espera-se
que com a utilizacdo de EAs hibridos, em vez de um EAs puros, seja alcangcada uma melhora

na velocidade de convergéncia do algoritmo e a obten¢ao de solu¢cdes com maior qualidade.

Nesse trabalho, o DE € utilizado para investigar estratégias de mutacao. Essa heuristica
utiliza a triangulac@o de Delaunay para auxiliar na insercao de pontos Steiner em boas posicoes.
A partir dos pontos, uma arvore geradora € construida, sua topologia € ajustada para se transfor-
mar em uma arvore de Steiner (ou ST, do inglés Steiner tree), e ao final, os pontos Steiner sao
posicionados em suas coordenadas 6timas. Ao utilizar uma estrutura geométrica para inicializar

a populagdo inicial, € esperado que o algoritmo melhore sua velocidade de convergéncia.

O GA permite investigar o efeito da sobreposi¢do de geracdes, o comportamento de
operadores de cruzamento e mutagcdo para arvores, € o impacto da aplicacdo de estratégias
evolutivas. O algoritmo utiliza uma populacdo de arvores de geradoras que sdo transformadas
em arvores de Steiner. Os operadores genéticos sdo gulosos, pois tendem a favorecer arestas de
menor custo, o que resulta na criacao de topologias proximas a de arvores geradoras minimas,

que possivelmente podem ser transformadas em arvores de Steiner de boa qualidade.

1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 € apresentado a
histéria do problema; no Capitulo 3 sd@o abordados alguns conceitos de teoria dos grafos; no
Capitulo 4 € apresentado um problema relacionado, denominado problema da drvore gera-
dora minima; no Capitulo 5 sdo mostrados a definicdo e principios que definem o ESTP; no
Capitulo 6 os principais algoritmos criados para o ESTP sdo apresentados e discutidas; no
Capitulo 7 é apresentado os fundamentos das meta-heuristicas utilizadas; no Capitulo 8 € ex-
plicado o funcionamento das heuristicas desenvolvidas; no Capitulo 9 sdo descritos os testes

computacionais realizados e no Capitulo 10 sdo apresentadas as consideragdes finais.



14

2 A ORIGEM DO PROBLEMA DE STEINER

Para entender a origem do problema de Steiner, inicialmente € necessario compreender
o problema Fermat-Torriceli, que € considerado o caso mais simples do problema, assim como
as principais propriedades originadas do estudo da versdo generalizada do problema de Fermat.
As referéncias apresentadas nesse capitulo sio fundamentadas nos estudos de Hwang et al.
(1992) e Brazil et al. (2013).

2.1 O PROBLEMA FERMAT-TORRICELLI

Pierre de Fermat (1661-1665) descreveu tal problema por volta 1643, em seu trabalho
“Method for Determining Maxima and Minima and Tangents to Curved lines”, em que era apre-
sentado um problema que consistia em encontrar um ponto no plano cuja soma das distancias a
trés pontos dados fosse minima (FERMAT, 1891).

A primeira solu¢@o conhecida para este problema foi proposta pelo fisico e matemético
Evangelista Torricelli (1608-1647) (TORRICELLI, 1919), e é apresentada na Figura 1(a).
Quase um século depois, no ano de 1750, Thomas Simpson (1710-1761) em seu livro “Doctrine
and Application of Fluxions” reapresenta o problema por meio de um exercicio (SIMPSON,

1750), e sua solu¢do € mostrada na Figura 1(b).

Na Figura 1(a), a solucdo de Torricelli consiste em desenhar tridngulos equilateros do
lado de fora do tridngulo inicial formado pelos trés pontos dados (v1,v2,v3), e em seguida de-
senhar circunferéncias ao redor de cada um desses novos triangulos. O ponto de intersec¢ao das
circunferéncias (s1) € a solu¢cdo do problema e é chamado de ponto de Torricelli (TORRICELLI,
1919).

Na Figura 1(b), Simpson propde uma solu¢do que consiste em desenhar triangulos
equildteros do lado de fora do tridngulo inicial (v1,v2,v3), e em seguida desenhar retas a partir
dos vértices exteriores dos tridngulos equildteros até os vértices opostos do tridngulo inicial; a

solugdo € o ponto de interseccao das linhas (s1); o que ficou conhecido como Linhas de Simpson
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Figura 1: Ponto de Torriceli e linhas de Simpson

(SIMPSON, 1750).

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) em seu livro “Excercitationes Geometricae Sex”
de 1647 mostrou que os seguimentos de linhas que ligam os trés pontos iniciais ao ponto de
Torricelli possuem 120° uns com os outros. Quando um dos angulos no tridangulo dado é menor
que 120°, o ponto de Torriceli fica fora do tridngulo dado e nao € mais o ponto de minimizagao.

O ponto de minimizagao neste caso € o vértice do angulo obtuso (CAVALIERI, 1647).

Em 1834 Heinen demonstrou que o comprimento de cada uma das linhas de Simpson

¢ igual a soma das distancias do ponto de Fermat aos trés pontos dados (HEINEN, 1834).

2.2 O PROBLEMA DE FERMAT GENERALIZADO

Em 1811 o matematico francés Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) publicou o pri-
meiro trabalho que trata do problema de Steiner euclidiano, por meio de seu jornal intitulado
“Annales de mathématiques pures et appliquées”. Em seu trabalho Gergonne pergunta como
obter uma rede de comprimento minimo interconectando um conjunto de pontos conhecidos no
plano e discute resolugdes para problemas com 4 a 6 pontos (GERGONNE, 1810). Esse novo
problema proposto por Gergonne € diferente do problema Fermat-Torricelli para multiplos pon-
tos, pois deixa claro que a rede nao fica restrita a adi¢do de um tnico ponto extra. Na Figura 2
vemos as figuras desenhadas por Gergonne, em que os vértices A, B, C, D, E e F sdo os pontos

iniciais, e os vértices M, N, P e Q s@o os pontos Steiner encontrados.

Apo6s Gergonne muitos outros matematicos contribuiram para o problema com diver-
sos trabalhos. Por volta de 1836, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) trocou diversas cartas com

o astronomo Heinrich Cristian Schumacher (1780-1850) discutindo o problema para quatro
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A

Figura 2: Figuras de Gergonne

Fonte: (GERGONNE, 1810)

pontos (BRAZIL et al., 2013). Em 1879, Karl Bopp (1856—-1905) publicou a dissertacao intitu-
lada “On the shortest connection system for four points” em que propde solucoes geométricas
para o problema com quatro pontos (BOPP, 1879). Em 1890, Edward Hoffmann (1858-1923)
escreveu o trabalho intitulado “On the shortest connection system for four points in the plane”
em que propde que a solugdo para um problema com n pontos, serd uma arvore com no maximo
n — 2 vértices Steiner, e prova que para um problema de quatro pontos a melhor solu¢do € uma

arvore com dois pontos Steiner (HOFFMANN, 1890).

Em 1934, os matematicos tchecos Vojtéch Jarnik e Milo§ Kdssler publicaram um tra-
balho que trata do problema para espagos euclidianos n-dimensionais, € ndo somente no espago
plano. Eles concluiram que o dngulo de cada vértice é de pelo menos 27/3 e que cada vértice
Steiner possui grau 3 (JARNIfK; KOSSLER, 1934).

Algum tempo depois, em 1941, Richard Courant e Herbert Robins langcaram o livro
“What is Mathematics?”. A sec¢do 5 do capitulo VII trazia como titulo “Steiner’s Problem” e
a origem do problema era atribuida ao matematico Jakob Steiner (1796-1863) (COURANT;
ROBBINS, 1941). Como o livro ndo era uma publicacdo matematica técnica, esse popularizou-
se, € o problema acabou sendo chamado equivocadamente de “Problema da drvore minima de
Steiner”. Apesar de Steiner ter trabalhado no problema, ndo ha contribui¢des com o tema para

que este fosse batizado com seu nome (BRAZIL et al., 2013).
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3 TEORIA DOS GRAFOS

Uma arvore é um grafo, logo, para que se possa apresentar e discutir formalmente o
problema de Steiner, é necessario possuir uma compreensdo bésica da teoria dos grafos com
foco nas estruturas e propriedades dos grafos e arvores. As principais referéncias desse capitulo
sdo oriundas dos trabalhos de Even (2011), Jungnickel (2013) e Diestel (1997).

3.1 GRAFOS

Um grafo G = (V,E) é uma estrutura formada por um conjunto de vértices (ou nds,
ou pontos) V = {v1,v2,...,} e um conjunto de arestas (ou linhas) E = {el,e2,..., } onde cada
aresta conecta um par de vértices. Salvo indicagdo contraria, V e E sdo assumidos como finitos
e nesse caso, G também € considerado finito. Um grafo também pode ser chamado de rede,
portanto os termos sao intercambidveis (EVEN, 2011; JUNGNICKEL, 2013).

Na Figura 3 temos V = {v1,v2,v3,v4,v5,v6} e E = {el,e2,e3,e4,e5,¢6,e7}. A aresta
el é incidente aos vértices v1 e v2, pois os conecta. Os vértices v1 e v2 sdo os pontos terminais
da aresta el. No caso da aresta e3, os pontos terminais sdo o mesmo (v3), logo essa aresta

€ denominada laco. As linhas e6 e €7 sdo chamadas de paralelas, pois possuem 0s mesmos
vértices terminais (EVEN, 2011; JUNGNICKEL, 2013).

O grau de um vértice € o nimero de vezes que esse € utilizado como ponto terminal.
O grau de um vértice v é denotado por d(v). Um lago utiliza seu ponto terminal duas vezes. Na
Figura 3, d(vl) =1, d(v2) =3, d(v3) = d(v5) = 4, d(v4) = 2. Um vértice com grau zero é
denominado isolado, como é o caso de v6 em que d(v6) = 0 (EVEN, 2011).

Para um grafo G(V,E), em que |E| representa o nimero de arestas e |V| o niimero de
vértices. O nimero de arestas em um grafo € igual a soma do grau de cada vértice dividido por
dois, |E| = =10 (DIESTEL, 1997).

Se a aresta e possui os vértices u € v como pontos terminais, € dito que e conecta u e v,

ou que u e v sdo adjacentes (EVEN, 2011; JUNGNICKEL, 2013).
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Figura 3: Grafo simples

Um caminho € uma sequéncia qualquer de arestas adjacentes que ligam dois vértices.
Um caminho € simples se nenhum vértice aparece nele mais de uma vez. Considerando a
Figura 3, as sequéncias el,e3,e3,e4 e €7,e4,e2 sdo consideradas caminhos. O seguimento
e2,e3,e6 nao é considerado um caminho, visto que, para ser um, uma aresta e sua sucessora (e,

e e,+1) devem possuir um vértice terminal em comum (DIESTEL, 1997).

Um circuito € um caminho que inicia e termina no mesmo vértice. Um circuito €
simples se nenhum vértice, além do vértice de inicio/fim, aparece mais de uma vez, e o vértice
de inicio/fim ndo aparece em nenhum outro lugar no circuito. Na Figura 3, e2,e4,e5 é um

exemplo de circuito (JUNGNICKEL, 2013).

Um grafo G(V,A) é considerado conexo se, para cada par de vértices, existir um ca-
minho que os conecta. Caso contrario o grafo € tido como desconexo (DIESTEL, 1997). Na

Figura 3 o grafo apresentado € desconexo, pois o vértice v6 esta isolado.

Um grafo G'(V',E’) é chamado de subgrafo de um grafo G(V,E)se V' CV e E' CE,
escrito como G’ C G. De maneira menos formal, € dito que G’ estd contido em G (EVEN, 2011;
DIESTEL, 1997). A Figura 4(b) mostra um subgrafo do grafo mostrado na Figura 4(a).

v4

09 V2

05

vl o vl v3

Figura 4: Subgrafo
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O comprimento de uma aresta e é denotado por /(e). Um grafo que possui o com-
primento especificado em cada uma de suas arestas ¢ denominado ponderado (EVEN, 2011).
A Figura 5 apresenta um grafo ponderado, em que cada aresta possui um valor numérico que

representa a distancia entre seus vértices terminais.

vl

v6

20

v4

16

Figura 5: Grafo ponderado

3.2 ARVORES

Seja G(V, E) um grafo ndo direcionado, finito ou ndo. E dito G um circuito-livre se nio
existir nenhum circuito simples em G. G é denominado drvore se este € conexo e é um circuito-
livre. Logo, uma arvore nada mais € do que um grafo conexo sem circuitos (EVEN, 2011).
O Teorema 1 define as condigdes para a existéncia de uma arvore (EVEN, 2011; DIESTEL,
1997).

Teorema 1. As seguintes quatro condicdes sdo equivalentes:

1. G é uma drvore.

2. G estd livre de circuitos, mas se um novo vértice for adicionado a G, um circuito simples

é Formado.

3. G ndo possui lacos, e para cada dois vértices, existe um caminho simples tinico para

conectd-los.

4. G estd conectado, mas se qualquer aresta é eliminada, a conectividade de G é interrom-

pida.

Outra forma comum de definir uma 4rvore finita € mostrada por meio do Teorema 2

(EVEN, 2011).
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Teorema 2. Seja G(V,E), um grafo finito e n = |V|. O seguinte é equivalente:

1. G é uma drvore.
2. G é livre de circuitos e possui n — 1 arestas.

3. G é conexo e possui n — 1 arestas.

Corolario 1. Uma drvore finita, com mais de um vértice tem pelo menos duas folhas.

Figura 6: Arvore

A Figura 6 mostra um grafo conexo sem circuitos, sou seja, uma arvore. Em uma
arvore um vértice que possui grau um € denominado folha (JUNGNICKEL, 2013). Na Figura 6

os vértices v1,v4,v5,v8,v9,v10,v11 sao folhas.

3.3 GRAFOS EUCLIDIANOS

Um grafo euclidiano € um grafo em que os vértices sd@o pontos no plano euclidiano e os
comprimentos das arestas entre vértices sdo as distincias euclidianas entre os pontos. Para cal-
cular tal comprimento, faz-se necessario utilizar a distdncia euclidiana. Se P = (p1,p2,...,Pn)
e Q= 1(q1,92,---,qn), entdo a distancia euclidiana entre P ¢ Q é dada pela Equagdo 1 (DEZA;
DEZA, 2009).

(pi—ai)* (1)

-

d(P,Q) = \/(Pl _QI)2+ (p2 —612)2+...—}—(pn—qn)2 =

i=1

Neste trabalho o problema é abordado em um plano euclidiano bidimensional (R?),

sendo assim, € considerado somente distancias euclidianas onde n = 2, em que cada vértice
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possui um valor x e y atribuido, de forma a representar sua posi¢ao no plano cartesiano. Dessa
forma, a distancia entre dois pontos P = (py, py) € Q = (¢x,qy) € dada pela Equagdo 2 (DEZA;
DEZA, 2009)

d(P,Q) = \/ (Px—qx)* +(py—qy)? )

Seja L uma matriz de comprimentos entre vértices, com /; ; sendo a distancia euclidiana
entre os vértices v;,v; quando estes sdo conexos. O comprimento euclidiano total de T € dado
pela Equacdo 3 (GILBERT; POLLAK, 1968).

Y Wi, 3)

A Figura 7 mostra um grafo com quatro vértices vl = (1,1),v2 = (2,2),v3=(2.5,1.5),
v4 = (3,2) no plano euclidiano. O comprimento das arestas que interligam os vértices é obtido
por meio da distancia euclidiana, e o comprimento total do grafo é dado pela soma do compri-

mento das arestas.

Figura 7: Grafo euclidiano

Na Figura 7, por exemplo, a distancia entre os vértices adjacentes v2 e v3 €

d((2,2),(2.5,1.5)) =/(2—-2.5)2+(2— 1.5)2 = /0.5.
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4 ARVORES GERADORAS

A arvore geradora minima (ou MST, do inglés minimum spanning tree) ¢ um problema
bastante conhecido na drea de grafos e estd profundamente ligado ao problema de Steiner. A
MST € utilizada como limite superior para apurar a eficiéncia dos algoritmos propostos e nesse
trabalho dois algoritmos empregados para computa-la inspiram o comportamento de compo-

nentes presentes nas heuristicas desenvolvidas.

4.1 ARVORE GERADORA MINIMA

Sendo G(V, E) um grafo conexo finito em que cada aresta possui um comprimento co-
nhecido, /(e) > 0. O problema da arvore geradora minima consiste em encontrar um subgrafo
conexo, G'(V'E’) em que a soma dos comprimentos das arestas Y ,cz[(e) é minima (GIL-
BERT; POLLAK, 1968). O grafo resultante acaba por ser sempre uma arvore, visto que G’ é

conexo e para favorecer a minimizac¢ao do comprimento do caminho, ndo possui circuitos.

Um subgrafo de G(V,E) que contém todos os vértices de G, G'(V,E’) e é uma arvore
€ chamado de drvore de expansdo (DIESTEL, 1997), logo, a MST também € conhecido como

drvore de expansdo minima.

De maneira menos formal, o problema da arvore geradora minima consiste em encon-
trar a rede mais curta que interliga um conjunto de pontos fixos em um espaco métrico. A MST
estd profundamente ligado a drvore minima de Steiner, servindo de base para que alguns algo-
ritmos possam encontra-la (CHANG, 1972; THOMPSON, 1973; BEASLEY, 1992; DREYER;
OVERTON, 1998). Uma arvore minima de Steiner sempre possui um comprimento menor que
o de uma MST, logo, a MST serve de limite superior para o problema de Steiner (GILBERT;
POLLAK, 1968). A Figura 8 mostra um exemplo de MST.

Na Figura 8 é mostrado um grafo conexo e ponderado com sete vértices (n = 7) e sua
respectiva MST destacada por meio de linhas continuas. Na MST ndo h4 circuitos, todo par

de vértice estd conectado e existe seis (n — 1) arestas conectando os vértices de forma que a
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v4 v6
Figura 8: Arvore geradora minima

distancia total seja a minima possivel.

O primeiro algoritmo utilizado para resolver este problema foi proposto por Boruvka
(1926). Os algoritmos mais populares foram criados por Kruskal (1956) e Prim (1957), sendo
ambos algoritmos gulosos (ou gananciosos), pois a cada passo fazem uma escolha localmente

6tima, ou seja, escolhem o melhor elemento para o momento (ERCIYES, 2018).

4.2 ALGORITMO DE KRUSKAL

O algoritmo de Kruskal (1956) cria uma solucdo adicionando a aresta de menor com-
primento a cada passo. Inicialmente ele cria uma lista Q com as arestas de um grafo G =
(V,E,w) ordenadas pelo comprimento (custo) em ordem crescente. A partir da aresta de menor
custo, adiciona as demais arestas na solu¢do 7', se nao formarem ciclos com as arestas ja conti-
das em T'. O processo € concluido apds todas as arestas serem processadas (KRUSKAL, 1956),

conforme o Algoritmo 1.

Algoritmo 1: ALGORITMO DE KRUSKAL
Entrada: G(V,E,w)

Saida: MST T de G

T < 0;

p—

[

Q « arestas de E ordenadas em ordem crescente pelo custo;

3 enquanto Q # ( faca // Testa as arestas restantes
4 seleciona uma aresta (u,v) de Q;

5 | se (u,v) ndo faz um ciclo com vértices em T entao

6 ‘ adiciona (u,v) aT

7 fim

8 fim

Fonte: (ERCIYES, 2018)
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4.3 ALGORITMO DE PRIM

O algoritmo de Prim (1957) constréi uma MST para um grafo G(V, E,w) adicionando
novos vértices a uma arvore em formacao, ou seja, ele inicia escolhendo um vértice v qualquer
e a partir desse cria uma arvore 7. A cada iteracao o algoritmo escolhe o vértice mais proximo
de algum vértice de T para ser conectado a 7. O algoritmo termina quando ndo existir mais

vértices para serem adicionados em 7' (PRIM, 1957), e é mostrado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: ALGORITMO DE PRIM
Entrada: G(V,E,w)
Saida: MST T'(V,Er) de G

1 Vr < {s}h;

2 T+ 0

3 enquanto Vy # V faca // visita os vértices restantes
4 selecione a aresta (u,v) com custo minimo talqueu € T ev € G\ T;

5 Vr < VrU{v};

=)

Er < ErU{(u,v)};

7 fim

Fonte: (ERCIYES, 2018)
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5 ARVORES DE STEINER

Nesse capitulo € apresentado o problema da arvore de Steiner (STP), com foco princi-
pal no espaco euclidiano bidimensional (R?), logo, é abordado sua defini¢fio, principais propri-

edades, classes e variagdes do problema de Steiner.

5.1 DEFINICOES

O problema da arvore minima de Steiner (ou SMTP, do inglés Steiner minimal tree

problem) apresenta a seguinte definicao formal:

Encontrar uma rede geométrica 7 = (V,E) (um grafo conexo com um conjunto de
vértices V e um conjunto de arestas £) de modo que N C V é um conjunto de pontos fixos e
S = V\N é um conjunto (possivelmente vazio) de pontos conhecido como pontos Steiner, em
que Y ,crl(e) (soma dos comprimentos das arestas e € E) seja minimizado (BRAZIL et al.,
2013).

Em outras palavras, esse problema consiste em encontrar uma rede para interligar um
conjunto de pontos fixos, em um espago métrico, com a possibilidade de adicionar novos pontos,
de modo a minimizar a distancia. Os vértices fixos sdo chamados de terminais e 0s novos

vértices adicionados sdo conhecidos como pontos Steiner (HWANG et al., 1992).

Uma solucdo para o problema da arvore Steiner é considerada uma arvore 7 (caso
contrario, nao minimizard o comprimento), € pode assumir-se que qualquer ponto Steiner em 7

possui pelo menos trés arestas incidentes.

Neste trabalho, o SMTP € tratado sob um espaco euclidiano bidimensional, logo, o
problema passa a ser chamado problema da drvore de Steiner euclidiano (ESTP). Na Figura 9

sdo apresentados dois exemplos de ESTP.

A Figura 9(a) mostra uma ESTP com trés vértices terminais v1,v2,v3, e um ponto
Steiner s1 localizado no ponto de Torricelli do triangulo formado pelos vértices terminais. A

Figura 9(b) mostra uma ESTP com quatro vértices terminais v1,v2,v3,v4 e dois pontos Steiner
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vl v3

S l 5 2

(b)

Figura 9: Arvore minima de Steiner

s1,s2, conectados de forma a minimizar o comprimento total da rede.

Dados v pontos em um espago métrico, para que se obtenha uma solucao para o ESTP

é necessario determinar:

1. A quantidade de pontos de Steiner que irdo compor a solugao.
2. As coordenadas dos pontos Steiner no espaco métrico.

3. A estrutura combinatdria da solucdo, ou seja, uma representacdo das ligacdes entre os

vértices (terminais e pontos de Steiner) da arvore encontrada.

O ESTP discreto € NP-Dificil (GAREY etal., 1977), portanto, nao se sabe uma solu¢ao

Otima que pode ser encontrada por um algoritmo de tempo polinomial.

5.2 TIPOS DE ARVORES

Arvores minimas de Steiner sdo dificeis de encontrar porque uma arvore com compri-
mento minimo local ndo é necessariamente globalmente minima, nao sendo o minimo absoluto
de todas as possiveis solu¢des (GILBERT; POLLAK, 1968).

A topologia de uma arvore T, € uma descri¢do das caracteristicas topoldgicas de 7,
sendo a especificagdo de quais pares de vértices (terminais e pontos Steiner) estdo conectados.
A topologia apenas especifica as conexdes, nao o posicionamento dos pontos Steiner, portanto,
ndo possui os comprimentos das arestas (HWANG et al., 1992). A Figura 10 mostra duas

arvores topologicamente idénticas.

Na Figura 10 ambas as arvores possuem quatro vértices terminais v1,v2,v3,v4 e dois
pontos Steiner s1,s2. Apesar de possuirem as mesmas conexdes entre vértices, seus compri-

mentos ndo sdo iguais, visto que seus pontos Steiner estdo em posi¢des diferentes.
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Figura 10: Topologias equivalentes

Uma 4rvore que € mais curta do que qualquer outra drvore com a mesma topologia €
chamada de drvore minima relativa para essa topologia (ou RMST, do inglés relatively minimal
Steiner tree). Uma arvore minima relativa ndo pode ter arestas com comprimento zero, ou
seja, ndo deve possuir vértices sobrepostos, o que resulta no fato de algumas topologias nao

possuirem uma RMST.

Se uma ST com n pontos fixos, apresentar uma topologia com s = n — 2 pontos Steiner,
considera-se que ela possui uma topologia cheia. Uma arvore € denominada drvore de Steiner
cheia (FST, do ingl€s full Steiner tree) quando € a RMST para uma determinada topologia cheia
(GILBERT; POLLAK, 1968).

Uma arvore € considerada degenerada se essa é obtida a partir do encolhimento de
uma aresta de outra drvore com topologia diferente (GILBERT; POLLAK, 1968), como pode

ser visto na Figura 11.

vl v2

(b)

Figura 11: Topologia degenerada

Na Figura 11(a) € mostrada uma arvore com quatro vértices terminais v1,v2,v3,v4 e
dois pontos Steiner s1,s2, e na Figura 11(b) é apresentada uma arvore degenerada, criada a
partir do encurtamento do vértice que liga os dois pontos Steiner. O conjunto de degeneracodes

de uma topologia G é denotado por D(G).
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Uma 4rvore minima do Steiner (SMT, do inglés Steiner minimal tree) € uma ST com
menor comprimento, assim como é uma arvore minima relativa (RMST) para sua topologia
(HWANG et al., 1992).

5.3 PROPRIEDADES

Nesta se¢do sdo apresentadas algumas propriedades basicas das STs que podem facili-
tar a busca por solugdes 6timas. As principais referéncias utilizadas encontram-se nos trabalhos
de Gilbert e Pollak (1968) e Hwang et al. (1992).

Se duas arestas se encontrarem em um ponto v formando um angulo inferior a 120°,
entdo pode se encurtar a arvore por meio da inser¢ao de um ponto Steiner no ponto de Torricelli
do tridangulo formado pelos vértices terminais. Portanto, uma condi¢cdo necessdria para uma
ST, € que duas arestas que se encontram ndo pode formar um angulo menor que 120°. Essa
propriedade € conhecida como condi¢do de dngulo. Tal condi¢ao implica no fato de que nenhum
vértice de uma ST pode ter mais do que trés arestas. Outra implicacdo, é que nao hd linhas se
cruzando em uma ST, visto que isso gera dois angulos menores ou iguais a 90° (GILBERT;
POLLAK, 1968). Tais propriedades sdo declaradas no Teorema 3.

Teorema 3.  [. Em uma ST duas arestas sempre se encontram formando um dngulo maior

ou igual a 120°.
2. Uma ST ndo possui arestas se cruzando.

3. Cada ponto Steiner de uma ST possui grau trés.

Por conta da condi¢@o de angulo nenhum vértice em uma ST pode possuir mais de trés
arestas, logo, cada ponto Steiner possui exatamente trés arestas formando trés angulos de 120°
(GILBERT; POLLAK, 1968; HWANG et al., 1992), como pode ser visto na Figura 12.

v2

Figura 12: Condicao de angulo
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Na Figura 12 é mostrado uma MST com trés vértices terminais v1,v2,v3 e um ponto

Steiner s1, assim como os angulos de 120° formados pelas arestas incidentes em s1.

Outra propriedade foi observada por Courant € Robbins (1941):

Teorema 4. Uma ST com n vértices terminais contém no mdximo n — 2 pontos Steiner.

Demonstragdo. Suponha que uma ST tenha s pontos Steiner. Entdo possui n+ s — 1 arestas.
Uma vez que cada ponto Steiner tem trés arestas e cada terminal possui pelo menos uma, o
nimero de arestas deve ser pelo menos (3s+n)/2; A divisdo em 2 ¢ aplicada, pois cada aresta

é contada com dois vértices. Segue que n+s—1> (3s+n)/2oun—2 > k. O

No plano euclidiano, uma forma € chamada de convexa se todos os pares de vértices
conectados por uma aresta estdo posicionados dentro da mesma. Dado um conjunto de pon-
tos fixos no espaco euclidiano, um casco convexo € a forma convexa minima que contém tais
pontos. Em uma ST todos os pontos Steiner estdo dentro de um casco convexo (GILBERT;
POLLAK, 1968).

Uma ST com n vértices terminais e com s = n — 2 pontos Steiner € chamada de drvore
de Steiner cheia (FST), visto que ndo ha possibilidade de adicionar mais pontos Steiner. Uma
FST possui pontos terminais com grauume n+s—1=n+n—2—1=2n—3 arestas (HWANG
et al., 1992).

Se uma topologia atender os requisitos de grau de uma ST, ela é considerada uma
topologia Steiner, logo, pode gerar uma SMT. Considera-se que toda topologia de Steiner G
pode ser obtida a partir de uma topologia de Steiner cheia (ndo necessariamente unica) F'. Sendo
D(F) o conjunto de todas as topologias degeneradas de F, G € D(F). Ao minimizar uma
topologia de Steiner cheia F, a drvore obtida serd a menor dentre as arvores em D(F). Esta

propriedade foi observada por Hwang e Weng (1992) e pode ser vista no Teorema 5.

Teorema 5. Sendo F uma topologia de Steiner cheia, uma ST G cuja topologia estd em D(F)

é a unica drvore minima entre as drvores cujas topologias estdo em D(F).

Demonstragdo. Seja G uma arvore cuja topologia T € D(F ), define-se fj; = 1 se [v;,v;] ¢ uma

arestaem G e f;; = 0 caso contrério. Entdo o tamanho de T é: |T| =Y., fij|vi —vj|.

Considera-se |T| como uma fun¢fo das posi¢des dos pontos Steiner. Uma vez que
|vi —v;| € uma norma, |T| ¢ estritamente convexo, exceto quando todas as arestas preservam
suas dire¢des em uma perturbagdo, entdo a convexidade ndo é necessariamente rigorosa. No

entanto, mesmo quando as trés arestas que incidem sobre um ponto de Steiner sdo paralelas,
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movendo o ponto Steiner para o lado onde duas arestas incidentes se encontram, embora pre-
servando as direcdes de todas as trés arestas, diminui-se o comprimento total. Por isso, a conve-
xidade rigorosa € garantida. Uma vez que uma ST é um minimo local, a convexidade rigorosa
garante que é também o tinico minimo entre as arvores com topologias em D(F'). Logo, pode-se

concluir que essa ST ¢ a tinica com topologia pertencente a D(T'). O

Por meio da quebra de algumas arestas, uma topologia de Steiner G pode ser divi-
dida em subtopologias de Steiner cheias denominadas componentes cheios de G (GILBERT,;

POLLAK, 1968). Essa forma de decomposi¢ao pode ser vista na Figura 13.

v4

Figura 13: Decomposicio de uma arvore

A Figura 13 mostra uma arvore com sete vértices terminais e trés pontos Steiner sendo
dividida em quatro componentes cheios por meio da quebra das arestas que se conectam aos
vértices v3 e v7. O fato de uma topologia poder ser decomposta em subtopologias leva aos

seguintes coroldrios:
Corolario 2. Existe no mdximo uma ST para uma dada topologia Steiner.

Corolario 3. Existe, no mdximo, uma drvore relativamente minima para uma dada topologia.

5.4 RAZAO DE STEINER

Dado um conjunto de pontos no espaco euclidiano V, uma arvore geradora minima
(MST) € a menor arvore que interconecta V utilizando somente arestas, enquanto uma arvore
minima de Steiner (SMT) € a menor arvore que interconecta V por meio de arestas € novos
pontos que podem ser inseridos (denominados pontos Steiner), logo, uma SMT pode possuir
um comprimento total menor ou no minimo igual ao de uma MST, como pode ser visto na

Figura 14.
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Figura 14: MST e SMT de um tridngulo equilatero

A Figura 14(a) mostra a MST para um conjunto de vértices v1,v2,v3 com um com-
primento total igual a 4, enquanto a Figura 14(b) mostra uma SMT para o mesmo conjunto
de pontos com comprimento total igual a 3.45, logo, nesse caso a SMT se apresentou 13,75%
menor que a MST. Sendo |E| o comprimento total das arestas que interconectam o conjunto de

vértices E, entdo para um conjunto N de pontos, é reconhecido que |[SMT (N)| < |MST(N)].

A razao de Steiner (SR, do inglés Steiner ratio) é a maior propor¢ao de comprimento
entre uma SMT e uma MST ja encontrada para todos os problemas possiveis, sendo essa r =
% = \/7§ O valor da SR foi conjecturado por Gilbert e Pollak (1968), e mostra que |MST |
nunca excede |SMT | em mais de @ —1~15,5%.

5.5 VARIANTES DO PROBLEMA DE STEINER

No mundo real, novas regras, restri¢cdes, espagos métricos € dimensdes podem ser

incorporados ao problema de Steiner, gerando assim diversas variantes.

O projeto de circuitos eletronicos VLSI pode requerer a utiliza¢do de um espago métrico
diferente do euclidiano, denominado “geometria do téxi”, que utiliza a distdncia de Manhattan
(também chamada de L), ao invés da distancia euclidiana, para calcular o comprimento da
arvore. Esse caso origina o problema de drvore de Steiner retilineo (RSTP, do inglés rectili-
near Steiner tree problem), em que todos os pontos de Steiner estdo dispostos numa estrutura
denominada grade subjacente (também chamada de grade planar ou grade de Hanan), que é
o conjunto de pontos criados pelas interse¢des de linhas horizontais e verticais que ligam os

pontos terminais (HANAN, 1966).

Um projeto de engenharia que ja possui um conjunto de pontos e conexdes ji estabele-
cidos e precisam de otimizag¢do estrutural, € um cenario compativel com o problema de Steiner

em redes (NSTP, do inglés network Steiner tree problem), também conhecido como problema de
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Steiner em grafos (STPG, do inglés Steiner tree problem in graphs). Dado um grafo G(V,E) co-
nectado, ndo dirigido, com comprimentos de vértices ndo negativos, e um subconjunto W C V,
o STPG visa encontrar um subgrafo conectado G'(V',E’) de G, de modo que W C V' e que
[(G") (comprimento de G’) seja minimo (KOCH; MARTIN, 1998).

Ao se pensar em melhorar uma rede wireless ou um circuito VLSI, muitas vezes é
necessario minimizar o comprimento das maiores arestas de uma arvore de Steiner, e esse € um
exemplo do problema da drvore de Steiner com gargalo (BSTP, do inglés bottleneck Steiner
tree problem), também conhecido como min-max Steiner tree problem (WANG; DU, 2002).
O BSTP pode ser considerado um problema duplo, pois € possivel abordar um problema cuja
restri¢do € colocada no nimero de pontos Steiner e 0 objetivo no comprimento da maior aresta,
assim como outro problema cuja restri¢do € colocada no comprimento da aresta mais longa e o

objetivo sobre a quantidade de pontos Steiner (DU; HU, 2008).

Esses problemas podem ser trabalhados em dimensdes maiores que dois, 0 que re-
sulta em uma complexidade computacional maior e no surgimento de propriedades proprias
da dimensdo abordada, o que também leva a criacdo de métodos de resolugao diferentes dos

utilizados para o mesmo problema no R?.
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6 METODOS DE RESOLUCAO

Diversos estudos presentes na literatura de teoria de grafos mostram algoritmos de
aproximacao, exatos e heuristicos para o ESTP. Esse capitulo apresenta alguns desses algorit-
mos, com maior foco nas pesquisas de Thompson (1973), Smith (1992) e Smith et al. (1981),
visto que as contribui¢des disponibilizadas por esses estudos sdo utilizadas nas heuristicas pro-

postas neste trabalho.

Segundo Hwang et al. (1992), o primeiro algoritmo exato para resolver o ESTP em
R? foi proposto por Melzak (1961), porém, o primeiro cédigo computacional conhecido foi
desenvolvido por Cockayne e Schiller (1972). Esses algoritmos ndao possuem bom desempenho

e se destinam a resolucao de instancias pequenas.

Em 1997 foi apresentado o algoritmo exato “Geosteiner” (WINTER; ZACHARIA-
SEN, 1997), que pode resolver instancias com mais de mil pontos e € considerado o estado-da-
arte para o ESTP em R”. Para o ESTP em RY com d > 2, o estado-da-arte é o algoritmo exato
“Smith+” (FAMPA; ANSTREICHER, 2008). Quanto aos algoritmos ndo-deterministicos, La-
arhoven e Ohlmannn (2010) apresentam bons resultados em tempo computacional vidvel, e

Yang (2006) mostra solugdes de melhor qualidade, mas com tempo computacional elevado.

6.1 ALGORITMOS EXATOS

Melzak (1961) propds o primeiro algoritmo exato para resolver o ESTP. Dado um con-
junto de vértices terminais V, o algoritmo gera todas as FSTs para cada subconjunto v/ C V.
Em seguida o algoritmo seleciona a FST de menor custo para cada um desses subconjuntos e
concatena as FSTs resultantes de todas as maneiras possiveis até encontrar a SMT. Vinte e cinco
anos depois Hwang (1986) apresentou um algoritmo para a construcao de Melzak (1961) que
possuia melhor desempenho. O fato de ter que gerar um grande nimero de topologias, € pos-
suir um engenhoso método para minimiza-las, faz com que esses algoritmos sejam funcionais

somente para instancias pequenas do ESTP.
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Smith (1992) desenvolveu o primeiro algoritmo exato para resolver o ESTP em R com
dimensdo maior que 2. O algoritmo utiliza um método “branch-and-bound” para enumerar
todas as possiveis topologias de FSTs e as armazena em uma estrutura denominada ‘“‘vetor-
topologia”. Para que uma SMT seja obtida a partir de um vetor-topologia, os pontos Steiner
devem estar em posicdes Otimas, € para esse fim € utilizado um método iterativo, similar ao
método Gauss-Seidel, em que a cada passo, as coordenadas dos pontos Steiner tendem a posi¢ao
6tima. O algoritmo trata as arestas como um conjunto de molas ideais, e a cada iteracdo resolve
um sistema de equagdes lineares, com a finalidade de minimizar a energia potencial do sistema

de molas.

Sendo 7" uma topologia de Steiner com p pontos fixos, o método utilizado por Smith
para reposicionar os pontos Steiner consiste em resolver em cada iteracio i o seguinte sistema

de p — 2 equacdes lineares:

Y(Hl)
J
(1) Lj|(jk)eA Xi—Xi|
X! =5 ol p1<k<2p—2 )

Na Equacio 4, o conjunto de pontos Steiner € representado por S, € o n-vetor ?k
representa as coordenadas do k-ésimo ponto, podendo ser um ponto fixo se 1 < k < p, ou um
ponto Steiner se p+ 1 < k < 2p —2. Essa equagdo deve ser resolvida para todos os pontos
Steiner ?,((iﬂ) em suas n-dimensoes, até que todos os angulos de 7' sejam maiores ou iguais a
120°.

O método proposto por Smith (1992) representa cada aresta da d&rvore como uma mola
ideal, de forma que a Equacdo 4 € utilizada para equilibrar a energia potencial do sistema a
cada iteracdo, logo, para qualquer posicao inicial definida para os pontos Steiner (Yg), esse
método converge para as tUnicas coordenadas 6timas dos pontos Steiner, de forma a minimizar

o comprimento total da arvore.

Fampa e Anstreicher (2008) propuseram aprimoramentos no algoritmo de Smith (1992),
dando origem ao algoritmo “Smith+”. Nesse algoritmo, a fase de enumeragao das FSTs € me-
lhorada por meio da obtengao de melhores candidatas, de forma a eliminar um grande nimero
de topologias invalidas. A posi¢do dos pontos Steiner para uma topologia € determinada por
meio de uma abordagem que utiliza uma formulagdo conica. Os resultados computacionais sao
comparados com os obtidos pelo algoritmo original de Smith (1992), e demonstram um ganho

substancial na qualidade das solugdes e tempo de execucio, sobretudo em R? para 2 < d < 5.
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(WINTER, 1985) desenvolveu o algoritmo exato “Geosteiner”, que em anos depois
foi aperfeicoado por Winter e Zachariasen (1997). O algoritmo enumera algumas FSTs para
um conjunto de pontos terminais, e em seguida concatena as subdrvores de forma a obter uma
SMT. No processo de enumeragao, € utilizado uma abordagem geométrica que evita a criagdao
de FSTs que descumpram os requisitos estruturais necessarios para formar uma SMT. Warme
(1998) mostrou que o Geosteiner pode resolver problemas com mais de mil pontos de forma
6tima. Desde seu lancamento como software aberto no ano 2000, diversos aprimoramentos

foram implementados, e sdo apresentados no estudo de Juhl et al. (2018).

6.2 ALGORITMOS EMBASADOS EM ARVORES GERADORAS

Alguns algoritmos utilizam a MST como base para o desenvolvimento da SMT. Um
dos primeiros a adotar essa abordagem foi Thompson (1973), que propds um método que con-
siste em inserir pontos Steiner de forma sequencial em uma MST, até obter uma topologia de
FST, que entdo tem seus pontos Steiner reposicionados para posi¢des Otimas, resultando em
uma RMST. Dreyer e Overton (1998) desenvolveram uma heuristica baseada no método de
Thompson (1973) que utiliza busca local para reposicionar os pontos Steiner apds 0 processo

de inser¢ao dos mesmos.

Para inserir um ponto Steiner em uma MST, o algoritmo de Thompson (1973) busca
por um ponto fixo v1 conectado a dois outros pontos (fixos ou Steiner) v2 e v3, e se o angulo
formado em v1 pela intersec¢do das arestas for menor que 120°, um ponto Steiner € inserido no
ponto de Torricelli do triangulo formado por v1,v2,v3; em seguida vl € desconectado de v2 e

v3 para serem conectados ao ponto Steiner.

O processo de inserir pontos Steiner em uma MST de forma a conectar conjuntos de
trés vértices e em seguida remover as arestas que formam ciclos € denominado steinerizagcoes

locais (HWANG et al., 1992) e é mostrado na Figura 15.

v3 v3
3

vd
(a) (b)

Figura 15: Processo de steinerizacgoes locais

Na Figura 15(a) é mostrada uma arvore geradora. Por meio do vértice v2, que incide
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em vl e v3 € adicionado o ponto Steiner s1, que pode ser visto na Figura 15(b). Por meio do
vértice v3 que € incidente em s1 e v4, € inserido o ponto Steiner s2, dando origem a uma arvore

de Steiner, que é mostrada na Figura 15(c).

Aplicar steinerizagdes locais e reposicionar os pontos Steiner para suas posi¢des 6timas
¢ uma forma rdpida de se conseguir uma arvore de Steiner, entretanto, nem sempre € possivel
obter o minimo global para todas as instancias do problema, pois nem todas as MSTs geram uma
ST que € a melhor dentre as possiveis solu¢des. Laarhoven e Ohlmannn (2010) mostram que
para algumas instancias esse método € falho, pois algumas MSTs podem acabar transformadas

em RMSTs ao invés de SMTs, como pode ser visto na Figura 16.

12 A

10 1

Figura 16: RMST gerada por steinerizacoes locais em uma MST

A Figura 16(a) mostra a MST de um problema com nove pontos, que apds passar
por steinerizacdes locais se transformou na ST mostrada na Figura 16(b). Apesar de ser uma
boa soluc¢do, essa ST nao € a melhor solucdo global para essa instancia do ESTP. A solugdo
considerada a SMT apresenta um ponto Steiner conectando v3, v4 e v5, de forma a unir as
trés subarvores formadas pelos tridngulos menores e seus pontos Steiner, garantindo assim um

comprimento total minimo.

Beasley (1992) também utilizou um método de insercdo de pontos Steiner em uma
MST para encontrar solugdes para o RSTP e ESTP. Essencialmente, essa heuristica utiliza o
método de Hwang (1986) para gerar uma FST para cada subgrafo conectado por quatro vértices
na MST. Oliveira et al. (2014) propdem uma variante desse algoritmo que codifica as solucdes
por meio de uma estrutura denominada “né-profundidade-grau”, de forma a garantir um tempo

computacional menor que o apresentado pelo algoritmo original.
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6.3 ALGORITMOS EMBASADOS NA TRIANGULACAO DE DELAUNAY

Alguns estudos utilizam-se de estruturas geométricas para subdividir o espaco euclidi-
ano, e assim inserir pontos Steiner em posicoes melhores, de forma a obter solucdes iniciais de

melhor qualidade para o ESTP.

Dado um conjunto de vértices v1,v2,v3,..., o diagrama de Voronoi divide o espaco
em regioes para cada vértice, sendo a regido de cada vértice v definida por todos os pontos
mais proximos de v do que para qualquer outro vértice. A triangulagdo de Delaunay € a unica
triangulacdo dos vértices dados em que a circunferéncia de qualquer tridngulo ndo contém ne-

nhum vértice em seu interior (FORTUNE, 1997). Essas duas estruturas sdo mostradas na Fi-

gura 17.
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Figura 17: Diagrama de Voronoi e triangulacio de Delaunay

A Figura 17 mostra o diagrama de Voronoi (linhas tracejadas), e a triangulagdo de De-
launay (linhas continuas), para um conjunto de oito pontos no plano. Por meio dessa ilustragao
€ possivel observar que existe uma relagao de dualidade e correspondéncia de um para um entre
as duas estruturas (FORTUNE, 1997). Outra relagdo € encontrada entre a triangulacdo de De-
launay e a MST, pois uma MST € um subgrafo da triangulacdo de Delaunay, ou seja, as arestas
que forma a MST para um conjunto de pontos estdo contidas na triangulagao de Delaunay desse
conjunto (SHAMOS; HOEY, 1975). Como os tridangulos formados por essa triangulacdo ten-
dem a ser equiléteros, seus pontos de Torricelli sdo considerados um bom lugar para posicionar

pontos Steiner.

O estudo de Smith et al. (1981) propde uma abordagem de decomposi¢do por meio
da triangulacdo de Delaunay e do diagrama de Voronoi. Na primeira etapa do algoritmo (de-
nominada fase de reducgdo), o conjunto de pontos fixos é particionado em tridngulos por meio
da triangulacdo de Delaunay, e as solu¢gdes 6timas locais sdo encontradas se existirem. A se-

gunda etapa do algoritmo (denominada fase de expansao) utiliza as propriedades do diagrama
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de Voronoi e da MST do conjunto de pontos, e tem como objetivo criar uma ST por meio da

concatenacdo dos subgrafos de cada triangulo.

Beasley e Goffnet (1994) utilizam um algoritmo baseado em “simulated anealing”
que possui trés fases: na primeira, denominada “expansdo”, sdo inseridos pontos Steiner em
triangulos criados por meio da triangulacdo de Delaunay; na segunda, intitulada “reducdo” é
utilizada uma MST para remover pontos Steiner redundantes, e entdo, na fase de “re-expansao”

sdo adicionados novos pontos Steiner caso seja necessario.

Para 0 ESTP em R¢ para 2 < d < 5, Laarhoven e Ohlmannn (2010) propdem um
algoritmo que utiliza a triangulacdo de Delaunay para gerar pontos Steiner candidatos para
insercdo, em seguida identifica os pontos Steiner que devem ser removidos por meio de uma
MST, e entdo emprega programagao conica de segunda ordem para otimizar a posicao dos

pontos Steiner remanescentes.
6.4 META-HEURISTICAS

Lundy (1985) propde um algoritmo baseado no método de busca estocdstico “Simu-
lated Annealing”. O algoritmo utiliza uma topologia de FST como solu¢do inicial, e a cada
geragdo, cria uma solug@o por meio de perturbacdes na topologia da melhor solugdo. Essas
perturbacdes consistem na troca de arestas entre vértices, seguido de reposicionamento dos
pontos Steiner de forma sequencial. Se a FST gerada possuir comprimento menor que o da

melhor solugdo, essa FST passa a ser a melhor solugao.

Forte et al. (2015) utilizam a meta-heuristica “Iterated local search” para o ESTP
em n dimensdes. Essa abordagem emprega a estrutura vetor-topologia de Smith (1992) para
armazenar uma FST, que inicialmente pode se gerada de forma gananciosa ou por meio de
steinerzacdes locais em uma MST. Apoés a inicializacdo, € aplicado uma busca local sobre a
solucdo inicial. De forma iterativa, a solucdo resultante tem sua estrutura alterada e em seguida
passa por uma busca local. Se a solu¢do gerada passar pelos critérios de aceitacao, uma nova
iteracao ocorre. Como critérios de aceitacdo sdo propostos trés procedimentos, que sdo: acei-
tar a melhor solugdo, aceitar uma solug@o que esteja entre as melhores e aceitar uma solugdo

probabilisticamente.

Barreiros (2003) apresenta um algoritmo genético hibrido de duas fases. Na primeira
fase decide como particionar um conjunto de vértices e na segunda encontra a SMT de cada
particdo. As solucdes sao codificadas por um vetor com as coordenadas dos pontos Steiner.

Para definir uma topologia, € estabelecido que os pontos Steiner sdo conectados uns aos outros
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com base na ordem do vetor, e 0s pontos fixos sdo conectados ao ponto Steiner mais proximo.
Quanto aos operadores genéticos, o cruzamento se dd pela recombinacao simples em um ponto,

e a mutacdo se baseia em perturbacdes na posi¢ao ou na ordem dos pontos Steiner no vetor.

O algoritmo genético de Jesus et al. (2004) codifica cada solu¢io por meio de um vetor
com as coordenadas e os pontos adjacentes de cada ponto Steiner. Um operador de cruzamento
uniforme e o operador de mutacao tem a funcdo de reposicionar pontos Steiner. Existe também
um operador geométrico responsavel por remover pontos Steiner muito proximos de outros
pontos. Ao final os pontos Steiner com grau menor que trés sdo removidos e os remanescentes
sdo reposicionados por meio de um método iterativo até estarem no ponto de Torricelli do

triangulo formado por seus vértices adjacentes.

Yang (2006) apresenta um algoritmo genético hibrido, em que cada solu¢do arma-
zena a posicdo de uma quantidade varidvel de pontos Steiner. Para efetuar a recombinagdo de
solugcdes € utilizado um cruzamento aritmético, e para a mutacdo € empregado um operador
que altera a posi¢cdo de alguns pontos Steiner selecionados. A populacdo inicial € criada por
meio de steineriza¢des locais sobre uma MST para os pontos dados. Esse algoritmo possui
mais dois operadores: um € responsavel por remover pontos Steiner de grau um, visto que esses
nao ajudam na minimizag¢do do comprimento da arvore; e o outro move cada ponto Steiner s1

conectado a trés pontos v1,v2,v3 para o ponto de Torricelli do triangulo formado por v1,v2,v3.

O estudo de Bereta (2018) emprega um algoritmo memético, que codifica a solugdo
por meio de um vetor que armazena as coordenadas dos pontos Steiner, e um bit que informa se
o gene (ponto Steiner) esta ativo ou nao. Dois procedimentos de busca local sao responsaveis
pela correcdo da topologia, e pelo ajuste da posi¢do dos pontos Steiner para locais 6timos. As
solu¢des modificadas sdo aceitas com probabilidade variada, de forma que se o valor for zero,

ocorre o efeito Baldwin e se for um, entao a evolucdo € do tipo lamarckiana.
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7 COMPUTACAO EVOLUTIVA

Nesse capitulo € abordado um conjunto de técnicas inspiradas pela biologia populacio-
nal, genética e evolugdo, que sao coletivamente conhecidas como computagao evolutiva (LUKE,
2013). Uma dessas técnicas é o “algoritmo evolutivo” (EA, do inglés evolutive algorithm), no
qual estdo incluidos o “algoritmo genético” e a “evolucao diferencial”, ambos utilizados no

desenvolvimento das heuristicas propostas neste trabalho.
7.1 ALGORITMOS EVOLUTIVOS

Algoritmos evolutivos (EAs) sdo técnicas de otimizagdo que simulam o processo de
evolugdo natural. Por serem inspirados pela biologia, essas técnicas usam termos da genética e
da evolugdo. Diversos EAs foram desenvolvidos desde a década de 70, sendo os mais comuns
o algoritmo genético (GA) e as estratégias de evolucdo (ES, do inglés evolution strategies)
(LUKE, 2013).

Essas técnicas sdo métodos baseados em populacdo, pois mentem um conjunto de
solucdes candidatas ao longo da execugdo do algoritmo. Essas solucdes candidatas sdo cha-
madas de individuos, cromossomos ou vetor de parametros; e cada uma possui um valor de
aptidao (ou fitness) associado, que define sua qualidade como solucdo. Os individuos promis-
sores sdo escolhidos para reprodugdo, originando uma nova geracdo. No decorrer das iteragdes
(geracdes), os melhores individuos tendem a dominar a populagdo, de forma a melhorar a qua-

lidade da populacao.
Para melhor compreensao, sdo apresentados alguns dos principais termos originados
da biologia que sao utilizados por essa classe de algoritmos (LUKE, 2013):
e Individuo, cromossomo ou vetor de pardmetros: uma solucao candidata.
e Gene: um componente em uma posi¢ao do cromossomo.

e Aptiddo: qualidade de um individuo.
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e Populacdo: um conjunto de individuos.

e Selecdo: selecionar individuos com base em sua aptidao.

e Mutacdo: alteragdes aleatérias em alguns genes de um individuo.

e Recombinagdo ou cruzamento: criagdo de novos individuos com base em troca de mate-

rial genético de dois individuos.

e Gendotipo ou genoma: estrutura de dados de um individuo.

e Fenotipo: forma do individuo durante avaliacdo de aptidao.

A maioria dos EAs pode ser dividida em algoritmos geracionais, que atualizam todos

os individuos de uma vez por iteracdo, e algoritmos de estado estaciondrio, que atualizam

somente algumas solucdes candidatas por geracdo (LUKE, 2013). Um EA geracional bésico

comeca construindo uma populacio inicial, em seguida avalia a aptidao de todos os individuos

da populagdo, e com base na aptiddo cria uma populacdo. Em seguida € utilizado um operador

para unir a geracao de pais e de filhos para formar uma populagdo que serd utilizada na proxima

geracdo. Esse ciclo continua até que algum critério de parada seja atingido. O Algoritmo 3

apresenta esse EA.

Algoritmo 3: ALGORITMO EVOLUTIVO GERACIONAL ABSTRATO

1 P < constréi populagio inicial;
2 Melhor + 0;

3 repita

4

5

6

7

8

9

10

AvaliaFitness(P);
para cada individuo P; € P faca
se Melhor = 0 ou Aptiddo(P;) > Aptiddo(Melhor) entao
Melhor < P
fim
fim
P <+ Une(P, Descendentes(P));

11 até Melhor ser a solucdo ideal ou acabar o tempo;

12 retorna Melhor;

Fonte: (LUKE, 2013)
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7.2 EVOLUCAO DIFERENCIAL

Evolucao Diferencial (DE) é um EA proposto por Storn e Price (1997), inicialmente
pararesolver o problema de ajuste polinomial de Chebychev, mas que pode ser utilizado para so-
lucionar problemas de varias naturezas. O DE € mais comumente empregado na otimizacao de
problemas continuos modelados por niimeros reais e como € um método baseado em populagdo,
utiliza-se de operadores de recombinacdo e mutagdo para criar individuos. Embora tenha uma
operacdo simples e seja facil de implementar e controlar, o DE apresenta uma convergéncia

rapida quando comparado a outras heuristicas (STORN; PRICE, 1997).

A populacao inicial de um DE é composta de n individuos, e cada individuo é repre-
sentado por um vetor de parametros X, cujo tamanho d ndo muda durante g geracoes. Caso nao
exista nenhum conhecimento sobre o problema a ser resolvido, os vetores de parametros podem

ser definidos por meio de uma distribuicao de probabilidade uniforme.

Depois que a populacdo € inicializada, cada vetor tem sua aptiddo calculada. Entdo
cada vetor alvo € manipulado por mutacdo e cruzamento gerando um vetor experimental que
o substitui se for mais apto. Para controlar a pesquisa, definimos inicialmente valores para os
parametros F, que controlam a mutacdo, Cr que controla o cruzamento € n que representa a

quantidade de vetores da populacdo.

Para cada vetor alvo X¥, onde i é o indice de vetor na populagdo e g é a geragdo
atual, trés individuos diferentes (XS ,ng , X&) sdo escolhidos aleatoriamente para gerar um vetor

experimental (X8 por meio da Equagio 5.

X8 = X8+ F (XS —X¥) )

Na Equagéo 5 a,b,c sdo inteiros no intervalo [0,n — 1], diferentes um do outro e de i,
portanto um DE deve ter uma populacdo com pelo menos quatro individuos. O parametro F é
um fator real e constante no intervalo [0,2], que controla a ampliagdo da variagdo diferencial
((X; —X&)) (STORN; PRICE, 1997).

ApOs a mutacao, alguns componentes j de cada vetor alvo (Xf“) sdo substituidos por
componentes do vetor experimental (X?) por meio do operador de cruzamento, definido pela
Equacio 6. Nesse operador, um ndmero real no intervalo [0, 1] denotado por Cr representa a

taxa de cruzamento.
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X-gﬂ'l, Se rand() <=Cr
Xg+1 _ i,j 0 (6)

i,j ~
ij, Sendo

Na Equagdo 6, rand() é um nimero real aleatério no intervalo [0, 1], i é o indice do
individuo na populagdo, j € o indice do componente no i-ésimo vetor e g representa a geragao.
Nesse operador, quanto maior o valor de Cr, maior a tendéncia de componentes do vefor alvo

serem adicionados ao vetor experimental.

Ao final, cada vetor experimental tem sua aptidao calculada, e se for melhor que seu
respectivo vetor alvo, ele o substitui na populacdo, de modo que uma evolugao natural na qua-
lidade das solugdes ocorra. O processo pode ser finalizado quando o algoritmo atinge a con-

vergeéncia, € executado por um certo numero de geracdes ou periodo.

7.3  ALGORITMO GENETICO

Algoritmos genéticos (GAs) sdo procedimentos de busca estocdstica inspirados nos
principios darwinianos da sele¢do natural e nas ideias da genética mendeliana. Um GA comeca
com uma populagdo de solugdes candidatas criadas de forma aleatéria quando nio ha conheci-
mento sobre o problema e implementa explorac@o probabilistica e paralela no espaco de busca
usando operadores genéticos de selecdo, cruzamento e mutacio (GOLDBERG, 1989; MIT-
CHELL, 1998).

Em um GA, a populacdo inicial é composta de n individuos, e cada individuo é re-
presentado por um cromossomo X, com d genes. ApOs criada a populacdo inicial, todos os
individuos t€m sua aptidao calculada, e no decorrer das geragdes, individuos sdo selecionados
para reproducdo e mutacao, gerando novos individuos que substituem seus progenitores. Apos
um determinado nimero de iteragdes, os individuos mais aptos tendem a dominar a populagao,
resultando em uma melhora na qualidade das solucdes. O algoritmo encerra ao atingir um

determinado critério de parada (MITCHELL, 1998).

As solugdes que compdem a populacdo de um GA devem ser codificadas genetica-
mente, ou seja, representadas por meio de cromossomos. Geralmente um cromossomo pode ser
representado por uma estrutura de dados do tipo vetor, e seus genes podem ser codificados por
meio de nimeros bindrios, inteiros ou reais. A escolha da codificagao depende de como o pro-
blema € abordado, por exemplo, se o objetivo é armazenar as coordenadas dos pontos Steiner
utiliza-se uma codificagc@o por nimeros reais, ja se a inten¢do € saber quais pontos Steiner fazem

parte de uma arvore (solugdo), uma codificacdo bindria pode ser empregada para representar o
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ponto Steiner (gene) como ativo (1) ou inativo (0).

Para abordar o ESTP por meio de um EA, € necessdrio utilizar representacoes (estru-
turas de dados) proprias para grafos, visto que as formas de codificagdo convencionais ndo sao
adequadas para representar topologias. Essas formas de codificacdo sdo consideradas diretas
quando um grafo € representado por um conjunto de arestas, € os operadores genéticos sao apli-
cados diretamente nessa estrutura; e indiretas quando o grafo (fen6tipo) € construido com base
nos dados de um cromossomo (genotipo), ou seja, os operadores genéticos sao aplicados no
cromossomo e o grafo é gerado por meio de um mapeamento genétipo-fenétipo (ROTHLAUF;
GOLDBERG, 2006).

Sdo exemplos de codificacdo direta para arvores as seguintes representacdoes: matriz
de adjacéncias, lista de adjacéncias, vetor de caracteristicas (PALMER; KERSHENBAUM,
1995), conjunto de arestas (RAIDL; JULSTROM, 2003) e NetKeys (ROTHLAUF; GOLD-
BERG, 2006). J4 para representar indiretamente uma arvore € possivel utilizar as seguintes
representacdes: nimero de Priifer (ZHOU; GEN, 1997), Blob Code (JULSTROM, 2005), N6-
Profundidade (DELBEM et al., 2004) e N6-Profundidade e Grau (DELBEM et al., 2012), entre

outros.

O operador de selecao tem o objetivo de selecionar os individuos aptos para reproducao,
e os métodos mais comuns sao torneio e roleta. Em uma selecio por torneio, sdo escolhidos k
individuos, e dentre esses € selecionado o individuo mais apto para reproducao. A sele¢do por
roleta estabelece uma proporcionalidade entre a hipétese de ser escolhido com o valor de ap-
tidao de cada individuo, ou seja, quanto maior a aptidao de um individuo, maior € possibilidade

de ser selecionado para reproducao.

O operador de cruzamento tem a fun¢do de combinar os genes de dois individuos,
gerando um individuo descendente que herde caracteristicas dos dois progenitores, para entao
os substituir na populagdo. O operador de mutag@o tem como objetivo (re)introduzir informagdo
genética na populacdo. Para fornecer alta localidade, um operador de mutag¢do geralmente deve
fazer uma pequena alteracdo em um individuo pai (GOLDBERG, 1989). Cada codificag¢do
permite diversos operadores de cruzamento e mutagdo, portanto essa escolha varia conforme a

abordagem do problema.

O controle de um GA depende de alguns parametros que devem ser previamente de-
finidos, logo, € estabelecido que a populacdo terd n individuos, a probabilidade de ocorréncia
de cruzamento € representada pela taxa de cruzamento Cruz e a probabilidade de um individuo
ser mutado € dada pela taxa de mutacdo mut. O critério de parada normalmente € definido

como a execucdo por uma determinada quantidade de iteracdes, periodo ou quando o processo
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evolutivo convergir, ou estagnar.

Em um GA de estado estaciondrio, somente alguns individuos sdo atualizados a cada
geracdo, ao contrdrio da estratégia geracional, em que toda a populacdo € atualizada. Essa
abordagem foi popularizada pelo sistema “G Enitor” de Whitley (1988). Quando comparado
com um GA geracional, o GA de estado estaciondrio utiliza menos memdria e processamento
por geragdo, pois hd somente uma populacdo por iteracao e apenas uma pequena parcela da
populagdo € selecionada para reprodu¢do. Como os individuos pais conseguem permanecer na
populacao por um longo tempo, individuos aptos podem tomar conta da populagdo rapidamente,
resultado em uma convergéncia prematura (LUKE, 2013). O Algoritmo 4 mostra um GA de

estado estacionario.

Algoritmo 4: Algoritmo genético de estado estacionério

1 popTam < tamanho da populacio;

2 totGer <— quantidade de geracgdes;

3 P+ {};

4 para popTam vezes faca

5 | novoRndInd < {novo individuo aleatdrio};
6 calculaAptidao(novoRndInd);

7 | P+« PU{novoRndInd};

8 fim

9 Melhor < getMelhorIndividuo(P);

10 repita

11 Pai P < selecionaParaSubstituicao(P);

12 Pai P, < selecionaParaSubstituicao(P);

13 filho C; < cruzamento(P;, P»);

14 C| + mutacao(Cy);

15 calculaAptidao(C);

16 se aptidao(Cy) < aptidao(Melhor) entao
17 ‘ Melhor <+ Cy;

18 fim

19 Individuo P; <+ selecionaParaEliminacao(P);
20 | P+~ PU{Ci};
21 | P+ P—{F;};

22 até (executa totGer vezes) ou (Melhor é a solugdo ideal);

23 retorna Melhor;

Fonte: (LUKE, 2013)
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8 ALGORITMOS DESENVOLVIDOS

Para resolver o ESTP, € necessario obter a topologia, a quantidade e a posi¢ao dos

pontos Steiner, logo, diversas abordagens podem ser empregadas para essa finalidade.

Para definir a quantidade ideal de pontos Steiner, € possivel adicionar e remover pontos
Steiner de topologias durante a execugdo, ou gerar FSTs e ao final retirar os pontos Steiner
inviaveis (que estdo encima ou muito proximos de outros pontos). Quando se trabalha com
FSTs evita-se a busca pela quantidade de pontos durante a execucao do algoritmo, porém o
consumo de memdria e processamento € maior, visto que as drvores terdo o nimero maximo de

pontos Steiner em todas as geracoes.

Quanto a defini¢do da posicao ideal para pontos Steiner, pode-se manipular sua coor-
denada e entdo gerar a topologia em fun¢@o dos pontos, ou colocar os pontos no lugar correto a
partir da topologia. Gerar a topologia com base na posicao dos pontos, por meio de algoritmos
gulosos como Prim (1957) ou Kruskal (1956) pode resultar em pontos Steiner com grau dife-
rente de trés, logo, € necessdrio adicionar um algoritmo para corrigir a topologia, pois pontos
Steiner que nao possuem trés arestas incidentes violam a propriedade de angulo. Em contrapar-
tida, obter a posicao dos pontos Steiner com base na topologia de Steiner, € eficaz e rapido caso
se utilize o algoritmo de Smith (1992) que se baseia em um modelo fisico em que cada aresta é

considerada uma mola ideal.

No que diz respeito a topologia, a dificuldade em se trabalhar diretamente com a to-
pologia de Steiner estd em criar operadores que consigam lidar corretamente com as arvores de

Steiner de forma a ndo gerar ciclos, desconexdes, ou infringir as restricdes de grau dos pontos.

Com o objetivo de testar métodos diferentes de abordar o problema, esse capitulo apre-
senta dois algoritmos hibridos para o ESTP no R2. O primeiro se baseia em evolugio diferencial
e aborda o problema em espaco continuo, ou seja, manipula a posi¢ao dos pontos Steiner e cria
a topologia em funcao dos pontos. O segundo se embasa em um algoritmo genético e trata o

problema como discreto, pois manipula topologias para criar arvores de Steiner.
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8.1 EVOLUCAO DIFERENCIAL HIBRIDO

Em um DE, a quantidade de componentes de um vetor € fixa durante todo o processo
de busca, logo, € conveniente trabalhar com arvores de Steiner cheias (FSTs) e ao final utilizar
um algoritmo para remover os pontos Steiner invidveis, ou seja, pontos Steiner que estao encima

ou muito proximos de outros pontos Steiner.

Para trabalhar o ESTP como um problema de natureza continua, no DE cada compo-
nente de um vetor representa a coordenada (x e y) de um ponto Steiner no plano euclidiano.
Estabelecido um conjunto de pontos fixos e pontos Steiner, algoritmos sao utilizados de forma
sequencial para criar uma FST, armazenar sua estrutura em uma matriz de adjacé€ncias e calcular

seu comprimento, que € considerado a aptidao da solucao.

Para inicializar a populagao € utilizada a triangulacao de Delaunay sob os pontos fixos,
e para isso € empregado um sweep-line algorithm simples baseado nos trabalhos de Biniaz e
Dastghaibyfard (2012) e Sinclair (2010). Ap6s construir a triangulagdo de Delaunay para n
pontos fixos, n — 2 triangulos sdo escolhidos aleatoriamente e para cada triangulo um ponto

Steiner € inserido em seu ponto de Torricelli.

A partir de um conjunto de pontos fixos e pontos Steiner dispostos no plano, o algo-
ritmo de Kruskal (1956) € utilizado para construir uma drvore. Como um ponto Steiner deve
possuir grau trés para satisfazer sua propriedade de angulo, € adicionada uma restri¢cao ao al-
goritmo de forma a ndo permitir que sejam adicionadas novas arestas a um ponto Steiner que
possuir trés arestas incidentes. Ao realizar esse processo, alguns pontos Steiner podem acabar
ficando com grau menor que trés, portanto devem ser removidos, pois nao contribuem para a
minimizacao da distancia. Para remover um ponto Steiner de grau um, basta remover o ponto e
a aresta que nele incide, ja para remover um ponto Steiner vl conectado a dois pontos v2 e v3,

remove-se v1 e suas arestas incidentes, e adiciona uma nova aresta conectando v2 a v3.

Apoés remover os pontos Steiner invidveis, € necessario adicionar novos pontos Steiner
para corrigir a topologia da FST, e para isso € utilizado o método de Thompson (1973). Em uma
topologia de FST, cada ponto fixo possui grau um, logo, € necessario corrigir todos os pontos
fixos que possuem grau maior que um. Sendo vl um ponto fixo conectado a dois pontos v2 e
v3, aplica-se uma steinerizagdo local em v1 para inserir um novo ponto Steiner na arvore. Esse
processo € realizado até que todos os pontos fixos da arvore possuam grau um, resultando em
uma topologia de FST vélida. Para que se tenha uma FST os pontos Steiner devem estar em

posi¢cOes Otimas e para essa isso € utilizado o algoritmo de Smith (1992).

A Figura 18 apresenta o processo de constru¢cdo de uma arvore de Steiner a partir da
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triangulacdo de Delaunay para a sexta instancia do problema de 10 pontos da biblioteca de
benchmark OR-Library (BEASLEY, 1990).

Triangulagao de SPs nos

MST 5 5
Delaunay pontos deTorricelli ST apds correcao

(a) (b) () (d)

Figura 18: Construcio da arvore de Steiner no DE

Na Figura 18(a) € mostrado 13 triangulos sob os pontos fixos, gerados por meio da
triangulacdo de Delaunay. Como a instancia em questdo apresenta n = 10 pontos fixos, para
se criar uma FST € necessdrio inserir n — 2 pontos Steiner, logo, na Figura 18(b), sdo esco-
lhidos aleatoriamente 8 tridngulos para que sejam adicionados pontos Steiner em seus pontos
de Torricelli. Na Figura 18(c) € aplicado o algoritmo de Kruskal (1956) para gerar uma MST
com restricdo de grau, de forma que os pontos Steiner tenham no maximo grau trés. A Fi-
gura 18(d) apresenta uma FST apds o processo de correcao de topologia, que remove pontos
Steiner com grau menor que trés, os reinsere em lugares adequados por meio do método de

Thompson (1973) e corrige suas posi¢Oes por meio do algoritmo de Smith (1992).

Ap6s a inicializacdo da populagdo, os operadores do DE modificam a posicdo dos
pontos Steiner e uma nova topologia € criada por meio da construcao da MST (Figura 18(c)), e
corrigida por meio da remogao, reinsercao e reposicionamento de pontos Steiner (Figura 18(d)).
Assim que o DE finaliza as iteracdes, uma FST é retornada como melhor solugdo, e caso exista
pontos Steiner posicionados sobre outros pontos, eles podem ser removidos, pois nao contri-
buem para a minimizacao da topologia. Para eliminar um ponto Steiner s1 que ocupe a mesma
posicdo de outro ponto denominado v1, basta conectar em v1 as arestas que incidem em sl e

em seguida eliminar s1.

8.2 ALGORITMO GENETICO HIBRIDO

Para trabalhar o ESTP como um problema discreto, € utilizado um GA que representa

as solugdes por meio de arvores geradores, as transforma em arvores de Steiner cheia (FSTs),

reposiciona os pontos Steiner por meio da topologia, e ao final, retira os pontos Steiner invalidos
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da melhor FST. Os operadores genéticos atuam sob a topologia das arvores geradoras, € como
essas representam somente os pontos fixos, ndo hd que se preocupar com restrigdes de grau dos

pontos.

Para transformar uma arvore geradora em uma arvore de Steiner, é necessdrio aplicar
steinerizacdo local sobre todos os vértices fixos com grau maior um, até todos os vértices da
arvore tenham grau um. Se um vértice v1 possuir grau maior que dois, deve-se iniciar o processo
de steinerizacao pelo par de vértices adjacente a v1 que resultar no menor angulo em v1. Esse
processo permite que ao final das steinerizacdes de v1, o par de vértices adjacentes a vl com

maior angulo em v1 ficard conectado a este.

Ap6s todos os vértices fixos de uma arvore geradora passar pelo processo de steineriza¢ao
local, é necessario reposicionar os pontos Steiner para que sua propriedade de angulo seja aten-
dida e assim a arvore tenha um comprimento total menor. Caso um ponto Steiner tenha como
adjacentes somente pontos fixos, sua posi¢do sO precisa ser ajustada uma vez. Se um ponto
Steiner incide em outro ponto Steiner, € necessario ajustar sua posi¢cao por diversas vezes, pois
ao mudar a posi¢ao de um, o Steiner incidente terd sua propriedade de angulo alterada e conse-
quentemente ndo estard mais em sua posicao ideal. Logo, € empregado o método iterativo de

Smith (1992) para reposicionar os pontos Steiner para suas posicoes Otimas.

Assim que o GA finaliza as iteragdes, uma FST é retornada como melhor solucdo e
caso haja pontos Steiner posicionados sobre outros pontos eles podem ser removidos, pois ndo
contribuem para a minimiza¢do da topologia. Para retirar um ponto Steiner s1 posicionado em
cima de outro ponto denominado v1, basta conectar os vértices incidentes em s1 em vl e em

seguida remover s1.

O GA proposto tem como objetivo especifico a criagdo e modificacdo de arvores gera-
doras e para que essa finalidade seja alcangada de maneira eficiente a codificagdao dos cromos-
somos e os operadores genéticos devem ser proprios para a estrutura de dados drvore. Com base

nisso, o algoritmo apresenta as seguintes caracteristicas:

Representacdo de Solucoes: O presente GA representa as solugdes por meio de uma
codificacdo direta por matriz de adjacéncias e dessa maneira os operadores genéticos sao aplica-
dos diretamente sobre a estrutura da drvore, assim como o operador responsavel por transformar

a arvore geradora em arvore de Steiner.

Fungdo de Aptidao: Toda a populagdo € composta por arvores geradoras e para calcular
a aptidao de um individuo I; com p pontos fixos, seu cromossomo € copiado para um individuo

temporario enp, que em seguida tem sua topologia de arvore geradora transformada em uma
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topologia de arvore de de Steiner cheia por meio de steinerizagbes locais que inserem p — 2
pontos Steiner. As coordenadas dos pontos Steiner de ., 30 ajustadas para posigdes que
tendem ao 6timo por meio do algoritmo de Smith (1992) e o comprimento da arvore é calculado
por meio da distincia euclidiana. Ao final, a aptiddo do individuo ., € aplicada em I} € Liepp

¢é excluido.

Inicializacdo: O algoritmo de Prim (1957) cria uma arvore geradora minima (MST)
de forma gananciosa. A partir de um n6 inicial € acrescentado repetidamente a aresta de menor
custo que une um novo vértice a arvore em crescimento. Quando a escolha das novas arestas é
realizada de forma aleatdria e ndao de acordo com seu custo, o algoritmo é chamado de PrimRST
(RAIDL; JULSTROM, 2003).

Para criar a populagdo inicial o GA utiliza o algoritmo PrimRST. Raidl e Julstrom
(2003) mostram que o algoritmo PrimRST retorna arvores com o menor didmetro médio quando
comparado com KruskalRST e RandWalkRST. O diametro de uma arvore € o nimero de arestas
existente no caminho mais longo de uma 4rvore. Quanto menor o didmetro, mais uma arvore se

parece com uma estrela, ou seja, seus vértices tendem a unir diversas arestas.

Selecdo: Neste algoritmo € utilizado a selecdo por torneio em que dois individuos
diferentes da populagdo sdo selecionados de forma aleatéria e o mais apto € escolhido. Como
esse € um problema de minimizacao, em que se busca uma drvore de menor distancia, ganha o

torneio o individuo que possuir o menor valor de aptidao (comprimento da arvore).

Ap0s os individuos escolhidos passarem por cruzamento e mutagdo, é necessdrio re-
mover um individuo da populacdo para que o individuo filho possa ser adicionado. Inicialmente

¢ definido que o pai menos apto deve ser substituido.

Cruzamento: Para fornecer uma boa hereditariedade um operador de cruzamento deve
criar uma arvore geradora descendente que seja formada principalmente ou inteiramente por
arestas encontradas nos pais da prole (RAIDL; JULSTROM, 2003) e como a arvore gerada ndo

tem restricdo de grau esse objetivo € facilmente alcancado para o algoritmo proposto.

Neste trabalho sdo propostos dois operadores de cruzamento inspirados pelo cruza-
mento para arvores mostrado por Raidl e Julstrom (2003), que une duas arvores e aplica um
algoritmo como o de Prim (1957) ou Kruskal (1956) para selecionar arestas de forma aleatdria
e assim criar uma nova solucao. Ambos os operadores sao gulosos, ou seja, tendem a preservar
arestas de menor custo ao invés de as escolher aleatoriamente. Eles sdo aplicados sobre o grafo
G, = (V,T1UT), sendo T} e T> o conjunto de arestas das arvores progenitoras, isto €, apds a

unido de duas solu¢des candidatas o operador de cruzamento escolhe quais sdo as arestas que
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irdo compor a solucao filho. Essa operagdo pode ser vista por meio da Figura 19.

<] =7

TWUTh CRUZAMENTO( 11 U T5)

T

T

(a) (b) (c)

Figura 19: Operador de cruzamento para arvores

Na Figura 19(a) € apresentado duas arvores 77 e 7>. A Figura 19(b) exibe uma arvore
obtida por meio da unido do conjunto de arestas de 77 e T,. Na Figura 19(c) € mostrada a arvore

resultante apds a aplicagcdo de um dos algoritmos de cruzamento na darvore da Figura 19(b).

O primeiro operador de cruzamento é baseado no algoritmo de Prim (1957) e constroi
uma solu¢do adicionando novos vértices a uma arvore em formacio de forma relativamente
gananciosa. Apds inserir um vértice aleatdrio para iniciar a solug@o, os demais vértices sao
inseridos iterativamente e a cada iteracdo somente a primeira ou a segunda aresta de menor

custo pode ser adicionada. O operador € mostrado no Algoritmo 3.

Algoritmo 5: Cruzamento Prim relativamente guloso
1 G\V,E)+ G1UG; // pais

T <0
escolhe um no inicial qualquer s € V;
C+{s}; // conjunto de ndés conectados
A+ {e€Ele=(s,v),veV},; // arestas elegiveis
enquanto C # V faca
rndG < nimero aleatério € {1,2};
escolhe a rndG® aresta (u,v) € A,u € C de menor custo;
A—A—{(u,v)};
se v ¢ C entao // conecta v na arvore parcial
T« TU(u,v);
C+ Cu{vh
A—AU{ecEle=(v,w)Aw¢C};
fim

o 0 N Nt R W N

—
W N = D

ok
£

fim
retorna 7';

—
W

O segundo operador cria o individuo filho utilizando uma heuristica similar ao algo-
ritmo de Kruskal (1956). Inicialmente o filho recebe todas as arestas que sao comuns em ambos

os pais e em seguida as demais arestas sdo adicionadas iterativamente com base em um torneio
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entre duas arestas aleatorias, uma de cada pai. O torneio seleciona a aresta de menor custo e se

sua adi¢do ndo gerar ciclos ela € incorporada a drvore. O Algoritmo 6 mostra esse operador.

Algoritmo 6: Cruzamento Kruskal relativamente guloso

1 G(V,E)(—GlLJGz; // pais
2 T+ 0

3 para todas as arestas e(u,v) € E faca

4 | se(ecE))N(e€E,) entao // arestas em comum
5 T+ TU{(u,v)};

6 E+—A—{(uv)};

7 fim

8 fim

9 enquanto |7| < |E|— 1 faca // arestas restantes

10 | escolhe uma aresta (u,v) € (ENE});
1 escolhe uma aresta (x,z) € (ENE,);
12 se distancia(u,v) < distancia(x,z) entao

13 | (a,b) < {(u,v)};

14 senao

s || (@b {o)

16 fim

17 | E<E—{(a,b)};

18 se (a,b) ainda ndo estd conectado em T entao
19 | T+ TU{(a,b)};

20 fim

21 fim

22 retorna 7

Ambos os operadores favorecem a exploracao, visto que somente as arestas que compoe

os pais sdo utilizadas para criar o filho, ndo sendo possivel a geracdao de “novas” arestas.

Mutagdo: Para problemas baseados em arvores, a menor alteragdo possivel em um
individuo € a substituicdo de uma aresta por outra aresta vidvel (RAIDL; JULSTROM, 2003).
Dois operadores de mutacdo gulosos sdo apresentados, sendo que o primeiro consegue gerar
alteracdes de maior impacto na solucao favorecendo a explotacao e o segundo cria um descen-

dente que possui uma distancia menor para o pai, gerando assim um vizinho préximo.

O primeiro operador escolhe uma aresta aleatoriamente e a remove, o que resulta em
duas subarvores desconectadas. Em seguida € selecionado um vértice de cada parte para formar
uma nova aresta, e assim reconectar as subdrvores. Dentre as arestas candidatas para reconexao,
¢ escolhida aleatoriamente entre a primeira ou a segunda aresta de menor custo. A Figura 20

ilustra o funcionamento desse operador.

Na Figura 20(a) € mostrado um exemplo de arvore a qual sera aplicada o primeiro
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(a) (b) (c)

Figura 20: Primeiro operador de mutacao (Rem)

operador de mutacdo. Na drvore da Figura 20(b) € removida uma aresta aleatoria mostrada por
meio da linha tracejada. A Figura 20(c) mostra a arvore resultante apds a adicdo de uma nova

aresta que reconecta as subdrvores.

O segundo operador escolhe de forma aleatéria um vértice vl e um de seus vértices
adjacente v2, desconecta v1 de v2 e o reconecta ao vértice adjacente a v2 que estd mais proximo
de v1, denominado v3. Esse operador cria pequenas modificagdes na topologia, gerando des-

cendentes proximos do pai. A Figura 21 mostra essa operagao.

(a) (b) (c)

Figura 21: Segundo operador de mutacao (Adj)

A Figura 21(a) mostra a arvore em que sera aplicado o segundo operador de mutagao.
Na arvore da Figura 21(b) um vértice vl e um de seus vértices incidentes v2 é escolhido de
forma aleatdria, v1 € desconectado de v2 e reconectado ao vértice v3, que é adjacente a v2. A

Figura 21(c) mostra a arvore resultante apds a mutagao.
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9 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Para avaliar a capacidade do GA de fornecer solugdes de boa qualidade, ESTPs da
biblioteca de benchmark OR-Library (BEASLEY, 1990) sdo utilizados. Cada problema possui
15 instancias e para as comparacgdes sao utilizadas as solucdes 6timas dos problemas com 10,
20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 e 100 pontos em R2.

Os algoritmos propostos foram implementados na linguagem C++, compilados com
o GCC 8.2.1, e os experimentos foram executados em um computador com processador Intel
Core 15-5200U de 2.20GHz, 4 Gb de memdria com o sistema operacional Manjaro Linux 18.0.2
para 64 bit. Para o GA somente um Core € utilizado, ja para o DE ¢ habilitado suporte a

processamento multicore por meio da biblioteca OpenMP.

A qualidade das solucdes € calculada por meio do percentual de reducdo da solugao
sobre a MST, entdo, sendo 7 uma soluciao obtida para um conjunto de pontos, a qualidade
de T ¢ dada por Q = ((I(MST)—1I(T)) *100)/I(MST). Como os algoritmos sdo de natureza
estocéstica, em um experimento cada instancia € processada por trintas vezes para que se possa

calcular a média.

9.1 EVOLUCAO DIFERENCIAL
9.1.1 ESTRATEGIAS DE MUTACAO

Existem diversas formas de implementar o operador de mutagdo para o DE (PRICE et
al., 2005). A estratégia de mutacdo apresentada na Sec¢do 7.2 € chamada de “mutagdo aleatoria”
e é utilizada no DE cléssico. Para representar diversas variantes de estratégias de mutagdo, a
notacdo DE /x/y/z ¢ comumente utilizada na literatura de forma que x determina o vetor a ser
mutado, podendo ser “rand” que significa um vetor da populacio escolhido aleatoriamente ou
“best” que representa o vetor mais apto da populacdo, y € a quantidade de vetores de diferenca
usados na mutacdo e z indica o operador de cruzamento empregado, sendo “bin” caso seja

binomial, ou “exp” se for exponencial.
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Com a finalidade de investigar os efeitos de diferentes estratégias de mutagado, os pri-
meiros experimentos testam o desempenho de seis esquemas de mutacao com operador de cru-

zamento binomial (mostrado na Secdo 7.2). As estratégias analisadas sdo mostradas na Tabela 1.

Mutagao Notagao
XS = X8+ F (XS —X8) DE /rand /1
xSt =x8 +F (XS —X8) DE /best /1

Xigtl =X§+F(X; — X&)+ F(X]—X8) DE/rand/2
X5 =X, (XS —XE) + (XS —X8)  DE/best)2

XS = XS+ R (XS —X8) + B (X8 —X8)  DE/ctor/1
XS =X+ (XS, — X8) + B (XS —X8)  DE/ctob/1

best

Tabela 1: Estratégias de mutacao para evolucao diferencial analisadas

Na Tabela 1, Xf“ representa o trialvector, em que i € o indice do vetor e g denota a
geragdo. Sendo Np a quantidade de individuos, os inteiros a,b,c,d, e € [1,Np] sdo randdomicos e
o inteiro best € o indice do individuo mais apto da populacdo. Os pardmetros F,F1,F2 € [0,2]
sdo os fatores de escala dos operadores. A notacdo ctor se refere a estratégia de mutacao
“current-to-rand” e a notagdo ctob refere-se a “current-to-best”, em que o vetor atual € movido

em dire¢do a outro vetor (rand ou best) antes de ser perturbado por uma diferenca escalonada.

Nesses experimentos os esquemas de mutacdo sao testados com a 15° instancia de 40
pontos e a 1° instancia de 50 pontos da OR-Library. Quanto a parametrizagao inicial, € estabe-
lecido que o tamanho da populagdo é Np = 25, os parametros F, F'1, F2 utilizados nas mutacdes
e Cr que representa a taxa de cruzamento siao definidos como 0.5, e em ambos os experimentos
o DE executa por 30 geracoes. As Figuras 22 e 23 mostram a anélise de convergéncia média de

30 testes para a instancia de 40 e 50 respectivamente.

45275 —4— DE/rand/1
DE/best/L
+— DE/rand/2
45250 —m— DE/best/?
#— DE/ctor/1
—e— DEjctob/1
452254 %L e Optimal

45200

45175

Fitness

45150

45125

45100

o 5 10 15 20 25 30
Generation

Figura 22: Estratégias de mutacao na instancia 40.15
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Figura 23: Estratégias de mutacao na instancia 50.01
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A Figura 22 e 23 apresentam indicios de que a estratégia DE /rand /2 tende a convergir

mais rapido que as demais. Para dar seguimento a andlise a Tabela 2 apresenta o percentual de

redugio médio (P) e o desvio padrio (Std) dos testes efetuados com cada estratégia de mutagio.

Estratégia de P + Std da instancia
mutagao 40.15 60.01
DE /rand /1 3.1674+0.016 2.638+0.000
DE /best /1 3.1244+0.059 2.6214+0.038
DE /rand 2 3.16840.016 2.638=0.000
DE /best /2 3.139+0.042 2.6254+0.048
DE /ctor]1 3.166+0.016 2.637+0.003
DE /ctob/1 3.15440.029 2.62740.030

Tabela 2: Percentuais de reducio obtidos com as estratégias de mutacao

Na Tabela 2, para a instincia de 40 pontos a melhor estratégia é DE /rand /2 que apre-
senta média de minimizacdo de 3.168% sobre a MST, seguido de DE /rand/1 com 3.167%
e DE /ctor/1 com 3.166%. Apesar de serem boas solu¢des, nenhuma das estratégias atingiu
a média 6tima de 3.194% de redugdo. Na instincia de 50 pontos, DE /rand/1 e DE /rand /2
apresentam a mesma taxa de reducdo de 2.638%, seguidos de DE/ctor/1 com 2.637%. Le-

vando vantagem em qualidade de solu¢do em um experimento, e convergindo mais rapido em

dois, DE /rand /2 mostra-se a melhor estratégia para dar seguimento aos experimentos.
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9.2 ALGORITMO GENETICO
9.2.1 OPERADORES DE CRUZAMENTO E MUTACAO

Os primeiros testes realizados investigam o desempenho dos operadores genéticos de
cruzamento e mutacao em um GA de estado estaciondrio. A utilizagdao desse modelo de GA, ao
invés do GA populacional tende a favorecer o tempo computacional € o consumo de memdria,
visto que o GA populacional cria uma populagdo nova a cada geragao, ao que, o de estado esta-
ciondrio cria somente um novo individuo. Para os experimentos, os operadores de cruzamento
foram chamados de “Prim” e “Kruskal”, pois sdo baseados nesses algoritmos. O operador de
mutacao que remove uma aresta e divide a drvore em subdrvores e depois a reagrupa ¢ chamado
de “Rem” e o operador de mutacdo que cria arestas com base em vértices adjacentes é chamado
de “Adj”.

O primeiro experimento mostra o desempenho dos operadores genéticos conjugados.
Para a abordagem inicial, foi definida uma populagao de 50 individuos, € como se trata de um
GA de estado estaciondrio, a cada geragao dois individuos sdo selecionados para cruzamento
dando origem a um filho que sofre mutacio e em seguida substitui o pai menos apto. O primeiro
experimento € aplicado sob a 1° instancia do problema de 100 pontos por 600 geracdes. O
segundo experimento € aplicado sob todas as instancias até que se atinja um resultado 6timo ou

nao haja melhora na soluc¢io por 100 geracdes (estagnagao).

Para ambos os experimentos, cada instancia € testada por 30 vezes para que se obtenha
amédia. A Figura 24 apresenta a curva de convergéncia do primeiro experimento e a Figura 25

mostra o percentual de reduc¢do do segundo experimento.

3 —— Prim+Rem
Prim+Adj

- Kruskal+Rem
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20
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0 100 200 300 00 500 &00
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Figura 24: Operadores no GA de estado estacionario. Instancia: 100.1
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A Figura 24 mostra que o operador de cruzamento Prim converge mais rapido do que
Kruskal, o que se deve ao fato de Prim ser mais ganancioso, pois para selecionar uma nova aresta
para compor uma solucdo, Prim compara o custo de diversas arestas e Kruskal verifica somente
duas. Como Kruskal preserva as arestas em comum dos dois pais, a principio muitas arestas
ruins podem ser mantidas nas solugdes. Quanto aos operadores de mutagdo, Rem converge
mais rapido que Adj, pois gera solucdes mais distantes dos pais favorecendo a exploragdo e

consequentemente a manutengdo da diversidade populacional.

----- Optmal

Prim+Rem

|

4 === Prim+Adj
|
= Kruskal+Ad)

\iC

10 0 Y 10 50 €0 70 &0 %0 100
MNe of Points

% Reduction
o w

-

=

Figura 25: Operadores no GA de estado estacionario

A Figura 25 mostra o percentual de reducdo médio com relagdo a arvore geradora
minima (MST). No teste inicial o operador de cruzamento Prim se mostra melhor que Kruskal e
o operador de mutacao Rem melhor que Adj. A Unica combinac¢do de operadores que consegue
obter uma média positiva para todos os conjuntos de pontos é a combinacdo Prim+Rem. A
combinacdo Prim+Adj sé possui resultados positivos até 60 pontos, Kruskal+Rem até 40 pontos

e Kruskal+Adj s6 consegue bons ganhos com instincias de 10 pontos.

Os experimentos iniciais apresentam resultados com qualidade muito inferior aos re-
latados pela literatura, entretanto sdo necessarios para entender o comportamento do GA e dos
operadores propostos. O operador genético mais ganancioso e o operador de mutacdo que
cria individuos mais distantes se mostraram eficientes, isso se deve ao fato de que uma alta
ganancia gera arvores proximas a geradora minima e a criagao de individuos distantes favorece

a manutencao da diversidade populacional.
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9.2.2 SOBREPOSICAO DE GERACOES

Na primeira abordagem € utilizado um GA de “estado estaciondrio” em que somente
um individuo é substituido em uma populag¢dao de tamanho fixo N a cada geracdo. Ao au-
mentar a quantidade de substitui¢cdes por geragdo sem que se crie uma populacdo tempordria
como ocorre no GA populacional, novos individuos se misturam a individuos de geracoes mais
antigas, ou seja, ha uma sobreposicdo de geracdes, o que leva o algoritmo a ser chamado de
“generation gap algorithm” (JONG; SARMA, 1992). O primeiro estudo que tenta avaliar os
efeitos da sobreposi¢do de geracdes € apresentado por Jong (1975). Nesse estudo um parametro
G denominado “intervalo de geracao” (“gerational gap” em inglés) € utilizado para controlar a

fracdo da populagdo a ser substituida a cada geracao.

Sendo g o percentual de individuos substituidos em uma populagdo de tamanho n em
uma geracao, o terceiro experimento mostra o efeito da sobreposi¢cao de geracdes nos operado-
res genéticos por meio da variacdo de g com n = 50. Nesse experimento foram testados os dois
operadores de cruzamento (Prim e Kruskal) conjugados com o melhor operador de mutagdo do
teste anterior (Rem). O parametro g foi testado com 10,25,50,75 e 90% e o pior individuo da
populacao é substituido pelo filho. A Figura 26 mostra o resultado desse experimento aplicado

sob a 1° instancia do problema de 100 pontos por 30 geragcdes em 30 testes.

—&— Prim+Rem-20
Prim+Rem-75
= Kruskal+Rem-90
—~#= Prim+Rem-50
#— Kruskal+Rem-75
&= Prim+Rem-25
\ Kruskal+Rem-50

5 o
\

\ +— Kruskal+Rem-25
\ Prim+Rem-10

o Kruskal+Rem-10

----- Optimal

Fitness

o 5 10 15 20 5 30
Generation

Figura 26: Operadores no generation gap algorithm. Instancia: 100.1

Na Figura 26, testes com g > 50 mostram que uma rapida convergéncia € alcangada
com um alto indice de sobreposi¢do de geracdes. Os testes Prim+Rem90 e Kruskal+Rem90
apresentam os melhores resultados para um nimero pequeno de geracdes, porém também sao
detentores de um maior tempo médio de execucdo. O teste Prim+Rem90 obtém 3.16% de

reducdo, Kruskal+Rem90 obtém 3.15% e os demais testes apresentam reducdes inferiores. O
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tempo de execucdo é proporcional a g, ou seja, quanto maior o valor de g, maior o tempo médio

de execucdo.

No quarto experimento € utilizado 90% de substituicao por geracdo em uma populagdo
de 50 individuos. A quantidade maxima de geracdes € definida como 5 vezes a quantidade de
pontos do problema, estabelecendo uma proporcionalidade com o tamanho do problema. Os
algoritmos sdo aplicados sob todas as instancias até que se atinja um resultado 6timo ou fique
estagnado por 50 geracdes. Os testes iniciais foram realizados com os operadores de cruzamento
Prim e Kruskal conjugados com o operador de mutacdo Rem. Com a finalidade de diversificar
os métodos de exploracdo do espago de busca, também foi testado uma abordagem em que os
dois operadores de mutacao (Adj+Rem) sao aplicados no individuo originado do cruzamento.
Os resultados médios de 30 testes para as variantes Prim+Rem, Kruskal+Rem, Prim+Adj+Rem

e Kruskal+Adj+Rem sdo vistos na Figura 27.
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Figura 27: Operadores no generation gap algorithm

Na Figura 27 € possivel ver que as abordagens que utilizam os dois operadores de
mutagdo atingem melhores resultados. O Operador de cruzamento Prim alcanca melhores re-
sultados na maioria dos problemas quando comparado a Kruskal. Como o pior individuo da
populacdo € eliminado a cada aplicacdo dos operadores genéticos, a diversidade populacional

também diminui rapidamente e pode levar o algoritmo a estagnacao.

9.2.3 REDEFINICAO POPULACIONAL

Para aumentar a diversidade populacional o quinto teste visa investigar o efeito da
redefini¢io da populagdo em caso de estagnacao. Para isso a melhor abordagem do experimento

anterior (Prim+Adj+Rem+90) recebe dois modelos de redefinicdo populacional. A execug¢do
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finaliza se a aptidao ndo melhorar por 25 geracOes seguidas e a redefini¢do populacional ocorre
se desvio padrdo da populacdo for inferior a 0.03. O primeiro modelo de redefinicdo deno-
minado “RstElitist” mantém o melhor individuo e substitui os demais por novas solucdes. O
segundo modelo é denominado “RstBest” e substitui o melhor individuo da populacdo por um

novo. A Figura 28 apresenta os resultados.
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Figura 28: Operadores no generation gap algorithm com redefinicao

Na Figura 28 a abordagem Prim+Adj+Rem+RstBest obtém um resultado melhor que
Prim+Adj+Rem+RstElitist, mostrando uma melhora de 0.01% no percentual de reducdo médio
e de 30% no tempo de execucdo médio, quando comparada a abordagem sem redefinicao po-
pulacional. Como a selecdo € por torneio de dois individuos, a retirada do melhor individuo
permite que outros individuos com potencial possam se desenvolver. A remog¢do de muitos in-
dividuos ndo € benéfica, pois muito material genético € perdido, o que faz com que a abordagem
Prim+Adj+Rem+RstElitist tenha resultado inferior a abordagem que nao utiliza um método de

redefini¢ao.

9.3 ANALISE DE DESEMPENHO

Para estabelecer uma comparacao entre os algoritmos desenvolvidos, 0s mesmos sao
testados com a configura¢do com a qual obtiveram melhor desempenho nos testes apresentados
nesse capitulo. Tanto o DE quando o GA utilizam populagdo com Np = 50 individuos. O
DE utiliza a estratégia de mutagdo DE /rand/2/bin com F1,F2,Cr = 0.5. O GA utiliza a
configuracao Prim+Adj+Rem+RstBest com 90% de substituicao populacional por geracdo e
caso a populacdo atingir um desvio padrao inferior a 0.03, a técnica de redefini¢do populacional

RstBest € aplicada. Nos dois algoritmos a execucdo € encerrada ao atingir o 6timo, executar por
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g geracoes, ou se estagnar por e geragoes consecutivas. Sendo n a quantidade de pontos, para o

DE g=50ee=10,eparao GA g=nx10e e = 50.

Para o teste final sdo utilizadas os problemas com 10 a 100 pontos da OR-Library
(BEASLEY, 1990). Cada problema possui 15 instancias, e para cada instancia sdo executa-
dos 30 testes e calculado o percentual de reducdo de cada um. Sendo P, um problema com x
pontos; Iy a instancia y de um problema com x pontos, e 77, o percentual de redu¢do de um
teste z da instdncia y de um problema de x pontos; a média por instancia Iy, = (Zggl T¢,) /30,
logo a média por pontos é P = ():;illx_y)/li Sendo Iby, = max(T7 |1 < z < 30) o me-
lhor teste de uma instancia y com x pontos, o melhor valor de aptiddao por ponto é P,y =
(2;5: 11by.y)/15. O desvio padrdo por ponto é obtido por meio de Std = /SSe/(29 * 15), sendo

SSe =Y 2 Y32, (T¢, —I.y)* (MONTGOMERY, 2006).

Os resultados sao comparados ao algoritmo de Beasley e Goffnet (1994) e Laarhoven
e Ohlmannn (2010), pois ambos sdo de natureza estocdstica e apresentam resultados compe-
titivos. O estudo de Beasley e Goffnet (1994) € utilizado para contextualizacao histdrica e o
de Laarhoven e Ohlmannn (2010) é o trabalho mais recente que viabiliza uma comparagao de
resultados por meio de uma biblioteca de benchmark. A Tabela 3 e a Figura 29 apresentam os

resultados.
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Na Tabela 3, “n” representa o nimero de pontos fixo do problema, “Py,.;”” 0 melhor
percentual de reducdo, “P+£Std.” o percentual de redug¢io médio, e “Opt.” a média de reducdo
6tima disponibilizada na Or-Library. A Figura 29 apresenta uma comparagao grafica dos resul-

tados agrupados pela quantidade de pontos.

Analisando os resultados € possivel observar que o Algoritmo Genético apresenta re-
sultados melhores que as demais abordagens. No que diz respeito ao percentual médio de
redugdo (P), o DE apresenta resultados 6timos para 10 e 20 pontos, muito préximo do 6timo
para 40 e 50 pontos e 0.01% inferior ao 6timo para 30, 60 e 70 pontos. O GA apresenta re-
sultados 6timos ou muito proximo para os testes realizados com 10,20, 30,40,50 e 90 pontos
e reducdo de 0.01% a 0.04% inferior ao 6timo para o restante. Quanto ao melhor percentual
de reducdo (Ppey), 0 DE possui a mesma média geral que a abordagem de Laarhoven e Ohl-
mannn (2010), atingindo o 6timo em 70% dos problemas; ja no GA a redu¢do sé ndo atinge o
6timo para 80 pontos, em que o algoritmo ndo encontra o melhor solu¢ao em nenhuma das 30

execucoes da 2°,3° e 4° instancia, entretanto, o resultado € 0.01% inferior ao 6timo.

Para comparar a média do DE e GA com o algoritmo de Laarhoven e Ohlmannn (2010)
foi utilizado um teste-T pareado, visto que os valores estdo em uma distribui¢do normal. Ambos
os testes resultaram em p, 47, ~ 0, mostrando que ha uma diferenca estatistica significativa entre
os algoritmos desenvolvidos e a abordagem de Laarhoven e Ohlmannn (2010). Ao comparar
o DE com o GA o resultado € p,4,e ~ 0.1, logo, como pyq.. > 0.05, considera-se que nao ha

uma diferenca estatistica significativa entre as médias dos algoritmos desenvolvidos.
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10 CONSIDERACOES FINAIS

O ESTP € um problema dificil de ser resolvido, e como métodos exatos podem ser
computacionalmente exigentes, esse trabalho apresenta dois algoritmos evolutivos hibridos para
o ESTP em R?. A primeira heuristica utiliza um algoritmo evolugio diferencial (DE) e conta
com um método que permite construir arvores de Steiner a partir de um conjunto de pontos
(fixos e pontos Steiner) dispostos no plano. J4 a segunda abordagem se baseia em um algoritmo
genético (GA) e conta com operadores genéticos gulosos proprios para a estrutura de dados
arvore unido a um método que permite a transformacgdo de arvores geradoras em arvores de

Steiner.

Para o DE sao testados seis estratégias de mutacao com duas instancias da OR-Library,
e dentre os esquemas comparados, o que obteve maior eficiéncia foi o operador DE /rand /2 /bin

que utiliza dois vetores de diferenca para mutar um vetor aleatério da populacgao.

No caso do GA, inicialmente foi testado um algoritmo de estado estacionario com dois
operadores de cruzamento (Prim e Kruskal) e dois de mutacdo (Adj e Rem) com os problemas
da Or-Library. Os resultados iniciais mostram a ineficiéncia do operador de mutagdo Adj. A
cada geracdo somente um novo individuo € gerado e isso resultou em um desempenho ruim

para a maioria das combinag¢des de operadores.

Os experimentos seguintes investigam a sobreposi¢ao de geracdes por meio de um
gerational gap algorithm em que um novo individuo substitui o pior individuo da populacdo.
Sobreposicdes maiores se mostraram mais eficientes apesar de consumir mais tempo computa-
cional. A utilizacao de dois operadores de mutacao também se mostrou eficiente, pois permite
diferentes formas de explorar o espago de busca. Testes com 90% de substituicao por geragao

mostram bons resultados com o operador Prim aliado a Ajd e Rem.

Com o gerational gap a heuristica apresentou uma melhora, entretanto, individuos do-
minantes podem tomar conta da populagdo rapidamente, o que levou a investigagcao de redefini¢dao
populacional. Nenhum modelo de redefinicdo resultou em um aumento de qualidade expres-

sivo, porém, a técnica de retirar o melhor individuo em caso de estagnacdo apresentou uma
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melhora de 30% no tempo de execugao.

O ultimo experimento utiliza as instancias de 10 a 100 pontos da OR-Library e possi-
bilita comparar a melhor configuracdo encontrada para os algoritmos desenvolvidos com estu-
dos relevantes da literatura. Ambos os algoritmos empregam diversas técnicas que viabilizam
um bom desempenho, como inicializacdo da populacdo com individuos de boa qualidade e
correcOes das solugdes durante o processo de evolucdo para nao gerar individuos invalidos.
Apesar de o DE apresentar bons resultados, os mecanismos implementados no GA se mostram
mais eficientes, visto que gera resultados proximos a de solugdes Stimas e consome menos

tempo computacional.

O fato de o GA ser mais eficiente que o DE ndo se da somente pelas diferencas na
esséncia das meta-heuristicas, mas principalmente por conta do modo como o problema é abor-
dado, visando a reducdo de dimensionalidade do espaco de busca. O emprego de operadores
genéticos gulosos fornece pressao seletiva ao algoritmo, favorecendo a construg¢ao de solucdes
proximas a arvores geradoras de custo minimo. Em determinadas instancias uma pressao
seletiva alta pode levar a busca para minimos locais, logo, para tentar evitar essa tendéncia
as geracOes sdo sobrepostas para gerar diversidade genética. Em caso de estagnacdo uma
redefinicdo populacional é empregada para reposicionar a busca em um local préximo. To-
das essas técnicas juntas contribuem para que o GA desenvolva solu¢des de boa qualidade em

tempo computacional viavel.

Dado a importancia do ESTP no mundo real, trabalhos futuros incluem testes com
instancias em RY com d > 2, a utilizaco de problemas com um alto niimero de pontos terminais,

a construcao de operadores adaptativos e a utilizacao de populacdes paralelas.
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