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RESUMO 

 
NAKAMURA, Marcelo M.Y. Controle Robusto de Manipuladores Robóticos com 
Juntas Flexíveis. 61f. Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação) – Engenharia 

de Controle e Automação. Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Cornélio 
Procópio, 2017.  
 
 
Este trabalho consiste em estudar o controle robusto de manipuladores robóticos com 
juntas flexíveis, especificamente, um manipulador planar e serial com dois graus de 
liberdade e flexibilidade nas juntas. O objetivo principal deste estudo é utilizar uma 
técnica de controle robusto chamada D-estabilidade, para minimizar os efeitos sobre 

certas variáveis do sistema. A simulação do sistema de controle do manipulador 
robótico deverá fornecer um desempenho satisfatório para o sistema, mesmo com 
incertezas de modelagem presentes na representação do modelo da planta. Com este 
propósito, será utilizado os conceitos de Desigualdades Matriciais Lineares LMIs (do 
inglês Linear Matrix Inequalities). O projeto do controlador será baseado na 

formulação matemática do modelo dinâmico do manipulador com juntas flexíveis. 
 
 
Palavras-chave: Manipuladores Robóticos com Juntas Flexíveis; Sistema de 

Controle; Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs); D-estabilidade. 

  



ABSTRACT 
 

NAKAMURA, Marcelo M.Y. Robust Control Manipulators With Flexible Joints.  61f. 

Course Conclusion Work (Graduation) – Control and Automation Engineering. 
Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Cornélio Procópio, 2017.  
 
 
This work consists of studying the robust control of robotic manipulators with flexible 
joints, specifically a planar and serial manipulator with two degrees of freedom and 
joint flexibility. The main objective of this study is to use a robust control technique 
called D-stability, to minimize the effects on certain variables of the system. The 

simulation of the robotic manipulator control system should provide a satisfactory 
performance for the system, even with modeling uncertainties present in the model 
representation of the plant. For this purpose, the concepts of Linear Matrix Inequalities 
(LMIs) will be used. The design of the controller will be based on the mathematical 
formulation of the dynamic model of the manipulator with flexible joints 
 
 
Keywords: Robotic Manipulators With Flexible Joints; Control System; Linear Matrix 

Inequallities (LMIs); D-stability.  
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1 INTRODUÇÃO  

 

 

Os robôs manipuladores são constituídos por cadeias de corpos, chamados 

de elos. Os elos são interligados por juntas que podem executar movimentos de 

translação ou rotação. Na extremidade de cada junta, há uma ferramenta fixada com 

o propósito de executar tarefas específicas. O movimento da ferramenta é produzido 

por meio da movimentação dos atuadores, monitorados via sensores de posição e 

velocidade. Estes atuadores podem ser hidráulicos, elétricos ou pneumáticos 

(TAKANO, 2016). 

Robôs manipuladores rígidos possuem elos e transmissões constituídos de 

elementos rígidos. Para este tipo de manipulador, o movimento do atuador é 

proporcional ao movimento das juntas. No entanto, no caso de robôs manipuladores 

com elos e juntas flexíveis, as flexibilidades são geradas por meio de transmissões 

flexíveis como correias, cabos de aço e polias. Com relação ao movimento, o 

deslocamento entre a posição dos elos e a posição dos atuadores é variante no tempo, 

ou seja, a medição da posição do atuador não é suficiente para a medição da posição 

dos elos (CHANG; YEN, 2001). 

Na Figura 1 pode ser observado uma representação esquemática de um 

manipulador flexível comparado com um manipulador rígido. 

 

 

 

Figura 1 – Comparação entre manipuladores rígidos e flexíveis 
Fonte: Adaptado de (TAKANO, 2016).  
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Os robôs manipuladores flexíveis são aplicados em áreas que necessitam de 

uma relação mecânica suave entre o manipulador robótico e sua função de aplicação. 

A importância desta relação está na precisão do posicionamento, na manipulação e 

na interação com humanos e materiais frágeis.  

A inovação na robótica com robôs manipuladores flexíveis abre novas áreas 

de aplicação quando se busca segurança, economia de espaço e transportabilidade. 

O robô manipulador LBR IIWA 7 R800 (Figura 2), desenvolvido pela empresa KUKA 

é um exemplo deste tipo de inovação. Ele possui alta sensibilidade e permite um 

ambiente de trabalho que oferece segurança para humanos e para os materiais que 

são manipulados (BENOSMAN e LE VEY, 2008). 

 

 

 

Figura 2 - Robô manipulador LBR IIWA 7 R800 
Fonte: KUKA (2016). 

 

 

Além disso, robôs manipuladores flexíveis dotados deste tipo de tecnologia, 

são utilizados para realizar tarefas nocivas para a saúde do homem como, por 

exemplo, a limpeza de tanques com resíduos em áreas nucleares como abordado no 

trabalho de (KRESS et al., 1997). 

Quando falamos em controle de manipuladores flexíveis, os quatro principais 

objetivos que devem ser levados em consideração são: i) regulação da posição final 

do efetuador; ii) posição de descanso do efetuador em um tempo estipulado; iii) 

rastreamento de trajetória no espaço das juntas e iv) rastreamento de trajetória no 

espaço operacional (BENOSMAN e LE VEY, 2008). 
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1.1 PROBLEMA 

 

 

Robôs manipuladores flexíveis apresentam muitas vantagens por serem mais 

leves, exigirem atuadores menores, serem manobráveis e transportáveis, além de 

consumirem menos energia e apresentarem menor custo se comparado aos 

manipuladores mecânicos de braço rígido. Por outro lado, sua flexibilidade pode gerar 

resultados inesperados como ressonância torcional de vibração, aumento no tempo 

de acomodação e gerar erros de posicionamento principalmente em movimentações 

de alta velocidade do manipulador robótico. É importante salientar que, caso a 

dinâmica das juntas flexíveis não seja levada em consideração no projeto do sistema 

de controle, os efeitos das flexibilidades podem causar instabilidades 

(READMAN,1994). Esta condição também pode prejudicar a resposta dinâmica e a 

precisão. Por estas razões a flexibilidade deve ser considerada na lei de controle a fim 

de atenuar o efeito das oscilações indesejadas (KARKOUB; TAMMA,2011). 

O algoritmo de controle de um robô manipulador flexível se assemelha ao de 

um robô manipulador fixo somente quando os movimentos nas juntas e nos elos são 

lentos e as forças ou momentos de interação entre o manipulador e o ambiente são 

desprezíveis (DE LUCA; BOOK, 1988). 

Este trabalho aplica uma técnica de controle robusto baseada em LMI’s 

conhecida da literatura como D-estabilidade, que permite posicionar os autovalores 

do sistema em malha fechada numa certa região do semiplano complexo negativo. 

Isso, além de assegurar a estabilidade, certifica os requisitos de desempenho do 

sistema (CHILALI and GAHINET, 1996).  

 

 

1.2 JUSTIFICATIVA  

 

 

O desempenho dos manipuladores robóticos com juntas flexíveis, mesmo 

com incertezas de modelagem, pode ser aprimorado aplicando-se técnicas de 

controle avançado. O método de controle adaptativo (YANG; LIAN; FU, 1995) e o 
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controle pelo uso de redes neurais (ISOGAI; ARAI; FUKUDA, 1999) (QIU; MA; 

ZHANG, 2012) são dois exemplos.  

Da literatura, (PARK et al., 2001) utiliza um controlador fuzzy alternativo 

Takagi-Sugeno baseado em controle adaptativo de um manipulador flexível de um 

grau de liberdade e, como conclusão, é observado que o controle proposto foi efetivo 

ao seguimento de trajetória mesmo com perturbações no sistema. 

No artigo de (ZHU e SUN, 2011) a lógica de controle abordada utiliza um 

banco de dados (baseado em experimentos) em que uma rede neural fuzzy calcula 

os parâmetros necessários do controlador com base neste banco de dados off-line. 

Foi demonstrado que a lógica de controle utilizada é capaz de cancelar as vibrações 

do sistema e efetuar um posicionamento preciso do manipulador. 

No trabalho de (SILVA et al.,2011), a técnica de controle baseada em LMI’s, 

chamada de D-estabilidade, foi utilizada em um sistema de suspensão ativa fabricado 

pela Quanser®. O uso desta técnica permitiu posicionar os autovalores do sistema em 

malha fechada em uma região D do semiplano complexo esquerdo assegurando a 

estabilidade. Além disso, as técnicas baseadas em LMI’s permitem trabalhar com a 

inclusão de incertezas politópicas. 

Para este trabalho, no projeto do sistema de controle de posição do 

manipulador robótico com juntas flexíveis, será realizado através do controle robusto 

baseado em LMI’s, especificamente, usa-se a D-estabilidade aplicada com o intuito 

de garantir a estabilidade e desempenho do sistema de controle realimentado.  

 

 

1.3 OBJETIVOS  

 

 

Nesta seção, são descritos os objetivos geral e específicos deste trabalho com 

base na justificativa e introdução apresentados anteriormente. 

 

 

1.3.1 Objetivo geral 

 

 



5 
 

Projetar um sistema de controle de posição do manipulador flexível por meio 

do controle robusto via LMI’s e garantir o desempenho do sistema, mesmo com 

incertezas de modelagem presentes.  

 

 

1.3.2 Objetivos específicos 

 

 

Os objetivos específicos estabelecidos para este trabalho são: 

 

 Revisar a literatura; 

 Representar matematicamente a modelagem dinâmica do manipulador 

com juntas flexíveis; 

 Projetar o sistema de controle do manipulador robótico flexível via LMI ’s 

(Linear Matrix Inequalities) e utilizar a técnica de D-estabilidade para 

encontrar um controlador que garanta a estabilidade e desempenho do 

sistema. 

 Apresentar os resultados obtidos a partir de simulações no software 

Matlab®; 

 

 

1.4 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO 

 

 

Este documento está dividido em cinco capítulos. No Capítulo 1 são 

apresentados a introdução, a justificativa e os objetivos gerais e específicos do tema 

abordado no trabalho. No Capítulo 2, apresenta-se os materiais e métodos, que 

resumem a metodologia utilizada neste trabalho. No Capítulo 3, apresenta-se a 

modelagem dinâmica de manipuladores rígidos e, detalhadamente, a modelagem dos 

manipuladores robóticos com flexibilidade nas juntas. No Capítulo 4 é apresentado o 

projeto do sistema de controle utilizando Desigualdades Matriciais Lineares e a técnica 

de D-estabilidade. No Capítulo 5 é feito a análise dos resultados das simulações 

computacionais via software Matlab e no Capítulo 6, são apresentados as 
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considerações finais sobre o trabalho e indicações para o desenvolvimento de 

trabalhos futuros. 
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2 MATERIAIS E MÉTODOS  

 

 

O desenvolvimento do estudo do controle robusto de manipuladores robóticos 

com juntas flexíveis, será realizado a partir de uma pesquisa bibliográfica baseada em 

teses, livros e artigos científicos. 

A modelagem do manipulador robótico a ser utilizada será semelhante à 

modelagem utilizada na tese de (TAKANO, 2016), sendo que, para avaliar 

quantitativamente os efeitos vibratórios, serão utilizados considerações presentes em 

(DE LUCA; BOOK, 1988) e para o equacionamento por Lagrange da modelagem será 

utilizado como referência (LEWIS; DAWSON; ABDALLAH, 2003). 

Para o projeto do sistema de controle, será encontrada uma lei de controle 

que estabilize assintoticamente o sistema com preferência a soluções globais válidas 

para qualquer estado inicial (DE LUCA; BOOK, 1988).  

Para o projeto do controlador robusto, será utilizado uma técnica que utiliza 

LMI’s, chamada D-estabilidade (ou estabilidade regional), que permitirá posicionar os 

autovalores do sistema em malha fechada localizados em uma região D do semi-plano 

complexo negativo. Assim sendo, além de assegurar a estabilidade, pode garantir 

requisitos de desempenho do sistema realimentado (CHILALI and GAHINET, 1996). 

A simulação computacional do modelo dinâmico considerado é feita 

utilizando-se o software Matlab® com os pacotes computacionais SeDuMi (STURM, 

2003) e Yalmip (LÖFBERG, 2004). Esta simulação é importante para o projeto de 

controle do manipulador e posteriormente simular o comportamento do robô (CRAIG, 

2012). 
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3 MODELAGEM DO MANIPULADOR ROBÓTICO 

 

 

Neste capítulo são apresentados os fundamentos teóricos necessários para a 

formulação do modelo dinâmico do manipulador robótico com juntas flexíveis. 

Primeiro, é apresentado o modelo dinâmico de um manipulador rígido. Em seguida, o 

modelo dinâmico completo de um manipulador com flexibilidade nas juntas e seu 

modelo dinâmico reduzido. Por fim, apresenta-se o modelo dinâmico reduzido para o 

caso de um manipulador com dois graus de liberdade e flexibilidade nas juntas, 

seguido por sua representação em espaço de estados. 

 

 

3.1 MODELAGEM DINÂMICA DE MANIPULADORES ROBÓTICOS 

 

 

O modelo dinâmico é responsável por relacionar as posições, velocidades e 

acelerações das juntas do robô, com os torques aplicados pelos atuadores, de acordo 

com a tarefa a ser executada, considerando as características de massa, geometria e 

inércia do sistema. 

 

 

3.1.1 Modelo Dinâmico de Manipulador Robótico Rígido 

 

 

Nesta subseção é considerado um manipulador robótico com 𝑛 graus de 

liberdade e 𝑛 juntas rígidas. A Figura 3 apresenta o modelo esquemático de uma junta 

rígida, onde: 𝐉𝐫𝐞𝐝 é a matriz de inércia do estágio de redução do corpo rígido, 𝐌𝐢𝐢 é a 

matriz de inércia de carga no corpo rígido. 
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Figura 3 - Representação esquemática de uma articulação rígida 
Fonte: Adaptado de TAKANO (2016). 

 

 

Para uma junta rígida e sem estágio de redução, temos que: 𝜃 = 𝑞. 

Considerando-se 𝑛 juntas do manipulador, temos: 𝝉 ∈ ℝ𝑛𝑥1  são os torques dos 

motores; 𝜽 ∈ ℝ𝑛𝑥1  são as posições angulares dos motores e 𝒒 ∈ ℝ𝑛𝑥1 são as posições 

angulares dos elos. 

O modelo dinâmico inverso pode ser obtido a partir da equação de Lagrange, 

apresentado na equação (1), deduzida no anexo A. 

 

                          𝑴𝒒(𝒒)�̈� + 𝑪(𝒒, �̇�)�̇� + 𝝉𝑮(𝒒) + 𝝉𝒇 = 𝛕 + 𝛕𝐞𝐱𝐭  ,                                         (1) 

 

Onde: 

𝐌𝐪(𝐪) = 𝐌𝐋(𝐪) + 𝐌𝐑  é a matriz de inércia dos elos e dos motores; 

𝐌𝐋(𝐪) ∈ ℝ𝐧𝐱𝐧  é a matriz de inércia dos elos do manipulador; 

𝐌𝐑 ∈ ℝ𝐧𝐱𝐧  é a matriz de inércia dos motores, onde 𝐌𝐑 = 𝐝𝐢𝐚𝐠(𝐉𝐦𝐨𝐭𝟐
,… , 𝐉𝐦𝐨𝐭𝐧−𝟏

); 

𝐂(𝐪, �̇�) ∈ ℝ𝐧 é o vetor das forças de Coriolis e centrífuga; 

𝛕𝐆(𝐪) ∈ ℝ𝐧 é o vetor de torque gravitacional; 

𝛕𝐟 ∈ ℝ𝐧  é o vetor da força de atrito; 

𝛕𝐞𝐱𝐭 ∈ ℝ𝐧  é o vetor de torque externo; 

𝐽𝑚𝑜𝑡  é a inécia do motor. 

 

 

3.1.2 Modelo Dinâmico Completo de Manipulador Robótico com Juntas Flexíveis 
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Diferentemente dos manipuladores rígidos, a dinâmica de movimentação do 

motor 𝜃 e do elo 𝑞 nos manipuladores robóticos com flexibilidade nas juntas não 

podem ser consideradas iguais. 

A modelagem geométrica do sistema e os eixos de referência tanto do 

manipulador rígido, quanto dos manipuladores flexíveis, podem ser obtidos utilizando-

se o método de Denavit-Hartenberg (D-H). 

De acordo com (DE LUCA; BOOK, 1988) os modelos dinâmicos para os robôs 

manipuladores com flexibilidade nas juntas são utilizados para avaliar 

quantitativamente os efeitos vibratórios sobrepostos sobre o movimento rígido. 

Para realizar a modelagem, considera-se o braço robótico como uma cadeia 

cinemática aberta contendo 𝑛 + 1 corpos rígidos, base, 𝑛 elos interconectados por 𝑛 

juntas sujeitos à deflexão e atuação de 𝑛 drivers (sistemas de acionamento do braço 

robótico). Na Figura 4 observa-se a representação esquemática da cadeia cinemática 

descrita anteriormente. 

 

 

 

Figura 4 - Cadeia cinemática aberta com disposição de motores e elos 
Fonte: De Luca e Book (1988). 

 

 

Nesta configuração, cada motor é considerado um corpo rígido adicional e 

todas as juntas são consideradas flexíveis. 

A flexibilidade de cada junta 𝑖 é modelado como uma mola de rigidez 𝑘𝑖 > 0. 

A Figura 5 representa o esquema de uma articulação flexível, sendo 𝜏, o torque do 
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motor, 𝜃 é a posição angular do motor após a redução, 𝑘 é a rigidez da mola e 𝑞 é a 

posição angular do elo. 

 

 

 

Figura 5 - Representação esquemática de articulação flexível 
Fonte: Autoria Própria. 

 

 

Ao iniciar os estudos de modelagem dinâmica, são feitas três considerações 

em (DE LUCA e BOOK,1988):  

i. As deflexões nas juntas são pequenas, portanto os efeitos da flexibilidade 

são considerados limitados ao domínio da elasticidade linear;  

ii. Os atuadores dos rotores são modelados como corpos uniformes com 

centro de massa no eixo de rotação;  

iii. Cada motor é considerado localizado no braço robótico em uma posição 

que precede os elos. 

A primeira consideração implica que a matriz de inércia e o termo de gravidade 

do sistema são independentes das posições angulares dos motores. A segunda 

consideração é desejável por considerar uma vida útil longa do motor. Esta 

consideração também implicará que o termo de gravidade e a matriz de inércia do 

modelo dinâmico do robô serão independentes da posição angular dos motores. 

A análise cinemática e a análise dinâmica do sistema são feitas considerando 

2𝑛 sistemas de referência ligados à 2𝑛 corpos rígidos móveis (elos e motores) na 

cadeia cinemática do robô. 

Os sistemas de referência dos elos são representados por 𝐿𝑖 e os sistemas 

de referência dos motores por 𝑅𝑖, para 𝑖 = 1,…,𝑛, conforme indicado na Figura 4. Para 



12 
 

obter 𝐿𝑖, pode ser utilizada a convenção padrão Denavit–Hartenberg e para obter 𝑅𝑖, 

considera-se o sistema de referência passando pelo eixo do motor com um eixo z de 

mesma direção de rotação do motor. Assim, são necessárias 2𝑛 coordenadas. 

O conjunto 𝛩 de coordenadas generalizadas é dado pela equação (2). 

 

                                                    𝛩 = (
𝑞
𝜃

) ∈ ℝ2𝑛  .                                                      (2) 

 

Segundo De Luca e Book (2008), utilizando-se este conjunto de coordenadas 

encontram-se três vantagens: 

i. O modelo será independente das taxas de redução do motor;  

ii. As variáveis de posição possuirão uma faixa de variação de valores 

dinâmicos similar e;  

iii. A cinemática do robô será uma função apenas das variáveis dos elos, 

portanto a cinemática direta e inversa iguala-se ao caso dos robôs rígidos.  

Utilizando as equações de Lagrange, obtemos a equação dinâmica completa 

do modelo, conforme apresentado na equação (3), referenciada e deduzida no Anexo 

A. 

 

[
𝐌𝐪(𝐪) 𝐒(𝐪)

𝐒𝐓(𝐪) 𝐉
] + [

𝐂(𝐪, �̇�) + 𝐂𝟏(𝐪, 𝐪,̇ �̇�)
𝐂𝟐(𝐪, �̇�)

] + [
𝜏𝑓𝑎

𝜏𝑓𝑚
] + [

𝜏𝐺 (𝑞) + 𝐊(𝐪 − 𝛉)
𝐊(𝛉 − 𝐪)

] = [
𝟎
𝛕

],            (3) 

 

 

Onde: 

𝐌𝐪(𝐪) ∈ ℝnxn é a matriz de inércia dos elos e dos motores; 

𝐒(𝐪) é a matriz triangular superior dos acoplamentos inerciais entre rotor e o elo 

anterior;  

𝐉 ∈ ℝnxn é a matriz diagonal constante obtida a partir dos componentes inerciais dos 

rotores em torno do eixo de rotação, sendo 𝐉 = 𝐝𝐢𝐚𝐠(𝐈𝐳𝐳𝟏
𝐱𝐡𝟏

𝟐
, … , 𝐈𝐳𝐳𝐧

𝐱𝐡𝐧
𝟐

);  

𝐼𝑧𝑧 é a inércia dos rotores dos motores;  

ℎ é a redução dos motores;  

𝐂(𝐪, �̇�), 𝐂𝟏(𝐪, �̇�, �̇�) 𝐞 𝐂𝟐(𝐪, �̇�) ∈ ℝ𝐧 são as contribuições das forças inercial de Coriolis 

e centrífuga;  

𝜏𝑓𝑎 ∈ ℝ𝑛 é o torque relacionado à força de atrito das juntas;  
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𝜏𝑓𝑚 ∈ ℝ𝑛  é o torque relacionado à força de atrito dos motores;  

𝜏𝐺(𝑞) ∈ ℝn é o torque gravitacional; e  

𝐊 = diag(k1, … , kn) ∈ ℝn é a matriz diagonal de rigidez das juntas; 

𝛕 ∈ ℝ𝐧 é o vetor de torque do motor. 

 

 

Os dois modelos dinâmicos da equação (3), estão acoplados pela 

componente elástica k e pelos acoplamentos inerciais 𝐒(𝐪). Para simplificar o modelo, 

considera-se que a energia cinética dos rotores é influenciado apenas pela sua própria 

rotação o que permite desconsiderar o acoplamento de inércia entre os motores e os 

segmentos do robô, portanto 𝑺(𝒒) = 0. 

Consequentemente, a equação dinâmica simplificada obtida pode ser 

observada nas equações (4) e (5). Estas duas equações são acopladas apenas pelo 

torque elástico. 

 

                          𝐌𝐪(𝐪)�̈� + 𝐂(𝐪, �̇�)𝐪 + 𝛕𝐆(𝐪) + 𝜏𝑓𝑎 + 𝐊(𝐪 − 𝛉) = 𝟎 ,                                   (4) 

                                                  𝐉�̈� + 𝜏𝑓𝑚 − 𝐊(𝛉 − 𝐪) = 𝝉𝒓𝒆𝒅 ,                                                            (5) 

 

Onde: 

𝝉𝒓𝒆𝒅 é o vetor de torque do motor após a redução. 

 

A equação (4) está relacionada ao modelo dinâmico dos elos e a equação (5) 

está relacionada com o modelo dinâmico dos motores. Ambos os modelos estão 

acoplados pela componente elástica k. 

Analisando as equações para valores muito altos de 𝑘(𝑘 → ∞) obtemos (𝜃 →

𝑞), ou seja, o comportamento do robô como rígido, e torque elástico 𝜏𝑚 = 𝑘(𝜃 − 𝑞) →

𝜏.  

 

 

3.1.3 Modelo Dinâmico de Manipulador Robótico com Dois Graus de Liberdade e 

Juntas Flexíveis 
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Na Figura 6 pode ser observado o modelo esquemático em um plano 

cartesiano de um manipulador com dois graus de liberdade e juntas flexíveis, onde: 𝑚 

é a massa dos elos, 𝑙 é o comprimento dos elos, 𝝉𝒓𝒆𝒅 = {𝛕𝟏 𝛕𝟐}𝐓 ∈ ℝ𝟐x1 é o torque dos 

motores após redução, 𝜽𝒓𝒆𝒅 = {𝛉𝟏  𝛉𝟐}𝐓 ∈ ℝ𝟐𝐱𝟏  é a posição angular dos motores após 

a redução, 𝐪 = {𝐪𝟏  𝐪𝟐}𝐓 ∈ ℝ𝟐𝐱𝟏 é a posição angular dos elos e 𝐤 = {𝐤𝟏  𝐤𝟐}𝐓 ∈ ℝ𝟐𝐱𝟏  é 

rigidez das juntas. 

 

 

 

Figura 6 - Representação esquemática em plano cartesiano de manipulador 

robótico de 2 graus de liberdade com juntas flexíveis 
Fonte: Adaptado de TAKANO (2016). 

 

 

Nas equações (6) a (11) são definidos os termos da equação dinâmica do 

manipulador apresentada nas equações (4) e (5). Os termos 𝑴𝒒(𝒒), 𝑪(𝒒, �̇�) e τG(q) da 

equação (4) correspondem aos termos da equação dinâmica dos elos, lembrando que 

𝐌𝐪(𝐪) = 𝐌𝐋(𝐪) + 𝐌𝐑. A equação dos elos foi obtida no anexo A utilizando o Princípio 

de Lagrange como mostra (LEWIS; DAWSON; ABDALLAH, 2003). 

 

𝐌𝐋(𝐪) = [
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2 + 𝑚2𝑙2
2 + 2𝑚2𝑙1𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝑞2) 𝑚2𝑙2

2𝑚2𝑙1𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝑞2)

𝑚2𝑙2
2 + 𝑚2𝑙1𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝑞2) 𝑚2𝑙2

2 ] ,               (6) 

 

Onde: 

𝑚𝑖 é a massa do elo; 

𝑙𝑖  é o comprimento do elo. 
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                                                      𝐌𝐑 = [𝑚𝑚2𝑙1
2 0

0 0
]                                                      (7) 

 

Onde: 

𝑚𝑚2 é a massa do motor. 

 

                                 𝐂(𝐪, �̇�) = [
−𝑚2𝑙1𝑙2(2�̇�1�̇�2 + �̇�2

2)𝑠𝑒𝑛 (𝑞2)

𝑚2𝑙1𝑙2�̇�1
2𝑠𝑒𝑛 (𝑞2)

] ,                                       (8) 

 

                          𝛕𝐆(𝐪) = [
𝑔(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑐𝑜𝑠(𝑞1) + 𝑔𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝑞1 + 𝑞2)

𝑔𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝑞1 + 𝑞2)
] ,                                  (9) 

 

Onde: 

g é a aceleração da gravidade. 

 

𝝉𝒇𝒂 = 𝝉𝒇𝒎 = [
𝑣1�̇�1 + 𝑑1𝑠𝑔𝑛(�̇�1)

𝑣2�̇�2 + 𝑑2𝑠𝑔𝑛(�̇�2)
], onde 𝑠𝑔𝑛(𝑖) = {

+1 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 > 0
𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 = 0

−1 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 < 0
           (10) 

 

Onde: 

v é o atrito viscoso; 

d é o atrito de Coulomb. 

 

                                     𝑱 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑧𝑧1
ℎ1

2, 𝐼𝑧𝑧2
ℎ2

2) ,                                               (11) 

 

Onde: 

𝐼𝑧𝑧 é a inércia do rotor; 

ℎ é a redução do motor. 

 

 

3.1.4 Modelo Dinâmico Reduzido para Simulação Computacional 
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O principal objetivo é integrar as equações dinâmicas (4) e (5), assumindo 

como sinal de entrada o torque 𝜏𝑟𝑒𝑑  para obter como resultado os sinais de saída 𝜽 e 

𝒒.  

Pode-se reescrever as equações (4) e (5) na forma matricial conforme 

equação (12). 

 

[
𝑴𝒒(𝑞) 𝟎2𝑥2

𝟎2𝑥2 𝑱
] [

�̈�

�̈�
] + [

𝑪(𝑞, �̇�)
𝟎1𝑥2

] [
�̇�

�̇�
] + [

𝝉𝑮(𝑞)
𝟎1𝑥2

] + [
𝝉𝒇𝒂

𝝉𝒇𝒎
] + [

𝑲(𝑞 − 𝜃)
𝑲(𝜃 − 𝑞)

] [
𝑞
𝜃

] = [
𝟎1𝑥2

𝝉𝒓𝒆𝒅
].         (12) 

 

A equação (12) ainda pode ser escrita no formato indicado na equação (13). 

 

                           𝑴𝑻(𝑞)�̈� + 𝑪𝑻(𝑞, �̇�)�̇� + 𝝉𝑮𝑻
(𝑞) + 𝝉𝒇𝑻

(𝑞) + 𝑲𝑻𝑧 = 𝒖 ,                               (13) 

 

Onde: 

𝒛 = {𝑞  𝜃}𝑇 é a matriz transposta de saída com as posições angulares do elo e do 

motor; 

𝒖 = {01𝑥2  𝜏}𝑇 é a matriz transposta de entrada. 

 

A equação (14) é utilizada na simulação computacional e tem por objetivo 

obter sua solução e para isto podem ser aplicadas técnicas de integração das 

acelerações para calcular velocidades e posições. 

 

    �̈� = 𝑴𝑻(𝑞)−1[𝒖 − 𝑪𝑻(𝑞, �̇�)] − 𝝉𝑮𝑻
(𝑞) − 𝝉𝒇𝑻

(𝑞) − 𝑲𝑻] .                               (14) 

 

O diagrama de blocos, apresentado na Figura 7, representa a integração da 

equação (14). 

 

 

 

Figura 7 - Diagrama de blocos da simulação computacional 
Fonte: Adaptado de (TAKANO, 2016) 
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3.1.5 Modelo Dinâmico Simplificado para o Projeto do Controlador 

 

 

Conforme representação observada na Figura 6, a aceleração da gravidade 

g é orientada ao longo do eixo −𝒛, portanto seus efeitos são ignorados no modelo 

dinâmico da equação (4), ou seja 𝝉𝑮(𝑞) = 0. O modelo dinâmico apresentado nas 

equações (4) e (5) é reduzido a fim de obter um modelo simplificado para o projeto do 

controlador. Desta forma, duas considerações são assumidas para simplificar o 

modelo:  

i. O manipulador é considerado em configuração constante: 𝐂(𝐪, �̇�) = 0; e  

ii. É considerado o caso mais crítico em que o manipulador não tem 

amortecimento: 𝝉𝒇𝒂 = 𝝉𝒇𝒎 = 0, portanto:  

 

                                           𝑴𝑻(𝑞)�̈� + 𝑲𝑻𝑧 = 𝒖 ,                                                    (15) 

 

Onde: 

𝒛 = {𝑞1𝑥2  𝜃1𝑥2 }𝑇 é a matriz transposta da posição angular dos elos e dos motores; 

𝑴𝑻(𝑞) = [
𝑀𝑞(𝑞) 02𝑥2

02𝑥2 𝐽2𝑥2
] é a matriz de inércia total; 

𝑲𝑻 = [

𝑘1

0
−𝑘1

0

0
𝑘2

0
−𝑘2

−𝑘1

0
𝑘1

0

0
−𝑘2

0
𝑘2

] é a matriz de rigidez das juntas total; 

𝒖 = {01𝑥2  𝜏𝑟𝑒𝑑1𝑥2 }𝑻 é a matriz transposta de entrada. 

 

A matriz de inércia total 𝑴𝑻(𝑞), apresentada na equação (15), depende do 

valor da posição angular do elo 𝒒, especificamente de 𝒒𝟐, conforme pode ser 

observado no Anexo A, o qual apresenta a dedução destas equações. 

A representação em espaço de estados, do modelo apresentado na equação 

(15), é apresentada na equação (16), onde os estados 𝑥1 = 𝑧 𝑒 𝑥2 = �̇�1, e portanto 𝒙 =

{𝑥1  𝑥2}𝑇 = {𝑞1 𝑞2 𝜃1 𝜃2  �̇�1 �̇�2 �̇�1 �̇�2 }𝑇. 
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                              {
�̇�1

�̇�2
}

8𝑥8

= [
𝟎4𝑥4 𝑰𝟒𝒙𝟒

−𝑴𝑻(𝑞)−1𝐾𝑇 𝟎𝟒𝒙𝟒
] {

𝑥1

𝑥2
} + [

𝟎𝟒,𝟒

𝑴𝑻(𝑞)−1] {
𝟎1,2

𝝉𝒓𝒆𝒅
} ,

                    {
𝑦1

𝑦2
} = [I8x8 ] {

𝑥1

𝑥2
} ,

              (16) 

 

A matriz de inércia total 𝑴𝑻(𝑞) depende da matriz 𝑴𝒒(𝑞), ou seja, depende 

da configuração do robô, especificamente da posição do elo 𝒒𝟐, conforme visto nas 

equações (5) e (6), portanto: 

 

     
                                                    �̇� = 𝑨(𝑞2)𝑥 + 𝑩(𝑞2)𝑢 ,

                                                𝑦 = 𝑪𝑥 + 𝑫𝑢 ,
                                                            (17)  

 

Onde:  

A é a matriz (n x n) de estados da representação em espaço de estados;  

B é a matriz (n x r) de entrada da representação em espaço de estados;  

C é a matriz (m x n) de saída da representação em espaço de estados;  

D é a matriz (m x r) de transmissão direta da representação em espaço de estados;  

�̇� equação de estados;  

y é a equação de saída. 

 

Baseado na representação de espaço de estados apresentado na equação 

(17), considerando o torque dos atuadores 𝝉 como sinal de entrada do sistema e as 

posições dos motores 𝜽 como sinal de saída pode ser obtida a matriz de transferência 

𝑮 para valores específicos de 𝒒𝟐 , conforme apresentado na equação (18). 

 

                                                {
𝜽𝟏(𝑠)

𝜽𝟐(𝑠)
} = [𝑮(𝑞2)] {

𝝉𝟏(𝑠)

𝝉𝟐(𝑠)
} ,                                                    (18) 

 

Onde: 

[𝑮(𝑞2)] = [
𝑮𝟏𝟏(𝑠) 𝑮𝟏𝟐(𝑠)
𝑮𝟐𝟏(𝑠) 𝑮𝟐𝟐(𝑠)

] ; 

 

Sendo que função de transferência 𝑮𝒊𝒋(𝑠) representa a influência da entrada 𝜏1 na 

saída 𝜃𝑗 . 
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O primeiro par de zeros das funções de transferências 𝑮𝟏𝟏(𝑠) e 𝑮𝟐𝟐(𝑠) 

corresponde a uma frequência denominada frequência de bloqueio do sistema. Estas 

frequências de bloqueio, denominadas 𝝎𝟏 e 𝝎𝟐 estão relacionadas respectivamente 

às juntas 1 e 2, sendo utilizadas como parâmetros para sintonizar o controlador de 

regulagem. Portanto devem ser consideradas no projeto do controlador.  

A frequência de bloqueio pode ser analisada em uma única junta flexível como 

na Figura 5. Considera-se o caso crítico no qual os efeitos dissipativos são 

desconsiderados (𝝉𝒇 = 0). Assim, a função de transferência da junta com entrada 𝝉 e 

com saída 𝜽, apresentada na equação (19), permite obter a partir do par de zeros a 

frequência de bloqueio. 

 

                                               
𝜃(𝑠)

𝜏(𝑠)
=

𝑚𝑠2 + 𝑘

[𝑚𝑏𝑠2 + (𝑚 + 𝑏)𝑘]𝑠2  .                                                          (19) 

 

Onde: 

k é o parâmetro relacionado à rigidez da mola; 

m é o parâmetro relacionado à massa; 

b é o parâmetro relacionado ao coeficiente de atrito. 

 

Para o caso de uma única junta flexível, a frequência de bloqueio pode ser 

admitida conforme a equação (20), que ocorre quando o motor está bloqueado (𝜽 =

0). 

 

                                                            𝝎𝟏 = √
𝑘

𝑚
 .                                                                                 (20) 

 

A fim de alcançar amortecimento suficiente em um sistema controlado de 

malha fechada, a largura de banda deve ser limitada, como regra geral, a um terço da 

frequência de bloqueio. 
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4 PROJETO DO SISTEMA DE CONTROLE 

 

 

4.1 CONTROLE E REGULAÇÃO 

 

 

No controle e regulação, considera-se o problema de controle de movimento 

de um manipulador robótico com juntas flexíveis em uma configuração constante, ou 

seja, velocidade angular nula nos motores, assim �̇� = 0. Neste tipo de abordagem, 

não é considerado uma trajetória de referência, apenas deve ser encontrada uma lei 

de controle que estabilize assintoticamente o sistema com preferência a soluções 

globais válidas para qualquer estado inicial (DE LUCA; BOOK, 1988).  

O objetivo da lei de controle é determinar o posicionamento dos polos em malha 

fechada que permita atender requisitos de resposta transitória e/ou regime (VON 

ZUBEN, 2010). 

Neste trabalho, devido à presença de elasticidade nas juntas do manipulador, 

a lei de controle pode depender de quatro variáveis: �̇�, 𝜽, 𝒒 𝑒 �̇�.  

A lei de controle apresentada na equação (21) estabiliza assintoticamente, e 

de forma global o sistema: 𝑞 = 𝜃 = 𝜃𝑑   e  �̇� = �̇� = 0. 

 

                                              𝑢 = −𝑲𝑥                                                           (21) 

 

Onde: 

𝑢 = [0  0  𝜏1 𝜏2] é o vetor de torque dos motores; 

𝒙 = {𝑥1  𝑥2}𝑇 = {𝑞  �̇�  𝜃  �̇�}𝑇 é o vetor de estados. 

 

A representação em espaço de estados do controle de regulação da equação 

(21) é apresentada na equação (22). Esta representação considera o controle de 

regulação da equação (21) e o modelo dinâmico reduzido do manipulador. 

 

                                                        �̇�̇ = [𝑨(𝑞) − 𝑩(𝑞)𝑲]𝑥
                                                         𝒚 = 𝑪𝑥,

                                         (22) 
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Lembrando que a matriz dinâmica A(q) na equação (22) depende da 

configuração do manipulador definido pela posição da junta dos elos 𝒒, 

especificamente de 𝒒𝟐. 

No entanto, a implementação da lei de controle não será executada neste 

trabalho. 

 

 

4.2 ESTRATÉGIA DE CONTROLE VIA DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES 

 

 

Atualmente, as LMI’s são aplicadas em áreas como: controle de sistemas 

contínuos e discretos no tempo (ELGHAUI & NICULESCU, 2000), controle robusto 

(VANANTWERP & BRAATZ, 2000), controle de sistemas não-lineares, teoria de filtros 

robustos (PALHARES, 1998) e controle usando modelos fuzzy (TEIXEIRA, 

PIETROBOM & ASSUNÇÃO, 2000). 

Neste trabalho, as LMI’s serão utilizadas para encontrar os ganhos do 

controlador robusto com incertezas politópicas de cada um dos dois modelos locais 

do manipulador robótico de dois graus de liberdade com juntas flexíveis.  

O sistema em malha fechada atenderá requisitos de desempenho desde que 

os valores do controlador permitam a alocação dos polos dentro de uma região D. 

 

 

4.2.1 Análise de Estabilidade Segundo Lyapunov e Projeto do Controlador via LMI’s 

 

 

Analisar a estabilidade de um sistema e projetar controladores de sistemas 

lineares são partes de uma área de pesquisa bem explorada no ramo de controle. A 

função de Lyapunov é muito utilizada para certificar a estabilidade do sistema e o 

projeto do controlador é feito por meio de desigualdades matriciais lineares (BOYD et 

al., 1994). 

 

 

4.2.1.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov 
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Considere um sistema dinâmico linear autônomo (relaxado), ou seja: 

 

                                                                            �̇� = 𝑨𝑥 .                                                                  (23) 

 

Um estado de equilíbrio é alcançado quando �̇� = 0. Todas as derivadas nulas 

significa que os estados não estão variando no tempo e portanto, são indicados como 

estados em equilíbrio ou ponto de equilíbrio 𝒙𝒆. 

Para verificar a estabilidade no sentido de Lyapunov é necessário definir 

primeiramente uma região esférica de raio 𝑘 em torno do estado de equilíbrio 𝒙𝒆 por: 

 

                                                                 ‖𝑥 − 𝑥𝑒‖ ≤ 𝑘 .                                                              (24) 

 

Sendo que ‖𝑥 − 𝑥𝑒‖ é chamada de norma Euclidiana e é definida por: 

 

                 ‖𝑥 − 𝑥𝑒‖ = [(𝑥1 − 𝑥1𝑒)2 + (𝑥2 − 𝑥2𝑒)2 + ⋯ + (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛𝑒)2]
1
2 .                           (25) 

 

Seja 𝑺(𝜹) a região que consiste em todos os pontos tais que 

 

                                                                  ‖𝑥 − 𝑥𝑒‖ ≤ 𝛿  .                                                                  (26) 

 

Sendo 𝑥0 o estado inicial, e seja 𝑺(𝝃) a região que consiste em todos os pontos 

para os quais 

 

                                                                ‖𝑥 − 𝑥𝑒‖ ≤ 𝜉, ∀𝑡 > 0 .                                                      (27) 

 

A estabilidade pode ser interpretada de três formas distintas. 

Um estado de equilíbrio 𝒙𝒆 do sistema (23) é dito estável no sentido de 

Lyapunov se, correspondendo a cada 𝑺(𝝃) existir um 𝑺(𝜹) tal que as trajetórias 

iniciadas em 𝑺(𝜹) não deixem 𝑺(𝝃) à medida que 𝒕 cresce, conforme está 

representado na Figura 8. 
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Figura 8 - Estado de equilíbrio estável 
Fonte: Autoria Própria. 

 

Um estado de equilíbrio 𝒙𝒆 do sistema (23) é dito assintóticamente estável se 

for estável no sentido de Lyapunov e se toda solução começando em 𝑺(𝜹) converge 

para 𝑥𝑒, sem deixar 𝑺(𝝃), à medida que 𝒕 cresce, conforme está representado na 

Figura 9. 

 

Figura 9 - Estado de equilíbrio assintóticamente estável 

Fonte: Autoria Própria. 

 

Um estado de equilíbrio 𝒙𝒆 do sistema (23) é dito instável se, para algum 

número real 𝝃 > 0 e todo número real 𝜹 > 0, não importando quão pequeno ele seja, 

há sempre um estado 𝒙𝟎 em 𝑺(𝜹) tal que a trajetória, começando neste estado deixa 

a região 𝑺(𝝃), conforme está representado na figura 10. 
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Figura 10 - Estado de equilíbrio instável 
Fonte: Autoria Própria. 

 

 

Para o estudo da estabilidade, algumas definições são necessárias: 

Uma função escalar 𝑽(𝒙) é dita positiva definida em uma região 𝛺 se 𝑽(𝒙) >

0 para todos os estados não nulos 𝒙 na região 𝜴 e 𝑽(𝟎) = 0. 

Uma função escalar 𝑽(𝒙) é dita negativa definida se −𝑽(𝒙) for positiva 

definida. 

Uma função escalar 𝑽(𝒙) é dita positiva semidefinida se for positiva em todos 

os estados de uma região 𝜴, exceto na origem e em outros estados onde seu valor é 

zero,   𝑽(𝒙) ≥ 0. 

Uma função escalar 𝑽(𝒙) é dita negativa semidefinida se −𝑽(𝒙) for positiva 

semidefinida. 

Uma forma quadrática constitui uma classe de funções escalares que 

desempenham um papel importante na análise de estabilidade de sistemas 

dinâmicos, a forma geral é encontrada na equação (28). 

 

               𝑽(𝒙) = 𝑥𝑇𝑷𝑥 = [𝑥1 𝑥2
⋯ 𝑥𝑛] [

𝑷𝟏𝟏  
𝑷𝟐𝟏  

⋮  
𝑷𝒏𝟏  

  𝑷𝟏𝟐   
  𝑷𝟐𝟐   

  ⋮  
  𝑷𝒏𝟐  

⋯
⋯
⋱
⋯

𝑷𝟏𝒏

𝑷𝟐𝒏

⋮
𝑷𝒏𝒏

] [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] .                                    (28) 

 

A definição positiva da forma quadrática ou forma hermitiana 𝑽(𝒙) pode ser 

determinada com o estudo dos autovalores de P. Se os autovalores de P forem todos 

positivos então pode concluir-se que P é positiva definida. 
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Definindo-se uma função de Lyapunov para o sistema descrito na equação 

(23), temos: 

 

                                               𝑽(𝒙) = 𝑥𝑇𝑷𝑥 > 0 (𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎) .                                       (29) 

 

A derivada em relação ao tempo é: 

 

             �̇�(𝒙) = �̇�𝑇𝑷𝑥 + 𝑥𝑇𝑷�̇� = (𝑨𝑥)𝑇𝑷𝑥 + 𝑥𝑇𝑷𝑨𝑥 = 𝑥𝑇(𝑨𝑻𝑷 + 𝑷𝑨)𝑥 .                               (30) 

 

Como 𝑽(𝒙) foi escolhida sendo definida positiva, para ter estabilidade 

assintótica é necessário que �̇�(𝒙) seja definida negativa: 

 

                                                   �̇�(𝒙) < 0 (𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎) .                                                     (31) 

 

Então, para a estabilidade da equação (23) é necessário que: 

 

                                                                𝑨𝑻𝑷 + 𝑷𝑨 < 0                                                                          (32) 

 

Teorema 1: Considere o sistema autônomo descrito pela equação (23): 

 

                                                           �̇� = 𝑨𝑥  .                                                                           

 

Sendo que x é um vetor de estado e A é uma matriz nxn constante e não 

singular. Uma condição necessária e suficiente para que o estado de equilíbrio 𝐱 = 0 

seja assintoticamente estável é que, exista uma matriz P positiva definida, simétrica, 

tal que: 

 

                                                 𝑨𝑻𝑷 + 𝑷𝑨 < 0                                                              (34)                                     

 

Geometricamente o teorema é expresso na Figura 11. 
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Figura 11 - Representação geométrica do teorema 
Fonte: Autoria Própria. 

 

 

4.2.2 D-Estabilidade 

 

 

Uma importante ferramenta matemática para o estudo de sistemas descritos 

em espaço de estados e para o projeto de controladores robustos são chamadas 

Desigualdades Matriciais Lineares LMI’s (BOYD et al. 1994).  

Dentre as diversas técnicas que utilizam LMI’s, a D-estabilidade (ou 

estabilidade regional), por exemplo, que permite posicionar os autovalores do sistema 

em malha fechada localizados em uma região D do semiplano complexo negativo. 

Assim sendo, além de assegurar a estabilidade, garante também certos requisitos de 

desempenho do sistema realimentado (CHILALI and GAHINET, 1996). 

 

 

4.2.2.1 Condições para a D-estabilidade 

 

 

Considere um sistema linear controlável, descrito na forma de variável de 

estado: 

 

                                                                
�̇�(𝑡) = 𝑨𝑥(𝑡) + 𝑩𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝑪𝑥(𝑡)
                                                             (35) 



27 
 

sendo 𝑨 ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛 , 𝑩 ∈ ℝ𝑛𝑥𝑚  e 𝑪 ∈ ℝ𝑞𝑥𝑛 , matrizes que representam a dinâmica do 

sistema, 𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑛 é o vetor de estados, 𝑦(𝑡) ∈ ℝ𝑞 é o vetor de saída e 𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝑚  é 

o vetor de entrada de controle. 

O objetivo é encontrar uma matriz constante 𝐾 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛 , tal que, ao realimentar 

o sistema (35) com a entrada de controle  

 

                                                                𝑢(𝑡) = −𝐾𝑥(𝑡),                                                                       (36) 

 

torne o sistema em malha fechada estável e com comportamento transitório 

satisfatório. Logo, o sistema em malha fechada pode ser representado da seguinte 

forma: 

 

                                                               �̇�(𝑡) = (𝑨 − 𝑩𝑲)𝑥(𝑡).                                                             (37) 

 

Da teoria de controle é conhecido que o comportamento transitório está 

relacionado diretamente com a localização dos autovalores no semiplano complexo 

negativo. Alocando os autovalores dentro de uma região D adequada, é possível obter 

certos índices de desempenho, por exemplo, uma taxa de decaimento exponencial 

mínima 𝜸, um fator de amortecimento mínimo 𝝓 e um 𝓻 , que limita o tempo de subida 

durante o transitório que indiretamente pode restringir a norma do controlador, este 

assegura que nenhum autovalor do sistema em malha fechada tenha parte real muito 

negativa (𝜆 → ∞). Essa situação é desejável quando se pretende implementar um 

controlador projetado (SILVA et al. 2011). 

Para a formulação LMI, considere as seguintes substituições de variáveis 

(CHILALI and GAHINET, 1996): 𝓻 = 𝜔𝑛, 𝜁 = cos (𝝓 ) e 𝜸 = 𝜁𝜔𝑛. A região de interesse 

para a alocação robusta é a região denominada D de números complexos 𝒙 + 𝒚𝑗 que 

satisfazem: 

 

D(𝛾, 𝓇, 𝜙) = {

 𝑥 < −𝛾 < 0,                                         (𝑎)

|𝑥 + 𝑦𝒋| < 𝓇,                                        (𝑏)

tan(𝜙 ) 𝑥 < −|𝑦|,                                (𝑐)
 

 

Sendo que, a restrição (a), representa um semi-plano à esquerda da reta vertical que 

passa pelo ponto (-𝛾, 0), com 𝜸 > 0; a restrição (b), representa um disco centrado na 
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origem de raio 𝓻 e a restrição (c) limita o argumento 𝝓  dos elementos do conjunto. A 

região D(𝛾, 𝓇, 𝜙 ) pode ser vista na Figura 12. 

 

 
Figura 12: Região D(𝜸, 𝓻, 𝜙 ) para alocação de autovalores 

Fonte: (DA SILVA, E. R. P., ASSUNÇÃO, E., TEIXEIRA, C. M. and  
BUZACHERO, L.   F. S., 2012). 

 

 

A técnica de alocação de autovalores apresentada, utiliza o conceito de D-

estabilidade. Esse conceito permite que restrições de projeto tais como porcentagem 

de overshoot PO%, tempo de subida 𝒕𝒔 e tempo de estabelecimento 𝒕𝒆 sejam 

caracterizados por LMIs( CHILALI and GAHINET, 1996; EBIHARA and HAGIWARA, 

2004). 

(CHILALI and GAHINET, 1996) demostraram que certas regiões convexas no 

plano complexo podem ser representadas por LMIs. Neste trabalho, explora-se os 

resultados que garantem a D-estabilidade de sistemas lineares incertos na região 

D(𝛾, 𝓇, 𝜙). 

 

Lema 1. Dado as constantes positivas 𝛾, 𝓇 𝑒 𝜙. Se existir uma matriz simétrica 𝑋 ∈

ℝ𝑛𝑥𝑛  e uma matriz 𝐺 ∈ ℝ𝑚𝑥𝑛  satisfazendo as LMIs: 

 

                                                  𝑋 > 0 ,                                                         (𝐼)

 𝐴(𝛼)𝑋 − 𝐵(𝛼)𝐺 + 𝑋𝐴(𝛼)𝑇 − 𝐺𝑇𝐵(𝛼)𝑇 + 2𝛾𝑋 < 0 ,                        (𝐼𝐼) 

                       [
− 𝓇𝑋 𝑋𝐴(𝛼) 𝑇 − 𝐺𝑇𝐵(𝛼)𝑇

𝐴(𝛼)𝑋 − 𝐵(𝛼)𝐺 − 𝓇𝑋
] < 0,           (𝐼𝐼𝐼)

[
𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴(𝛼)𝑇 − 𝐺𝑇𝐵(𝛼)𝑇 + 𝐴(𝛼)𝑋 − 𝐵(𝛼)𝐺) cos (𝜃)(𝑋𝐴(𝛼)𝑇 − 𝐺𝑇𝐵(𝛼) 𝑇 − 𝐴(𝛼)𝑋 + 𝐵(𝛼)𝐺)

cos (𝜃)(𝐴(𝛼)𝑋 − 𝐵(𝛼)𝐺 − 𝑋𝐴(𝛼)𝑇 + 𝐺𝑇𝐵(𝛼)𝑇) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴(𝛼)𝑇 − 𝐺𝑇𝐵(𝛼)𝑇 + 𝐴(𝛼)𝑋 − 𝐵(𝛼)𝐺)
] < 0 .  (𝐼𝑉)

        (38) 
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Então o sistema (37) é D(𝛾, 𝓇, 𝜙)-estável e um ganho que resolve o problema pode 

ser obtido com: 

 

                                                                 𝑲 = 𝑮𝑿−𝟏                                                                          (39) 

 

Demonstração: vide(CHILALI AND GAHINET, 1996).  
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5 RESULTADOS E ANÁLISE 

  

 

Neste capítulo, são apresentados os resultados das simulações 

computacionais via software Matlab®, baseados na modelagem dinâmica e estratégia 

de controle, especificamente, a modelagem dinâmica de um manipulador planar com 

dois graus de liberdade e flexibilidade nas juntas. 

A simulação computacional é responsável por validar a dinâmica estabelecida 

e a lei de controle, descritos teoricamente nos Capítulos 3 e 4. Os trabalhos de PARK 

et al. (2001) e MAKAROV et al. (2012) são exemplos de trabalhos que validaram as 

leis de controle via simulações computacionais. 

A Tabela 1 apresenta os parâmetros e valores assumidos ao manipulador 

flexível nas simulações, utilizando a dinâmica simplificada deste robô. A maioria 

destes parâmetros foram determinados com base nas obras de LEWIS et al. (2013) e 

MAKAROV et al. (2012). 

 

 

 

Tabela 1 – Parâmetros e valores assumidos ao manipulador flexível 

 

Parâmetros Primeiro motor/elo Segundo motor/elo Valor 

Massa do elo 𝑚1(𝐾𝑔) 𝑚2(𝐾𝑔) 0,5 

Limite Superior de 

Elasticidade da junta 
𝑘1𝑠𝑢𝑝(𝑁 𝑚⁄ ) 𝑘2𝑠𝑢𝑝(𝑁 𝑚⁄ ) 10,5x103 

Limite Inferior de 

Elasticidade da junta 
𝑘1𝑖𝑛𝑓(𝑁 𝑚⁄ ) 𝑘2𝑖𝑛𝑓(𝑁 𝑚⁄ ) 9,5x103 

Comprimento do elo 𝑙1(𝑚) 𝑙2(𝑚) 0,25 

Massa do motor 𝑚𝑚1 (𝐾𝑔) 𝑚𝑚2 (𝐾𝑔) 0,5 

Redução ℎ1 ℎ2 100 

Inércia do rotor 𝐼𝑧𝑧1 (𝐾𝑔𝑚2 ) 𝐼𝑧𝑧2 (𝐾𝑔𝑚2 ) 14x10−6
 

Fontes: Adaptado de Lewis et al. (2013) e Makarov et al. (2012). 
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5.1 CONTROLE E REGULAÇÃO NO MODELO SIMPLIFICADO UTILIZANDO A D-

ESTABILIDADE 

 

 

Existem 2 incertezas politópicas no modelo do manipulador robótico com dois 

graus de liberdade e flexibilidade nas juntas, são 𝑘1 e 𝑘2. Estas são as constantes de 

rigidez das juntas 1 e 2, respectivamente. Para cada constante de rigidez existe um 

valor limite superior e um limite inferior que é arbitrado e a combinação deles, aplicada 

à matriz de estados A, constituem os 4 vértices do politopo. Estes vértices são: 

(A1,B);(A2,B);(A3,B) e (A4,B). 

O conjunto de LMI’s que contêm os vértices cujo B é único devido a 

inexistência de incerteza nele presente, é mostrado em (40). 

 
𝑋 > 0

𝐴1𝑋 − 𝐵𝐺 + 𝑋𝐴1𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 2𝛾𝑋 < 0

𝐴2𝑋 − 𝐵𝐺 + 𝑋𝐴2𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 2𝛾𝑋 < 0

𝐴3𝑋 − 𝐵𝐺 + 𝑋𝐴2𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 2𝛾𝑋 < 0

𝐴4𝑋 − 𝐵𝐺 + 𝑋𝐴3𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 2𝛾𝑋 < 0

[ − 𝓇𝑋 𝑋𝐴1𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇

𝐴1𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝓇𝑋
] < 0

[ − 𝓇𝑋 𝑋𝐴2𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇

𝐴2𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝓇𝑋
] < 0

[ − 𝓇𝑋 𝑋𝐴3𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇

𝐴3𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝓇𝑋
] < 0

[
− 𝓇𝑋 𝑋𝐴4𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇

𝐴4𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝓇𝑋
] < 0

[
𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴1𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴1𝑋 − 𝐵𝐺) cos (𝜃)(𝑋𝐴1𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 − 𝐴1𝑋 + 𝐵𝐺)

cos (𝜃)(𝐴1𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝑋𝐴1𝑇 + 𝐺𝑇𝐵𝑇) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴1𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴1𝑋 − 𝐵𝐺)
] < 0

[
𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴2𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴2𝑋 − 𝐵𝐺) cos (𝜃)(𝑋𝐴2𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 − 𝐴2𝑋 + 𝐵𝐺)

cos (𝜃)(𝐴2𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝑋𝐴2𝑇 + 𝐺𝑇𝐵𝑇) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴2𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴2𝑋 − 𝐵𝐺)
] < 0

[
𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴3𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴3𝑋 − 𝐵𝐺) cos (𝜃)(𝑋𝐴3𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 − 𝐴3𝑋 + 𝐵𝐺)

cos (𝜃)(𝐴3𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝑋𝐴3𝑇 + 𝐺𝑇𝐵𝑇) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴3𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴3𝑋 − 𝐵𝐺)
] < 0

[
𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴4𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴4𝑋 − 𝐵𝐺) cos (𝜃)(𝑋𝐴4𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 − 𝐴4𝑋 + 𝐵𝐺)

cos (𝜃)(𝐴4𝑋 − 𝐵𝐺 − 𝑋𝐴4𝑇 + 𝐺𝑇𝐵𝑇) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)(𝑋𝐴4𝑇 − 𝐺𝑇𝐵𝑇 + 𝐴4𝑋 − 𝐵𝐺)
] < 0

         (40) 

 
 

Sendo: 

A1 a matriz de estados que contêm os limites de rigidez 𝑘1𝑠𝑢𝑝 e 𝑘2𝑠𝑢𝑝; 

A2 a matriz de estados que contêm os limites de rigidez 𝑘1𝑠𝑢𝑝 e 𝑘2𝑖𝑛𝑓; 

A3 a matriz de estados que contêm os limites de rigidez 𝑘1𝑖𝑛𝑓 e 𝑘2𝑠𝑢𝑝; 
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A4 a matriz de estados que contêm os limites de rigidez 𝑘1𝑖𝑛𝑓 e 𝑘2𝑖𝑛𝑓. 

 

Para a solução numérica da LMI’s (40) e projeto do controlador, foi utilizado o 

software Matlab® e o solver Self-Dual-Minimisation (SeDuMi), desenvolvido por Jos 

F.Sturm.  

Resolvendo o Lema 1, considerando o conjunto de LMI’s (40), com os 

parâmetros 𝓻 = 390, 𝚽 = 60°, 𝜸 = 11, obteve-se um sistema factível e o seguinte 

controlador (41) foi obtido: 

 

 𝑲 = [

−4560,6 1683 4637,6 −1598,7 39,2 15,2 −32,5 −11
1733,2 −8787,1 −17054 8827,7 12,8 8,4 −10,6 −6,4
5074,9 −1434 −5031,7 1445,1 −26 −4,7 30,1 5
−1151 8810,6 1180,2 −8642,2 −5,1 −8,7 5,2 16,5

].        (41) 

 

Aqui são apresentadas as respostas do sistema com controle de regulação 

aplicado aos pontos críticos: 𝑞2 = −180°, 𝑞2 = 0° e 𝑞2 = 180°. 

As Figuras 13 e 14 mostram que todos os autovalores controlados pertencem 

à região D(11,390,60°): 

 

 
Figura 13 – Região D(11,390,60°) que contém os polos do sistema 

controlado 𝒒𝟐 = 𝟎° 

Fonte: Autoria Própria. 
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Figura 14 – Região D(11,390,60°) que contém os polos do sistema 

controlado para 𝒒𝟐 = 𝟏𝟖𝟎° 
Fonte: Autoria Própria. 

 
 

Pode-se observar que alguns dos 32 polos do sistema com controle estão 

bem próximos um do outro e foram alocados para o semiplano esquerdo, dentro da 

região D, indicando que o controlador amortece as juntas do manipulador para valores 

críticos da segunda junta 𝑞2. 

A Figura 15 mostra a resposta temporal da ação de controle do regulador 

sobre as posições angulares dos motores 1 e 2 e posições angulares dos elos 1 e 2 

dada uma condição inicial arbitrada 𝑥0 = [0,84 0,84 0,84 0,84 0 0 0 0]𝑇. 

Este resultado simulado indica a eficiência do controlador em termos de estabilidade 

do manipulador robótico com dois graus de liberdade e juntas flexíveis. 

 

 

-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0
-800

-600

-400

-200

0

200

400

600

800

x

x

x

x

x
xxx

x

x

x x x
x xxx

x

x

x x
x xxx x x x
xx xx

Pólos do sistema controlado

x

x

x

x

x xxxx

x

x
x

x
x

xxx

x

x

x
x
x

xxx x
x
x
x
x

xx



34 
 

 

Figura 15 – Ação do controle de regulação sobre as posições angulares dos motores e dos 
elos 
Fonte: Autoria Própria. 

 

 

 

5.2 FUNÇÃO DE RESPOSTA EM FREQUÊNCIA NAS CONFIGURAÇÕES CRÍTICAS 

DE POSIÇÃO ANGULAR DO ELO 2 

 

 

Primeiramente, a Função de Resposta em Frequência (FRF) do manipulador 

robótico é analisada com a finalidade de estabelecer os critérios para a sintonia do 

controlador. A FRF é analisada para valores de 𝑞2 = −180°, 𝑞2 = 0° e 𝑞2 = 180°. Estes 

valores correspondem às posições críticas do segundo elo do manipulador, ou seja, 

são os extremos do plano de trabalho, ressaltando que a matriz de massa total M(q) 

depende da posição angular 𝑞2 do segundo elo.  

A Figura (16) e a Figura (17) representam as posições críticas para o segundo 

elo.  
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Figura 16 - Representação cartesiana de 𝒒𝟐 = ±𝟏𝟖𝟎° 
Fonte: Adaptado de (TAKANO, 2016). 

 

 

Figura 17 - Representação cartesiana 𝒒𝟐 = 𝟎° 
Fonte: Adaptado de (TAKANO, 2016). 

 

Nas Figuras 18, 19, 20 e 21 observa-se que a segunda junta correspondente 

à posição angular do segundo elo (𝑞2) e apresenta grande influência no sistema. Nos 

casos 𝑞2 = −180° e 𝑞2 = 180° as respostas são muito próximas pois apresentam a 

mesma matriz de inércia M(q). 

A função de transferência 𝐺11(𝑠) na Figura 18 apresenta as respostas para 

𝑞2 = −180°, 𝑞2 = 0° e 𝑞2 = 180°. O gráfico mostra a influência da entrada 𝜏1 na saída 

𝜃1. 
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Figura 18 - Função de transferência 𝑮𝟏𝟏(𝒔)  
Fonte: Autoria própria. 

 

 

A função de transferência 𝐺22 (𝑠) na Figura 19 apresenta as respostas para 

𝑞2 = −180°, 𝑞2 = 0° e 𝑞2 = 180°. O gráfico mostra a influência da entrada 𝜏2 na saída 𝜃2 . 

 

 

Figura 19 - Função de transferência 𝑮𝟐𝟐(𝒔) 
Fonte: Autoria própria. 

 

A função de transferência 𝐺12(𝑠) na Figura 20 apresenta as respostas apenas 

para 𝑞2 = 0°. Isto ocorre pois, matematicamente, não é possível calcular a resposta 

nos casos 𝑞2 = −180° 𝑒 𝑞2 = 180° por não haver a inversa da matriz jacobiana 

necessárias para os cálculos. O gráfico mostra a influência da entrada 𝜏1 na saída 𝜃2 . 
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Figura 20 - Função de transferência 𝑮𝟏𝟐(𝒔) 
Fonte: Autoria própria. 
 
 
 

A função de transferência 𝐺21 (𝑠) na Figura 21 apresenta as respostas apenas 

para 𝑞2 = 0°. Isto ocorre pois, matematicamente, não é possível calcular a resposta 

nos casos 𝑞2 = −180° 𝑒 𝑞2 = 180° por não haver a inversa da matriz jacobiana 

necessárias para os cálculos. O gráfico mostra a influência da entrada 𝜏2 na saída 𝜃1. 

 

 

Figura 21 - Função de transferência 𝑮𝟐𝟏(𝒔) 
Fonte: Autoria própria. 
 

 
 

Nestes casos, pode-se analisar o acoplamento do sistema. No caso do 

manipulador robótico em questão, percebe-se um pequeno acoplamento que pode ser 

observado pela ausência de zeros nos diagramas de bode apresentados 

anteriormente. 
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5.3 FREQUÊNCIAS DE BLOQUEIO 

 

 

O comportamento das frequências de bloqueio é considerado na sintonia do 

controle de regulação para garantir que a largura de banda do sistema controlado seja 

no máximo um terço das frequências de bloqueio de cada junta. 

A grandeza das frequências de bloqueio variam significativamente em função 

da posição da junta 𝑞2.  

Em função da configuração do manipulador robótico, as frequências de 

bloqueio são avaliadas entre 𝑞2 = −180°, 𝑞2 = 0° e 𝑞2 = 180° conforme a Figura 22 e, 

para a primeira e segunda juntas, são denominadas 𝑤1 e 𝑤2, respectivamente. 

Nota-se que as posições 𝑞2 = −180° e 𝑞2 = 180° apresentam o mesmo valor 

numérico de frequências de bloqueio por possuírem a mesma matriz de inércia. 

Para 𝑤1os valores para 𝑞2 = ±180° e 𝑞2 = 0° foram: 400[rad/s] e 234,8[rad/s], 

respectivamente. 

Para 𝑤2os valores para 𝑞2 = ±180° e 𝑞2 = 0° foram: 481,1[rad/s] e 332,9[rad/s], 

respectivamente. 

Devido ao fato da inércia do primeiro motor ser maior que a inercia do segundo motor, 

temos que 𝑤2 é maior que 𝑤1. 

 

 

 

Figura 22 – Frequências de bloqueio em função de 𝒒𝟐 

Fonte: Autoria própria. 
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A não linearidade dinâmica do manipulador produz variação das frequências 

de bloqueio, apresentadas na Figura 22. Esta não linearidade ocorre devido à variação 

da matriz de inércia, dependente da configuração do segundo elo do manipulador 

robótico (𝑞2) e ela é considerada pelo sistema de controle.  

 

Figura 23 – Largura de banda e frequência das funções de transferência em 𝒒𝟐 = 𝟎° 
Fonte: Autoria própria. 

 

Na Figura 23 são apresentadas as respostas em frequência para 𝑞2 = 0°, 

controlados e não-controlados. As matrizes de transferência𝐺11(𝑠) e 𝐺22(𝑠) indicam 

frequências que seguem a regra de um terço das frequências de bloqueio. 
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Figura 24 – Largura de banda e frequência das funções de transferência em 𝒒𝟐 = 𝟏𝟖𝟎° 

Fonte: Autoria própria. 

 

 

Como pode ser observado, na Figura 24 os picos das FRF do sistema sem 

controle foram atenuados quando comparados à FRF com controle. A sintonia do 

controlador atende ao requisito de um terço da frequência de bloqueio. Além disso, 
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𝐺12(𝑠) e 𝐺21 (𝑠), existe um pequeno acoplamento do sistema e que o controle é efetivo.  
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6 CONCLUSÕES 

 

 

Neste trabalho foi abordado um estudo sobre o controle de robôs 

manipuladores com juntas flexíveis, especificamente um manipulador planar com dois 

graus de liberdade e flexibilidade nas juntas. Após a revisão de trabalhos análogos 

publicados na literatura, foi proposto utilizar o controle de regulação utilizando D-

estabilidade com o objetivo de alocar os polos em malha fechada de modo a garantir 

a estabilidade do manipulador robótico em uma configuração específica. Após 

determinado o modelo dinâmico do manipulador, foram feitas simulações 

computacionais para comprovar a efetividade do controlador. 

Os desempenhos encontrados nas simulações computacionais foram 

satisfatórios e pode ser considerado uma alternativa em relação aos controladores 

encontrados na literatura. 

Os resultados preliminares, gerados a partir da dinâmica simplificada do 

manipulador robótico, mostraram variações na frequência de bloqueio e nas respostas 

em frequência, significando uma certa dependência da configuração do robô. Este 

resultado expressa o comportamento não linear do manipulador robótico. 

Levando em consideração os pontos críticos temos um controle de regulação efetivo, 

isto é, o controlador estabiliza a posição do manipulador robótico para essas 

configurações considerando-se uma condição inicial arbitrada. 

Como sugestão para continuação deste trabalho, seria interessante aplicar 

uma entrada do tipo degrau na entrada do sistema, e verificar se os requisitos como 

overshoot e um tempo de acomodação são pequenos, indicando que o controlador 

amortecerá e estabilizará a resposta do sistema de forma adequada. Além disso, 

realizar a implementação para o modelo dinâmico completo do manipulador robótico 

de dois graus de liberdade com juntas flexíveis. 
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ANEXO A – DEDUÇÃO DA EQUÇÃO DINÂMICA DO MANIPULADOR 
 
 

Este anexo é adaptado da obra de (LEWIS; DAWSON; ABDALLAH, 2003)  

e apresenta a dedução da equação dinâmica do manipulador. 

Considerando um manipulador planar, admite-se que as posições de junta 

𝑞 e velocidade de junta �̇� podem ser expressas conforme a equação (A.1), onde: 𝑒 é 

o movimento linear, 𝜃 é a posição angular e �̇� é a velocidade angular. 

 

                                                         𝑞 = [
𝜃
𝑒

] , �̇� = [�̇�
�̇�

]                                                                       (𝐴. 1)  

 
O vetor de força generalizado é considerado na equação (A.2). 
 

                                                                       𝜏 = [
𝑡
𝑓

]                                                                          (𝐴. 2) 

 

onde: 

t é um torque; 

f é uma força e ambos correspondem ao motor do manipulador. 

 

 

A energia cinética total E, considerando o movimento angular �̇� e 

movimento linear �̇�é apresentado na equação (A.3). 

 

                                                                    𝐸 = 
1

2
𝑚𝑒2�̇�2 +

1

2
𝑚�̇�2                                                 (𝐴. 3) 

 

A energia potencial é dada na equação (A.4). 

 

                                                                          𝑃 = 𝑚𝑔𝑒𝑠𝑖𝑛𝜃                                                           (𝐴. 4) 

 

A partir da equação de Lagrange, dada pela equação (A.5), podem ser 

obtidas as equações (A.6) e (A.7). 

 

                                         𝐿 = 𝐸 − 𝑃 =
1

2
𝑚𝑒2�̇�2 +

1

2
𝑚�̇�2 − 𝑚𝑔𝑒𝑠𝑖𝑛𝜃                                     (𝐴. 5) 
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𝜕𝐿

𝜕�̇�
=

𝜕𝐿

𝜕�̇�
𝜕𝐿
𝜕�̇�

= [𝑚𝑒2

𝑚�̇�
]                                                           (𝐴. 6) 

 

                                                             
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�
= [𝑚𝑒2�̈� + 2𝑚𝑒�̇��̇�

𝑚�̈�
]                                                (𝐴. 6) 

 

                                                               
𝜕𝐿

𝜕𝑞
= [

−𝑚𝑔𝑒𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑚𝑒�̇�2 − 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃
]                                                   (𝐴. 7) 

 

As equações dinâmicas do manipulador são apresentadas a seguir nas 

equações (A.8) e (A.9). Este é um conjunto de equações diferenciais não-lineares 

acopladas que descrevem o movimento 𝒒(𝒕) = [𝜽(𝒕) 𝒆(𝒕)]𝑻. Os primeiros termos em 

cada equação são termos de aceleração envolvendo massas e inércias. O segundo 

termo da equação (A.8) é a componente de Coriolis e o segundo termo da equação 

(A.9) é a força centrípeta. Os terceiros termos são relacionados à gravidade. 

 

                                                           𝑚𝑒2�̈� + 2𝑚𝑒�̇��̇� + 𝑚𝑔𝑒𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑡                                        (𝐴. 8) 

 

                                                                𝑚�̈� − 𝑚𝑒𝜃2 + 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑓                                            (𝐴. 9) 

 

A equação dinâmica pode ser escrita da forma vetorial, como apresentado 

na equação (A.10). A equação (A.11) apresenta a denominação dos termos que serão 

utilizados a seguir, onde: 𝑀(𝑞) é a matriz de inércia, 𝑉(𝑞, �̇�) é o vetor composto pelas 

forças de Coriolis e centrípeta e 𝐺(𝑞) é o vetor de gravidade. 

 

                                             [𝑚𝑒2 0
0 𝑚

] [�̈�
�̈�

] + [2𝑚𝑒�̇��̇�
−𝑚𝑒�̇�2

] + [
𝑚𝑔𝑒𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃

] = [
𝑡
𝑓]                       (𝐴. 10) 

 

                                                               𝑀(𝑞)�̈� + 𝑉(𝑞, �̇�) + 𝐺(𝑞) = 𝜏                                        (𝐴. 11) 

 

A partir deste momento é admitido um manipulador planar de dois graus de 

liberdade e com base na Figura 14, considerando a massa 𝑚 de cada elo de 
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comprimento a concentrada no seu ponto final, são deduzidas as suas equações 

dinâmicas completas. 

 

 

 

Figura 25 -  Representação de manipulador de dois graus de libedade 
Fonte: Adaptado de (Lewiws et al., (2003) 

 

 

As energias cinética e potencial para o elo 1 podem ser observadas, 

respectivamente nas equações (A.12) e (A.13). 

 

                                                                           𝐸1 =
1

2
𝑚1𝑎1

2�̇�1
2

                                                  (𝐴. 12) 

 

                                                                           𝑃1 =
1

2
𝑚1𝑔𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜃1                                              (𝐴. 13) 

 

Para o elo 2 obtemos as seguintes equações: 

 

                                                                 𝑥2 = 𝑎1𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝑎2𝑐𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2)                                (𝐴. 14) 

 

                                                                 𝑦2 = 𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑎2𝑠𝑖𝑛(𝜃1 + 𝜃2 )                                (𝐴. 15) 

 

                                           �̇�2 = −𝑎1�̇�1𝑠𝑖𝑛𝜃1 − 𝑎2 (�̇�1 + �̇�2) sin(𝜃1 + 𝜃2 )                            (𝐴. 16) 

 

                                           �̇�2 = −𝑎1�̇�1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑎2 (�̇�1 + �̇�2) cos(𝜃1 + 𝜃2)                           (𝐴. 17) 
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Portanto a velocidade V ao quadrado é: 

 

                                                                       𝑉2
2 = �̇�2

2 + �̇�2
2                                                        (𝐴. 18) 

 

Portanto, podemos obter as energias cinética e potencial para o elo 2 

conforme apresentado, respectivamente, nas equações (A.19) e (A.20). 

 

𝐸2 =
1

2
𝑚2𝑉2

2 =
1

2
𝑚2𝑎1

2�̇�1
2

+
1

2
𝑚2𝑎2

2(�̇�1 + �̇�2)
2

+ 𝑚2𝑎1𝑎2 (�̇�1
2

+ �̇�1�̇�2) 𝑐𝑜𝑠𝜃2     (𝐴. 19) 

  

                    𝑃2 = 𝑚2𝑔𝑦2 = 𝑚2𝑔[𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 𝑎2 sin(𝜃1 + 𝜃2 )]                                               (𝐴. 20) 

 

Utilizando a equação de Lagrange, obtemos a equação (A.21). 

 

 𝐿 = 𝐸 − 𝑃 = 𝐸1 + 𝐸2 − 𝑃1 + 𝑃2 =
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑎1

2𝜃1
2

+
1

2
𝑚2𝑎2

2(�̇�1 + �̇�2)
2

+𝑚2𝑎1𝑎2 (�̇�1
2

+ �̇�1�̇�2 ) 𝑐𝑜𝑠𝜃2 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜃1 − 𝑚2𝑔𝑎2 sin(𝜃1 + 𝜃2 )
        (𝐴. 21) 

 

A seguir, nas equações (A.22) a (A.27) são indicados alguns termos 

importantes para o restante desenvolvimento das equações. 

 

           
𝜕𝐿

𝜕�̇�1

= (𝑚1 + 𝑚2)𝑎1
2�̇�1 + 𝑚2𝑎2

2(�̇�1 + �̇�2 ) + 𝑚2𝑎1𝑎2(2�̇�1 + �̇�2 )𝑐𝑜𝑠𝜃2               (𝐴. 22) 

 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�1

= −(𝑚1 + 𝑚2)𝑎1
2�̈�1 + 𝑚2𝑎2

2(�̈�1 + �̈�2 ) + 𝑚2𝑎1𝑎2(2�̈�1 + 𝜃2 )𝑐𝑜𝑠𝜃2 −

−𝑚2𝑎1𝑎2 (2�̇�1�̇�2 + �̇�2
2

) 𝑠𝑖𝑛𝜃2

        (𝐴. 23) 

 

                 
𝜕𝐿

𝜕𝜃1
= −(𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑎1𝑐𝑜𝑠𝜃1 − 𝑚2𝑔𝑎2𝑠𝑖𝑛(𝜃1 + 𝜃2 )                                          (𝐴. 24) 

 

                                       
𝜕𝐿

𝜕�̇�2

=  𝑚2𝑎2
2(�̇�1 + �̇�2) + 𝑚2𝑎1𝑎2�̇�1𝑐𝑜𝑠𝜃2                                      (𝐴. 25) 
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𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃2
= 𝑚2𝑎2

2(�̈�1 + �̈�2 ) + 𝑚2𝑎1𝑎2�̈�1𝑐𝑜𝑠𝜃2 − 𝑚2𝑎1𝑎2�̇�1�̇�2𝑠𝑖𝑛𝜃2                    (𝐴. 26) 

 

                 
𝜕𝐿

𝜕𝜃2
= −𝑚2𝑎1𝑎2 (�̇�1

2
+ �̇�1�̇�2 ) 𝑠𝑖𝑛𝜃2 − 𝑚2𝑔𝑎2 cos(𝜃1 + 𝜃2 )                            (𝐴. 27) 

 

De acordo com as equações de Lagrange, a equação dinâmica do 

manipulador é dada pelas duas equações acopladas não lineares: equação (A.28) e 

(A.29). 

 

𝜏1 = [(𝑚1 + 𝑚2)𝑎1
2 + 𝑚2𝑎2

2 + 2𝑚2𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃2 ]�̈�1 + [𝑚2𝑎2
2 + 𝑚2𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃2]�̈�2 −

−𝑚2𝑎1𝑎2 (2�̇�1�̇�2 + �̇�2
2

) 𝑠𝑖𝑛𝜃2 + (𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑎1𝑐𝑜𝑠𝜃2 + 𝑚2𝑔𝑎2 cos(𝜃1 + 𝜃2 )
 (A.28) 

 

                𝜏2 = [𝑚2𝑎2
2 + 𝑚2𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃2]�̈�1 + 𝑚2𝑎2

2�̈�2 + 𝑚2𝑎1𝑎2�̇�1
2

𝑠𝑖𝑛𝜃2 +

+𝑚2𝑔𝑎2 cos(𝜃1 + 𝜃2 )
            (𝐴. 29) 

 

Escrevendo na forma vetorial as expressões dinâmicas obtemos: 

 

                          

𝑀(𝑞) [
�̈�1

�̈�2

] + [
−𝑚2𝑎1𝑎2 (2�̇�1�̇�2 + �̇�2

2
) 𝑠𝑖𝑛𝜃2

𝑚2𝑎1𝑎2�̇�1
2

𝑠𝑖𝑛𝜃2

]

+ [
(𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑎1𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝑚2𝑔𝑎2 cos(𝜃1 + 𝜃2)

𝑚2𝑔𝑎2 cos(𝜃1 + 𝜃2)
] = [

𝜏1

𝜏2
]

                        (𝐴. 30) 

 

onde: 

     𝑀(𝑞) = [
(𝑚1 + 𝑚2)𝑎1

2 + 𝑚2𝑎2
2 + 2𝑚2𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃2 𝑚2𝑎2

2 + 𝑚2𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃2

𝑚2𝑎2
2𝑚2𝑎2

2 + 𝑚2𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃2 𝑚2𝑎2
2 ]     (𝐴. 31) 

 


