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RESUMO

O trabalho desenvolve as solucdes das equacBes da regido da camada limite de
momento e energia, ambas apresentadas por White (1991) em seu livro. Os resultados obtidos
foram com variacdo da velocidade de corrente livre incidente sobre um difusor, objeto de
estudo. Os valores de nimero de Mach variam de 0,3 até 0,9, variando também a angulagéo
das placas do difusor, onde B possui diversos valores entre -0,19884 até 1. O escoamento
avaliado é do tipo Falkner-Skan. Os resultados em programagdo com linguagem Python
mostraram-se 6timos, para o0 modelo utilizado. A analise computacional expds grande
exatiddo com valores da literatura para escoamentos incompressiveis. Artigos que estudam a
camada limite de escoamento compressivel ndo foram encontrados para comparacdo. O
trabalho é realizado com um modelo computacional alternativo para camada limites quando
comparado com os meétodos de diferencas finitas apresentados em artigos e livros de
comparacao na literatura. O método usado apresentou grande rapidez na convergéncia.

Palavras-chaves: Camada limite. Difusor. Numero de Mach. Escoamento compressivel.
Escoamento Falkner-Skan. Linguagem Python.



ABSTRACT

This work develops an outcome to momentum and energy equations of boundary
layer, both presented by White (1991). The results were obtained by variations in inlet
freestream velocity in a diffuser, the object of study. The Mach number varieties between 0.3
and 0.9, also variations in angulation are made where 3 have various values in range of -
0.19884 to 1. For that variation in  the flow is considered to be Falkner-Skan flow type. The
results in Python displayed good precision for the method used. The computational analysis
presented great calculations compared to the literature of incompressible flows. Articles and
books of compressible flows were not found for comparison. The work has a different method
for computational calculation of boundary layers, whereas the articles and some books in the
literature use finite elements methods. The method used in this work generated faster results
convergence and used less computational resources.

Keywords: boundary layer. Diffuser. Mach number. Compressible flow. Falkner-Skan flow.
Python.



VIII

LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Modelo fisico de um difusor de perfil conico e comportamento da camada limite ao

longo do mesmo. Fonte: WHITE (1991, P.13) .eooiiiiiiecece e 19
Figura 2 - Esquema basico de Turbina a gas em ciclo aberto. ..........ccccoceveeviiiie i v 20
Figura 3 - Interface do Spyder 2. Fonte: autoria Propria. .........cococeeereeneneiesienenee e 23

Figura 4 - Volume de controle referenciado por coordenadas cartesianas retangulares. Fonte

FOX et al. (2006, P.186). ...cviueierieiiiieieiesie ettt sne s snens 26
Figura 5 - Distribuicdo de tensfes sobre um volume de controle. .........cccccevveevveveiiccnenne 31
Figura 6 - Modelo fisico de fluxo de calor e trabalho sobre o volume de controle.................. 35

Figura 7 - Volume arbitrario dentro de um escoamento influenciado por pressao e peso. Fonte:
CENGEL e CIMBALA (2007, P.162). ..c.viiiieieiiiieieisiesieeeie e e seenasse s 41
Figura 8 - Escoamento de um fluido em volta de uma canto (difus8o)..........cccccevvveveiiieinennne 48

Figura 10 - (a) figura de n vs (1), (b) n vs g(n), perfil de velocidade e (d) perfil térmico...59

Figura 11 - 1 VS 0(17) COM 0m0%. ittt 60
Figura 12 - m VS T/(1) COM 0~ =18 1. 61
Figura 13 - 1 VS (1) COM 0~ =18 1.ttt 61
Figura 14 - (a) perfil de velocidade e (b) perfil tErmico. .........ccccoceviiiiiicieecee e 62
Figura 15 - 1 VS g'(1) COM 0L~ =18, .t 63
Figura 16 - 1 VS O(B) COM 0~ =18°. 1.uiiiiiieieieie ettt nneas 64
Figura 17 - m VS T/(1) COM 0 ~ L0°. 1.t 64
Figura 18 - m VS g(1) COM 0L ~ L0°. 1.eiiiiiiiiieieiee sttt 65
Figura 19 - perfis de (a) velocidade e (b) de temperatura. ..........cccoceevvevieieeie e 65
Figura 20 - 1 v @7(1) COM 0L~ 10, .ottt 66
Figura 21 - Esquema basico de uma turbina de avi@o. ...........cccceeveeiiiiicseece e 73
Figura 22 - Esquema de um volume arbitrario em um escoamento. ..........ccccceevvevvevreseesieenne 77

Figura 23 - Translacéo e deformacéo cisalhante de um elemento de fluido. ...........ccccoevrenene 80



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Valores de '(0) para diversos valores de £ no escoamento incompressivel. - 2016

........................................................................................................................................... 58
Tabela 2 — Valores de /”’(0) para diversos nimeros de f no escoamento compressivel. - 2016

........................................................................................................................................... 58
Tabela 3 - Valores de f"'(0) para diversos numeros de Mach € . - 2016........ccccceeevveevevennnne. 58
Tabela 4 — Param = -0.05, To=0,99T . ..eeeiiiiiiiie e e s earees 67
Tabela 5 —Param =-0.03, T, =0,99T. .o s 67
Tabela 6 — Param = -0.01, T, =0,99T. .o 67
Tabela 7 —Param = 0.01, Tu=0,90T ...t bbae e e earees 67
Tabela 8 - Param = 0.03, To=0,90T . .. e earees 67

Tabela 9 - Para m = 0.05, Toom0,00T . ..ottt e e e e e e e e eaaaa 67



LISTA DE SIGLAS

EDO Equacdes Diferenciais Ordinarias
EDP Equacdes Diferenciais Parciais
LSODA Solucionador de Equacdes Diferenciais Ordinarias inflexiveis e flexiveis

LSODE Solucionador Livermore de Equac6es Diferenciais Ordinarias



FORTRAN
LATEX
ODEINT
ODEPACK

LISTA DE ACRONIMOS

Formula Translation
Lamport TeX
Integracdo de Equagdes Diferenciais Ordinarias

Solucionadores de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Xl



Simbolo
a

o

Pa

Cr
dA
ds

Sm
S

m m

B L

T
%]

> A X 3 I - < @

LISTA DE SIMBOLOS

Grandeza
Aceleragéo
Angulo
Coeficiente de angulacéo
Angulo
Coeficiente de taxa de deformacéo
Calor especifico a pressdo constante
Parametro de Chapman-Rubesin
Elemento de area
Elemento de comprimento
Delta de Kronecker
Espessura da camada limite do momento
Espessura da camada limite térmica
Energia interna especifica
Energia interna
Taxa de deformacdo
NUmero de Eckert
Forca divida por volume
Forca
Forca de corpo
Forcas superficiais
Aceleracdo da gravidade
Coeficiente de expansdo adiabatica
Entalpia especifica
Entalpia de estagnacéo especifica
Eficiéncia térmica do ciclo
Condutividade térmica
Coeficiente de velocidade da corrente livre
Segundo coeficiente de viscosidade

Coeficiente volumétrico viscoso

Xl

Unidade
m/s?
adimensional
adimensional
adimensional
adimensional
kJ/kgK
adimensional
m2
m
adimensional
mm
mm
kJ/kg
kJ
S—l
adimensional
N/m?3
N
N
N
m/s?
adimensional
kJ/kg
kJ/kg
adimensional
K.m/W
adimensional

Kg/m.s
Kg/m.s



C

S = £ < < ¢

o £

Massa

Coeficiente

NUmero de Mach
Viscosidade absoluta

Calor

Calor admitido

Calor dissipado

Angulo

Presséo

NUmero de Prandtl

Taxa de compressao

Vetor de posi¢ao

Constante universal dos gases
Numero de Reynolds
Densidade

Comprimento

Temperatura efetiva do gas
Tempo

Temperatura

Tenséo

Velocidade na dire¢do da componente x
Velocidade de corrente livre
Viscosidade cinematica
Velocidade na direcdo da componente y
Velocidade vetorial total
Volume

Velocidade na direcdo da componente z
Trabalho

Peso

Velocidade angular

Funcéo corrente

Altura

Vorticidade

X

kg
adimensional
adimensional
Kg/m.s
kJ
kJ
kJ
adimensional
Pa
m?/s?
adimensional
m
kJ/kg.K
adimensional
kg/m3
m
K
S
K
N/m?
m/s
m/s
m?/s
m/s

m/s

m/s
kJ
kg.m/s?
rad/s

m?/s



XV

SUMARIO

1. INTRODUGAO ...ttt eeer ettt 16
I R o 1151 0] [ o TP T PSP PP P PPR PSRRI 16
2. OBJIETIVOS ... ..ot 17
2.0, GBI ot 17
2.2, ESPECITICOS. ..eitiiietiitiieee et et 17
3. ORGANIZACAO DO TEXTO. it 18
4., ESCOLHA E OBJETO DE ESTUDO.......cccciieiiiee e 19
5. CICLOBRAYTON ...ttt e e e s sane et 20
4.1, EFICIENCIA TEIMICA. .. c.eiiitiieieie ettt ettt e 21
6. LINGUAGEM PYTHON ..ot 23
6.1, MAIPIOTHD ..o s 24
8.2, INUIMPDY ittt bbbt b et 24
CT T T | o) OSSP 24
7. METODOLOGIA ...ttt 26
7.1, CONSEIVAGA0 Da IMASSA........eeviiieiiiiiiiieesie ettt 26
7.2.  Equacdo Da Quantidade De MOMENTO ........c.ccveviieiiiieiie e 30
7.3.  ConServacao Da ENEIQIA .......ccccvveiuiiiiiieiie ettt st sra e 35
8. EQUA(}AO DE BERNOULLLI ..o 40
9. DESENVOLVIMENTO ..ot 43
9.1.  TransformagBes Das EQUAGDOES..........coueireriirireiineeieie ettt 43
9.1.1. Equacdo De Momento Da Camada LIMIte ........ccccoveiiiieiiniiiie e 44
Escoamento De FalKner-SKan ..o e 47

9.2. Equacdo De Energia Da Camada LIMITe..........cccuviiiriiiinieieie s 49
10. PROCEDIMENTO ....oiiiiii ettt ol
10.1. Perfil De TeMPEIALUIA ....cc.veeieeiiie ettt ettt ettt et sre e et e e sre e teeeree s 52
11. ALGORITIMO ... ittt 53
12. RESULTADOS E ANALISES.......oiiiieeeeeeeeeeeeeeeet s 57

13. CONCLUSAOD ... et 68



XV

13.1. Comentarios D0OS RESUIAUOS...........ccoviviiiriiiiiiciccce e 68
13.2. Comentarios Sobre A Linguagem PYthON .........ccccoeieiiiiieieccceeeee e 69
13.3. CONSIAEraGOhES FINAIS ......cciveeieiieiiieieseeste ettt et ste e re e e e e sreetesneesreenee s 69
14. RECOMENDAGOES .......cooeteeiceeeeeee e tesas s enes s 70
REFERENCIAS ..ottt 71
APENDICE A - BALANCO ENERGETICO NA TURBINA...........cccovun... 73
APENDICE B - MODULO ITEGRATE E OPTIMIZE DO SCIPY ........... 76

SCIPY.INEEGIALE ...ttt bbbttt et bbb b 76

SCIPY.OPUMIZE ettt et e et e st e e e s aeeste e e e eseesreeeeaneeeas 76
APENDICE C - DERIVADA MATERIAL ......ooovoiievees s 77
APENDICE D - MOVIMENTO E DEFORMACAO DE UM VOLUME DE
CONTROLE DE UM FLUIDO ......oiiiiiiiiee s 80
APENDICE E - EQUAGCOES COMPLEMENTARES........ccouvmirerininne, 85
APENDICE F - DISCRETIZACAO ..o 86

ANEXO A - Algoritmo “Falkner-SKan.py” ..........cccccciiiiiiiiiniie e 89



1. INTRODUCAO

O trabalho aborda as qualidades do ar na entrada de difusores conicos. Estes séo
utilizados por turbinas de avides para que a eficiéncia destas aumente. As turbinas utilizadas
para este trabalho sdo de grande maioria, turbina a gas. Estas apresentam um grande valor de
relacdo poténcia-peso, o qual favorece muito quando a questdo envolvida é a construcdo de
aeronaves. Segundo Shapiro et al. (2011), as turbinas modelos turbo jatos sdo as mais usadas

na aviacao.
1.1. Histoérico

Mecénica dos Fluidos é uma area em Engenharia Mecénica que estuda e avalia 0s
fendmenos relacionados a um fluido (FOX et al., 2006). Comecou a ter grande destaque em
meados do século XV, quando ocorreu uma grande batalha naval entre Espanha e Inglaterra.
Onde os navios ingleses impuseram grande superioridade de batalha, por serem menores e
velozes, contra os grandes e pesados navios espanhois, como Anderson (2001) cita.

Através dos anos, estudos mais aprofundados e novos nesta area foram surgindo. Os
grandes contribuintes para esta area foram Bernoulli e Euler, onde seus estudos
revolucionaram a abordagem, na época, de hidrostatica e hidrodindmica. Com o passar do
tempo, os estudos de Navier e Stokes, Nos seculos XVII1 e XIX, fizeram com que a Mecénica
dos Fluidos classica tivesse um grande salto na compreensdo do comportamento dos Fluidos
(CENGEL, CIMBALA, 2007).

Ao fim do século XIX, Lorde Osborne Reynolds trouxe a Mecénica dos Fluidos
grande contribuicdo ao apresentar o numero adimensional que levou seu nome, o qual ajudou
e continua a ajudar como Cengel e Cimbala (2007) expdem. Ao decorrer do tempo, com
melhoras na tecnologia de experimentacdo, 0s resultados empiricos e tedricos nédo
apresentavam resultados condizentes quanto ao estudo de movimento de corpos submerso em
um fluido. Problema pelo qual persistiu varios anos sem uma explicagdo contundente como
Fox et al. (2006) detalham.

Somente no inicio do século XX, com a hipdtese proposta por Ludwig Prandtl (1904),
engenheiro alemao, pode-se unir a parte tedrica e experimental. Sua hipGtese era de que
existiria uma regido de espessura muito fina adjacente a superficie do corpo submerso no

fluido, onde os efeitos viscosos teriam grande efeito sobre o escoamento. Experimentos
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realizados posteriormente comprovaram esta hipotese e sua importancia, principalmente
quando o corpo estava submerso em fluidos gasosos. A sua importancia era tamanha que uma
nova subarea de Mecanica dos Fluidos foi criada para somente estudar os fendmenos
envolvidos com escoamento de gases, chamada Aerodinamica (FOX et al., 2006).

O destaque de Aerodindmica aumentou conforme o tempo, impulsionada pelo
protétipo de Santos Dumont, o primeiro avido. Experimentos sobre o0 mesmo topico abordado
por Dumont também se desenvolviam nos EUA, Russia e Alemanha, sem contar que a Paz
Armada impulsionava os estudos em Aerodinamica, a qual culminou na Primeira Guerra
Mundial. Na Segunda Guerra Mundial, os experimentos alemdes com os foguetes V2
elevaram a Aerodinamica a outro nivel, aprofundando ainda mais os estudos em sua &rea.
Epoca conhecida como Epoca de Ouro segundo Anderson (2001).

Em meados do século XX, com a base dos estudos nas tecnologias alemds e
impulsionadas pela Corrida Aeroespacial, a Aerodindmica teve novamente uma grande
mudanga onde seus estudos ficaram mais aprofundados em escoamentos supersonicos e
hipersdnicos como Anderson (2001) cita. Nos ultimos anos, com a evolucdo da computacéo e
tecnologias de experimentacdo os resultados em Aerodindmica ficaram cada vez mais
precisos. Atualmente, ainda ndo foram impostos limites fisicos para o desenvolvimento da
Aerodindmica e consequentemente da Mecéanica dos Fluidos como Cengel e Cimbala (2007)

definem.

2. OBJETIVOS

2.1. Geral

> Disponibilizar estudos de escoamentos compressiveis em portugués.

» Aprofundar os estudos sobre Dinamica dos Fluidos.
2.2. Especificos

» Criacdo de um algoritmo alternativo em Python, que através de integracao
resolva problemas numéricos de camada limite com baixo uso de recurso

computacional e consumo de tempo;
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> Solucdo numérica de camada limite de um escoamento térmico sobre uma

placa inclinada.

3. ORGANIZACAO DO TEXTO

O primeiro capitulo conta uma breve descri¢do historica sobre Mecénica dos Fluidos
e Aerodindmica, cita também os objetivos deste trabalho. No segundo capitulo é apresentado
0 caso escolhido de estudo e uma pequena introducdo sobre conceitos de ciclo Brayton,
comentarios sobre o objeto de estudo e uma discussdo sobre a linguagem de programacéo
Python. No capitulo trés se encontra uma metodologia mais detalhada sobre as equacdes de
conservacao que descrevem o tipo de escoamento abordado. O capitulo quatro é voltado
somente para 0 desenvolvimento das equacdes de momento e energia da camada limite. No
capitulo cinco é apresentado o desenvolvimento computacional, onde é feito simplificacdes
nas equacOes apresentadas na secdo anterior. No capitulo seguinte é mostrada a analise dos
resultados, comparando-os com resultados da literatura e discussGes de comportamento fisico
do escoamento. No Ultimo capitulo trata da conclusdo do estudo e futuros trabalhos que

possam ser desenvolvidos através deste estudo.



4, ESCOLHA E OBJETO DE ESTUDO

A crescente globalizacdo exige que 0s meios de transportes sejam mais velozes. O
avido, um deles, é amplamente utilizado nos dias de hoje, por causa de sua versatilidade para
percorrer grandes distancias e evitar obstaculos fisicos como regides montanhosas. Dentre as
destacadas, uma qualidade que o avido possui € sua rapidez, a qual € movida pela queima de
combustiveis injetados na sua turbina.

O design da turbina é de extrema importancia, pois esta influéncia diretamente na
relagdo de eficiéncia da turbina de transformar a energia quimica do combustivel em energia
cinética no escape dos gases de combustdo. Além de sua geometria determinar que a quantia
certa de ar seja coletada pela turbina, para que a queima estequiométrica ocorra. Sabe-se ainda
que para uma queima eficiente, € necessario que a temperatura e pressao do ar seja baixa e
alta, respectivamente.

O trabalho presente é estudar o comportamento do perfil térmico desenvolvido no
escoamento de ar sobre uma placa inclinada, simulando as condi¢Ges de um difusor conico de
turbina a fim de uma melhor compreensdo do comportamento térmico ao longo do mesmo. E
avaliado varias angulos de inclinacdo da placa a fim de comparar os resultados encontrados
através do algoritmo criado.

Boundary-layer edge

Flow - Flow
—

separation
—_—x b

Subsonic diffuser

Figura 1 - Modelo fisico de um difusor de perfil
cbnico e comportamento da camada limite ao
longo do mesmo. Fonte: WHITE (1991, p.13)

O trabalho tem o objetivo de mostra um método novo de analise numérica, a qual
possibilite que avaliagdes de cunho numérico sobre fendmenos fisicos, apresentem repostas

mais faceis e rapidas de obtencdo.
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Antes de detalhar o estudo, é relembrado o ciclo termodindmico da turbina onde o
objeto de estudo esta inserido, para um melhor entendimento das relagcdes descritas acima

para estudo deste trabalho.

5.CICLO BRAYTON

O modelo basico de Turbina a gas € um sistema composto por trés partes:
compressor; combustor e turbina (SHAPIRO et al., 2011). Onde este modelo de turbina
trabalha em ciclo aberto ou fechado, 0 que quer dizer que h& ou néo a reutilizacao do fluido de
trabalho pelo sistema termodinamico.

O primeiro componente mencionado tem a funcdo de elevar a pressdo do gas
admitido no sistema. Em seguida, o combustor ou cdmara de combustdo, tem a funcéo de
realizar a mistura do gas com o combustivel e a queima da mistura. A turbina, estagio final,
tem a funcdo de transferir a energia cinética dos gases de combustdo para as pas que se
encontram na sua constitui¢do. Estas transformam o movimento linear dos gases, através de
colisBes, em movimento rotacional que fornece trabalho. Parte deste trabalho é transmitido
para 0 compressor através de um eixo solidario e o restante é convertido em energia motora

ou elétrica como Shapiro et al. (2011) citam.

Combustivel

S
g

Entrada de ar Salda de gases

¥ (trabalho}

Figura 2 - Esquema bésico de Turbina a
géas em ciclo aberto.
Fonte SOARES (2007).

Como neste sistema de geracao de energia o fluido de estudo do ciclo, no caso o ar,
ndo sofre mudanca de estado, por isso, se chama ciclo Brayton de poténcia (VAN WYLEN,
SONNTAG, BORGNAKKE, 1995).
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4.1. Eficiéncia Térmica

Pela Figura 2 sdo observados que: o primeiro ponto € a entra do compressor, o qual
estd no ponto 1, saida do compressor e entrada da camara de combustdo sejam o ponto 2,
saida da camara de combustdo e entrada da turbina sejam o ponto 3, e finalmente a saida da
turbina seja o ponto 4. Ainda, presuma-se que seja um ciclo isentropico. Sabendo que a
avaliacdo da eficiéncia térmica do ciclo é feita através da relacdo de calor dissipado por calor

adquirido, tem-se que:

n=1-05/Q (5.1)

Como se trata de ar, podemos modela-lo como um gés perfeito, assim, pode-se dizer:

Q =mh (5.2)

assim, o calor total é:

Q = mcpdT (5.3)

Pois, como se trata de um gas perfeito, se usa a relacdo de entalpia a seguir:

¢, = dh/dT (5.4)
assim, tem-se:
n=1- Cp(T4- - T1)/Cp(T3 - T3)
n=1-Ti(Tu/T, — /T2(T5/T, — 1)
entretanto,

T3/Ty =T, /Ty » T3/Ty—1=T,/T; — 1
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assim,
n=1-T,/T, (5.5)
Por se tratar de um gas perfeito, pode se realizar a seguinte igualdade:
P,/P; = (TZ/TI)W(V_D
substituindo essa relagdo na equacéo (4.4), tem-se:
n=1-1/(P,/P)¥ D/ (5.6)

Van Wylen, Sonntag e Borgnakke (1995) concluem que a eficiéncia térmica do ciclo
Brayton é somente funcdo da relacdo de pressdo do processo, mais precisamente, a
compressibilidade que o compressor realiza, onde esta pode ser expressa por .

Através desta equacdo € possivel verificar que a eficiéncia energética de uma turbina
de avido depende necessariamente das relacfes de entalpia que o ar admitido por esta
apresenta. Pela equacdo (4.3), vé-se que a temperatura é a grandeza fisica determinante para a
eficiéncia da turbina. Assim, o trabalho se desenvolve no estudo da qualidade que o ar possui
na admissdo pelo sistema, no caso, quando este passa pelo difusor.

Turbinas na aviagdo apresentam um valor de relacdo poténcia-peso elevado, pois este
melhora a eficiéncia da turbina, porém, ndo vem ao caso de serem citados neste trabalho. Os
novos componentes adicionados séo o difusor e 0 bocal de escape. O Primeiro tem como seus
objetivos, primeiramente canalizar o ar para 0 compressor que se encontra em uma parte mais
interna da turbina e sua outra funcdo € aumentar a pressao do ar que o compressor recebera,
assim, aumentando a relagdo de compresséo.

O bocal tem como objetivo estreitar a area de exaustdo dos gases de combustdo que
saem da turbina, assim, atraves da lei de conservacdo da massa, 0s gases que saem do mesmo
precisam ser acelerados por causa do estreitamento, aumentando assim, a energia cinética dos
gases acarretando a impulsdo da turbina para frente. Para informacgdes complementares de

balanco energético de um modelo de turbina de avido, consultar o Apéndice A.
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6. LINGUAGEM PYTHON

No inicio, a linguagem de programacdo Python ndo possuia funcionalidades
importantes para a interacdo com o sistema operacional. Um dos focos primordiais de Python
era aumentar a produtividade do programador. Mas ultimamente vem sendo usada
amplamente na resolucdo de problemas fisicos, pois é uma linguagem de uso facil e possui
varias bibliotecas poderosas para processamento matematico, além de ser uma linguagem
high-end (avancada) acrescenta Kiusalaas (2013). Assim, a linguagem vem apresentando um
destague maior para solucbes de problemas fisicos, o que leva a ser muito usada na area
académica e comecando a possui um lugar de maior énfase no meio comercial.

Como toda linguagem, possui pontos fortes e fracos, no caso, alguns pontos fortes ja
foram destacados. O principal ponto fraco é a questdo de processamento, a qual é mais lenta
guando comparada as outras linguagens, como linguagem C ou C++, por exemplo. Porque
utiliza maiores recursos do computador, tornando-se mais “pesada” e utiliza uma interface
para a compilacdo. Foi usada a versdo estavel do Python 3.5.2, com as bibliotecas estaveis
Matplotlib 1.5.3, Numpy 1.11.2, Scipy 0.18.0. As bibliotecas utilizadas sao discutidas abaixo.
A interface de programacdo é feita através do programa Spyder 2 que vem com 0 pacote de
modulos do Python Anaconda 3.5.

W1 Spyder (Python 3.5) - a8 x
File Edit Search Source Run Debug Consoles Taals View Help
Hid P d s bias 2 n @ B A CEAWMNDOWS)System32 2 4
Editor - C:WINDOWS\System32\untited1. gy 2 X Iythan consale ax
2 untileds.py 1 £ 1 @ console ya © -

1 Python 3.5.2 |Anaconda 4.1.1 (64-bit)| (default, Jul 5 2016, 11:41:13) [MSC v.1908 64 bit (AMDGA)] ~
Type "copyright”, “credits” or "license” for more information.

IPython 4.2.4 -- An enhanced Interactive Python

? -> Introduction and overview of IPython's features.
%quickref -> Quick reference.

help -> Python's own help system

object? > Details about 'object’, use 'object??’ for extra details.
%guiref -» A brief reference about the graphical user interface.

In [1]:

Permissions: AW End-of-lines: CRF Encoding: UTF-8 Line: 1 Column: 1 Memory: 28 ¥

Figura 3 - Interface do Spyder 2. Fonte: autoria prépria.
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6.1. Matplotlib

Johansson (2014) define que ¢ um mddulo da linguagem Python que permite gerar
gréficos de duas dimens@es de excelente qualidade, permitindo edicdo interativa, animagdes,
inimeros tipos de graficos diferentes, anotagdes em sintaxe LateX e salvamento das imagens
geradas em diversos formatos diferentes.

O Matplotlib permite trabalhar com diversos tipos de graficos diferentes, entre eles:
gréaficos de fungdes, multiplos graficos, histogramas, funcdes discretas, torta e barra. Fornece
funcBes para a customizacdo dos graficos, podendo trabalhar com diversas fontes diferentes,
cores, tamanhos de pagina, entre outros. Além disso, existem funcbes para a manipulacéo e

analise de imagens e sinais como Johansson (2014) enuncia.

6.2. Numpy

Pacote basico da linguagem Python que permite trabalhar com arranjos, vetores,
matrizes de N dimensdes e operacfes matematicas. Prové diversas funcbes e operagdes

sofisticadas:

o Objeto array (vetor) para a implementacdo de arranjos multidimensionais;
o Objeto matrix (matriz) para o calculo com matrizes;

o Ferramentas para algebra linear;

» Transformadas de Fourier basicas;

« Ferramentas sofisticadas para geracdo de nimeros aleatorios.

Além disso, todas as classes criadas podem ser facilmente ‘“herdadas”, permitindo a
customizagdo do comportamento. O modulo é implementado em linguagem C, o que d& uma
grande velocidade as operacdes realizadas (NUMPY.ORG, 2014).

6.3. Scipy

Pacote bésico da linguagem Python que programa diversas técnicas Uteis na
computacdo cientifica. Utiliza como base o Numpy para lidar eficientemente com grandes

guantidades de ndmeros e programa em linguagem C diversos algoritmos numéricos e


http://www.python.org/
http://www.python.org/
http://www.python.org/
http://pyscience-brasil.wikidot.com/module:numpy
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simbdlicos para o processamento matematico (SCIPY.ORG, 2014). Entre as capacidades do

Scipy, tem-se:

o Estatisticas;

e Otimizagéo;

o Integragdo numérica;

e Processamento de sinais e imagens;
» Solucdo de equac0es diferenciais;

o Funcdes especiais (Bessel, etc.);

e Polinbmios.

Para maiores informac6es sobre esta biblioteca do Python, ler o Apéndice B.
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/.METODOLOGIA

Para os calculos sobre os efeitos que ocorrem na camada limite, é necessario
primeiramente desenvolver as equacdes que descrevem como o fluido se comporta sobre
acOes que ocorrem sobre o mesmo. Segundo Fox et al. (2006), fluido é toda massa que ocupa
um volume e que ndo suporte qualquer tipo de esforco que venha a causar-lhe cisalhamento.

Necessita-se primeiro determinar as equacdes que descrevam fisicamente o
comportamento do fluido, as quais sdo: conservacdo da massa, equacdo do momento e a
conservacao da energia. Estas podem ser tratadas como as equacdes basicas que descrevem
um fluido fisicamente. EquacBes adicionais para a resolucdo das equagOes béasicas serdo

apresentadas ao final deste capitulo.

7.1. Conservacdo Da Massa

Aplicando o conceito de conservacdo em um volume arbitrério de tamanho definido
no escoamento, onde seu tamanho é baseado de tal maneira que o fluido em estudo mantenha
a hipotese de continuidade, assim, fazendo que possa ser descrito pela matematica eulariana.
Este tamanho € definido pelo livre caminho médio que uma particula tem em um sistema
fisico, no caso, o caminho que uma particula do fluido tem até que colida contra outra
particula do mesmo fluido, como Fox et al. (2006) definem.

Apbs a escolha do tamanho do volume, aplica-se a lei de conservacdo da massa no

mesmo.

Volume de controle

z

Figura 4 - Volume de controle referenciado por
coordenadas cartesianas retangulares. Fonte
FOX et al. (2006, p.186).
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Fox et al. (2006) enunciam que para o caso, deve ser assumido que p é a densidade
do fluido e u, v e w sdo as velocidades nas coordenadas x, y e z, respectivamente. Eles citam
ainda que a conservagdo de massa é avaliada no ponto O, por isso, faz-se necessario o uso da
ferramenta matematica de expansao de Taylor para aproximar o valor do volume de controle
para o contorno mais exato do ponto escolhido.

Sabendo que a conservacao da massa é descrita pela equacao:

f p¥ - dA (7.1)
Usando a expansdo de Taylor,
P(x)=fx)+ f'(xX)x+ f"(x)x2/2! + f"(x)x3/3! + - (7.2)
Tem-se a velocidade na direcdo do eixo x aproximando-se pela esquerda:
u=u-— (0u/dx)(dx/2) — (0%u/9x?)(dx/2)?(1/2!) — --- (7.3)
Neste caso, sdo descartados os elementos de ordem superior porque os valores de x
s80 muitos pequenos, assim, estes elevados a uma poténcia superior a 1 acabam sendo muito
pequenos, logo, podendo ser desprezados:
u_ =u— (0u/dx)(dx/2) (7.4)
O termo x € substituido por dx/2, porque a distancia da superficie a esquerda até o
ponto O é de dx/2. Agora, resolvendo no lado direito do sistema tem-se, aplicando a expansao
de Taylor e fazendo as devidas simplificacfes:

uy =u+ (0u/ox)(dx/2) (7.5)

Fazendo agora a expansdo de Taylor para a densidade do fluido, aproximando tanto

pela esquerda e direita, e com as devidas simplificacdes:
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p-=p—(0p/9x)(dx/2) (7.6)
py =p+(9p/9x)(dx/2) (7.7)

Como na equacdo (6.1) a conservagdo de massa é o produto entre a velocidade vezes

a densidade, apresenta-se:

pu = (p— (8p/0x)(dx/2)) - (u ~ (9u/0x)(dx/2))

p_u_ = pu—p(0u/dx)(dx/2) —u(dp/ox)(dx/2) (7.8)

Realizando o mesmo procedimento para a aproximacéo positiva, e logo depois 0s

subtraindo entorno do ponto O:
p+uy = pu + p(0u/dx)(dx/2) + u(dp/0dx)(dx/2)
pouo = p(0u/dx)dx + u(dp/dx)dx (7.9)

Como passo final, o produto da equacdo (6.9) € multiplicado pelo elemento de area

dA, onde a area em estudo é a multiplicacdo de dy vezes dz, assim:
(p(0u/ox)dx + u(dp/dx)dx) - dydz
rearranjando;
(p (Ou/ox) + u(ap/ax)) ~dxdydz (7.10)

a qual é a equacdo de conservacdo de momento na direcdo do eixo x. Para as outras

coordenadas, através das mesmas técnicas e hipoteses:

(p(0v/3y) +u(dp/0y)) - dxdydz (7.11)

(p(dw/0z) +u(dp/92)) - dxdydz (7.12)
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Para White (1991) é melhor trabalhar com estas equagfes divididas pelo volume,
pois facilitam o trabalho que é desenvolvido a partir das mesmas. Entdo, neste trabalho é
seguido 0 mesmo raciocinio que o autor mostra em seu livro. Por ultimo, ha também a
variacdo de massa que ocorre no volume de controle através da variagdo temporal como Fox
et al. (2006) especificam. Este sendo modelado matematicamente como:

dp/ot (7.13)

Assim, retornando ao caso de conservacdo da massa na direcdo da coordenada x:

dp/dt + (p(du/dx) + u(dp/dx)) + (p(dv/9x) + u(dp/9x)) +

7.14
(p(aw/ax) + u(ap/ax)) =0 (719

Nas direcBes y e z, as formulas apresentam mesma estrutura. Para facilitar a

visualizacdo, pode se mudar a equacdo (6.14) para uma notacéao vetorial, onde:
V =ui+vj+wk (7.15)
naqual, 1, ] e k sd0 os vetores unitarios nas direcdes dos eixos x, y e z, respectivamente.
Utilizando a ferramenta matematica do célculo vetorial, o divergente, pode-se
escrever a equacgao (6.14) da seguinte maneira:
divV = ou/dx + dv/dy + dow/oz
divp = dp/dx + dp/dy + dp/0z
assim, rearranjando a equagéo (7.14):

dp/ot + div pV =0 (7.16)

a qual é a equacéo de conservacao de massa.
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Um novo termo matematico é usado para que as equagbes do fluido sejam
simplificadas, onde este se chama Derivada Material, mais informacfes a seu respeito séo

encontradas no Apéndice C.

7.2. Equacao Da Quantidade De Momento

Segundo White (1991), esta é simplesmente a aplicagdo da equacdo da segunda lei de
Newton. O autor define que em sistemas avaliados que possuam fluidos, € comum dividir a
equacao pelo volume do corpo, assim, fazendo que trabalhe com a densidade do mesmo invés

de sua massa. Pela equacéo de Newton:

f=pa

Como mostrado anteriormente, pela derivada material, foi possivel calcular a

aceleracdo do corpo de fluido, assim:
f=pDV/dt (7.17)

White (1991) expdem que a forca aplicada sobre o corpo € dividida em dois tipos de
acOes: as que agem sobre a superficie do volume de controle e as que agem sobre o corpo

inteiro, no caso, a forca da gravidade por exemplo.
fs+f.=pDV/dt (7.18)

No caso abordado neste texto, a Unica forca de corpo avaliada é a causada pela

gravidade, entdo:
Fe = pg (7.19)

No caso das forgas superficiais, as Unicas contribuintes sdo as tensdes normais e

cisalhantes que atuam no fluido.
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dx
Figura 5 - Distribuicdo de
tensdes sobre um volume de
controle.

Fonte CENGEL e CIMBALA
(2007, p.365).

White (1991) descreve que as tensdes atuantes no corpo podem ser escritas na forma

de um tensor.

Tex Txy Txz

Ty = Tyx Tyy Tyz
Tzx Tzy Tzz

Este tensor forma uma simetria que é precisa para se realizar o equilibrio dos
momentos entorno dos eixos, onde 7;=7;. Esta formulagdo é feita porque o fluido em estudo é
newtoniano como White (1991) cita. Escolhendo as tensdes que atuam na dire¢do da

coordenada x e aplicando em um ponto, tem se:

AF, = Tyxdydz + Ty, dxdz + T,,dxdy (7.20)

White (1991) define que em um estado de equilibrio as tensdes na face frontal seriam
de magnitude igual as tensdes que atuam na face de tras. Tendo as mesmas consideragdes que

para conservacao de massa sobre um volume de controle, aplica-se a expanséo de Taylor:

Txx,frontal = Txxtras T (0Txx/0x)dx (7.21)

Aplicando o mesmo raciocinio nas componentes cisalhantes de tensdo que atuam na
superficie normal a coordenada na dire¢do x e dividindo pelo volume dxdydz, tem-se a forca

liquida igual a:
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fx = 0Txx/0x + 0Ty, /0y + 01,,/0z (7.22)
fy = 01y, /0x + 07y, /0y + 07,,/0z (7.23)
fz = 0745 /0x + 01,,/0y + 07,,/0z (7.24)

Para uma maior facilidade, pode-se reescrever as equacfes acima na forma vetorial,

assim tornando somente uma equacéo, a qual é:

a qual é o divergente do tensor de tensdes € para ser entendido como um vetor na direcdo das
coordenadas do tensor como White (1991) apresenta.
Portanto, a equacdo de momento, mais comumente chamada de Navier-Stokes,

encontra-se na forma vetorial abaixo:

pg+V-t;=pDV/dt (7.26)

No entanto, quando o fluido se encontra em repouso, isso é, quando o volume de
controle ndo possui nenhuma aceleracdo, a tensdo de cisalhamento devido a viscosidade se
torna igual a zero e os termos de tenséo normal do fluido s&o simplesmente a contribuicdo da

pressdo hidrostatica como White (1991) define.

Os passos a seguir necessitam de um detalhamento maior, pois a determinacdo dos
elementos ligados a distribuicdo de tensbes necessitada de matematica tensorial para uma
descri¢do melhor, por isso, para maiores informagdes sobre o assunto consultar o apéndice D.

White (1991) cita que as forcas tem que apresentar este valor, quando a velocidade

do volume de controle do fluido for zero. Este divergente do tensor de tensdes por ser
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simétrico, contém também o termo causado por taxa de deformacdo do volume de controle, 0s
quais sdo descritos pela taxa de variacdo de velocidade. Deformagédo esta que pode ser
descrita pela equacdo de Hooke. Foi considerada por Stokes em 1845, o qual apresentou trés

postulados para esta deformacéo, segundo White (1991):
e O fluido € um corpo continuo e as tensGes podem ser avaliadas com taxas de
deformagdes;
e O elemento avaliado é isotropico;
e Quando as taxa de deformacdes forem zero, a deformacdo do volume de
controle deve ser somente a causada pela pressao hidrostética,
Tl'j = —PSU
onde, 6¢é o delta de Kronecker.
Pelos postulados de Stokes, pode-se dizer que:
T11 = —P + 61611 + 62622 + C3€33 (727)
Por se tratar de um material isotropico, segundo postulado, pode se assumir que e, €
€33 SA0 iguais, pode-se ainda assumir que C,=Cs. Com isso, White (1991) descreve que a
equacéo (7.27) pode ser reescrita como:
Tll = _P + Kﬂéll + 62(611 + 622 + 633) (728)
Na qual K,= C1-Cy.
Com esta mudancga na equagdo, pode-se mostrar 0 comportamento de tensdes que
atuam no corpo de fluido quando este ndo esta em repouso, assim, representando as tensdes

normais atuantes no corpo, tem-se, pela equagéo (7.28):

Tyx = —P + Ky€yx + Codiv V (7.29)
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Tyy = =P + K €y + Codiv V (7.30)
Tyz = =P + K€y + CodivV (7.31)

Os termos de cisalhamento, por simetria, ndo apresentam o Gltimo termo da equagéo
(7.28) e tdo pouco os termos de pressao, pois esta atua na direcdo da normal a superficie do
corpo. Assim estes termos cisalhantes sdo descritos pelo seguinte modelo matemaético,

exemplo:
Txy = Kuexy (7.32)

Em escoamento entre placas paralelas, foi notado que o coeficiente K, possui o valor
de duas vezes a viscosidade absoluta, como era independente da viscosidade, recebeu 0 nome
de Segundo Coeficiente de Viscosidade, assim White (1991) apresenta. J& no caso do
coeficiente C,, este foi mudado para 4 e recebeu 0 nome coeficiente viscoso de volume, onde
este € relacionado com a expansdo volumétrica (WHITE, 1991).

Na notacdo vetorial, as equacBes (7.29), (7.30), (7.31) e (7.32) podem ser escritas

como:

Assim, é exibido na forma vetorial o formato final da equacdo de momento que

descreve um fluido. Colocando os termos de densidade e derivada material da velocidade do
fluido no lado esquerdo da equacgéo:

pDV/dt = pg — VP + 0/0x; [u(0u;/0x; + 0u;/0x;) + 6;;A div V] (7.34)

a qual é a forma final da equacdo de Navier-Stokes para a equacdo de momento de um fluido

newtoniano compressivel. Comparando com a equacdo de Navier-Stokes para fluidos

incompressiveis:

pDV/dt = pg — VP + uv?y
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Vé-se que os termos de A desaparecem, a viscosidade absoluta passa a ser constante e
o0 termo devido a tensdo cisalhante acaba se tornando um laplaciano da velocidade do fluido.
Na verdade, A também ndo € avaliado para célculos com fluidos compressiveis, pois sua
contribuicdo é negligenciavel, como White (1991) expdem. Porém, em estudos recentes sobre

Aeroacustica, 4 vem se apresentando como um fator de grande importancia nas equagoes.

7.3. Conservacédo Da Energia

Esta parte da equacdo da primeira lei da termodinamica, apresentada anteriormente.
Primeiramente, reescrevendo-a como uma taxa de variacdo temporal (WHITE, 1991), tem-se:

DE/Dt = DQ/Dt + DW /Dt (7.35)
Com isso, a equacéo (A.2) fica (consultar apéndice A):
DE/Dt = p(De/Dt +V DV /Dt —g-V) (7.36)

Encontrando os valores agora de Q e W, utiliza-se um modelo fisico de fluxo de calor

e trabalho no volume estudado.

Fhano de Calor por
utidade de area

al i 9q,
q, = -kl / / a0+ 2 gx
x ax . *
I ——
:
1
1
i
1
1
e -
rl'
e o I 3
W, ' W
* 2 dx W, + = dx
Trabalho realizado por

uridade de area
Wy = — (U, +vr,, +wry,)
Figura 6 - Modelo fisico de fluxo de calor e trabalho sobre o

volume de controle.
Fonte: WHITE (1991, p.70).
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White (1991) argumenta que a Unica forma de transferéncia de calor para o volume

de controle é descrita pela lei de Fourier:
q = —kVT (7.37)

Entdo a taxa de calor que é transferida ao volume de controle €, no caso, a

transferéncia na direcdo da coordenada x vezes a area do volume:

Q_x = qxdydz

Por expansédo de Taylor entorno do ponto de entrada, pode-se encontrar o fluxo de
calor na area de saida:

Qix = (qx + (0qx/0x)dx)dydz
somando-se ambos os valores:
Qx = (=qxdydz — (—(qx + (9q,/0x)dx))dydz
Q, = —(0q,/0x)dxdydz (7.38)

Seguindo mesma logica e desenvolvendo para as outras direcdes de conducdo do

calor, tem-se, com todas as direcdes:
Q = —(0q,/0x + dq,/dy + 0q,/0z)dxdydz
logo,
DQ/Dt = —div q

DQ/Dt = +div(kVT) (7.39)
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Passando agora para encontrar o valor do trabalho, por expanséo de Taylor, tem-se:
lado esquerdo:
W_yx = Wy = —(UTyx + UTyy + UTy,)
lado direito:
Wiy = —(wy + (0w, /0x)dx)

Ambos os trabalhos por unidade de area. Assim, somando-os e fazendo as

simplificacBes necessarias:
DW, /Dt = —(0wy/0x)dx = — 0/0X (UTyy + UTxy + UTy,)
Avaliando mais minunciosamente, observa-se que as outras direcdes de fluxo de
trabalho possuem a mesma forma, isso acarreta que a expressao do trabalho pode ser reescrita

como um divergente do produto interno entre a velocidade e as tensdes que atuam no fluido
(WHITE, 1991).

DW /Dt = —divw =V - (V1)
White (1991) define que para ocorrer simplificagcBes que facilitam o calculo final e

deixa a equacdo de energia final mais facil de interpretar, precisa-se que ocorra uma

comutagcdo matematica:

V-lfa fo)=fa V- fo) + o (V- fo)

a qual é uma das propriedades do divergente na matematica, assim aplicando a equacdo acima

de trabalho tem-se:
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onde,
V-V = aui/axj
Sabendo que o divergente das tensdes é relacionado com a aceleracdo do volume de
controle menos sua contribuicdo de energia potencial, como exposto pela equagdo (7.26).
Logo, multiplicando este termo pela velocidade:

V-(V-1;;) =p(VDV/dt —g-V)

Com isso, substituindo todos os valores encontrados de energia interna, calor e

trabalho na equacdo (7.35):

p(De/Dt +V DV /Dt — g-V) =div(kVT) + p(VDV/dt —g-V) +
735 (0u;/0x;)

(7.40)
simplificando,

p(De/Dt) = div(kVT) + 7;;(0u;/9x;) (7.41)

Pelos postulados de Stokes, White (1991) cita que a contribuicdo pelas tensbes sdo

um resultado das somas de tensdes normais, cisalhantes e pressao.
Tl-j((')ul-/(')xj) = rgj(aui/ax,-) — PdivV
a qual o termo PdivV pode-se ser escrito de maneira diferente através da equagéo (7.16).
Dp/Dt + pdivV =0
—Dp/Dt = pdivV

PdivV = —(P/p)(Dp/Dt)
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através de algumas propriedades matematicas:
PdivV = p(D/Dt)(P/p) — DP/Dt
Assim, a equacéo (7.41) assume a forma:
p(De/Dt) = div(kVT) + v;;(du;/dx;) — p(D/Dt)(P/p) + DP/Dt
p[(De/Dt) + (D/Dt)(P/p)] = div(kVT) + ;;(du;/dx;) + DP /Dt
p[(D/Dt)(e + P/p)] = div(kVT) + 1;;(du;/dx;) + DP /Dt (7.42)

a qual é a soma da energia interna com a pressao dividida pela densidade é a entalpia do
fluido.

Investigando mais a avaliagdo da equacdo (7.42), o termo que envolve a tenséo
cisalhante é a dissipacdo de energia devido a viscosidade do fluido, onde é a viscosidade
absoluta multiplicando quadrado das velocidades, onde esta nova funcéo é passada a chamar
funcao de dissipacao, representada pela letra grega @, como White (1991) detalha.

p(Dh/Dt) = Dp/Dt + div(kVT) + & (7.43)
na qual,
® = u[2(0u/0x)* + 2(dv/0y)? + 2(dw/dz)* + 2((dv/0x) +
(0u/dy))? + 2((0w/dy) + (0v/9z))? + 2((0u/0z) + (dw/9x))?] + (7.44)

A[(0u/9x) + (0v/0y) + (0w/0z)]?

White (1991) cita uma relacdo da equacdo (7.44) em uma situacdo de um gas

incompressivel, onde a equacao se torna:

pc, (DT /Dt) = prT(Dp/Dt) + div(kVT) + & (7.45)
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Esta mostra que corre¢cbes com a expansdo térmica SA0 necessarias na parte
contribuinte da energia quanto a pressdo e a substituicdo da entalpia por cpT, pois casos de
gases incompressiveis é considerado como sendo um gas perfeito.

Portanto, as trés equacdes basicas que descrevem um fluido newtoniano séo (7.16),
(7.34) e (7.43).

Conservacdo da massa:
dp/ot +divpV =0
Conservacao de momento:
pDV/dt = pg — Vp + 0/0x; [u(0u;/0x; + 0u; /9x;)| + 6;;A div V
Conservacao de energia:
p(Dh/Dt) = Dp/Dt + div(kVT) + ®
E visto que as equacdes do fluido dependem das grandezas fisicas de densidade e

viscosidade para serem calculadas, apesar do presente trabalho utiliza-las como constantes é

possivel encontrar maiores informagdes sobre aquelas no apéndice E.

8. EQUACAO DE BERNOULLI

No trabalho, a pressdo tem uma fungdo importante no escoamento do fluido, pois é
avaliada em altas velocidades. A equacgédo de Bernoulli fornece que contribui¢des na pressdo
do fluido ocorrem pela parcela envolvendo a energia cinética do mesmo, como sera
apresentado a seguir. Para deducdo da equacdo, algumas hipéteses sobre o fluido sdo

assumidas como Cengel e Cimbala (2007) expdem:

e Escoamento compressivel;
e Efeitos viscosos sdo negligenciaveis;

e Regime permanente.
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Escolha-se um volume infinitesimal em um escoamento de um fluido, e aplica-se a

equacdo da segunda lei de Newton para descrevé-la segundo Cengel e Cimbala (2007).

4

Escoamento em regime permamente ao longo
de uma linha de corrente

X

Figura 7 - Volume arbitrario dentro de um
escoamento influenciado por pressdo e peso.
Fonte: CENGEL e CIMBALA (2007, p.162).

z F =ma
pdA — (p + dp)dA — W,senf = mV dV /ds (8.1)
Com algumas consideragoes:
senf = dz/ds
m = p¥ = pdAds
W, = mg = pgdAds
logo, a equacéo (8.1) fica:

—dpdA — pgdAds(dz/ds) = pdAdsV dV /ds
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realizando as simplificacdes,

—dp — pgdz = pVdV

dp + pVdV + pgdz =0

integrando,

p+1/2pV?%+ pgz = Cte

p/p+1/2V?+ gz = Cte (8.2)

a qual é a forma final da equacdo de Bernoulli e por Cengel e Cimbala (2007) esta pode ser

enunciada pela seguinte citagéo:

“A soma das energias cinéticas, potencial e de escoamento de uma particula de
fluido é constante ao longo de uma linha de corrente durante um escoamento em
regime permanente quando os efeitos da compressibilidade e do atrito séo

despreziveis.”



9. DESENVOLVIMENTO

Esta secdo do texto trata somente das deducgdes das equacOes que descrevem as
camadas limites de momento e térmica do escoamento, este quando escoa envolta de um

corpo submerso no fluido.

9.1. Transformacg6es Das Equac0es

Antes de realizar as transformac6es que resultam nas equacdes das camadas limites,
fazem-se simplificacGes nas equacgdes basicas de um fluido a fim de facilitar o calculo. Para

isso, algumas hipoteses séo feitas, segundo White (1991), sdo:

e Escoamento em regime permanente;

e Escoamento bidimensional;

e Calores especificos de volume e pressao constantes do fluido sdo constantes;

e Ww=0,2=0,d02=0;

e A camada limite € uma regido muito fina, sendo que a variacdo de pressdo na
direcdo de perpendicular a placa adjacente do escoamento seja
aproximadamente zero;

o v<<u, dok<< dldy.

Assim, as equacdes (6.16), (6.50) e (6.58) reescrevendo-as:
d(pu)/0x + d(pv)/dy =0 (9.1)
pu(du/ox) + pv(du/dy) = — dpe,/dx + 0/dy [n(9u/9y)] (9.2)

pu(dh/dx) + pv(dh/dy) =

9.3
u(dpe, /dx) + (8/0y)[(u/Pr)(0h/dy)] + u(du/dy)* ©9

na qual o subscrito oo significa na corrente livre do escoamento.
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Estas sdo as equacdes de conservacdo de massa, momento e conservacdo de energia,
respectivamente, com as devidas simplificac6es. Sao derivadas das relagdes de Crocco 1932 e
Busemann 1931, como White (1991) define.

9.1.1. Equagdo De Momento Da Camada Limite

Neste trabalho é seguido a logica e construcdo da equacdo pela transformacédo de
Illingworth em 1950, segundo White (1991). O primeiro passo é escrever os produtos de
densidades e velocidades do fluido como uma derivagdo de uma fungdo corrente. Com a
definicdo acima, pode-se escrever que as velocidades u e v sdo os produtos da derivacdo da

funcdo corrente.
0¥ /0oy = pu
0¥Y/ox = —pv

White (1991) cita que esta relacdo elimina a premissa de conservacdo de massa, pois
h& um termo negativo de massa, o que fisicamente é impossivel. Havendo isto, acontece um
processo em que a varidvel y é mudada pela varidvel [ pdy, para que o problema de
conservagdo da massa seja resolvido. Com isso, sdo substituidas as variaveis x, y e p por
outras duas variaveis, as quais sao (& 7). Este processo é chamado de similaridade em

matematica, onde estas facam com que as equacdes de ¥e u assumam 0s seguintes valores:
WEn) = [ pudy = GO ) (9.0

u(§,m = U (§)f' () (9.5)

Substituindo estes valores na equacdo (8.2), é encontrado que a equacdo de momento
sera independente de & Portanto, White (1991) detalha que varios passos para transformacées
foram feitos, porém, o abordado neste trabalho é de Illingworth. O qual define que os efeitos
viscosos sdo ligados a varidvel & enquanto os efeitos de densidade sdo ligados a variavel 7.

White (1991) exp8em estes valores como:
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X
£ = f Do () U (Xt () lx (9.6)
0 = (Un/JZE) ] pdy ©.7)
0

reescrevendo o termo de pressao pela equacdo de Bernoulli da equacéo (8.2),

Poo/p + (1/2)UG + gz = Cte

assumindo z = 0,

Pw/p = —(1/2)US, + Cte

derivando em relacdo eixo de coordenada x,

P = —p(1/2)US + Cte

dpe/dx = —pUo (dUs /dx) (9.8)

Com isso, pode-se substituir na equacao (9.2) os valores das equacdes (9.6), (9.7) e

(9.8). Antes da substituicdo, sdo levantadas as hipdteses de que:

u(x,0) = 0;u(x,®) = U,

u(xp,y) = g(»);v(x,0) =0

Pela equacéo (9.5),

£ = u(€,m/Uux($)

analisando-a,

y=0-f'(m=0
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lim f'(n) =1
y—)CX)
substituindo a equacéo (9.5) na equacéo (9.1),

d(pv)/dy = —(9/0x)(pUwf") (9.9)

Substituindo o termo de v da equacdo, usa-se a equacao (9.4) na definicdo de fungéo

corrente,

v=—(3/0x)(GEf' () + f()) (9.10)
Antes da substituicdo das equacOes anteriores na equacao (9.2), realiza as derivagcdes

da equacdo (9.5), para tornar o texto mais organizado e a equagdo de momento da camada

limite ficar de forma mais clara.
u(€,m =Uxs(§)f'(m) (9.11)

através da derivagio por regra da cadeia:
du/0x = U’ (§)(dS/dx)f' () + U (§) "' () (dn/dx) (9.12)

Agora, fazendo para a variagio em y,
0u/0y = Uss (§)f"'(m)(dn/dy) (9.13)
derivando novamente,

u(0%u/0y*) = p(X)Uo () f """ (M (dn/dy)? + p()Ue () f" (M (d?n/dy?) (9.14)

Com os valores das equagdes (9.5), (9.8), (9.9), (9.10) e as quatro equagdes acima,

sdo substituidos na equacdo (9.2), reescrevendo-a:
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P(Ue (O f M)V’ (E)(dE/dx)f' () + U (E)f "' (n)(dn/dx)] +
p[=(0/0)(GEf' ) + fFO))] U (O f " () (dn/dy)] =
~pUs(dUs /dx) + u(x)Us () f"' () (dn/dy)* +
1) Ue ()" () (d*n/dy?)

(9.15)

Tendo os valores das equaces (9.6) e (9.7), assim, substituindo-os na equacgéo (9.15)
e com algumas simplificacGes, chega-se ao resultado final da equagdo geral do momento da

camada limite, a qual é apresentada (WHITE, 1991):

Crf™) + ff" + (28 /Us)(dUo /dE)[(pw/p) — f'*] = 0 (9.16)

Na qual Cg = pit/posteo-

Escoamento De Falkner-Skan

Como seré analisado um escoamento na entrada de um difusor conico de turbina, é
necessario modelar o escoamento de tal maneira que este adeque-se fisicamente no problema
proposto. Os escoamentos de Falkner-Skan, segundo White (1991), sdo regidos por equacoes

gue descrevem a velocidade da seguinte forma:
U=Kx™ (9.17)

na qual, m é determinado pela angulagdo que a parede faz com a linha paralela do sentido de

escoamento.
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Figura 8 - Escoamento de um fluido em volta
de um canto (difuséo).
Fonte: BARARNIA et al. (2012).

Assim, o termo na equagao (9.12):

(28/Uc)(dUs/d$)

Passa por uma mudanca para que se adeque ao problema. Primeiramente, assuma-se
que o escoamento é unidirecional e sua unica variavel ¢ & pela equacdo (9.6) a densidade e

viscosidade sdo constantes, assim:

<<2pmum LXUOO dx)/UOO) <dUoo/d <pmym fOXUoo dx))
<<2 fOXUoo dx)/Uoo> (dUs/Us)

substituindo os valores de U pelos valores de U na equacéo (9.13):

X
((2 f Kx™ dx)/me> (d(Kx™)/Kx™)
0
derivando e integrando:
(Kx™ ) /(m + DKx™)(mKx™ 1 /Kx™)

(2mx™™) /(m + 1)x™+™)
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B =2m/(m+1) (9.18)

Portanto, a equacéo (9.12) passa a ter a seguinte forma:

(Crf™)' + ff" + [2m/(m + D][(pw/p) — f'?] = 0 (9.19)

Segundo Bejan e Kraus (2003), resultados numéricos para g foram encontrados no
alcance de -0,0904 < B < o, onde o limite inferior ¢ selecionado pelo ponto de
desprendimento da camada limite. Outro ponto importante é a pressdo criada por este tipo de
escoamento, a qual pode ser facilmente deduzida pela equacéo (9.8):

dpe/dx = —po Kx™(dKx™ /dx)
dpe/dx = —peuKx™(mKx™™ 1)
dpe/dx = —peemK?x?m~1 (9.20)

9.2. Equacao De Energia Da Camada Limite

Como White (1991) expBem, a mudanca na equacdo (9.3) é através da escolha da

variavel de entalpia que muda para um produto da entalpia de corrente livre com uma funcéo

9.
h(x,y) = heo (§)g(m) (9.21)
Utilizando esta relagdo e calculando suas derivadas:
0h/0x = h'(§)(dE/dx)g(n) + heog' () (dn/dy) (9.22)
0h/dy = heg'(n)(dn/dy) (9.23)

0%h/0y* = h' (&) g" () (dn/dy)* + heg' () (d*n/dy?) (9.24)



Capitulo 4. Desenvolvimento 50

Substituindo na equagéo (9.3) os valores de das equacges (9.8), (9.10), (9.11), (9.13)

e as derivacOes acima, tem-se:

Pl(U(®f' M) (K () (dE/dx)g() + heog’ () (dn/dy))] +
p{[=(0/0)(GEf' ) + fF())][hewg' () (dn/dy)]} =
(Uao (Of ') (—pUco(dUco /dx)) + (t/PTI[R (E) g" () (dn/dy)* +
heog' (M (d?n/dy®)] + ulUe(E) " () (dn/dy)]?

(9.25)

Utilizando do mesmo método para a deducdo da equacdo de momento, fazendo

simplificacGes e substituindo os valores de e 7 pelas equacdes (9.6) e (9.7), tem-se:
[(Cr/PT)G'T + fg' = [(§/Ho)(dHe/AO]f'[2g + (UG /he)f*] = (U& /heo)Crf"*  (9.26)
na qual H,, = h,, + U.,%/2; entalpia total de estagnacéo da corrente livre.

A equacdo (9.26) é a forma final da equac&o de energia da camada limite, entretanto

White (1991) cita que alguns modelos fisicos simplificam as equaces (9.19) e (9.26).
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Fazem-se algumas simplificacdes nas equacdes que sdo a base deste texto. White
(1991) detalha que a equacdo (9.19) pode ter algumas modificagdes. Como no livro do autor,
este texto utiliza as modificacbes de Cohen e Reshotko 1956, a qual é para tipos de
escoamento compressivel Falkner-Skan.

White (1991) cita que € assumido que o parametro de Chapman-Rubesin € igual a
um, ou seja, os efeitos viscosos sdo aproximados. Outro ponto é que o numero de Prandtl é
unitério, assim, a taxa de difusdo viscosa é igual a taxa de difusdo térmica, o que para o ar, é
uma hipétese aceitavel. Outra questdo que o autor cita, é que a relacdo de densidade local por
densidade da corrente livre é aproximadamente o valor da funcdo g, a qual é razoavel, pois
como ndo havera grandes diferencas na pressdo dentro da regido da camada limite, pela
equacdo de gas perfeito, pode-se assumir que a relacdo de densidades é relacionada com a
funcdo g como White (1991) detalha.

Poo/P(x,¥) = (P/RT)(RT(x,¥)/P) =T (x,y)/Tes = h(x,¥)/hes = g (1)
Assim, a equacdo de momento apresenta uma forma final igual a apresentada abaixo:
fHff+Blg—f)=0 (10.1)
naqual 8 =2m/(m + 1).

White (1991) expdem que para a equagao de energia, algumas outras simplificaces

devem ser feitas, a primeira € o valor relacionado ao parametro de Eckert:
Er = U /he,
U&/cpToo = (v = DUS/YRT = (v — D)MaZ
Outra hipotese do autor é de que o termo:

(§/Ho)(dHe /dE) = 0
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porque a entalpia da corrente livre ndo varia com & pode-se reescrever a equacao (9.26)

como:
g"+tfg' =-(v—DMaif" (10.2)

Assim, as equagOes de momento e energia da camada limite estdo totalmente
definidas. Em muitos casos, o lado direito da equacdo (10.2) é aproximado de zero, pois 0S

efeitos pelo niumero de Mach sdo pequenos quando este € menor que um, ja que € um termo

ao quadrado como White (1991) examina. Com isso, a equacdo passa a ser:
g'+fg =0 (10.3)

10.1. Perfil De Temperatura

Pode-se escrever o a funcdo adimensional da cama limite térmica como sendo uma

funcgéo da temperatura do fluido, assim, sendo compativel com a equagdo (10.3).

g(m) = h(x,y)/h($)

White (1991) cita que pode-se aproximar as entalpias pela equacéo (4.4), assim:
gm) =cp(T(M) — Two)/cp(Ty — Teo) (10.4)

na qual o termo T, € a temperatura da parede e T(7) é a temperatura local do fluido.

Considerando que ndo ha variacdo do calor especifico a pressdo constante do ar, é
possivel simplificar a equacao (9.3). Logo, tem-se um novo parametro adimensional do fluido,
0 qual passa a ser chamado de & (WHITE, 1991).

6(m) = (TM) — Te)/(Tp — Teo) (10.5)
na qual o novo pardmetro também varia com 7, entretanto, seu valores de contorno séo

diferentes, onde:
6(0)=1; 0(0)=0
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11. ALGORITMO

Primeiramente, em Python as bibliotecas que serdo usadas no algoritmo s&o

chamadas:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

from scipy.optimize import newton_krylov
import locale

Apds a chamada das funcdes, é criada uma funcdo no Python, onde o objetivo desta é

retornar um array (vetor) no formato da equagéo (11.9).

def Illingworth(z, n):
lambda m, Mae: m, Mae
BETA =2*m / (m+1)
Pr=1
gama = 1.4
B = Pr*(gama-1)*(Mael[i]**2)

return np.array([z[1],z[2],(BETA*((z[1]**2)-z[3])-(z[0]*z[2])),z[4],-B*(z[ 2] **2)-(z[ 0] *z[4])])

Para uma visdo mais detalhada do array da funcéo Illingworth, consultar o apéndice
F. Os subscritos na equacdo (F.12) sdo as posi¢Ges dos argumentos no vetor de estimativa
inicial (apéndice F). Estas equagdes séo resolvidas no espago de 7, o qual por similaridade
contém os valores das coordenas x e y. Assim, € criado um vetor que contenha os valores de 7

de zero até um numero desejado.
eta = np.linspace(0.0,5.0,10000)
onde, a funcéo linspace cria um vetor que varia de 0 até 5 seccionado em 10000 pontos.

Como dito anteriormente, um vetor de estimativa inicial para as funcbes é criado

também, neste vetor coloca-se os valores que as funcGes f e g e suas derivadas possuem no
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ponto inicial do calculo. Como demostrado anteriormente no texto os valores sdo 0sS

seguintes:

f(0)=0
{f’(O) =0
fl() =1
{9(0) = gw
g(o) =1
g'(0)=0

A primeira e a segunda condi¢do, quando 7 é igual a zero, vém com respeito a
condicdo de ndo deslizamento do fluido na interface sélido-fluido. A segunda condigéo,
quando o # é infinito, diz que é a velocidade do fluido na regido da camada limite assume

velocidade igual a velocidade da corrente livre, logo esta delimita a regido da camada limite.

fl(0)=1=u/Uy

A terceira condicdo indica que quando 7 é zero, o fluido admite o valor de
temperatura da placa que esta na interface solido-fluido. Quando 7 no infinito, o valor da
temperatura do fluido na regido da camada limite é igual ao valor de temperatura do fluido em

corrente livre.

g(®) =1=h(x,y)/he($)

A Ultima condigdo diz que ndo ha transferéncia de calor da parede para o fluido ou
vice versa, entdo, pode-se considerar que a parede é adiabatica. Estas condi¢Oes sédo
apresentadas por White (1991), as quais ocorrem em alguns fendmenos. Com as condicdes

descritas, o vetor de estimativa inicial apresenta a seguinte forma:

z = np.array([0.0,0.0,0.0,1.0,0.0])
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a funcdo g, neste caso, possui um valor unitario.

Como o Python ndo reconhece que a iteracao deve ser feita até que /” e g tenham um
valor igual a um, é criada uma nova funcdo onde esta recebe o vetor de estimativa inicial. O
seu modulo encarrega de resolver a EDO, chamada pela fun¢do Odeint, onde usada o vetor
criado pela funcéo anterior e utiliza o vetor de estimativa inicial para os calculos e por fim, a

funcéo interage em todo o espaco delimitado pelo vetor de 7.

def vsolucao(z):
f = odeint(Illingworth, z, eta)

return np.array([f[0,0], f[0,1], 1.0 - f[-1,1], 1.0 - f[-1,3], f[0,4]])

Depois de realizar as iteragdes, a fungéo retorna um valor no formado do vetor acima.
O primeiro valor é o valor de posi¢do de iteragdo da solucdo, o segundo é o valor inicial da
derivada da funcdo f. o terceiro é 1.0 menos o ultimo valor da derivada de f, por isso leva o
sufixo de posicdo igual a [-1,1], onde -1 indica que é o ultimo valor do vetor. Isto é feito para
certificar-se que interaja até 1.0. O préximo valor, que € a funcdo g € construido sobre a
mesma logica. Por fim, o Gltimo valor retorna o valor inicial de g .

Em seguida, com este vetor gerado uma nova funcdo é utilizada, a qual recebe o
vetor gerado e com o vetor de estimativa inicial faz iteracGes até que se encontrem as raizes

de cada argumento do vetor gerado.

F = newton_krylov(vsolucao, z)

Por ultimo, como as raizes encontradas do vetor de EDOs e salvas na varidvel F este
passa para a ultima funcéo do bloco principal, onde é novamente chamada a funcdo Odeint, e
com as raizes encontradas. Esta as utiliza como sendo o ponto inicial de iteracdo do vetor

gerado pela primeira fungdo, no caso, a equacdo (11.9), essa iteracdo ocorre no espaco

estabelecido de 7.

f = odeint(Illingworth, F, eta)
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Assim, a variavel f é a solucdo final do problema e esta contém os valores das
fungdes f e g. As funcdes seguintes geram as figuras de perfil de velocidade e térmico através
dos valores das funcdes f e g.

Yr = np.linspace(0.0,1.0,10000)

plt.figure(figsize=(16,9))

plt.plot(F[:1],Yr, 'k', label="perfil de velocidade")

plt.figure(figsize=(16,9))

plt.plot(F[:,3],Yr, 'k’, label="perfil de temperatura")

Por fim, o algoritmo primario utiliza os valores de espessura das camadas limites
para calcular os perfis que o escoamento ira apresentar sobre a placa, tanto de momento
quanto térmico.

Para analise de comparacdes, outro algoritmo é feito com a mesma estrutura do
algoritmo anterior para calculo da funcéo f(#) e g(7), porém este trabalha com a temperatura
gue o escoamento na regido da camada limite apresenta, entretanto, o Unico ponto que este

sofre mudanca € no vetor de limites superiores do contorno.

def raizes(z):
r = odeint(FalknerSkan, z, eta)

return np.array([r[0,0], r[0,1], 1.0 - r[-1,1], 1.0 - r[0,3], r[-1,3]])



12. RESULTADOS E ANALISES

Pode ser avaliado pela equacdo (10.1) que a geometria onde o0 escoamento ocorre €
extremamente ligada aos resultados que esta gera. No caso da equacdo (10.2), como White
(1991) cita, esta é extremamente ligada aos valores de Ma, por isso, para escoamentos com
valores de Ma baixo a equacdo que descreve a energia da camada limite passa a ser a equagéo
(10.3).

Os resultados dos graficos a seguir foram obtidos através dos algoritmos detalhados
no capitulo 5, e suas versdes completas encontram-se anexadas a este trabalho. Os estudos
variam na angulacdo do difusor estudado, variando de aproximadamente -18° sentido horario
até 90° no sentido anti-horario, com referéncia ao eixo da coordenada x. Também uma anélise
guando a parede se encontra perpendicular ao escoamento, estagnacdo total. Todos os casos

avaliados com:

e 90)=1;

e Parede adiabatica do difusor;

e Cp =cte; cy =cte;

o Efeitos viscosos sdo despreziveis;

¢ Relacgdes de densidade local e da corrente livre sdo aproximadas da funcéo g(7);
e NuUmero de Prandtl é unitério;

e Viscosidade cinematica igual a 0,000001249 m? /s?;

e A placa em estudo tem 0,5 m de comprimento.

Primeiro compara-se os resultados do algoritmo com alguns resultados fornecidos na
literatura. Os valores que s@o usados de referéncia séo os valores adimensionais que envolvem
a aceleracdo do fluido no ponto sobre a placa. Primeiro é comparado o valor de um
escoamento incompressivel, assim, a relacdo de densidade torna-se igual a 1 na equacao
(10.2).
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Tabela 1 - Valores de f''(0) para diversos valores de fno escoamento incompressivel. - 2016

1° Método White Rajagopal et al. Bor-Lih Kuo Bararnia et al.
P apresentado (1991) (1983) (2005) (2012)
-0,19884 0,0072 0,0 i FxkK 0,035
-0,18 0,1286 0,1286 FkkK FxkK b
0,00 0,4696 0,4696 0,4696 0,4696 0,4683
0,3 0,7749 0,7748 0,7747 0,7755 0,7746
0,4 0,8545 ek 0,8544 0,8549 0,8536
0,5 0,9277 ks 0,9276 0,9279 0,9262
1,0 1,2413 1,2326 1,2325 1,2312 1,2313

Fonte: autoria prépria.

Sé&o apresentados os valores da funcdo f”’ com base nas equagdes modificadas (10.2)

e (10.3), as quais sdo apresentadas no artigo de Cho e Aessopos (2004). Por direitos autorais

de imagem, o artigo de Cho e Aessopos (2004) ndo apresenta nenhuma figura para

comparacéo.

"+ ff"+B(g—f?)=0;g"+Prfg =0

Tabela 2 — Valores de f''(0) para diversos numeros de #no escoamento compressivel. - 2016

B 2° Método White  Rajagopal etal. Bor-Lih Kuo Bararniaet al.
apresentado (1991) (1983) (2005) (2012)
-0,19884 0,4195 0,0 ok ok 0,035
-0,18 0,4369 0,1286 ok ok ok
0,00 0,5937 0,4696 0,4696 0,4696 0,4683
0,3 0,8217 0,7748 0,7747 0,7755 0,7746
0,4 0,8902 ok 0,8544 0,8549 0,8536
0,5 0,9552 ok 0,9276 0,9279 0,9262
1,0 1,2413 1,2326 1,2325 1,2312 1,2313

Fonte: autoria propria.

Finalmente, sdo apresentados os valores da fungdo f*° com as equacbes (10.2) e

(10.3) nas formas originais como apresentadas no texto. White (1991) ndo apresenta henhum

resultado destas equacdes.

Tabela 3 - Valores de f”'(0) para diversos nimeros de Mach e g. - 2016

B
NUmero de Mach -0,19884 -0,05 0,0 0,03 1
0,3 0,0184 0,3992 0,4696 0,5080 1,2594*
0,4 Fhkk 0,3983 0,4696 0,5085 1,2738*
0,5 Fhkk 0,3970 0,4696 0,5092 1,2927*
0,6 Fkkk 0,3956 0,4696 0,5101 1,3163*
0,7 Fhkk 0,3938 0,4696 0,5111 1,3453*
0,8 ek 0,3918 0,4696 0,5122 1,3801*
0,9 kK 0,3895 0,4696 0,5135 1,4214*

Fonte: autoria prépria
Nota: (*) dados contendo incertezas, devido a problemas de convergéncia do algoritmo.
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Pode-se analisar que na Tabela 3, a influéncia do numero de Mach na aceleragéo é

bastante visivel quando a placa de escoamento sobre uma inclinacéo ao eixo da coordenada x,

porém apresenta 0s mesmos valores para a placa plana, tanto caso incompressivel quanto

compressivel. Isto é devido ao fato de que para g igual a zero, a equacdo de momento passa a

depender inteiramente dela, por isso, apresenta 0os mesmos valores que 0S escoamentos

incompressiveis apresentados por White (1991) e Bararnia et al. (2012).

Seguindo as equac0es (10.2) e (10.3), foram geradas figuras, os resultados mostrados

sdo de m=0, caso de Blasius.
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(c) —x=0,5m, a=0 e Ma=0,9.

(d) — x=0,5m, a=0 e Ma=0,9.

Figura 9 — (a) figura de n vs f(n), (b) n vs g(n), perfil de velocidade e (d) perfil térmico.

Pode ser observado que as camadas limites, atraves da equacdo (10.2), possuem o

mesmo comportamento que a solucdo de Blasius para placa plana, independente da

velocidade da corrente livre. As Figuras 9(a) e 9(c) possuem grande compatibilidade com os

que podem ser encontrados no livro do Fox et al. (2006). A Figura 9(b) apresenta o

comportamento da funcdo g(7) pelos limites de contornos por White (1991). As diferencas de
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entalpia local para a corrente livre s&o maiores para valores de Ma maiores, pois 0S mesmos
possuem um estado energético maior.

Por altimo a Figura 9(d) mostra o perfil de temperaturas que 0 escoamento na regido
da camada limite apresenta. Os valores da relacdo delta dividido por y com menos de 0.1
apresentam o valor igual ao valor da parede, o qual pode ser descrito pela hipdtese de
temperatura de filme, por isso, a Figura 9(d) apresenta 0 comportamento da curva perto da
parede.

Em muitos artigos e alguns livros, os limites de integracédo para a funcdo de energia
da camada limite mudam, a Figura 13, pois ndo levam em conta os efeitos do nimero de

Mach e os efeitos viscosos em seu desenvolvimento.

1,0 .
¢« ¢« Ma=0,3
= = Ma=0,4
0.8 + +« Ma=0,5
el v v Ma=0,6|]
+ a« Ma=0,7
+ + Ma=0,8
0,6} = » Ma=0,9 ||
o]
0,4}
0,2t
0.9 - - - - - - -
,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

1

Figura 10 —n vs 6(n) com a=0°.

Bararnia et al. (2012) e Schlichting (1979) apresentam curvas com grande
similaridade a esta em seu artigo e livro, respectivamente.
Como Bejan e Kraus (2003) citam, o valor negativo maximo que m pode assumir é

de -0,0904. Assim, os gréaficos deste valor sdo apresentados abaixo:
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Figura 12 -mvs g(n) com a~-18°.
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Figura 13 - (a) perfil de velocidade e (b) perfil térmico.
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(b) - a~18° e Ma=0,9.

Neste caso, a Figura 11 mostra o adimensional de velocidade com grande precisao
aos resultados que White (1991), Bararnia et al. (2012) e Schlichting (1979) expuseram,

menos sendo escoamentos incompressiveis e sem a contribuicdo de Ma. E possivel ver que

com o aumento de Ma a curva da funcdo sofre uma atenuacdo maior, 0 que causara um

descolamento da camada limite antes que esta atinja a estabilidade na direcéo de 7.

N&o ha comparativos para a Figura 12, onde esta segue a definicdo que White (1991)

propem em seu livro. A andlise desta figura indica que com o aumento de velocidade,

apareca uma discrepancia maior entre as temperaturas do escoamento e da parede, por causa

dos efeitos viscosos, 0s quais contribuem para 0 aumento da temperatura préxima a parede, ja

que esta e considerada adiabatica. Pela Figura 14, pode-se ver melhor a transferéncia de calor

que ocorre no fluido.
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Figura 14 - nvs g'(n) com a~ -18°.

Esta imagem ilustra que a transferéncia de calor dentro da regido da camada limite
ocorre devidamente aos dois limites de contorno, pela esquerda é a parede e pela direita € a
corrente livre. Pode-se observar que quanto maior o0 Ma da corrente livre a derivada zero da
transferéncia de calor desloca-se para a direita. A explicacdo fisica é porque com o nimero de
Mach maior, logo a espessura da camada limite diminui. Com isso, esta regido assumi o valor
da temperatura da parede. Com isso, a transferéncia de calor varia de maneira mais abrupta
perto da parede. Este tipo de figura ndo possui nenhuma comparagdo com artigos, pois nao
foram encontrados artigos que abordam ou descrevem o mesmo tema. Valores obtidos pelos
limites descritos por de White (1991).

Quanto aos limites da temperatura, este exibe que os perfis apresentam a mesma
caracteristica da Figura 10, pois ndo levam em conta os efeitos causados pelo numero de

Mach e efeitos viscosos.
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Por White (1991), quanto maior o valor do numero de Mach, o escoamento apresenta
maior resisténcia a mudanca térmica e de momento, por isso, suas curvas com Ma altos
apresentam maiores curvaturas. Em um ponto contrario, o trabalho mostra também a placa

com rotacdo anti-horaria, no caso, um bocal. O valor de m utilizando é de 0,06.
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0,0 .
0 1 2 3 4 5

Figura 16 - nvs f'(n) com a ~ 10°.
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Figura 18 — perfis de (a) velocidade e (b) de temperatura.

115 1,20

A Figura de temperatura deste arranjo fisico ndo é mostrada, pois o fator

determinante desta é o niumero de Prandtl, como no trabalho este é assumido com um valor

unitério, ndo terd uma mudanca visivel na curva.

Pelas Figuras 16 e 17 € possivel ver que a estabilizacdo de 7 ocorre de maneira mais

rapida, outro ponto é que a funcdo g(7) terd uma variacdo maior em entalpia conforme a

velocidade de corrente livre aumenta, assim, uma transferéncia de calor maior em magnitude

e acontecendo de maneira mais veloz.
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Pode-se ver pela Figura 19 que a maior parte de transferéncia de calor ocorre no
lado esquerdo, indicando que o fluido na regido da camada limite tem o aumento de
temperatura, quase que na totalidade, devido a placa. Um adendo, como o fluido esta sendo
acelerando, neste caso, este acabara atingindo um numero de Mach maior que um, assim, uma
onda de choque obliqua sera formada. Com isso, terda um aumento de pressdo, densidade e
temperatura muitos grandes em um espaco nanométrico (ANDERSON, 2001). Este fenémeno
invalida os resultados obtidos, sendo necessarios novos modelos matematicos para descrever
o fendmeno fisico, pois ondas de choque sdo considerados pontos de descontinuidade pois ha
um aumento significativo em temperatura, presséo e densidade do fluido os quais ndo podem
ser descritos pela matematica eulariana.

Valores de g(7) sdo exibidos para os limites colocados por White (1991) para as
equacg0es (10.1) e (10.2):
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Tabela 4 — Param =-0.05, T.=0,99T. Tabela 7 — Param =0.01, T.=0,99T.
Numero de Mach 7 de estabilizagdo  g(n) Niamero de Mach  r de estabilizagdo g(n)
0,3 1,57919 1,00115 0,3 1,65410 1,00114
0,4 1,57050 1,00207 0,4 1,65464 1,00202
0,5 1,55918 1,00331 0,5 1,65533 1,00315
0,6 1,54508 1,00489 0,6 1,65617 1,00453
0,7 1,52803 1,00688 0,7 1,65716 1,00615
0,8 1,50780 1,00933 0,8 1,65831 1,00802
0,9 1,48408 1,01234 0,9 1,65961 1,01013
Tabela 5 - Param =-0.03, T.=0,99T. Tabela 8 - Para m = 0.03, T.=0,99T.
Namero de Mach  n de estabilizacéo gn) Numero de Mach 1 de estabilizagéo g(m)
0,3 1,54989 1,00126 0,3 1,67086 1,00116
0,4 1,54715 1,00226 0,4 1,67224 1,00205
0,5 1,54362 1,00355 0,5 1,67401 1,00320
0,6 1,53932 1,00516 0,6 1,67617 1,00459
0,7 1,53418 1,00709 0,7 1,67872 1,00623
0,8 1,52822 1,00935 0,8 1,68167 1,00809
0,9 1,52142 1,01198 0,9 1,68501 1,01019
Tabela 6 — Param =-0.01, T.=0,99T. Tabela 9 - Param = 0.05, T.=0,99T.
Numero de Mach  n de estabilizagéo ag(n) Numero de Mach 7 de estabilizagdo  g(n)
0,3 1,68520 1,00101 0,3 1,66205 1,00124
0,4 1,68453 1,00180 0,4 1,66407 1,00220
0,5 1,68366 1,00281 0,5 1,66667 1,00343
0,6 1,68261 1,00406 0,6 1,66985 1,00491
0,7 1,68136 1,00554 0,7 1,67361 1,00665
0,8 1,67992 1,00726 0,8 1,67794 1,00864
0,9 1,67829 1,00921 0,9 1,68286 1,01085




13. CONCLUSAO

13.1. Comentarios Dos Resultados

O primeiro ponto que pode ser comentado € que os artigos e os livros sobre o assunto
fazem uma aproximagdo dos resultados por diferengas finitas, isto causa o consumo de
recursos computacionais e de tempo serem grandes, estes métodos sdo maiores também em
numero de linhas de cddigos que por fim, encarece o trabalho. O trabalho presente exibiu um
modelo computacional alternativo, o qual precisa de menos recursos computacionais e tempo
de execucdo. Quando comparado com os valores obtidos por métodos de diferencas finitas, o
método apresentado no trabalho apresentou-se altamente eficaz e conciso com 0s outros
valores, sendo que a diferenca entre os valores pequena, assim, comprovando sua eficacia em
atingir o resultado esperado.

Pontos importantes foram que para escoamentos compressiveis 0s valores eram
fortemente ligados ao nimero de Mach, a variagdo de entalpia do fluido, e g, a variagdo de
momento do fluido. A varia¢do na angulagdo da placa com relagéo ao eixo de coordenada x
mostrou-se fortemente ligada ao momento dentro da camada limite, sendo que para valores
altos de g no difusor conico, quanto maior o nimero de Mach da corrente livre, a camada
limite sofria um descolamento mais rapido, pois o estado de energia era maior. Quanto a
entalpia, a regido da camada limite sofreu grande variacdo devido ao nimero de Mach, apesar
de sua estabilizagdo no espago 7 ocorrer rapidamente, como as Tabelas de 4 a 9 apresentam.
Todos os Ma com valores elevados, a variacdo foi mais brusca, gerando altos valores de
transferéncia de energia na regido da camada limite, apesar desta ser de pequena espessura.

Infelizmente, ndo foram encontrados valores para escoamentos compressiveis na
literatura, para que pudesse haver comparacdo de resultados. Entretanto, os resultados com
escoamentos incompressiveis para 0 mesmo algoritmo, somente modificando as equacdes,
mostraram-se de grande confiabilidade.

Finalmente, pode ser avaliado que pelos estudos apresentados difusores com area de
entrada regulavel, assim como os bocais de avifes de caca militares, pode apresentar uma
eficadcia maior em comparacdo aos difusores de area estatica. Porém entra em contra partida
ao sentido de construir um sistema mecéanico para realizar o mesmo, aumentando assim 0 peso

da turbina e se essa modificagéo realiza uma melhora na eficacia significativa.
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13.2. Comentarios Sobre A Linguagem Python

Como comentado no topico anterior, 0 Python mostrou-se altamente adaptativo ao
tipo de problema apresentado, as bibliotecas utilizadas, como o Scipy, exibiram um grande
potencial computacional na resolucdo de problemas numéricos de Engenharia. Porém, um
problema encontrado, o qual ndo é de exclusividade deste trabalho, é a convergéncia de
resultados fornecidos. As func¢Bes de solucdo de raizes mostraram grandes incertezas de
resultados quando g era um valor alto, tanto negativo quando positivo, por isso foram
realizadas variagdes do espaco de 7 a fim de que o algoritmo pudesse resolver o problema.

No Entanto, com um algoritmo relativamente pequeno, de facil interpretacdo e
principalmente, que utilizou pouco tempo para a execucdo, expds resultados excelentes
principalmente quando S possuia um valor pequeno. Assim, é possivel concluir que a escolha

da linguagem Python para o problema foi um ponto chave.

13.3. Considerac0es Finais

Ao longo deste trabalho, o conhecimento adquirido foi de grande satisfacao,
principalmente sobre aerodindmica de escoamentos compressiveis. H4 também o ganho de
conhecimento mais aprofundado em Mecanica dos Fluidos. Este foi talvez, o ponto mais
importante do trabalho, o enriquecimento de conhecimento sobre o assunto abordado.

Quanto ao desenvolvimento no ambito computacional, foi de grande destaque, pois
isto serd levado como um grande peso de bagagem para futuros trabalhos na area
computacional. Como comentado anteriormente, os algoritmos foram leves e versateis, mas
um ponto foi a realizacdo do problema com um computador contendo um processor core i7
2.50GHz e 16Gb-RAM, o0 que fez com que o tempo gasto para a geracdo de figuras fosse

menor.
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14. RECOMENDACOES

Com o desenvolvimento deste trabalho, alguns pontos podem ser melhorados em
trabalhos futuros a fim de que mostre resultados mais precisos ou que convenha como “pilar”
para o desenvolvimento de novos trabalhos em Aerodindmica ou outras areas, por se tratar de
ser um algoritmo versatil.

Desenvolver um trabalho que avalie uma configuracdo do difusor completa, onde
possa aferir se paredes adjacentes interferem no comportamento do fluido.

Pode ser feito um trabalho futuro sobre solu¢Bes numéricas, onde procure criar um
método de solucdo de raizes que ofereca um modelo de convergéncia mais preciso e que este
atinja valores satisfatorios, mesmo com grandes intervalos de calculo no algoritmo, como no
caso de 7 no problema tratado no trabalho apresentado.

Desenvolver um trabalho sobre a eficacia real que uma configuracdo regulavel do
difusor cause na qualidade do ar de entrada na turbina, assim, observando se ha uma melhora

significativa nesta configuracéo.
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APENDICE A - BALANCO ENERGETICO NA TURBINA
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Figura 20 - Esquema béasico de uma turbina de
avido.
Fonte: SHAPIRO et. al (2011, p.546).

Para a realizacdo do balanco em cada componente da turbina, é preciso primeiro
assumir algumas hipoteses segundo Shapiro et al. (2011):

e O calor especifico a pressao constante do ar é constante;

e A densidade do ar é constante;

e Regime uniforme e constante;

e Cada componente é tratado como um volume de controle;

e O aré o unico fluido de trabalho do ciclo modelado com gas perfeito;

e A camara de combustdo ¢ modelada como um componente que s6 adiciona

calor ao sistema;
e O difusor, compressor, turbina e bocal sdo isentrdpicos;
e Na&o ha queda de pressdo na cdmara de combustéo;
e Os efeitos de energia cinética so sao considerados no difusor e no bocal;

e Efeitos da energia potencial sé&o negligenciados.

Seguindo o esquema da Figura 20, e aplicando a primeira lei da termodinamica, tem-
se:

SE = 8Q — SW (A1)
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onde,

E=ple+v?/2+g-7) (A2)
na qual p é a densidade, e é a energia interna especifica, v € a velocidade e r € a posicao
vetorial no espaco.

Por se tratar de um sistema aberto, é substituida a energia interna por entalpia, pois
esta engloba o trabalho de fronteira que o fluido realiza para poder entrar no volume de
controle, assim:

p(h+v2/2+ gz) =dQ — dW (A.3)
reescrevendo a equacgdo (A.3) com as hip6teses acima, tem-se:

p(h+v%/2)=0 (A.4)

Aplicando a equagdo (A.4) nos pontos a e 1, e assumindo que a velocidade na

entrada do compressor € igual a zero, tem-se:

hg +v2/2=h; +v2/2 (A.5)

Prosseguindo, agora modelando o compressor e utilizando a equagao (A.3):

ph = —dW (A.6)

aplicando nos pontos 1 e 2:

p(hy —hy) = Wy, (A7)

Fazendo o balan¢o de energia agora na cdmara de combustédo, pela equacdo (A.3):

ph =dQ
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p(hs — hy) = Qz3 (A.8)
Na turbina, usando a equacéo (A.3):
ph = —dW
p(hy —hg) = —W;3_, (A.9)
Shapiro et al. (2011) comenta que em turbinas para avides, a turbina tem a funcéo
somente de fornecer energia para que o compressor funcione e a impulsdo da turbina é
somente feita pelo bocal de escape, o qual serd modelado agora:
Pela equacéo (A.3):

p(h+v%/2)=0

hy + v2/2 = hg + vZ/2 (A.10)
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APENDICE B - MODULO ITEGRATE E OPTIMIZE DO
SCIPY

Scipy.Integrate

Constitui-se de um moddulo com uma biblioteca Fortran chamada Odepack para
solucdes de EDOs, chamado de LSODE. Na biblioteca se encontra o algoritmo Odeint, usa
uma versdo adaptada de LSODE chamada de LSODA que automaticamente troca entre
rotinas “inflexiveis” e “flexiveis” de integragdo, dependendo da caracteristica da solucdo, e
faz isso a cada intervalo de tempo para conseguir uma acuracia maior e desejada da solugéo
(SCIPY.ORG, 2014).

Scipy.Optimize

Modulo da biblioteca de Scipy com finalidade de optimizacdo e rotinas para

encontrar valores de raizes de funcdes (SCIPY.ORG, 2014).
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APENDICE C - DERIVADA MATERIAL

Primeiramente, assume-se que um volume de controle percorre certo trajeto que é

determinado pela funcéo corrente.

V2

linha de corrente do

escoamento
= x

z/

Figura 21 - Esquema de um volume arbitrario em

um escoamento.
Fonte: autoria propria, 2016.

Supde-se que o fluido é irrotacional:
Vi =~
Assume-se ainda que a velocidade deste volume seja V, onde:
V= V(x,y,z1t)

Pressupondo-se que este volume va de um ponto inicial, ponto 1, e va para o ponto 2,

0 ponto de destino, tem-se:
V{ =V, 51,21, t) € Vz) =V (x2,¥2 22, t2)

Admitindo que a distancia entre os pontos 1 e 2 diminua, até um valor infinitesimal e

aplicando a expanséao de Taylor entorno do ponto 1, tem-se:

Vo =V + ((0V/0x)]1) (xz — x1) + ((OV /oY) 1) (2 — y1) + ((0V/02)]1) (2, — z1) +
((@V/ot)|)(t, —t1)
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subtraindo V; de ambos os lados e dividindo-a por (t-t3):

Vo =V)/(t, —ty) =
((AV/0x)11) (xz — x1) /(tz — t1) + ((OV /o)1) vz —y1) /(2 — t1) + (B.1)
((aV/02)|1)(z; — z1)/(t; — t;) + ((3V /0t) 1)

Por definicdo:
tling (V2 —V1)/(t, —t,) = DV /dt (B.2)
27l

a qual é a definicdo de derivada material, assim, calculando o limite para os outros termos da

equacao, apresenta-se:

lim (x; —x1)/(t; —t1)) =u
ty—>t
tlirrtl 02—y /(t;—t) =v
27t
lim (z; —2)/(t; —t) =w
tr—>t
Reescrevendo a equacgéo (B.1) e substituindo os novos termos calculados:
DV /dt = (dV/dx)u+ (aV/dy)y + (dV/dz)w + (dV /0t) (B.3)
a qual segundo Cengel e Cimbala (2007), o termo de derivada temporal € a aceleragéo local
do corpo e os termos espaciais sdo os valores advectivos.
Pode-se reescrever ainda, de uma forma mais clara e curta, o seguinte:
divV = (0V/dx)u+ (@V/dy)y + (dV/dz)w

assim,



corpo.
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DV/dt = div V + aV /dt (B.4)

A derivada material pode ser utilizada para o calculo de qualquer propriedade do
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APENDICE D - MOVIMENTO E DEFORMACAO DE UM
VOLUME DE CONTROLE DE UM FLUIDO

Em Mecénica dos Fluidos, o elemento de fluido pode sofrer quatro tipos de
movimentos ou deformacdes: translacdo, rotacdo, alongamento e dilatacdo segundo White
(1991). Uma breve revisdo bibliogréafica das definicbes sobre o tema e mostrada sem o
aprofundamento no &mbito de defini¢des e desenvolvimento das equagfes matematicas.

Observando a figura a seguir:

y D’
4 Qdy dt
oy /
L=y
A’ Time, ¢ + dt
db //
dy +3¥ gy dt / c’
ay ¢/
¢ 2 ax dt
de do ax
u g
. dx + —dx dt
Time, ¢ P X _
A——y 1
y / v dt
dy
%/
l/ 45‘ 1 - X
B8 e C
Figura 22 — Translacdo e deformacdo cisalhante de um elemento de
fluido.

Fonte: WHITE (1991, p.19)

A translacdo do corpo se da pelas quantidades que o ponto futuro tem, no caso, udt
na direcdo x e vdt na direcéo y.
Para o caso de rotagdo, observa-se que no ponto futuro do elemento pode-se escrever

que:

90° = 2¢ + da + df,

E a rotagédo da reta BD em relacdo ao eixo x que pode ser escrito como:
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dQ, = ¢ + da — 45°
White (1991) define que assim, pode-se encontrar o valor exato:
dQ, = (da — dB,) 1/2 (D.1)
Pela Figura 22, pode-se ir além e escrever:
da = tan~1((0v/0x)dxdt/(dx + (du/dx)dxdt)) (D.2)
dp, = tan"1((0u/dy)dydt/(dy + (dv/dy)dydt)) (D.3)

Seguindo o raciocinio de White (1991) e fazendo o limite das equacdes (D.2) e (D.3)
quando o intervalo de tempo tende para zero, tem-se:

da = (0v/0x)dt
dBq = (0u/dy)dt
logo,
dQ,/dt = (1/2)((0v/0x) — (du/dy)) (D.4)
Entorno dos eixos das outras coordenadas,
dQ,/dt = (1/2)((6W/6y) - (av/az))
dQ,/dt = (1/2)((du/dz) — (0w/0x))
White (1991) descreve que esta é a aceleracdo angular do corpo e para facilitar, séo

eliminados estes fatores de meio que cada equacao possui. O autor define também que o fator

de velocidade angular vezes dois € a vorticidade do corpo, assim:
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{ =2d0/dt (D.5)

Segundo White (1991), pode-se relacionar a vorticidade com o rotacional da

velocidade do corpo:

(=VXV=rotV

Entdo, quando esta quantidade € igual a zero chama-se o fluido de irrotacional
(WHITE, 1991).

Avaliando a deformacéo de cisalhamento define-se como sendo o decréscimo médio
do angulo entre linhas que delimitam o corpo, inicialmente perpendiculares entre si.
Escolhendo as linhas BA e BC da Figura 22 no ponto futuro a angulagdo tera uma magnitude

igual ao valor anterior calculado no quesito quanto a vorticidade, assim, neste caso:

(1/2)(da + dBa)

Como, segundo White (1991), a taxa de deformacdo é a variacdo da velocidade do

corpo, pode-se escrever.

€xy = (1/2)(dar/dt + dB,/dt)

a qual é igual ao mesmo que,

€xy = (1/2)(dv/dx + du/dy) (D.6)

similarmente,

€xy = (1/2)(dv/dx + du/dy) (D.7)

€xy = (1/2)(dv/dx + du/dy) (D.8)
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Assim, White (1991) cita que por ser material isotropico, como em mecénica dos
solidos, estas taxas sdo iguais,
Eij = Eji
O topico de dilatacdo do corpo do fluido € discutido como White (1991) expdem. A
dilatacdo é o incremento no comprimento em qualquer dire¢do. Selecionando o incremento na
direcéo da coordena x, tem-se:
Exxdt = ((dx + (0u/0x)dxdt) — dx)/dx
€Exx = 0U/0x (D.9)
Com o mesmo raciocinio, pode-se descrever as equacfes das outras direcdes:
€yy = 0V/0y (D.10)

€,, = 0w/0z (D.11)

White (1991) cita ainda, que o estado de deformacdo do corpo nas coordenadas

cartesianas pode ser representado por um tensor:

Pode-se avaliar que os tensores de taxa de deformacdes e de tensbes sdo iguais, pois
é considerado que estes sdo simétricos por apresentarem o mesmo formato. Finalmente,
adotando a seguinte notagao:
Ujj = aui/axj

e dividindo o termo derivativo em duas partes, uma simétrica e outra assimétrica, tem-se:
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substituindo pelas equagdes (D.4), (D.9), (D.10) e (D.11):

assim, cada derivada da velocidade pode ser interpretada como uma soma da aceleracdo
angular e a taxa de deformacgéo, como White (1991) define.
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APENDICE E - EQUACOES COMPLEMENTARES

Todas as equacOes até agora vistas necessitam do valor de densidade para ser
calculadas, por isso esta variavel junto com a viscosidade possuem um topico especifico de
discussao.

Primeiramente, sobre a equacéo de estado que fornece um valor para a densidade. E
definido como sendo a relagdo de unidade de massa por unidade de volume. Como o fluido

abordado neste trabalho € ar, ele pode ser descrito pela equacao de gases perfeito:
p = pRT (E.1)

na qual o termo R é calculado através da constante de Boltzmann vezes o nimero de
Avogadro.

Esta equacdo revela uma descricdo macroscopica do gas. Para fazer este tipo de
hipotese, algumas consideracfes devem ser feitas, segundo Blundell e Blundell (2007), s&o
elas:

A cinemadtica das moléculas do gas é descrita somente pela mecanica
newtoniana;

e As moléculas colidem umas nas outras de forma perfeitamente eldstica;

e O volume da molécula é desprezivel em comparacdo ao volume em qual o
gas esta confinado;

e Na&o existem forgas intermoleculares.
A segunda grandeza fisica comentada é a viscosidade absoluta do fluido. Esta foi
determinada, a equacdo que a descreve, empiricamente. A equacdo de Sutherland relaciona a

viscosidade somente com a temperatura do fluido, foi criada com a idealizacdo de um

potencial de forga intermolecular como White (1991) cita.

/o = ((To + 8)/(T + $))(T/To)*/? (E2)

na qual o termo S é a temperatura efetiva do gas, sendo esta uma caracteristica do mesmo.
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APENDICE F - DISCRETIZACAO

O Python néo resolve problemas de EDOs de ordens superiores e uma mudanca faz-
se necessaria. Esta é transformar todos os termos da EDO de ordem superior em argumentos
de EDO de primeira ordem e aloca-los em um vetor (PINE, 2013). Resolvendo a equagdo de
momento e escolhendo a funcdo f para fazer a derivacdo, tem-se, onde a funcéo é o primeiro

valor do vetor de solugéo.
f =z (F.1)
dz,/dn = z, (F.2)
na qual o termo z é um valor arbitrario que a derivada da funcdo f assume.
Prosseguindo nas derivaces, ao invés de derivar em relacdo a funcéo f deriva-se em
relacdo ao valor z, mantendo assim, que os valores sejam somente EDOs de primeira ordem.
dz,/dn = z, (F.3)
Porém, pela equacdo (10.1) a terceira derivada da funcéo f é:

frr==ff"=plg-r") (F.4)

Com isso, pode-se dizer que a derivada de terceira ordem da funcdo f é igual a

derivada de z,.
dz,/dn =z3 = f"

Assim, a equacéo (10.3) pode ser reescrita como:

dz,/dn = —zyz; — f(g — Z12) (F.5)
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Salve-se a fungdo g para as proximas derivagbes. Assim, com as equacgdes (F.2),
(F.3) e (F.5) monta-se o vetor de derivadas que serd a solucdo que espera se encontrar para a

equacdo de momento da camada limite.

vetor = ([21,2,,—202; — B(g — 70)]) (F.6)
notacdo, colchetes dentro de parénteses porque € o modo que a linguagem Python reconhece
um vetor.

Para a equacdo de energia da camada limite utiliza-se a mesma ldgica, primeiro
passo é reescrever toda a parcela que multiplica a derivada segunda da funcéo f, assim:
B=—(—1)Ma? (F.7)
Pela mesma estrutura apresentada acima, chama-se a fungéo g de um valor z.
g = 2o (F.8)
derivando zo,
dz,/dn = z, (F.9)
Pela equacéo (10.2),
9" =-fg —Bf"”
E chamando g"' de:
dz,/dn =z, = g"

dzy/dn = —fz, — Bf'"?

Assim, o vetor de EDOs é:
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vetor = ([z1,—fz, — Bf'"?*]) (F.10)
Como as duas equacdes sdo relacionadas entre si, porém, o Python por ser uma
linguagem de facil interpretacdo, pode-se criar um Unico vetor que englobe as EDOs de ambas

as equacdes, momento e energia. Com isso, assume-se que os valores no vetor das EDOs da

equacao de energia seja uma continuacao do vetor de equacdo de momento.

g =23 dz3/dn =z,

logo,

dzs/dn = —fz5 — Bf'" (F.11)

Com todas EDOs alocadas em um unico vetor e substituindo os valores que faltam
nas equacoes (F.2) e (F.8):

vetor = ([21,25, 2021 — B(23 — 27), 24, — 2923 — B2,7]) (F.12)



ANEXO A - Algoritmo “Falkner-Skan.py”

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

from scipy.optimize import root, newton_krylov, anderson
import locale

locale.setlocale(locale.LC_NUMERIC, "ptb_bra")
plt.figure(figsize=(16,9))

tk = ['ko","ks","kd","kv","kK"","k+","kX"]
plt.rcParams[‘axes.formatter.use_locale'] = True

Ma = np.arange(0.3,1.0,0.1) # nimero de Mach na corrente livre
m = 0.06 # coeficiente de angulacéo

for i in range(len(Ma)):
def FalknerSkan (z, eta):
lambda Ma, m: Ma, m # fun¢&o lambda para chamar os valores de m e Ma
gamma = 1.4 # gama do ar, cp/cv

Pr =1 # numero de Prantdl

beta = 2*m/(m+1) # coeficiente angular
B = -Pr*(gamma-1)*Ma][i]**2 # simplificacdes que correlaciona gama e nimero de Mach
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return np.array([z[1], z[2], beta*((z[1]**2)-z[3]) - z[0]*z[2], z[4], B*(z[2]**2) - z[0]*z[4]]) # formato das equacdes

# de momento e energia

eta = np.arange(0.0,5.0,0.0005) # espaco de eta que seré resolvido a equagdo
z =1[0.0,0.0,0.0,1.0,0.0] # condigdes iniciais de contorno inferiores

def raizes(z):

r = odeint(FalknerSkan, z, eta) # primeira solu¢éo das EDOs para criar um vetor que é usado para calcular

# as raizes

return np.array([r[0,0], r[0,1], 1.0 - r[-1,1], 1.0 - r[-1,3], r[0,4]]) # condi¢Bes de contorno superiores

sol = newton_krylov(raizes, z) # encontrando os valores das raizes para cada fungéo

F = odeint(FalknerSkan, sol, eta) # o resultado final do problema de BVP (boundary value problem)

g = (F[9900,0])

print(U\N{GREEK SMALL LETTER ETA} = {} para Ma = {}.format(round(F[9900,0],2),round(Ma[i],1)))

plt.plot(eta[::500], F[:,4][::500], tk[i], label="Ma = {}'.format(round(Ma[i],1)).replace('.",",")) # geracéo de graficos

plt.plot(eta, F[:,4], 'k")
plt.grid(True)
plt.xlabel('$\eta$’)
plt.ylabel('g’($\eta$)’)
plt.re('xtick’, labelsize=20)
plt.rc('ytick', labelsize=20)
plt.rc(‘axes', labelsize=20)
plt.rc(legend’, fontsize=20)

plt.legend(numpoints=1,loc=0)
plt.show()

Yr = np.linspace(0.0,1.0,10000)
plt.figure(figsize=(16,9))

plt.plot(F[:,1],Yr, 'k, label="perfil de velocidade")
plt.grid(True)



plt.xlim([0.0,1.0])
plt.xlabel('f'($\eta$)’)
plt.ylabel("$\delta_M$/y")
plt.legend(loc=0)
plt.show()

plt.figure(figsize=(16,9))

plt.plot(F[:,3],Yr, 'k, label="perfil de temperatura’)
plt.grid(True)

plt.xlim([1.0,1.20])

plt.xlabel(‘g($\eta$)’)

plt.ylabel('$\delta_T$/y")

plt.legend(loc=0)

plt.show()
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