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RESUMO

SOTANA, Amanda Jhenefer. Convergéncia da Série de Fourier e Equacao de Laplace. 2018.
59 f. Trabalho de Concluséo de Curso (Graduagao) — Licenciatura em Matematica. Universidade
Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2018

Neste trabalho estudamos a série de Fourier e suas propriedades, bem como os teoremas de
convergéncia pontual e uniforme relacionados a estas séries. Além disso, utilizando as séries
de Fourier, encontramos a solugéo para a equagao de Laplace com condigdes de fronteira de
Dirichlet e Neumann.

Palavras-chave: Série de Fourier. Equagdes diferenciais parciais. Convergéncia pontual.
Convergéncia uniforme. Equagao de Laplace.






ABSTRACT

SOTANA, Amanda Jhenefer. Fourier Series convergence and Laplace’s Equation. 2018. 59
f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduacgao) — Licenciatura em Matematica. Universidade
Tecnolégica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2018

In this work, we study Fourier series and properties, in addition to pointwise and uniform conver-
gence theorems related to Fourier series. Besides, employing this serie, we solve the Laplace’s
equation with two boundary conditions: Dirchlet and Neumann.

Keywords: Fourier series. Partial differential equations. Pointwise convergence. Uniform
convergence. Laplace’s equation
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1 INTRODUCAO

As Equacoées Diferenciais Parciais (EDP’s) sdo equacgdes envolvendo derivadas parciais
de uma funcéo de duas ou mais variaveis independentes

ou ou  0%*u 0%u 8’%) 0

Flx,29,23,...,2,,u
) ) ) ) ) 7ax17 7axn’ 81’127 ’axlaan? 781’”],”‘

que descrevem fenémenos fisicos cujo comportamento depende da posicao, tais como eletros-
tatica, eletrodindmica, eletromagnetismo, dindmica dos fluidos, difusdo do calor, propagagéao
de ondas, além de serem objetos de interesse nas mais diversas areas do conhecimento como
Fisica, Economia, Biologia, Mecénica dos fluidos, as quais possuem varias leis gerais descritas
por essas equagoes.
O estudo dessas equagdes possui extensa pesquisa também em matematica pura.
Pierre Simon Laplace foi um dos matematicos do século XVIII de maior contribuicao para os
estudos das equagdes diferenciais parciais € um de seus principais trabalhos foi o estudo da
Equacio de Laplace:
Au = 0, (1.1)

onde o operador de Laplace (o Laplaciano) é definido por

"L 9%u
— 03
eu: ) C R — R édita fungdo harmdnica caso satisfaga (1.1). Tal equagao é relevante no
estudo de condugéo de calor, escoamento de fluidos e potencial elétrico. Por exemplo, a equagao
de Laplace tridimensional
0*u N 0*u N PPu
ox2 Oy 022
é satisfeita pelas distribuicdes de temperatura no estado estacionario u(z, y, z) no espago. J& a
equacédo de Laplace bidimensional,

0, (1.2)

0’u  0%u

o2 "o

€ obtida eliminando-se o termo da terceira derivada da equacao (1.2), e também descreve
potenciais gravitacionais, eletrostaticos e distribuicoes de temperatura no estado estacionario no
plano.

A teoria geral de solucdes e propriedades da equacao de Laplace é conhecida como
teoria do potencial. Para mais informacées, ver (AXLER; RAMEY, 2001).

A equacédo de Laplace (1.1) deve ser complementada com condi¢gdes de contorno
(dados de fronteira): Quando a condicido de contorno é especificado o valor da fungao sobre
o contorno J€2 do dominio (2, esta é denominada condig¢édo de contorno de Dirichlet e no caso
da condi¢ao de contorno ser dada em termos da derivada normal da fungéo incégnita sobre o
contorno 052 do dominio (2, esta é denominada condig¢do de contorno de Neumann. No capitulo
3 deste trabalho encontramos solu¢do para a equacao de Laplace bidimensional homogénea no
retangulo 2 = [0, a] x [0, b] C R? com a condig&o de contorno de Dirichlet:

u(0,y) =0, u(a,y) =0, 0<y<b,
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u(z,0) = f(z), u(zx,b) =0, 0<z<a. (1.3)

e de Neumann:
uy(0,y) =0, uz(a,y)=f(y), 0<y<b, (1.4)
uy(2,0) =0, uy(x,b) =0, 0<z<a,

onde u, = 5* e u, = Gt

Para encontrarmos tais solugdes, utilizamos o método de separacao de variaveis, o
qual essencialmente “substitui” a EDP por um conjunto de equacgdes diferenciais ordinarias, que
devem ser resolvidas sujeitas a condi¢des iniciais e/ou de contorno. Para maiores detalhes,
ver (SIMMONS; KRANTZ, 2008),(ZILL; M.CULLEN, 2009). Para encontrar as solugdes, iremos
abranger tais contelidos necessarios no capitulo 5 deste trabalho.

Ao impormos sobre a equacao de Laplace as condigdes (1.3) e (1.4), € necessario a
teoria de Séries de Fourier que sera desenvolvido no capitulo 2, para respondermos a questao
da existéncia ou ndo de solugbes para a equacgao de Laplace sujeita a essas condigbes. Assim,
neste trabalho, fazemos um estudo basico sobre séries de Fourier gerais, € casos particulares
de séries de Fourier de fungdes impares e pares, como sera visto no capitulo 4.

Ainda, complementamos o trabalho com dois teoremas sobre convergéncia da Série
de Fourier: pontual e uniforme, especificando para quais condigbes teremos cada uma dessas
convergéncias. Tal contetdo sera desenvolvido no capitulo 3 deste trabalho.



21

2 EQUAGCOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E SERIE DE FOURIER

Neste capitulo iremos introduzir os contetdos necessarios sobre equagdes diferenciais
parciais para realizar as aplicacées da equacao de Laplace. E também, sera realizado os estudos
iniciais sobre a série de Fourier, que sera de grande importancia para o estudo da convergéncia
pontual e uniforme.

Iniciaremos com a definicdo de equagdes diferenciais parciais e alguns exemplos (ver
(IGRIO; IORIO, 2010)).

DEFINICAO 1. Uma equagao envolvendo derivadas parciais de uma fungdo de duas ou mais
variaveis independentes é denominada uma Equacgéao Diferencial Parcial (EDP).
Representada pela forma

F (ZL’l,QTQ,{L'g,...,I'n,U, (21)

ou ou  0%*u 0%u Ok 0
Oxy’ 7 Ox, Ox2’ 7 Ox10xy’ T Ok )

u=u(xy,x2,...,T,) €x = (1,9, ...,x,) € 2, onde ) é um conjunto aberto e convexo.

Dizemos que a EDP (2.1) possui ordem n € N, se n é a ordem da maior derivada
encontrada na equagao.

EXEMPLO 1. A equagéo do calor unidimensional
ou 0%u

a’— aeR*

ot~ " oz

é um exemplo de EDP de segunda ordem.

EXEMPLO 2. A Equacao de Korteweg de Vries é uma equacdo diferencial parcial de terceira

ordem:
0 0?
comu, = gu € Uppy = —u. E a Equacéao de Burgers (inviscida)
ox ox3
Uy + uuy, = 0, (2.3)

é uma equacgao de primeira ordem.

Para as EDP’s serem lineares, precisam cumprir certas condigdes. Portanto, uma
equacao diferencial parcial (2.1) é dita linear se cumprir as duas condigbes abaixo:

1. A variavel dependente u e todas as suas derivadas sao de primeiro grau.

2. Os coeficientes dependem no méximo da variavel independente.

EXEMPLO 3. A forma mais geral da EDP linear de segunda ordem é

= 0%u = ou
Z aij(x)m + Z bk(x)a_xk + c(z)u(z) +d(z) =0

ij=1

onde algum dos coeficientes a;; ndo é identicamente nulo. (IORIO; IORIO, 2010).
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Quando as equacdes diferenciais parciais sdo nao lineares, existem outras condi¢coes
para serem classificadas, que sdo da seguinte forma:

1. Quando a EDP é linear com relacao aos termos de maior ordem, ela é denominada de
equacéo semilinear.

ou

2. Quando a EDP ¢ linear somente com relagao as derivadas parciais ela é dita equacao

(2

quasilinear.

EXEMPLO 4. A equagéo da onda para u(x,t) dada por

Pu 0%*u

é linear, enquanto que a equacdo de Korteweg de Vries (2.2) é quasilinear.

2.1 PERIODICIDADE

Uma fungéo é dita periédica quando os valores de f(z) = y se repetem para determi-
nados valores de =z, isto é, 0 seu grafico passa a se repetir em determinados periodos.

DEFINICAO 2. Uma funcdo f : X — R é dita periédica se existe L > 0 tal que

flx+ L) = f(x), (2.5)

Vx,x + L. O menor nimero L > 0 que satisfaz (2.5) é dito periodo da funcgao.
As fungbes trigonométricas seno e cosseno, sao periédicas de periodo de L = 2,
assim como a secante e a cossecante. Entretanto, a tangente e a cotangente sao periddicas de

periodo de L = 7.

EXEMPLO 5. Por exemplo, o gréfico da fungdo f(x) = sen x, de periodo L = 27, se repete
nos intervalos |0, 27|, e assim, sucessivamente para todo seu dominio.

Figura 1 — Grafico f(x)=sen(x).

0 w2 ';T 3m/2 o 512 3T T2 4

F
L

r
v

2L

Fonte: A autora.
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_ mmx | 2p
EXEMPLO 6. Vamos provar que a fungdo f(x) = sen | —— | tem periodo L = —, com
P m

m € 7" ep € R. Note entdo que
2 2
(o) = (5l 5
m D m
mmx
= sen (— + 27r>
p

— sen (%) = f(2),

A periodicidade segue pela definigdo (2.5). Analogamente, prova-se que o periodo de g(x) =

2
cos (mﬂx) éL = _p_
P m

2.2 ORTOGONALIDADE DAS FUNGOES SENO E COSSENO

Para compreendermos como serd encontrado os coeficientes de Fourier, é necessario
uma abordagem sobre ortogonalidade das fun¢des seno e cosseno.

DEFINICAO 3. Definimos o produto interno de duas fungées integréaveis f, e f, em um intervalo
[—p, p] por

(fl, fg) = /_p fl(l‘)fg(QT)dQT (26)

Segue facilmente via propriedades de integral de Riemann que a fungao definida acima
€ de fato um produto interno.

DEFINIGAO 4. Duas fungdes sdo ditas ortogonais em um intervalo [—p, p| se
4
(heto) = [ A@hds =0 27)
-p

DEFINIGAO 5. Um conjunto de fungées reais fo(x), f1(z), ..., fu(x), ... € dito ser ortogonal em
um intervalo [—p, p| se

(Fos fon) = / " () o) = 0, 2.8)

VYm,n € NU{0}, comm # n.

. - mmnx nmx
EXEMPLO 7. Vamos mostrar que o conjunto das fungdes sen (—) e cos (—) ,m,mn =
p p
1,2, ... formam um conjunto ortogonal. Note que
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[ o522 om0

(oo [ e () o
s e (o= (57|
ol (‘C"S ([n o W))

[—cos([n + m|m) + cos([n + m|r)]

—-p
p

[n + m]mr

p
mmw

b MmTT nwT
/ sen (—) cos (—) dx =0, (2.9)
—p p p

sem # n. No caso m = n, temos que

p mnrx mnx 1 [P 2mmnx
sen cos dr = — sen dx
—p P p 2/, p

[—cos([n — m|m) + cos([n — m|m)] = 0.

I
N = N = . NI~ N
DN
B
+ =
3

Bl
|

Assim

—-p

_ P -
= 4m7r[ cos(2mm) + cos(2mm)] = 0.

P ML ML
/ sen (—> cos <—) dx = 0. (2.10)
—p p p

Portanto, por (2.9) e (2.10) encontramos a seguinte relagdo de ortogonalidade:

P
/ sen <w> cos (@) dr =0,Ym,n. (2.11)
—p P p

L . . mmx nmwr
Além disso, fazendo o produto interno de sen (—) com sen (—) , comm # n,
p p

Dessa forma,

temos que
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psen M) sen (W78 a4z = E ’ sen M — cos M dx

/_p (p> (p) 2/_{<p) (p)]
_ %/_psen<[m —pn]mp) s

— % / I; cos (—[m +pn]7rw> dx

= g (= (57))

"2mimﬂew(miﬂm)>

p

—-p
p

—-p

= ﬁ[cos([m —n]m) — cos(|m — n|r)]
- m[sen([m + n]m) — sen([m + n|m)] = 0.

Portanto,

P mmx nww
sen| — |)sen| — | dx =0 (2.12)
—p p p
quandom # n. Sem = n,
P mmx mmx P (mrx
sen sen de = sen dx
—p p p —p p
1

P P ( 2xmm >
— sen
—p dmm P

—-bp

Temos que

P mmx mnx
/ sen (—) sen (—) dx = p. (2.13)
p p p

Logo, por (2.12) e (2.13) obtemos a segunda relacdo de ortogonalidade:

P
/ sen mre sen ") dr = 0, se m#n, (2.14)
—p p p p, Se m =n.
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Agora nos resta fazer o produto interno entre as fungbes cos (%) e cos (%) comm # n.

p MTT nmTT 1 p MTT NIT p mrxr nnT
cos| — |cos| — |do =~ cos —— | dx + cos| —+— |dx
p p p 21/ p p —p p p
1 D _ D
— _ |:/ coS (M) d.’lf +/ coS (M) dx:|
21/, D —p p
. P
_ p sen [m — n|rx
2[m —n|m D

—-Pp
p

-p

_ EL m — NI\ m — n|m
— 2[m_n]ﬂ[sen([ |7) + sen(| )]
%m[sen([m + n|m) + sen([m + n]7)] = 0.

Entao,

P MTT nmT
/ cos < ) cos (—) dxr =0 (2.15)
p p p
comm # n. Param = n, temos
P 1 [? 2
/ cos” (—mm) dr = = / 1+ cos (—mﬁm> dx
—p D 2 —p P

P P (Zmﬂx)
+ sen
—p Amm P

T p

2

—-bp

— b+ L [sen(2mm) + sen(2mm)] = p.

e assim,

4
/ cos? (—mmj) dz = p. (2.16)
. P

De (2.15) e (2.16), resulta na ultima relagdo de ortogonalidade entre seno e cosseno:
P mmx nmx
/ cos| — | cos| — | dx = 0, se mzmn, (2.17)
—p p P p, Se m =n.

Estas relagdes de ortogonalidade nos serdo Uteis para a determinacao dos coeficientes
das séries de Fourier, que veremos a seguir.

2.3 SERIES DE FOURIER

O estudo das séries de Fourier € motivado pelo interesse em encontrar solu¢des para
alguns tipos de EDP’s, como a equacao do calor
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ou 0%u o o
COM Uy = —— € Uz = ~— em (2. Onde Q = [0, L] x R, sujeita a condig&o inicial u(z,0) =
X

f(z)onde f: [0, L] — R é uma fungéo dada e, além disso, u(0,t) = u(L,t) = 0.
E demonstrado em (FIGUEIREDO, 2007), que se f(z) = sen e, n € 7, entdo uma
solugdo de (2.18) é da forma

n2r2kt nmwx
up(x,t) =€ L2 sen <T> . (2.19)

As séries de Fourier nos ajudam a responder para quais tipos de dado inicial f(x)
encontraremos solugdes para o problema (2.18).
Suponha que f : [—p, p] — R a qual queremos expressar da forma

nmTx
n b : 2.20
+Z{acos( )+ sen(p)] ( )

onde a,, e b, sdo coeficientes reais para todo n.
Para determinarmos tais coeficientes, utilizaremos o0 método de expansao de séries
ortogonais, integrando ambos os lados de (2.20), temos que

/_Z flz)dz = / Zdx + Z/ [ancos ( ) + b,sen (ngx)l dx
Z / 1,C08 ( ) dz + 22: / Z bysen (%) dz
_ (agp ao(— ) +Z (mrx)

0 bn
= app — Z n—f: [cos (nm) — cos (nm)] = agp

n=1

CL()ZE

E assim,
1 P
ap=— [ f(z)dz
PJ-p

Para encontrarmos o coeficiente a,, devemos multiplicar ambos os lados de (2.20) por
cos ("7;“") e depois integrar em relacao a variavel x:
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/_Zf(x)cos (m;x) dr = E/j;cos (m;m)

+

4
an/ sen (@) cos (mmc) dz.
_ —-p p p

Pela ortogonalidade (2.11) e (2.17), temos que

P
bn/ sen (@) cos <m) dx = 0,Vm,n.
—p p p
/p (mr:(:) (mﬂx) {
an, cos| — Jcos| — | dz =
p P p

e assim nos resta que m = n. Portanto,

/p f(x)cos (npg) dz = app,

1 [P nmx
Ay = 5/_pf($)COS <7> dx.

e também,

0,
D

se
se

E temos que

Por ultimo, para encontrarmos o coeficiente b, devemos multiplicar (2.20) por

sen (w) e integramos a equagéo obtida no intervalo [—p, p|. Desta forma,
p
P P
[ sen (m) faie = 2 [“ser (m_) dr

—p D 2 ), P

= P nwT mnrx
+Za”/ cosS (—) sen (—) dx

1 —p p D

o D
+an/ sen (@) sen <m7m> dx
! —p p b

Usando as propriedades de ortogonalidade (2.11) e (2.14), sabemos que

(2.21)
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P
an/ cos (@) sen (@) de =0, Vm,n.
—p p p

Dessa forma, teremos que m = n pela relagdo de ortogonalidade de senos (2.14). Entao,

p
bn/ sen (@> sen (W) dxr = b,p.
—p p p

Substituindo em (2.21), segue que

p »
/ sen (mmc) f(z)dx = o sen (W) dx + b,p
—p D 2 —p P

Como m = n, temos que

1 p
b, = — f(z)sen (@) dx.
DJp D

Assim, a definicao da Série de Fourier é dada seguir:

DEFINICAO 6. A Série de Fourier de uma fungéo f : [—p,p] — R é definida como

Qo > nmxr nmr
-+ an,cos | — | + b,sen (—))
5+ 3 (oo (%57 +ben (%
onde os coeficientes ay, a,, € b,, n € N sdo dados por
ag = - f(x)dx, (2.22)
1 P
a, = - [ f(z)cos (@) dz, (2.23)
p
T

b, = /f sen(—)d. (2.24)
p






31

3 CONVERGENCIA DA SERIE DE FOURIER

Uma vez definida a série de Fourier na secéo anterior, é natural o surgimento das
questdes: sob quais condicdes a série de Fourier converge? Caso convirja, para qual valor?

Em busca de tais respostas para o estudo de convergéncia da série de Fourier, é
importante estabelecer o conceito de descontinuidade de primeira espécie.

DEFINICAO 7. Uma funcdo f : X C R — R possui uma descontinuidade de primeira espécie
em z; € X quando os limites laterais existem e sdo diferentes, isto €, lim+ f(z) # lim f(x).

1}—>(L‘i $_>Ii

Ao decorrer do texto, denotaremos os limites laterais (quando existirem) por:

flat) = lim f(2)

far) = lim f(a)

os limites laterais, especificamente quando estes existirem.

DEFINICAO 8. Uma fungdo f : R — R é dita seccionalmente continua se ela possuir apenas
um numero finito de descontinuidades de primeira espécie em qualquer intervalo limitado.

A seguir, um exemplo de fungéo seccionalmente continua (FIGUEIREDO, 2007):

EXEMPLO 8. A fungao f : R — R dada por

_J xz+1, se x>0;
f(x)_{ 0, se =<0.

é seccionalmente continua, pois possui apenas uma descontinuidade de primeira espécie (em
x=0).

DEFINICAO 9. Uma funcdo Uma fungdo f : R — R é seccionalmente diferencidvel se possuir
um numero finitos de pontos em um intervalo fechado onde f ndo é diferenciavel.

3.1 CONVERGENCIA PONTUAL (OU CONVERGENCIA SIMPLES)

DEFINICAO 10. Dizemos que uma sequéncia de fungées f, : X — R(n =1,2,...) converge
pontualmente (ou converge simplesmente) para a fungao f : X — R quando para todo x € X,
a sequéncia numérica fy(z), fo(z), ..., fu(z), ... converge para f(x); isto é, fn — f se dado
e >0ex € X, existe ng € N, que pode depender de ¢ e x, tal que se n > ny, entdo

|[fu(x) = f2)] <e.

Para mostrar a convergéncia da série de Fourier em um ponto fixado z introduziremos
0s conceitos e resultados necessarios que garantem a convergéncia.
Além disso, a partir de agora, trabalharemos com fung¢des periddicas de periodo 2.

DEFINICAO 11. Paran € N ex € R, definimos a funcdo

D,(z) ==+ Z cos(kx), (3.1)
k=1

N | —
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a qual chamaremos de Nucleo de Dirichlet.

O nucleo de Dirichlet possui algumas propriedades, sendo elas:

-
I
N —
+

1. D,(x) é uma fungéo par, isto é, D,(—z) = D,(z). De fato, como D, (—
Z cos(—kx), e a fungdo cos(—kx) é par, entdo
k=1

_ :_+Zcos kx———l—Zcoskx D, (x)

2. Temos que

De fato, note que

1 ﬂDn(x)dx — 1 1—|— ” cos(kx) | dz
7r/_7r 7r/ (2 kZ )

1 (2 &sen(kz)\|
7(%2 )

—T

3. D,(x) é uma fungéo periddica de periodo 2. De fato, sendo a fungéo cosseno periddica
de periodo 27, temos que cosseno também é periédica de periodo 2k, para todo £ € N.
Logo,

D,(z+2m) = % + Xn:cos[k(:c + 27)]

1 n
= 3 + Z cos(kx + 2k)

k=1

1 n
= 5t ; cos(kx)

= D,(x).

4. Vale a seguinte expressdo compacta com = # 0 em [—m, 7|

sen [(n+ 1) ]

Dn(z) = 2sen (%)

(3.2)

De fato, note que (3.2) é equivalente a

1 1
2sen (595) D, (x) = sen (n + 5) x
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Logo basta provar a igualdade acima. Temos que

2sen <§> D,(z) = 25en( )

Utilizando a férmula de adi¢cao de arcos da trigonometria, segue que

sen( >+223en< )cos (k) —sen( )+Z [sen( +kx>—sen(—§+km>].

Desenvolvendo o lado direito acima, temos

sen <g> + i [sen (g + k:v) —sen (—g + kzx)]

sen (az) + sen <x+ > sen( :z:+ )
= — — — ——=+x
2 9 7 2

x x
+ ...+ sen (5 —l—nx) — sen <—§ + mc) .

Note que o termo —sen(—3 + nx) se cancela com o termo quando k = n — 1, isto é,

x x T+ 2nx — 2o —x + 2nx
sen (5 + (n — 1)x> — sen (—5 + (nx)) = sen| ———— | —sen{ ————

(—:r;—i—?nx) (—x+2nm>
= sen — —sen —

= 0.

Portanto,

2sen (g) D, (x) = sen (g + nx) :

TEOREMA 1. (Integral de Dirichlet) Seja f uma funcio integravel, periédica de periodo 2.
A n-ésima soma parcial da série de Fourier gerada por f, denotada por S, (x), pode ser
representada por

1 ™

Sp(x) == [ f(t+2)D,(t)dt.

™ —Tr
Demonstracdo: Substituindo os valores dos coeficientes da definicao de série de Fourier (equacao
2.22, 2.23 e 2.24) na n-ésima soma parcial da série gerada por f, temos

Sp(x) = %/_ﬂ f(t)dt+i H /_7r f(t)cos(mt)cos(mm)dth%/_ﬂ f(t)sen(mt)sen(mz)dt| .
S W (3.3)



34

Reorganizando (3.3), temos

ot

Utilizando identidade trigopnométrica cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) em (3.4), segue

n

%+ > " (cos(mt)cos(m) —|—sen(mt)sen(mm))] ft)dt.  (3.4)

m=1

Aplicando a definicao de nucleo de Dirichlet, temos

Sa(z) = %/_ﬂ F(O)Da(t — ).

Fazendo a mudanga de variavelt = +u — u =1 — z, entdo

Sa(x) = % /_ W_m (& — ) Do (u)du

Como f possui os mesmos valores nos intervalos [, —7| € [-7 — x, ™ — x|, podemos escrever
(3.1) como

S, (2) = %/_ﬂ (& + u) Dy (u)du.

TEOREMA 2. (Riemann-Lebesgue) Se a fungdo | é integravel no intervalo [a, b], entéo

t—o00

lim /b f(z)cos(tx)dx =0

lim /b f(z)sen(tz)dz = 0.

t—o0

A demonstracdo do Teorema de Riemann-Lebesgue pode ser encontrada em (FIGUEI-
REDO, 2007).

Finalmente, apresentamos o teorema da convergéncia pontual de Fourier, encontrado
em (BOBADILLA; MARTINEZ, 1996).

TEOREMA 3. (de Fourier) Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente diferenciavel e
periddica de periodo 27. Entao a série de Fourier da fungdo f, converge em cada ponto x para
o valor

1. . B
SUt) + 1)

OBS: Como f é seccionalmente diferenciavel, entdo f é seccionalmente continua.
Desta forma, os limites laterais existem, e assim podemos obter as derivadas laterais de f.
Demonstracdo: Devemos provar que

lim S, (z) = 5 [f(z7) + f(z7)], (3.5)

3
1
8
N | —

onde S, (z) é a n-ésima soma parcial da série de Fourier de f, isto é,
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Sn(z) = %ao + zn:[akcos(km) + brsen(kx)].

Pelo Teorema da Integral de Dirichlet, temos

1

Sp(x) = 540 + Z apcos(kx) + bysen(kz)] / f(t+z)D,(t)dt (3.6)

isto é,
I I
= f(t+z)D,(t)dt + - f(t+ z)D,(t)dt. (3.7)
- 0
Note que, da propriedade (2) do nlcleo de Dirichlet e do fato de D,,(x) ser fungéo par, segue

que
1 1
— / D, ( = —, (3.8)
T 2

Em (3.8), multiplicando a igualdade da integral no intervalo [—, 0] por f(x~), e a igualdade da
integral em [0, | por f(z™), obtemos

I _ L, _
~ [ Daosai = 1) ©9)
L
e
= [ Duorsti = 5 r) 310
Tty " 2 ' '
Somando ambos os lados das equagdes (3.9) e (3.10), temos que
% D,(t)f(x™)dt + — / D, ( —%[f(x_)—l—f(ﬂﬁ)]. (3.11)
Agora, note que provar (3.5) é equivalente a provar que
1
lim (8, () = 51f (") + f(@7)]) = 0. (3.12)
Fazendo a diferenca das equagoes (3.11) de (3.7), temos
0 ™
5,(0) =30 + ] = = [ serapwat < [ e, oa

— %/_ Dn(t)f(gg_)dt—%/;Dn(t)f(fr)dt. (3.13)
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ou seja,

Sula) — S[f(at) + fla)] = 1/’U@+m—fuvﬂ%wm

2 T J

™

N l/oﬂ[f(t+x)_f(x+)]Dn(t)dt. (3.14)

Substituindo D,,(t) pela propriedade (4) do nucleo de Dirichlet, segue que

Sp(x) — %[f(f) +f7)] = %/ fltta) = fla )]Se2nsc(an E:f))
+ %/Oﬁ[f(tvaC) — f(z* >]Se;S((3n (lf;

Tomando limite quando n — oo de ambos os lados, temos

T S,(@) = 51 + @) = lim — jvu+m—fm>ﬁ2g§§%f
.1 sen(n+ 1)t
+,}5§o} i [f(t+x) —f(x*)]wdt. (3.15)

Para a conclusao, devemos provar que o lado direito de (3.15) é zero. Utilizaremos
o Teorema de Riemann-Lebesgue para mostrar tal resultado. Para isso, mostraremos que as
funcdes a seguir sdo integraveis em um intervalo fechado: sejam

f+z)—f(=z7) .
st se t#0;

g(t) =1 2sen(s) 7
0, se t=0,

a qual é seccionalmente continuas no intervalo [—,0), e

feta)—f@h) oo 4 £
ht)y=14 sen(s) 70
0, se t=0,

também seccionalmente continua em (0, 7.

Como a fungéo f é seccionalmente continua em (0, 7] e sen (%) é continua em (0, 7],
h(t) também é continua em (0, ].

Desta forma, resta verificar se h(t) é continua em ¢ = 0. Para isso devemos mostrar
que limy, .o+ h(t) existe. Caso o limite existe, teremos que h(t) é continua em um intervalo
fechado, como desejado.

Multiplicando e dividindo A(t) por %, temos

lim h(t) = lim [f(t+z)— f(ah)]

t
t TN A B A CA0) ISR S PP
t—0+ t—07+ 2sen (5)

t—0+ t t—0+ sen (%)

INIENINIES
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Note que,
¢ 1 lim 1
. b . . t—0+ _
lim — < = lim ~ = ~ = 1
t—0+ sen (5) t—0+ Sen(%) sen (5)
T m
2 t—0t %

Substituindo o resultado do limite acima em (3.16), temos

lim h(t) = tim LEED =@y

t—0+ t—0+ t

segue que, como [ é seccionalmente continua, entao f; (x) existe em . Assim, h(t) é integravel
no intervalo [0, 7).

Da mesma forma, se mostra que o limite g(¢) quando ¢ — 0~ existe, obtendo
lim ¢(t) = f_(x) e portanto ¢(t) é continua e integravel em [—, 0].
t—0—

Assim, pelo teorema de Riemann-Lebesgue, podemos concluir que

, 0 _asen(n+3)t
Jim _ﬂ[f(t +)— f(z )]Wdt =0
e
, i sen(n+3)t
Jim ; [f(t+z) - f(»’ﬁ)]wdt =0
Consequentemente, por (3.15),
T Su(x) — 2 [f(*) + fa)] =0
E assim
%ao + 3 laxoos (k) + besen(kz)] — %[ Flat) + fa)]
k=1
com n — 0.

3.2 CONVERGENCIA UNIFORME

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos necessarios para a demonstragao da
convergéncia uniforme da série de Fourier.

DEFINICAO 12. Uma sequéncia de fungées f, : X — R converge uniformemente para a
fungdo f : X — R quando, para todo £ > 0 dado, existe no € N (dependendo apenas de ¢) tal
quen > ng = |fu(z) — f(x)| < e, sejaqual forx € X.

DEFINICAO 13. Uma série > _ a,, diz-se absolutamente convergente quando > |a,,| converge.

EXEMPLO 9. (LIMA, 2017) Um série convergente cujos termos ndo mudam de sinal € abso-

lutamente convergente. Quando —1 < a < 1, a série geométrica >, a" é absolutamente
n=0

convergente, pois |a"| = |a|".

DEFINIGAO 14. Uma fungdo f : [a,b] — R é dita de quadrado-integravel se f e |f|* forem
integraveis.
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TEOREMA 4. (Desigualdade de Bessel) Seja f : R — R uma fungao periddica de periodo
27, quadrado-integravel no intervalo [—r, 7|. Entdo

EEDICELEE [ 1s@pas 317)

—Tr
onde ag, a,, e b, sdo coeficientes de Fourier.

A demonstracao pode ser encontrada no livro de (FIGUEIREDO, 2007).
Como estamos trabalhando com série de Fourier, a mesma é formada por conjunto de
funcdes trigonométricas ortogonais, entao € valido o uso da desigualdade a seguir:

DEFINIGAO 15. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam a = (ay, ...,a,) eb = (by, ..., b,)
dois vetores do R™. Entao é valida a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(nianbnly < <§:1 !anl2) <§;|5n!2> : (3.18)

A demonstracao pode ser encontrada em (FIGUEIREDO, 2007).
O lema a seguir é essencial para a demonstracao do teorema de convergéncia uniforme
da série de Fourier.

LEMA 1. Suponha f : R — R continua no intervalo [—m, |, com f(—m) = f(x), com derivada
seccionalmente continua em [—m, 1]. Se a,, e b, sdo os coeficientes da série de Fourier da
fungao f, a série

o0

Y V(@) + (b)?

converge.

Demonstragdo: Seja f'(z) seccionalmente continua e os coeficientes da série de
Fourier de f’ sendo

a, = % ' f'(z)cos(nz)dx (3.19)
e
= %/ﬁ f'(z)sen(nz)dz (3.20)

com «g = 0, pois
1 ™
= ;/ f!(x)dz = f(m) = f(~m) =0,

pelo teorema fundamental do calculo.
Integrando (3.19) por partes, temos

a, = /f Jcos(nx)dx
- 7T{f( )cos(nz)|™ +n/ f(z sen(nx)dx}

_ %f( Jeos(na) [, + nby = nb,.
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Da mesmo forma se tem que (,, = —na,,. Assim
ap = —& (3.21)
n
© «
by, = —. (3.22)
n

Considere a n-ésima soma parcial

Sy =V (an)? + (by)? (3.23)

substituindo (3.21) e (3.22) em (3.23), temos

s —XN: _bn 2+(%>2—ZN:£\/W (3.24)
N—n:1 n n _n:1n o n* :

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.24), obtemos

s (B <(E2) (o)

n=1 n=1
Pela desigualdade de Bessel, temos

N N

Z(%)z + Z(ﬁn)Q < %/W | (z)dx < oo,

n=1 n=1 -

N N 00 1
portanto as séries E o’ e E 32 s&o limitadas. Além disso, a p-série E — €
n
n=1 n=1 n=1

convergente. Entao, pelo teste da comparagao de séries numéricas, temos que a série

o0

Z V (an)? + (bn)?

converge.

TEOREMA 5. (Teste M de Weierstrass) Seja Z fn uma série de funcées reais definidas em
n=1

um conjuto X . Suponha que para cadan € N, exista M,, > 0 tal que | f,(z)| < M, para todo

[e.9]

r € X, e asérie g M,, converge. Entao E fn converge uniformemente.

n=1 n=1

TEOREMA 6. (Convergéncia uniforme e absoluta) Seja f : |[—m, 7] — R continua, com
f(=m) = f(m) e que sua derivada é seccionalmente continua sobre (—m, ). Ent&o a série de
Fourier da fungéo f(x) converge absolutamente e uniformemente em [—, 7|.

Demontragdo: Estenda periodicamente f : [—m, 7| — R definida a toda reta R, de
periodo 2.
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Sendo f construida dessa forma uma fungdo continua, entdo sua série de Fourier
oo
ag
5 Z a,cos(nz) + b,sen(nzx)) (3.25)

converge pontualmente para f(x), para todo = € [—m, 7| pelo Teorema 3. Note que, pela
desigualdade triangular e o fato que |cos(nz)| < 1 e |sen(nzx)| < 1, temos que

lancos(nx) + bysen(nx)| la,cos(nx)| + |b,sen(nz)|
|an| + |bnl

a? +
< VaZ+b2+ b2+ a2

2\/a2 + b2. (3.26)

Pelo Lema 1, a série Z Vv a2 + b2 converge; portanto por (3.26) e Teorema 5 a série

n=1

<
<

[e.e]
E ancos(nz) + b,sen(nx) converge uniformemente e absolutamente em [—, 7|. Consequen-

n=1

temente a série de Fourier (3.25) converge absolutamente e uniformemente, como queriamos
demonstrar.
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4 FUNCOES IMPARES E PARES

Expandir uma fungé@o f em série de Fourier demanda muitas contas a serem feitas para
encontrar os coeficientes ag, a,, € b,,. Esse processo pode ser simplicado caso a funcéo f seja
impar ou par.

DEFINICAO 16. Dizemos que uma fungdo f é par se seu dominio contém o ponto —x sempre
que contiver o ponto = e se f(—x) = f(x) para cada x no dominio de f. Analogamente, f é
uma fungdo impar se seu dominio contém —x sempre que contiver x e se f(—x) = — f(z) para
cada x no dominio de f.

As funcdes impares e pares sao caracterizadas pela simetria que possuem em relacdo
a origem e com o eixo das ordenadas, respectivamente.
Daremos trés exemplos classicos:

EXEMPLO 10. Sgja f(x) = x*. Usando a definigdo, temos

Desta forma f(z) = 2* é par.

Figura 2 — Grafico da fungao quadratica

Fonte: A autora.

Portanto, a fungdo é simétrica em relagdo ao eixo y.

EXEMPLO 11. Dada a fungéo f(x) = x3. Por definigdo, temos

0 que nos mostra que a fungdo é impar.
EXEMPLO 12. Sgja f(x) = tan(x). Teremos que,

f(=x) = tg(—x) = —tg(x) = — ().

Logo, a funcdo é impar e consequentemente, o grafico de f sera simétrico em relacao
a origem.

As propriedades a seguir irdo facilitar os calculos que faremos para encontrar as Série
de Fourier de Senos e Cossenos.
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PROPRIEDADE 1. Propriedades das fungbes pares e impares:

1. O produto de duas fungbes pares é par;

2. O produto entre duas fungées impares é par;

3. A soma e a diferenga entre duas fungdes pares é par;

4. A soma e a diferenca entre duas fungoes impares é impar;

5. O produto entre uma fun¢do par e uma fun¢do impar o resultado sera uma fungéo impar.

6. Se f for par, entdo

_P f(z)dz = 2/0P f(z)dz.

/ Z f(x)dz = 0.

4.1 SERIES DE FOURIER PARA FUNCOES PARES E IMPARES

7. Se f for impar, teremos que

Usando das propriedades de fungdes impares e pares, podemos encontrar com mais
facilidade a série de Fourier de funcbes desse tipo, pois alguns coeficientes se anulam neste
caso. Mais precisamente, seja f(z) uma fungéo par. Utilizando o item (6) das propriedades de
funcoes pares e impares, temos que

1 P 2 P
aoz];/_pf(m)d$:5/o f(z)dz (4.1)

Além disso, sabemos que a fun¢do cosseno também € par, e como o produto de duas
funcbes pares resulta em uma fungao par, temos que

1 [P nwx 2 [P nwr
ay, = ]—?/_p f(z)cos (7) dr = 5/0 f(z)cos (7> dx

ap = g/p f(x)cos (@) dzx. (4.2)
D Jo p

1 P
b,=—- [ f(z)sen (@) dx =0
PJyp D

uma vez que a fungdo seno é impar, pelo item (7) da propriedade 1 a integral é nula. Conse-
quentemente, teremos que a série de Fourier de uma fungéo par no intervalo (—p, p) é a Série

de Cossenos: .
flx) = % + ; a,COS (%)

onde os coeficientes ag e a,, sdo dados pelas integrais (4.1) e (4.2), respectivamente.
Seja agora f(x) uma fungdo impar. Pelo item (6) da propriedade (1), temos que o
coeficiente a, € nulo, pois a integral de uma fungéo f(z) impar no intervalo [—p, p] é igual a 0.

isto é,

Para b,, temos,
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Para a,, temos,

1 P
a, =— | f(z)cos (@> dxr =0,
PJp p

pois f(x) é impar e a fungdo cosseno é par, sendo o produto de ambos uma fungao impar.
Por fim, pelo item (2) da propriedade (1), o b,, é dado por

b, = % Zf(x)sen (n]%) dr = g/ﬂpf(x)sen (%) dx.

Portanto, a série de Fourier de uma fungao impar no intervalor (—p, p) é a Série de

Senos
flz) = ansen@
p
n=1

onde b,, é dado pela integral (4.1).
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5 EQUAGCOES DIFERENCIAIS PARCIAIS SEPARAVEIS E EQUAGAO DE LAPLACE

5.1 METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

O método de separagao de variaveis é utilizado para resolver equacoes diferenciais
parciais lineares, o qual consiste em supor a existéncia de uma solugéo particular do tipo

u(z,y) = X(2)Y (y). (5.1)

O objetivo do método é reduzir a equacao diferencial parcial linear em duas equacoes
diferencias ordinarias lineares através da substituicdo (5.1). Derivando parcialmente a equagao
(5.1), obtemos

ou_
or

= X@Y'W), = XY ), = X@Y'6). 62

X%CE')Y(?J), 81‘2 ayQ

Por exemplo, a seguinte equacao
ou  d%u
or Oy’
fazendo as substituigdes (5.2), temos

XY = XY".
Por um momento, admitimos que X (z) e Y (y) ndo se anulam e assim

X/ Y//

= (5.3)

Como a igualdade acima é vélida para todos (z, y), entdo ambos os lados independem
de x e y. Logo podemos escrever
X/ Y//
X Y
onde )\ é um parametro independente de = e y. Dessa forma, temos duas EDQO’s

_)\7

X' +XX=0e Y'+AY =0

Note que a primeira equacdo dependente de = pode ser resolvida através de integracao
direta. Assim,

X'(z) = =2X(2)
X'(z),
:>/X(3:) or = /—)\dx
= n|X(x)| = A+
= 6l'rL|X(nt:)\ _ 6—)\CE+61
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Logo, a solugao para tal EDO é dada por
X(z) = ce™. (5.4)

Agora, a equacao dependente de y é linear de segunda ordem com coeficientes
constantes e utilizamos o método da equacao caracteristica para resolvé-la.
Temos que a equagao caracteristica relativa a EDO Y” + \Y = 0 é dada por

r?4+A=0,

sendo suas raizes r = £/ —A\.
Desta forma, buscaremos solugdes néo triviais Y (y) que dependem apenas de .
Vamos analisar os trés casos para A, quando A =0, A > 0e A < 0.

1. Quando A = 0, temos raizes reais repetidas, e a solucdo é do tipo

Y(y) = c1 + o, (5.5)

2. Para A < 0, as raizes sao reais distintas e a solucao é dada por

Y(y) = cse¥V ™ 4 cue VN (5.6)

3. Ecom A\ > 0 temos raizes complexas, e a solugéao é dada por

Y (y) = escos(VAy) + cgsen(VAy). (5.7)

Apbs encontrarmos as solugdes nao triviais, a solugao particular final para a equagao
diferencial parcial &€ dado pelo seguinte teorema:

TEOREMA 7. (Principio da Superposicao) Se v, us, ...u, forem solugcbées de uma equacao
diferencial parcial linear homogénea, entao a combinacgao linear

U = ClU1 + CoUg + ... + CrlUpy,

comc;, v = 1,2, ...n constantes, também sera uma solucéo.

5.2 PROBLEMAS DE CONDICOES DE CONTORNO E CONDIGOES INICIAIS

Problemas de condi¢des iniciais surgem em equacdes diferenciais parciais que mo-
delam fendmenos que dependem do tempo. Por exemplo, se f(z) representa a distribuicao
de temperatura inicial por uma barra de metal, entdo uma solugéo u(z, t) tem que satisfazer a
condigdo inicial tnica u(x,0) = f(x),0 <z < L.

Como ocorre a mudanga de temperatura da barra ao passar do tempo, entao temos que

uw(z,0) = f(x), w(z,0)=g(z), 0<x<L.

Problemas de condicbes de contorno ocorrem em equacdes diferenciais parcias onde o
dominio das equagdes possuem fronteira. Exemplificando, suponha uma corrente de compri-
mento 0 < x < L, com suas extremidades presas por todo o tempo ao eixo z. Uma maneira de
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estabelecer condi¢gbes de contorno é supor, por exemplo, que
u(0,t) =0, e u(L,t)=0, t>0.
Se tivermos um problema com as seguintes condicbes

uw(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0 (5.8)

u(z,0) = f(z), u(z,0)=g(x), 0<zx<L (5.9)

dizemos que este problema é um problema misto.

5.3 EQUAGCAO DE LAPLACE

"A equacao de Laplace aparece em muitos modelos na fisica, sendo sua solugao
interpretada na maioria das vezes como uma distribuicao de temperatura de regime permanente™.
(BOYCE; DIPRIMA, 2010)

Modelar em estado estacionario ou em equilibrio, por exemplo, problemas de densidade
de energia térmica, calor e gravitagao.

Os estudos realizados sobre funcao potencial de uma particula livre no espaco e a
funcao potencial elétrico em um meio dielétrico sem cargas elétricas, entre outros, satisfazem a
Equacao de Laplace. Em vista disso, "o estudo da equacgao, suas solugdes, subsolucdes e suas

aplicacoes também é denominado de teoria do potencial”. (SIMMONS; KRANTZ, 2008).

"Para resolver a equagao, é necessario que a solucao satisfaca certas condicdes de
contorno em uma curva ou superficie que marca a fronteira da regido a qual a equacao diferencial
vai ser resolvida". (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Generalizando, para problemas multidimensionais, é natural entdo dar uma condi¢ao
sobre a fungdo © em cada ponto da fronteira da regido onde procuramos uma solugao
para a equacdo. A condicdo de contorno mais comum ocorre quando é especificado o
valor de u em cada ponto na fronteira; em termos do problema de condugéao de calor,
isso corresponde a descrever a temperatura na fronteira. (BOYCE; DIPRIMA, 2010)

Vamos estudar apenas dois problemas de valores de contorno da teoria do potencial,
sendo eles o Problema de Dirichlet e Problema de Neumann. O problema de Dirichlet surge
quando a solucéo para o problema satisfaz os valores de contorno dados na fronteira da superficie
ou da curva, ou seja, sao condicdes sobre a funcdo u. Ja o problema de Neumann, surge quando
as condicdes de contorno na fronteira sdo sobre as derivadas.

5.4 PROBLEMA DE DIRICHLET

Resolveremos a Equacdo de Laplace bidimensional homogénea no retangulo 2 =
[0,a] x [0,0] C R%:
Pu  O%*u
— +—=0 5.10
0x? * 0y? (5.10)

onde u = u(x, y), sujeito as condigdes:

u(0,y) =0, u(a,y) =0 (5.11)
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u(z,0) = f(x), u(z,b) =0. (5.12)

Buscaremos obter a solugdo u(z, y) da temperatura em estado estacionério de uma
placa retangular; podemos supor a variavel x relacionada ao comprimento e a y relacionada a
altura da placa.

As extremidades laterais estardo isoladas, e as extremidades superior e inferior serdo
mantidas respectivamente nas temperaturas 0 e f(x).

Vamos encontrar um solucdo particular para a equacgéo de Laplace usando o método de
separacao de variaveis para equacdes diferenciais parciais, como visto na Se¢do 5.1. Temos que

X"(@)Y(y) +Y(y)"X(x) =0,
isto é,
X'(@) _ Y'(y)
X(x) Y(y)

Igualando a equacgéo acima a constante de separacdo — A, temos as seguintes equacoes
diferenciais ordinarias:

X"(xz)+AX(z) =0

Y'(y) — AY (y) = 0.

Aplicando as condi¢des de contorno em

u(z,y) = X(2)Y (y),

temos
u(0,y) =0 = X(0)Y(y)=0 (5.13)

u(a,y) =0 = X(a)Y(y) =0 (5.14)

Note que, para serem satisfeitas as equagdes (5.13) e (5.14). Entéo,

X(0)=0e X(a) =0,

que séo as condi¢des de contorno em relagdo a z, ou seja, condicées em relagdo ao comprimento
da placa retangular. Portanto temos a seguinte P.V.|

0,se 0 <z <a;

{ X"(2) + \X (z) 5.15)

X(0)=X(a)=0
Resolvendo a equagéo diferencial ordinaria (5.15) pelo método dos coeficientes indeterminados,
temos o polindmio caracteristico

P+ A=0 (5.16)

Portanto as raizes serdo r = ++/—\. Analisando as possibilidades para as raizes da
equacgao caracteristica (5.16), temos:
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1. Para A = 0, as raizes serao reais repetidas, ou seja, r = ++/0 = 0. Entao a solugéao sera
do tipo, X () = ¢1 + cax, conforme visto em (5.5). Fazendo as substituigdes de acordo
com as condi¢des de contorno em (5.15), temos

X(O) = C1 +CQO =0
X(a) =04+ ca=0.
E portanto ¢; = ¢ = 0, e a solugéo ¢ a trivial X (x) = 0.

2. Para A < 0, as raizes serao reais distintas, e por (5.6) a solugédo é dada por:

Fazendo as substituicdes, obtemos

X(0)=c14+c=0,

0 que implica ¢c; = —cy. Além disso, para r = a temos:

X(a) = —ceV 2 4 eV = 0,

Como a exponencial é sempre positiva, temos que ¢, = ¢; = 0 e a solucao é a trivial.

3. Para \ > 0, teremos raizes complexas, pois r = +v/—\ = +iv/\. A solugdo é do tipo

X (z) = ¢ic08(VAz) + cosen(VAz).

Substituindo as condi¢des de contorno, temos

X (0) = ¢1c08(0) + co8en(0) = 0,
0 que resultaem ¢; = 0.
Ainda,
X (a) = ¢rc08(VAa) + cosen(v/Aa) = 0.

Como ¢; = 0, para obtermos a igualdade c,sen(v/Aa) = 0 0 sen(v/\a) deve ser miltiplo
de 7, ou seja, \/Xa = nm. Dessa forma, teremos que

nm nm\ 2
=" o= (M) (5.17)
a a
sao os autovalores do problema para todo n € Z, e assim as solugdes nao-triviais sdo as
autofuncgdes
nmx
Xn(x) = cosen (—) (5.18)
a

Vamos agora encontrar a solugcao para a equacéo diferencial ordinaria (5.4). Como ja
encontramos o valor de \ dado por (5.17), entdo faremos a substituiicdo na equagao diferencial
ordinaria em relagao a y dada por (5.4). Logo
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nm 2

Yy + (=) Yy =0
As raizes da equacéo caracteristica sdo

nm
m=+—,
a

0s quais sdo reais e distintas, e portanto as solucdes sao

Y, (y) = cse @ +cue” @ = cscosh (@> + c4senh (@> : (5.19)
a a

Assim, como a solugéo possui o formato u,(x,y) = X,(x)Y,(y), que é a multiplicagdo entre as
autofungdes (5.18) e (5.19):

un(z,y) = cosen (@> [0203cosh (@) + ¢48enh <n y)]
a a a

Considerando agora a condi¢ao de contorno que representa a temperatura nula nas extremidades
y = b, temos que u,(x,b) = X, ()Y, (b) = 0, isto &, Y,,(b) = 0. Logo

nmb nwb
0 = cscosh | — | 4+ c4senh | —
a a
b 17! b
c4 = —cszcosh (ni) {senh (ni)} = —czcotanh (ni)
a a a

Portanto, sendo as fungdes cosh(y) e senh(y), par e impar, respectivamente,

b
Y.(y) = cscosh (%) — c3coth (%) senh (%)
cs [cosh (*££) senh (222) — cosh (222) senh (™I¥)]

E assim

senh (222)
c3 [COSh (@) senh (222) + cosh (“£%) senh (%ﬂ
- senh (222)
= c¢3senh (%T(b — y)) cossech (%ﬂb) (5.20)

Denotando por A,, = cac3, temos que por (5.18) e (5.20) que

b
Un(l'; Z/) = AnCOSSGCh (n%) senh <%(b o y)> sen <?) 7

paran = 1,2, .... Tendo em vista o método de Fourier, queremos que

ne ZAncossech < ab) senh (%(b - y)) sen (?)
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seja solucdo para (5.10), (5.11) e (5.12). Para isso, falta considerar o ultimo dado inicial

u(z,0) = f(x):

ZAncossech ( Zb) senh <%(b - O)) sen (%TJ) = f(x)

n=1

Denotando a,, = A, cossech (“22) senh (222) = A,1 = A,, temos

> b
x) = ZAnsen (%) :
n=1

a qual é uma expansédo em série de senos de f(z) = u(x,b). Portanto

/ f(z sen ) dx,
Finalmente, a solugdo de (5.10), (5.11) e (5.12) é
2 b
Z —cossech (ﬂ> senh (E(b - y))
1 a a a
X sen / f(z sen ) dx,

e assim a solucdo acima representa a distribuicdo de temperatura na placa retangular. Note
que, se atribuirmos valores para y e = no intervalo [0, b] e [0, a],respectivamente, obteremos a
temperatura no ponto de coordenadas (x, y) da placa.

5.5 PROBLEMA DE NEUMANN

Para a equagéo de Laplace (3.1), encontraremos uma solugéo u(z, y) para o retdngulo
0 <z <a,0<y<b. Que satisfaga as seguintes condi¢des de contorno:

ur(0,9) =0, us(a,y) = f(y), 0<y<b
Uuy(2,0) =0, uy(zr,b)=0, 0<z<a,

onde as extremidades superior e inferior estao isoladas.
Usando o método de separagao de variaveis, como visto na Se¢éao 5.1, supomos

u(z,y) = X(2)Y(y)
e por (5.10), temos que

X”(x) _ Y”(y)
X(@) Y(y)

Igualando (5.21) a constante —\, surge que

(5.21)

X"(z) + AX(z) =0 (5.22)
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Y'(y) =AY (y) =0 (5.23)

Inicialmente resolveremos a equacao (5.23) através do método de coeficientes indeter-
minados, com equacao caracteristica dada por

2 —\=0,

Cujas raizes sao dadas por

r:ﬂ:\/X.

Considerando as condi¢des de contorno da variavel y, temos que

0 = uy(z,0) = X (2)Y'(0)

0 =uy(z,b) = X(z)Y'(b)

o que implica Y'(0) = 0 e Y’(b) = 0 e assim temos a seguinte P.V.|

{ Y'(y) + XY (y) =0
Y'(0) = Y/(b) = 0

1. Analisando para A = 0, temos que as raizes encontradas serao reais repetidas. Portanto,
a solugao sera do tipo
Yo(y) = 1 + coy.

Além disso, pela condigéo de contorno Y’(0) = Y’(b) = 0, temos que
Yi(y) = ca.
Assim, substituindo as condigdes de contorno na derivada, segue que
Y3(0) = c2 = 0 = Y (0)

e portanto a solugéo é Y,(y) = ¢; paratodo y € (0,b).
2. Para A\ > 0, teremos que as raizes v\ e v/—\ sdo reais e distintas. Desta forma, a

solugéo é

Y(y) = cre”™ 4 cpe VM. (5.24)

Derivando a solugéo (5.24), temos

Y'(y) = eV VX — coem VAL

Substituindo as condigdes de contorno,
Y'(0) = 1 VA — sV A = 0,

isto é, c; = c. Além disso,
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Y'(b) = eV — e VIV = 0,
o0 que implica 0262‘5” = 0. Sendo a exponencial sempre positiva, concluimos que

C1:C2:0.

3. Para A < 0, a solugdo sera de raizes complexas. Entao,

Y (y) = c1c0s(v/—Ay) + cosen(v/—Ay) (5.25)

Derivando a soluc¢do acima, temos que

Y'(y) = —crsen(v/=Ay) V=X + cac0s(v = Ay) vV =

Substituindo as condi¢des de contorno, segue que

Y'(0) = —e18en(0)vV =\ + coc08(0)v =\ = 0.

Desta forma, ¢, = 0. Além disso,

Y'(b) = —c1sen(v/—Ab)V/ =\ + czc08(vV—Ab)vV =\ = 0.

Como ¢ = 0, entdo nos resta que —cisen(v/—Ab)v/—\ = 0. Note que, para a fungao
sen(v/—Ab)v/—\ = 0, teremos que v/ —\b deve ser multiplo de 7. Logo,

Vb = nm = /= :%:»—A: (Tf (5.26)

Portanto, temos que
Y'(y) = —; P sen <@> : (5.27)

Note que a solugéo encontrada € a derivada da solugdo que realmente estamos in-
teressados, ou seja, Y (y). Portanto, de (5.25) temos que a solugdo n&o-trivial € dada por

Y, (y) = cicos (nf:y) : (5.28)

Agora, resolveremos a equacgao diferencial ordinaria dada por (5.22). Para os autovalo-
res \, = (%)2 dado por (5.26), substituindo em (5.22), temos a equagéao caracteristica

nm\ 2
o ()
b
Logo, araiz € r = +%F. Portanto, a solugdo em relagéo a variavel x, sera do tipo

nwT

Xp(z) =c3e b +cge b .
ou, equivalentemente, denotando com as mesmas constantes (sem risco de confusao),

X, (x) = cgcosh (n—;m> + cy4s€Nnh (n—zx> : (5.29)



54

Derivando a solugéo (5.29), para aplicarmos a condi¢ao de contorno X’(0) = 0, temos

X/ (x)=c " senh (72 4+ ¢, cosh (112 (5.30)
T b b b '

Fazendo a constante c3*y* = d,, comn = 1,2, ... da equagdo X'(r) e aplicando a
condi¢go X'(0) = 0, temos 0 = X'(0) = d,senh(0) + ¢,%Fcosh (*~), o que implica ¢, = 0.
Portanto

X, (z) = d,cosh (n_zyc) )

que é a autofungdo em relagéo a variavel z. Portanto, paracadan = 1, 2, ... temos

un(z,y) = X, (2)Yn(y) = cscosh (?) ¢1C0S (%) .

Denotando c3¢; = A,,, temos

u,(z,y) = A,cosh (n—zx> cos (n%;y) :

Agora, para o autovalor A = 0, temos que Xy(z) = ¢5 + cgz € X'(x) = ¢¢. Como X’(0) =0,
segue que c¢g = 0 e portanto X, (z) = ¢5. Logo,

uo(z,y) = Xo(x)Yo(y) = cs5¢1 := Ay

Portanto ug(z,y) = ag € u,(z,y) = c,cosh (“£) cos (“4), n = 1,2, ... resolvem a equagao
de Laplace

82
o, em (0,a) x (0,b);
Oz’ = (5.31)
'LLI(O, y) - 07 se y € <07 b)
uy(x,0) =0, u,(zr,b) =0, z€(0,a)
Por outro lado, queremos, em vista do método de Fourier que
> nwy nmy
y)=A Ay cosh (—) (—) 5.32
u(z,y) = Ao + ; cosh ( —— ) cos (— (5.32)
seja solucao para (5.31) e ainda, com a condig¢éao
Derivando (5.32) com relacao a z, temos
o > nm nmtx nmy
ug(x,y) = ;An <T) senh (T) cos <T> ) (5.34)

Aplicando a condicao (5.33) em (5.34), temos

g:lAn (%r) senh (?) cos
oo () s (5.

(?) = f(y).

Denotando



vemos que (5.5) é uma expansdo em série de cossenos de f(y) = u.(a,y). Portanto,

A, (an> se nh mm / fly cos )dy,

e assim temos

Ay=———— /f cos nﬂy) dy

nﬂsenh
Além disso,
2 b
2 [ty
0

Portanto

u(z,y) = /f dy+< p— /f cos >dy>

xcosh (T) cos (n%;y)

€ a solucdo do problema de Neumann.
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6 CONCLUSAO

Em relagdo a convergéncia da Série de Fourier, teoremas de convergéncia nos mostram
gue nos pontos onde f é descontinua, por exemplo, onde f apresenta um salto, a série de
Fourier converge para a média das imagens nos extremos do salto e, caso f seja continua, sua
série de Fourier converge para a prépria imagem de f.

Em vista das aplicagbes realizadas nas Seg¢bes 5.4 e 5.5, encontramos as solugdes
analiticas para a Equacao de Laplace com condi¢cbes de contorno de Dirichlet e Neumann via
métodos de separacao de variaveis e Fourier. Podemos perceber que tais solucdes estao ligadas
com a representagdo em série de Fourier dos valores de contorno f.

Um exemplo da importancia das equagdes diferenciais, é a aplicacao da equacao de
Laplace na fabricagdo mecanica. Alguns componentes das maquinas industriais precisam ser
mantidas em temperaturas especificas, para manterem o ritmo de produtividade e ndo causarem
nenhum tipo de prejuizo. Desta forma, é feito um estudo em uma amostra (pequena placa) do
material que serd usado para a fabricacdo destes componentes. O estudo é realizado para
descobrir como a distribuicdo da temperatura se comporta no material, evitando qualquer tipo de
problema no componente que venha comprometer a produgao na industria.
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