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RESUMO

BELINELLI, E. O. ESTUDO DA OTIMIZACAO LINEAR E APLICACOES DO METODO
SIMPLEX E PONTOS INTERIORES. 87 f. Trabalho de Conclusdao de Curso — Departamento
Académico de Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio,
2017.

Muitas industrias de pequeno porte trabalham com processos de manufatura como o corte € em-
pacotamento de materiais de tamanhos e quantidades variadas para atender as solicitacdes de
clientes. No entanto, nesse processo pode ser gerada a sobra indesejavel de materiais que, mui-
tas vezes, nao podem ser reaproveitados para satisfazer outras demandas, caracterizando a perda
de matéria-prima. Desta forma, o objetivo deste trabalho € aplicar métodos de Programacao Li-
near para a modelagem e solu¢do de problemas reais e estudar os métodos de resolucio de
um problema de programacao linear: Método Simplex e Método de Pontos Interiores identi-
ficando as melhores solu¢des de aplicagdes em problemas reais na industria. Neste cendrio,
sdo apresentados, trés estudos de caso, de trés industrias de pequeno porte. O primeiro estudo
aborda a aplicacdo do Problema de Empacotamento em uma industria empacotadora de amen-
doins. O segundo estudo, busca minimizar o desperdicio de matéria-prima utilizado por uma
grifica no processo de corte e acabamento de rétulos de papéis. O terceiro e ultimo estudo,
também aborda a aplicacdo do Problema do Corte em uma grafica que corta folhas de resma
de tamanhos variados para atender seus pedidos. Para a conclusdo deste trabalho, esses proble-
mas foram modelados por meio da Programacao Linear e aplicados os métodos de resolugdo
com apoio computacional. A partir dos resultados obtidos, verifica-se que a aplicacdo do Pro-
blema do Corte e Empacotamento nessas industrias de pequeno porte foi eficaz para reduzir a
quantidade de materiais desperdicados e para a reducdo de custos, pois apresentou uma taxa de
reducdo de perdas de material. Minimizando o desperdicio de produtos no processo de corte e
empacotamento, os resultados obtidos contribuem para a redugao do descarte de dejetos e para o
impacto ambiental, apresentando assim uma contribui¢ao positiva para o meio ambiente e pro-
porcionando o aproveitamento ao maximo de materiais utilizados no processo de manufatura
realizado pelas industrias.

Palavras-chave: Programacao Linear. Problema do Corte e Empacotamento. Método Simplex.
Meétodo de Pontos Interiores.



ABSTRACT

BELINELLIL E. O. LINEAR OPTIMIZATION STUDY AND SIMPLEX METHOD AND IN-
TERIOR POINTS APPLICATIONS. 87 f. Trabalho de Conclusiao de Curso — Departamento

Académico de Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio,
2017.

Many small-scale industries work with manufacturing processes, such as the cutting and pac-
king materials of varying sizes and quantities, to meet the demands of customers. However, in
this process, can be generated undesirable residue of materials that often cannot be reused to
meet other demands, characterizing the loss of raw material. Therefor, the goal of this work is
to apply Linear Programming Methods for modeling and solution of real problems and to study
the resolution methods of a linear programming problem: Simplex Method and Interior Points
Method, identifying the optimal solutions of applications for manufacturer real problems In this
scenario, three case studies of three small industries are presented. The first study describes the
application of the packaging problem in an industry that packs peanuts. The goal of the second
study is to minimize the waste of raw materials used by a graphical during the cutting process
and paper labels making. The third and last study also addresses the application of the cut-
ting problem into a graphical that cuts sheets of ream of varying sizes to meet the requests.For
the conclusion of this work, these problems were modeled by using Linear Programming and
the resolution methods with computational support were applied to obtain the optimal solu-
tion.From the obtained results, we observe that the implementation of the cutting and packing
problems in these small-scale industries was effective to reduce the wasted raw material and to
reduce costs. Minimizing the waste of raw material in the cutting and packaging process, the
results contribute to the reduction of waste and environmental impact, thus presenting a posi-
tive contribution to the environment and providing the maximum use of raw materials in the
manufacturing process.

Keywords: Linear Programming. Cutting and Packing Problem. Simplex Method. Interior
Points Method.
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1 INTRODUCAO

Na competitiva economia em que as empresas estdo inseridas hoje, o processo de-
cisério admite cada vez menos falhas na resolucdo de problemas, e resultados abaixo do es-
perado (BARCELOS et al., 2012). Desta forma, percebe-se a importancia da aplicagao de
mecanismos que sejam capazes de resolver problemas complexos, selecionando as melhores
solucdes dentre todas as possiveis. Por se tratar de uma ci€ncia que agrega métodos mateméticos
e estatisticos que auxiliam a tomada de decisoes, a Pesquisa Operacional é uma poderosa ferra-
menta capaz de gerenciar sistemas que oferecem o menor custo de produgdo e, que apresentam

resultados satisfatorios em situacdes adversas dentro da industria (ARENALES et al., 2015).

Neste contexto, as industrias de pequeno porte que trabalham com processos de manu-
fatura t€m utilizado mecanismos de producdo como o corte € empacotamento de objetos para
satisfazer suas demandas. Contudo, a sobra de materiais indesejaveis gerados durante esse pro-
cesso tem sido cada vez mais frequente devido a falta de planejamento dessas organizacdes
com relagdo ao desperdicio de materiais, caracterizando a perda de lucros (ARENALES et al.,
2015). Surge, entdo, a necessidade de aplicar métodos de Pesquisa Operacional que sejam ca-
pazes de reduzir a quantidade de materiais desperdi¢cados durante o processo de manufatura,
de forma que as demandas sejam satisfeitas e, além disso, a mao-de-obra e matéria-prima dis-
poniveis sejam respeitadas. Desta forma, este trabalho tem por objetivo, aplicar métodos de
Programacdo Linear para modelagem e solucdo de problemas reais e estudar os métodos de
resolucdo de um problema de Programacdo Linear: Método Simplex e Método de Pontos In-
teriores, identificando as melhores solucdes de aplicacdes em problemas reais na industria. A
principal contribui¢do deste trabalho € oferecer um processo de otimizagdo para as manufaturas
em estudo o qual fornece uma diminui¢do do desperdicio de matéria-prima durante os processos
de corte e empacotamento realizados pelas fabricas. O Problema do Corte, consiste em escolher
padrdes de corte de materiais, de modo a atender a demanda, utilizando a menor quantidade de
material disponivel, ou resultando na menor perda possivel. Analogamente, o Problema de Em-
pacotamento pode ser definido como o caso em que itens (pecas menores) devem ser alocados

em objetos (pecas maiores) de tamanhos variados para atender as solicitagdes de clientes, de
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modo que a perda de materiais seja minima. Ambos os problemas podem ser formulados por

meio da Programagdo Linear.

O Método Simplex é um algoritmo que se utiliza de uma ferramenta baseada na Algebra
Linear para determinar, por um método iterativo, a solu¢ao 6tima de um Problema de Programacao
Linear (PPL). O algoritmo parte de uma solu¢do vidvel do sistema de equacdes que constituem
as restricoes do PPL, solucdo essa pertencente a um vértice, chamado vértice 6timo. A partir
dessa solucao inicial vai identificando novas solugdes vidveis de valor igual ou melhor que a
corrente. O algoritmo possui um critério de escolha que permite encontrar sempre novos e me-
lhores vértices da envoltdria convexa do problema, e um outro critério que consegue determinar
se o vértice escolhido é ou ndo um vértice 6timo (GOLDBARG; LUNA, 2005). Além disso,
¢ capaz de verificar se o problema tem solu¢do ilimitada, se ndo possui solu¢do ou se possui
infinitas solu¢des. Mais detalhes podem ser consultados em Bazaraa et al. (2010), Arenales et
al. (2015) e Lodi et al. (2002).

O Método de Pontos Interiores por sua vez, também se constitui de um método iterativo
capaz de resolver problemas de Programac¢do Linear com um nimero suficientemente grande
de variaveis e restri¢coes. Este método pode ser dividido em trés grupos: primal, dual e primal-
dual que, ao contririo do Método Simplex, usam a cada iteracdo toda a matriz de restrigdoes
até alcancar a solucao 6tima (ARENALES et al., 2015). Além disso, o método € baseado
na busca linear, em que as dire¢des de busca sdo determinadas resolvendo-se um sistema de
equagoes lineares por meio de método tradicionais, como o de Newton (GARDENGHI, 2014),

percorrendo o interior da regido factivel até atingir o vértice 6timo.

Trés estudos de caso de problemas de corte e empacotamento, de trés industrias de
pequeno porte, sdo apresentados. O primeiro estudo aborda a aplicacdo do Problema de Em-
pacotamento em uma indudstria do municipio de Nova Fatima-PR, com o objetivo de minimizar
a perda de alimento (em gramas) durante o processo de empacotamento de amendoins. O se-
gundo estudo busca minimizar o desperdicio de matéria-prima utilizado por uma grafica no
processo de corte e acabamento de bobinas de filmes de pvc (problema do corte). O terceiro e
ultimo estudo também aborda a aplicacdo do Problema do Corte em uma gréfica do municipio
de Ibaiti-PR, que corta folhas de resma de tamanhos variados para atender seus pedidos. Para a
conclusdo deste trabalho, esses problemas foram modelados por meio da Programagdo Linear e

aplicados os métodos de resolu¢do com apoio computacional.

Este trabalho € constituido por sete capitulos. No capitulo que segue € feita a Revisao
Bibliografica de trabalhos encontrados na literatura que fazem uma abordagem de aplicagdes re-

ais do Problema do Corte e Empacotamento, resolvido por métodos heuristicos e por métodos
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exatos como o Método Simplex e o Método de Pontos Interiores. O Capitulo 3 descreve a
importancia da Pesquisa Operacional para a tomada de decisdes, € uma das suas principais
ferramentas, a Programacdo Linear. Além disso, sdo apresentados o Método Simplex, bem
como, seu algoritmo e sua forma tabular. Em seguida, € apresentado, 0 embasamento tedrico
do Método de Pontos Interiores e seu algoritmo. O Capitulo 4 apresenta o Problema do Corte
e Empacotamento e a formulacio matemdtica desses problemas utilizado neste trabalho. A
resolucao de um Problema de Programacgao Linear por meio da aplicacdo do Método Simplex
e pelo Método de Pontos Interiores em um exemplo de aplicacdo, € apresentado no quinto
capitulo. O sexto capitulo apresenta trés estudos de caso, de trés industrias reais de pequeno
porte que trabalham com processos de manufatura. O sétimo e ultimo capitulo aponta as con-

clusoes deste trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na literatura, sdo encontrados estudos sobre a importancia da Pesquisa Operacional
para a tomada de decisdes que fazem uma abordagem de aplicacdes reais de problemas de

Corte e Empacotamento, modelados por meio da Programacao Linear.

Nos trabalhos de Neto et al. (2007) e Ferreira e Bachega (2011), sdo estudados a
aplicacdo da Programacgdo Linear na reducio de custos, planejamento, transporte e controle
de produgdo. No trabalho de Malagutti et al. (2014), os autores consideram o problema de
corte de estoque guilhotina bidimensional, decorrente da industria do corte de placas de ma-
deira. Vadrias heuristicas sdo apresentadas, considerando a otimizacdo de duas func¢des objetivo:
a minimizac¢do de perdas e a maximizac¢ao da produtividade do equipamento de corte, que pode
ser obtido pelo corte de placas idénticas em paralelo. Um problema unidimensional para a
formulacao matematica de um Problema de Corte ¢ formulado em (FERREIRA; BACHEGA,
2011) e esta modelagem € estendida para problemas com dimensdes maiores. No trabalho de
Riff et al. (2009), € feita uma revisdo das abordagens propostas na literatura para os problemas

de empacotamento em faixas bidimensional.

Poldi e Arenales (2009), abordam um caso em que existem varios comprimentos de
estoque disponiveis em quantidades limitadas. Alguns métodos heuristicos sao propostos a fim
de obter uma solucgdo inteira e comparada com outras solugdes (POLDI; ARENALES, 2009).
Os métodos heuristicos sdao analisados empiricamente por meio da solu¢ao de um conjunto de

instancias geradas aleatoriamente e um conjunto de instancias da literatura.

O problema de corte, quando escrito como um problema de programacao inteira, apre-
senta um grande nimero de varidveis envolvidas, o que geralmente torna a resolucdo infactivel.
Para superar esta dificuldade, Gilmore e Gomory (1961) desenvolveram uma técnica para a
formulacdo do problema com Programacao Linear. A técnica permite o célculo sempre com
uma matriz que nao tenha mais colunas do que linhas (GILMORE; GOMORY, 1961). No
trabalho de Lodi et al. (2002), sao discutidos modelos matemaéticos de problemas de empaco-

tamento bidimensionais, algoritmos de aproximacao, métodos heuristicos e metaheuristicos e
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aproximacoes numéricas. Casos especiais onde itens sao empacotados em forma de linhas sao

discutidos em detalhes.

Dois modelos robustos de Programacao Linear Inteira mista sdo propostos em Cherri
et al. (2016), para o problema de empacotamento de tiras irregulares, com o objetivo de contor-
nar as limitacdes dos modelos existentes quanto a complexidade dos algoritmos de manipulacdo
geométrica, necessarios para as restricoes de ndo sobreposi¢cdo de pecas. Novas instancias ba-
seadas no mundo real com geometrias mais complexas sdo propostas e utilizadas para verificar

a robustez dos novos modelos.

Em Queiroz e Miyazawa (2011), € realizado uma abordagem da Formulacio Inteira
para o Problema de Empacotamento em Faixa 2d com Restrigdes de Balanceamento e Ordem.
Neste contexto, é estudado um modelo de Programagdo Linear Inteira para o caso em que itens
nao podem ser rotacionados, mas devem ser empacotados de forma ortogonal aos lados da
faixa. Um empacotamento em faixa € considerado viavel se todos os itens forem empacotados
de forma ortogonal, isto €, os lados dos itens devem ficar paralelos aos lados da faixa, e ndo
ha sobreposi¢ao de itens. Com o objetivo de comparar os resultados foi desenvolvida uma
heuristica que obtém uma altura inicial para o modelo de Programacao Linear Inteira e para
as restricoes de ordem e balanceamento de carga. Verificou-se que ao serem combinados os
resultados sdo vidveis e consistentes, pois permitem resolver de maneira satisfatéria o problema

proposto.

No trabalho de Martinez (2014), é realizado uma abordagem sobre aplica¢des de pro-
blemas do Corte e Empacotamento com restri¢des praticas que apresentam cenarios reais na
industria. Nesse sentido, sdo apresentados trés estudos de grande interesse para o ramo indus-
trial: problema da mochila bidimensional, problema da embalagem e problema do carrega-
mento de um contéiner. No primeiro estudo, o objetivo € cortar de um tinico objeto retangular
denominado mochila bidimensional (2D SLOOP), um conjunto de pequenos retangulos cha-
mados itens, de tal maneira que seja minimizado o espaco desperdigado, sem sobrepor os itens
entre si, e sem ultrapassar os limites do material. Analogamente, o segundo estudo faz uma
abordagem do Problema da Embalagem considerado uma generalizacdo do problema da mo-
chila bidimensional. Neste problema, existe um nimero suficientemente grande de chapas para
cortar a totalidade das pecas em um conjunto de pequenos retangulos. No terceiro o ultimo es-
tudo, o Problema de Carregamento de um Contéiner (3D-SKP ou 3D-SLOPP) € apresentado. O
Contéiner acopla em seu interior, um conjunto de caixas, maximizando o volume ocupado pelas
caixas carregadas, sem sobrepor as caixas entre si, € sem ultrapassar os limites do Contéiner.

Resultados sdo apresentados por meio de solucdes aproximadas, que estdo fundamentadas nas
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técnicas meta-heuristicas para otimiza¢do combinatoria.

Gardenghi (2014), faz um estudo sobre o método de pontos interiores primal-dual para
um problema de minimizagdo com restricdes lineares. E apresentado detalhes da implementagio
do Método de Pontos Interiores explorando a linearidade das restricdes, partindo de um ponto
vidvel e ao longo do processo a viabilidade dos iterandos é mantida. Resultados de convergéncia
global e descri¢do em detalhes de todos os passos do método, sao apresentados (GARDENGHI,
2014).

O Problema do Corte e Empacotamento quando formulados por meio da Programacao
Linear, sdo temas bastante abordados na literatura, assim como métodos heuristicos e exatos
aplicados para sua resolu¢do. Assim, a partir da revisao bibliografica percebe-se a importancia
da modelagem matematica para a otimizac¢do de problemas reais que auxiliam na tomada de

decisoes.
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3 PESQUISA OPERACIONAL E PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR

A importancia dos sistemas de apoio para a tomada de decisdo vem crescendo sig-
nificativamente com o advento das estagdes de trabalho, que oferecem grande capacidade de
calculo, de armazenamento e de recursos graficos, disponiveis anteriormente apenas em maquinas
caras e de grande porte. Além disso, a interpretacao de resultados obtidos e a consequente to-
mada de decisdo se mostram ainda mais relevantes que a manipulacdo das ferramentas com-
putacionais. Desta forma, a Pesquisa Operacional é uma poderosa ferramenta na criacao de
métodos para a tomada de decisdes, mediante a modelagem matemaética de problemas reais,

que busca encontrar solugdes 6timas aplicadas a realidade (SILVA, 2011).

Embora ndao haja uma defini¢do formal, a Pesquisa Operacional pode ser definida
como uma ciéncia que agrega métodos matemdticos e estatisticos empregados para auxiliar
a tomada de decisdes. Esta ciéncia € aplicada a problemas em que se faz necessario especifi-
car, de forma quantitativa, a condugdo e a coordenacao das operagdes ou atividades dentro de
uma organizacdo. Possui grande utilidade na solucao de problemas de otimizacdo, na tomada
de decisdes e no gerenciamento de sistemas, selecionando as melhores decisdes, dentre todas
as possiveis (SILVA, 2011). O desenvolvimento desta ciéncia teve origem durante a Segunda
Guerra mundial, mediante a necessidade de alocacdo de recursos militares e de otimizacao de
recursos escassos. Atualmente, € amplamente utilizada no ramo empresarial e em qualquer

ramo industrial em que se deseja minimizar os custos ou maximizar os lucros.

Os principais modelos de Pesquisa Operacional sdo denominados Programagdo Ma-
temadtica, uma das mais importantes variedades dos modelos quantitativos que apresentam uma
grande utilidade na solugdo (exata) de problemas de otimiza¢do. Na Programagao Matematica,
as técnicas de solugcdo se agrupam em algumas subdreas: Programacdo Linear, Programacao

N3ao Linear e Programacao Inteira (BAZARAA et al., 2010).

Um dos modelos matematicos mais utilizado nos problemas de Pesquisa Operacional
€ a Programacao Linear (PL). E uma das técnicas mais poderosas que estuda formas de resolver

problemas de otimizagdo que podem ser expressos por varidveis continuas que apresentam com-
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portamento linear (equagdes e/ou inequagdes lineares) (BAZARAA et al., 2010). Seu campo
de aplicabilidade é bastante amplo, com isso se tornou uma das técnicas mais eficazes no pla-
nejamento da producdo, que fornece uma condi¢do essencial para a lucratividade e redugao de
custos dentro das ferramentas gerenciais disponiveis, utilizada na organizacao de transportes e
estoques, nos estudos de fluxos de caixa, investimentos e sistemas de informacdes, além dos

classicos problemas de produgdo e mistura de componentes (FERREIRA; BACHEGA, 2011).

3.1 FORMULACAO MATEMATICA DE UM PPL

A abordagem de resolu¢ao de um problema por meio da Programacao Linear envolve
a execucao de alguns passos. Primeiramente, € necessario definir o problema, ou seja, o que se
deseja maximizar ou minimizar. Em seguida, o problema é formulado matematicamente como
um Problema de Programacao Linear (PPL). Depois disso, algum método de resoluciao deve
ser aplicado para solucionar o problema em estudo. Por fim, deve-se validar a solucdo, ou seja,
verificar se 0 modelo proposto representa o comportamento real da situagdo (ARENALES et
al., 2015).

Na formulacdo geral de um PPL, se existem n decisdes a serem tomadas, € associ-
ada uma varidvel a cada um dos valores quantitativos do problema e esta varidvel é chamada
de varidvel de decisdo. Desta forma, as varidveis de decisdes sdao representadas por x; com
i=1,2,...,n e, ao aplicar um método de solucao o valor dessas varidveis sao determinados. O
objetivo principal do problema € aquilo que se pretende maximizar (lucros, receitas, vendas) ou
minimizar (custos, perdas, recursos). Uma fun¢do numérica das varidveis de decisdo, chamada
de fungdo objetivo, é entdo estruturada para representd-lo. Deve-se também analisar quais sao
as limitagdes impostas ao problema. Tais limitacdes devem ser expressas matematicamente por
meio de equacdes e/ou inequagdes lineares, chamadas de restricoes do problema. Inerente aos
problemas de Programacgdo Linear, a condi¢do € de que todas as varidveis de decisdo devem
pertencer ao primeiro quadrante, ou seja, serem maiores ou iguais a zero: x; > 0. Esta é cha-
mada de condi¢cdo de ndo- negatividade (ARENALES et al., 2015). Além disso, para que um
problema real possa ser modelado como um PPL, deve apresentar as seguintes caracteristicas
(GOLDBARG; LUNA, 2005).

e Proporcionalidade: A quantidade de recurso consumido por uma dada atividade deve
ser proporcional ao nivel dessa atividade na solug@o final do problema. Além disso, o custo de

cada atividade € proporcional ao nivel de operacdo da atividade.

e Nio Negatividade: Deve ser sempre possivel desenvolver dada atividade em qualquer
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nivel ndo negativo, e qualquer propor¢do de um dado recurso deve sempre poder ser utilizado.
e Aditividade: O custo total € a soma das parcelas associadas a cada atividade.

e Separabilidade: Pode-se identificar de forma separada o custo (ou consumo de recur-

sos) especifico das operagdes de cada atividade.

Assim, para a formulacdo matemética de um PPL, deve-se expressar a fungao objetivo
(FO), o conjunto de restri¢oes e as condi¢des de ndo-negatividade, conforme as Equagdes (3.1)

a (3.3) (GOLDBARG; LUNA, 2005).

min ou max cix;+caxp+c3xz+...+cpxy (3.1)
sujeito a

apxi +apxy +aizxz+ ... +apmxs [sinal by

az1X1 + axxy +axxz + ...+ axyxn, [sinal by

az1x1 + azoxy +azzxz + ...+ az,x, [sinal b3 (3.2)
A1 X1 + AyoX2 + a3 X3 + ... + QunXn [sinal b

X1,X2,X3, ..., %, =0 (3.3)

Em que,

i. X1,X2,X3,...,X, sS40 as varidveis de decisao;

ii. c1,¢2,c3,...,C, 820 0s coeficientes (nimeros reais) da fungdo objetivo;

iii. by,by,...,b, sdo as constantes (nimeros reais) de cada uma das restri¢des;
iv. a;jj s30 os coeficientes (nimeros reais) das restri¢des;

v. o simbolo [sinal] indica que a restricdo pode ser uma equacao ou uma inequagao.

A equacdo (3.1) representa a funcdo objetivo (FO). As equagdes (3.2) representam o

conjunto das restri¢des. A equacdo (3.3) representa a condicao de nao-negatividade: (x,, > 0).

Sendo todas as varidveis x,, e as constantes b, maiores ou iguais a zero, um PPL
pode ser formulado de forma equivalente, chamado de forma padrdo, aplicando-se as seguintes

operacdes elementares:

Operacdo 1: Mudanga no critério de otimizacdo - transformagdo a maximizagao de

uma fun¢@o f(x) em minimizagdo ou vice-versa.
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maximizar f(x) corresponde a minimizar (— f(x))
minimizar f(x) corresponde a maximizar (— f(x))
Operagdo 2: Transformacao de uma varidvel livre, isto é, uma varidvel que assume
valores reais (positivos, negativos, racionais) em uma varidvel ndo negativa (maior ou igual a
zero). A varidvel livre x, € substituida por duas varidveis auxiliares x1, € x»,, ambas maiores ou
iguais a zero, mas a subtracdo das duas € igual a varidvel original.
Xp = X1 — X2y
Operagdo 3: Transformacao das inequacoes em equacodes. Para o caso da transformacao
de restricoes de menor igual (<) em igualdade, somamos uma varidvel chamada de varidvel de

folga, capaz de completar a desigualdade, tornando-a igualdade. Desta forma, considere a

restricao apresentada por:

X1+x2+..+x,<b
introduzindo a variavel de folga x,,; 1, obtemos:

X1+xo+...F+x,+x41=0>
Para o caso da transformacao de restricdes de maior ou igual (=) em igualdade, sub-

traimos uma varidvel de folga, tornando-se igualdade. Desta forma, considere a restri¢do apre-
sentada por:

Xi+x2+..+x,2b
introduzindo a varidvel de folga x,,, |, obtemos:

X1+x2+ ... +x,—xp41=b

Desta forma, um problema de maximizacao com as restricdes na forma de desigual-

dade, do tipo menor ou igual (<), pode ser escrito na forma padrao, da seguinte maneira:



19

Maximizar cix1+caxo+ ...+ cnxn +0x01 + ... +0xp
sujeito a

a1 xy) +axy +a3xz + ... +apxny + X401 = by

ax1X1 +axnxy +ax3xz + ... +axyuXy + X442 = b2

Am1 X1 + Ap2X2 + @3 X3 + ..+ QunXn + Xntm = Dm

X1 +x2+... +Xn,Xn+1,Xn+2, ceos Xn4-m > 0

Em que,

i. x]+x2+...+x, sdo as variaveis de decisdo

Il Xpt1,Xn42, -, Xn+m S0 as varidveis de folga.

Da mesma forma, um problema de minimiza¢do com as restricoes na forma de desi-

gualdade, do tipo maior ou igual (=), pode ser escrito na forma padrao, conforme segue:

Minimizar cix1+cyx2+ ...+ cpnXn +0x41 + ... + 0xpm
sujeito a

ayxyp +apxy +ai3xz + ...+ apX, — Xpp1 = by

az1x1 +axxy +axx3 + ... + aXn — Xp12 = b2

Am1X1 + X2 + a3 X3 + ... + QunXn — Xntm = b

X1+ X2+ o Xy Xt 15 X042, -5 Xt 2 0

Em que,

i. Xx] +x2+ ...+ x, sdo as variaveis de decisao

Il Xpt1,Xn42, -, Xn+m SA0 as varidveis de folga.

Assim, conforme for modelado o problema, podemos aplicar as operagdes elementares

para reescrever o problema na forma padrao e aplicar os métodos de resolucao.
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3.2 O METODO SIMPLEX

O Método Simplex foi o primeiro método efetivo criado por George Dantzig em 1947,
que desenvolveu e formalizou o método para resolver problemas de Programacgdo Linear. Seu
algoritmo € baseado na Algebra Linear para determinar por um método iterativo, uma sequéncia
de passos repetidamente, até encontrar solu¢do 6tima de um PPL. O algoritmo parte de uma
solucdo vidvel do sistema de equacdes que constituem as restricoes do PPL, solu¢do essa nor-
malmente extrema (vértice) (GOLDBARG; LUNA, 2005). A partir dessa solucdo inicial, o
algoritmo identifica novas solugdes vidveis de valor igual ou melhor que a corrente, pesqui-
sando apenas um subconjunto dos K vértices de uma regido viavel S (ARENALES et al., 2015).
Computacionalmente, sua implementacdo é extremamente eficiente em qualquer linguagem de
programagao, o que torna o método capaz de resolver problemas de otimizagao linear em tempo

aceitavel e as solugdes sao confidveis.

A seguir, alguns teoremas fundamentais s@o enunciados para descrever o Método Sim-

plex.

3.2.1 ELEMENTOS PARA A CONSTRUCAO DO METODO SIMPLEX

Teorema 3.2.1 O conjunto C das solugoes vidveis de um modelo de Programagdo Linear é um

COI’letl’ltO convexo.

A demonstracdo do Teorema (3.2.1) é feita de acordo com (GOLDBARG; LUNA,
2005).

Demonstracao: Seja C o conjunto formado pelos pontos X tais que:

Ax=b>b

x>0

Se C € um conjunto convexo, para qualquer conjunto composto por dois pontos distin-
tos x1 e xp, pertencentes a C, a combinagdo linear convexa desses pontos também pertence a C,

o que equivale a dizer que:

x=ox;+(l—a)xy €C
0<ax<l

{X],Xz} cC= {

Sejam duas solugdes vidveis de C, x1, xp, tais que x| # xp, entio:
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Axi=b Axx=0b

x120 x=0

e seja:

x=o0x;+(1—o)xa

0<a<l1

Entao:

Ax =Alox; + (1 —a)x] =
= 0tAx —l—(l — OC)AXQ =

=ab+(1—a)b=0>

e x > 0, uma vez que:

x=ox;+(1—a)x, >0

X120,XQ2060<06

N

Teorema 3.2.2 Toda solugdo bdsica vidvel do sistema Ax = b é um ponto extremo do conjunto

de solugoes vidveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

A demonstracdo do teorema (3.2.2) € feita de acordo com (GOLDBARG; LUNA,

Demonstracao:

Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:
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Seja, ainda, uma solucao vidvel qualquer x, de dimensao n, na qual, sem perda de generalidade,

as varidveis bdsicas sdo as m primeiras:

X1

X = com todos os componentes x; > 0.

0

Suponhamos, por absurdo, que x seja um ponto extremo do conjunto convexo C, defi-
nido anteriormente. Entdo x pode ser obtido por uma combinag¢do convexa de outros dois pontos

distintos desse mesmo conjunto. Chamamos de y e z esses dois pontos, temos:

x=ay+(l—oa)z
0<a<l

Como y e z pertencem ao conjunto C, as seguintes relacdes de pertinéncia sao validas:

A relagdo x = oy + (1 — @)z, colocada em termos das coordenadas de cada um dos trés

vetores, fornece as seguintes relagdes:

xp=ay;+(1—a)z

Xo =0y + (1 — OC)ZQ

Xm = Oy + (1 — o)z

0=aymt1+ (1= 0)zmt1
O=ay,+(1—a)z,

Devido as relagdes 0 < a < 1,y > 0 e z > 0 as tltimas (n — m) relagdes do conjunto

acima descrito s6 podem ser satisfeitas em um dos seguintes casos:
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l.O<a<leypti=zmti=0,parai=1,....n—m.
Neste caso teriamos x = y = z, pois tanto y quanto z sdo solucdes bésicas do sistema em

analise, calculados com as mesmas variaveis basicas.

2. o=0ezyri=0,parai=1,....n—m.
Por raciocinio andlogo ao caso anterior, deduzimos que x = z. Além disso, como o = 0,

segue que x =y = z.

3.a=1leyyui=0,paratodoi=1,....n —m.

Por razdes andlogas, conclui-se que x =y = z.

Desta forma, demonstra-se que nao existem solucdes vidveis y e z, distintas da solu¢do
basica x que satisfacam a relagdo x = oy + (1 — a)z. Por contradi¢do com a hipétese inicial,

demonstra-se, entdo, que x € um ponto extremo do conjunto convexo C.

Lema 3.2.3 Seja [ : Q C R" — R uma funcdo definida por f(x1,x2,...,X,) = ajx; + axx; +
.t apxy+b,a;j,b € R. Se dentre os valores que [ assumir num segmento AB do R", o valor

mdximo (minimo) for assumido num ponto P interior deste segmento, entdo f serd constante
em AB.

Teorema 3.2.4 (Teorema Fundamental da Programagdo Linear:) Seja f : Q C R" — R uma
fungdo definida na regido poliedral convexa V do R" por f(x1,x2,...,xn) =a1x1 +axxo+...+
apXy +b,a;j,b € R. Suponha que f assuma valor mdximo (minimo) nesta regido. Entdo, se V

possui vértice(s), este valor mdximo (minimo) serd assumido num vértice.

A demonstragdo do teorema (3.2.4) € feita de acordo com (CAMARGO, 2014).

Demonstracao:

Seja V C R?. Assuma que 7 = 2. Suponhamos que o valor maximo (minimo) de f seja
assumido em um ponto P de V, considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis de

R? podemos ter:
1. P € um vértice. (Neste caso o teorema ja estd provado)

2. P esta numa aresta. Do lema (3.2.3), f assumira este valor maximo (minimo) em toda

a aresta. Como a regido V possui vértice(s) esta aresta conterd um vértice v obrigatoriamente,
portanto f(P) = f(A).



24

3. P estd no interior de V. Neste Caso, f serd constante em toda regido V.

De fato, seja A um outro ponto de interior de V . Como V € poliedral convexa, o
segmento AP estd contido em V. Além disso, como P € interior podemos considerar AA’ que

contém, P deste ainda contido em V . Do lema (3.3.3) segue que f € constante em AA’ e portanto,
f(P) = [f(A).
|

De forma geral, o Método Simplex é descrito matematicamente a seguir.

Considere o problema primal de otimizagao linear escrito na forma padrao conforme

segue (BAZARAA et al., 2010):

min f(x) =cx
s.a:Ax=>b

x>0

onde A € R™*" e, sem perda de generalidade, assuma que posto (A) = m.

A solucao geral do sistema em Ax = b pode ser descrita considerando uma parti¢ao nas

colunas de A:

A= (B,N)

tal que B € R™", formada por m colunas da matriz A, seja ndo singular. A parti¢ao equivalente
¢ feita no vetor das varidveis:

x = (xp,xn),

onde xp € chamado vetor de varidveis bdsicas e xy vetor de varidveis ndo bdsicas. Assim,
Ax=b< Bxg+Nxy=b<
xg=B"'b—B 'Nxy.

Dada uma escolha qualquer para xy, tem-se xp bem determinado, de modo que o sis-

tema esta verificado.

Definicao 3.2.5 A solucdo particular x obtida por x% =B! b,xR, =0 € chamada solugdo bdsica.

Se x% = B~ b >0, entdo a solucdo bdsica é primal factivel.
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Considere também a particao nos coeficientes do gradiente da fun¢do objetivo c:

el = (ep,en)T
Definicao 3.2.6 O vetory € R", dado por
v = 0173“ B!
é definido como vetor das varidveis duais ou vetor multiplicador simplex. Se
cj=y'a; >0,
para j =1,....n entdo y é uma solu¢do bdsica dual factivel, e diz-se que a particdo é dual
factivel, onde aj representa a coluna j da matriz de restrigoes A.

Definicao 3.2.7 Denomina-se estratégia simplex a seguinte perturbacdo da solucdo bdsica:
escolha k € N, onde N ¢é o conjunto de indices de varidveis ndo bdsicas, tal que cy —yTak <0y

facaxy,=€>0,x;=0,VjEN—k
A estratégia simplex produz uma nova solu¢@o dada por
Xp = 0
B =Xg+ edp
XN = Eeg

e o valor da fun¢do objetivo dado por:

F@) = OO+ (cr—y e
onde dg = —B lage e, =(0,...,1,...,0)7T € R™ " com 1 na k-ésima componente.

A dire¢io d € R”", dada por d = (dp,dy)” = (dp,e;)”, define uma perturbagio da
solucdo bésica e é chamada direcdo simplex. Se a solucdo bdsica for ndo-degenerada, isto é,
xlog > 0, entdo d é uma direcdo factivel. Note ainda que o produto escalar entre d e o gradiente

da funcdo objetivo é ¢’ d = ¢, — yT ax < 0. Portanto d é uma diregio de descida.

Da estratégia simplex, pode-se determinar o maior valor de €, impondo xz > 0:

0

X

. B

€% = min { —=2¢

’d36<0,i:1,...,m

e
onde x%e € a e-€sima componente de x%, que sai da base.

Em suma, o Método Simplex basicamente vai experimentar uma sequéncia de solucdes

basicas vidveis, na busca do valor 6timo para a funcao objetivo.
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3.2.2 O ALGORITMO PRIMAL SIMPLEX

O algoritmo do Método Primal Simplex € descrito a seguir, para um problema de
minimizagdo escrito na forma padrdo. E chamada de Fuse I o procedimento para determinar

uma solugdo inicial e, Fase Il o Método Simplex.
Fase I
Encontre uma parti¢do bdsica primal-factivel: A = (B N).
Faca PARE = FALSO, IT=0
(Sera FALSO até que a condi¢do de otimalidade seja verificada. IT indica o niimero da iteracao.)
Fase 11
Enquanto NAO PARE faca:
e Determine a solugdo bésica primal factivel:
xg=B"1b.
e Teste de otimalidade:
Determine a solugio bésica dual: y! = ch_l;
Encontre x; com custo relativo: ¢, — y’ a; < 0.
Secy—ylay >0, Vk=1,...,n—m,entdo a solucio na iteraciio IT é Stima.
PARE=VERDADE.
Sendo:
e Determine a direcdo simplex: dg = —B~!a;, de mudanca nos valores das varidveis basicas
e Determine o passo: el = min{—%|dge <0,i=1,... ,m}.

Se dp > 0, o problema nao tem soluc¢ao 6tima finita.

PARE=VERDADE.
Senao:
e Atualize a parti¢do bésica: ap, <> ay,IT < IT + 1.

Fim enquanto.
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3.3 SITUACOES REFERENTES AS SOLUCOES DE UM PPL

O Método Simplex € capaz de indicar em sua execucdo, caso exista solucdo, se o
problema tem solucd@o unica, solucdo ilimitada, se possui infinitas solucdes ou se nao possui

nenhuma solu¢d@o. Os casos especiais sao descritos a seguir.

3.3.1 UNICA SOLUCAO OTIMA

Quando um PPL envolve duas varidveis de decisdo (xj, xz), podemos encontrar a
solugdo 6tima graficamente, considerando o espaco vetorial R?. Para exemplificar, considere o
seguinte Problema de Programacado Linear (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Maximizar z = 3x; + 5x»

Sujeito a:
x <4 (34)
%<6 (3.5)
3x1+2x < 18 (3.6)
x120,x2>20 3.7

Representamos, geralmente, a varidvel x| no eixo x e a varidvel x, no eixo y. O con-
junto de restrigdes representado pelas inequagdes (3.4) a (3.6), constituem-se de retas lineares
escritas na forma de inequagdes no plano cartesiano, conforme ilustra a Figura 1. As inequagdes
sdo escritas na forma menor ou igual (x; < b;,;), com isso, o conjunto de pontos vidveis para
o problema, sdo os pontos comuns que constituem a regido abaixo dessas retas, denominada

regido factivel.

Qualquer ponto que pertenca a regido factivel € solu¢ao para o problema. No entanto,
nao € possivel verificarmos os infinitos pontos que pertencem a essa regido. De acordo com o
Teorema 3.2.4, uma maneira de encontrarmos a solu¢do para o problema ¢ avaliarmos os valores
assumidos nos vértices da regido factivel e verificarmos qual deles otimiza a funcao objetivo. A

Tabela 1 mostra o valor assumido da fun¢do objetivo z em cada um dos pontos selecionados.

Dentre os pontos examinados, a solu¢dao que leva ao maior valor de z € o vértice C =

(2,6), que corresponde a solugdo 6tima do PPL, representado no plano cartesiano.
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Figura 1: Exemplos de solucoes para o conjunto de restricoes

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005)

Pontos Examinados Coordenadas Valor da Funcao

(x1, x2) z=23x1+5x
0] (0,0 0
A (4,0) 12
B (4,3) 27
C (2,6) 36
D (0,6) 30
E (2,3) 21

Tabela 1: Vértices que pertencem a regiao factivel

3.3.2 MULTIPLAS SOLUCOES OTIMAS

Graficamente, um caso de multiplas solu¢des 6timas em um modelo de Programacgao
Linear acontece quando a direcao da fungdo objetivo vai obrigatoriamente alcancar mais de um

ponto extremo da envoltdria convexa do modelo.

Para ilustrar essa situagdo, considere o seguinte Problema de Programacdo Linear
(GOLDBARG; LUNA, 2005).

Maximizar z = 3x; + 2x»

Sujeito a:
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3x1+2x <18

x1 20,020

Todas as restricdes podem ser dispostas em um grafico, conforme ilustra a Figura 2.
Deve-se procurar o ponto que otimiza a fung¢do objetivo, pertencente a regido factivel. Note
que, a funcao objetivo € paralela a terceira restricdo do problema. Neste caso, qualquer ponto
que se encontre sobre a reta: 3x; + 2xp < 18, em regido vidvel, também serd valor 6timo. Em

outras palavras, o nimero de solugdes 6timas € infinito.

1 } O sentido da fungéo z
coincide com o sentido de

B uma das restricdes extremas

Figura 2: PPL com miltiplas solu¢oes 6timas

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005)

No Método Simplex, essa situacao ocorre quando é possivel gerar uma outra base com

o mesmo valor da funcdo objetivo.

3.3.3 PROBLEMA ILIMITADO

Para ilustrar o caso de um modelo de Programacdo Linear cuja solugdo € ilimitada,

considere o seguinte Problema de Programacgao Linear (GOLDBARG; LUNA, 2005)

Maximizar z = 3x1 + 2x»
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Sujeito a:
X1 —2x <2
3x1+5x > 15

x1 20,020

A Figura 3 ilustra a regido de solugdes para o problema. Note que, essa regido nao
possui nenhuma fronteira, isto é, o valor da funcio objetivo pode ser melhorado infinitamente
e ndo ha uma restricdo que limite o valor da fungdo objetivo. Neste caso, o problema sera
ilimitado.

X, A

Direcéo de crescimento
de z ndo blogueada

3x1+5x, 215

>
.

X

Figura 3: PPL com solucao ilimitada

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005)

No Método Simplex essa situacdo € caracterizada pela falta de op¢des para a varidvel

que deve sair da base, com todos os elementos ndo positivos € o custo reduzido € negativo.

3.3.4 PROBLEMA SEM SOLUCAO OTIMA

Essa situacdo acontece quando o conjunto de solucdes para o PPL € vazio. Neste caso,

nao existe nenhum ponto que satisfaca simultaneamente as restri¢cdes do problema.

Seja o seguinte Problema de Programacdo Linear a seguir (GOLDBARG; LUNA,
2005).

Maximizar 3x| + 5x;

Sujeito a:
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X1 —2x3 >2
2x < 1

x1 2 0,x02>0

Na Figura 4 pode-se observar que, ndo ha nenhum ponto que atenda todas as restrigdes,

ou seja, o PPL torna-se invidvel, pois a regiao de solucdes € vazia.

X,

4

X9=29>2

2 <1

Y

Figura 4: PPL sem solucio 6tima

Fonte: (GOLDBARG; LUNA, 2005)

Logo, o problema ndo admite solucdo 6tima.
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3.4 METODO SIMPLEX NA FORMA TABULAR (TABLEAUX SIMPLEX)

Um recurso alternativo que visa facilitar a execu¢do do Algoritmo Simplex é o método
na forma tabular (Tableaux Simplex). Assim, considere um Problema de Programacgdo Linear

descrito na forma padrao, como a seguir (GOLDBARG; LUNA, 2005):

min  z=cx; +cx2+ ... +coxg + 0xg 1 +Ox54 0+ ... + Oxp,
sujeito a:
apxy+apxy+...+agxs+x41+0+0+...+0=b

axixy +axpxy+...+axxs+0+x404+0+... +0=b;

()

Am1X1 + ampxo + ...+ apsxs +0+0+0+... +x, = by,

X1,X0, .00 Xn = 0

Organiza-se um quadro inicial para os célculos, conforme a Tabela 2:

Quadro Inicial:

Tabela 2: Quadro Inicial do Simplex no Formato Tabular

b R X vvveeeeeenennns Xg X ] eeeveeeernnees Xgbp evveeeenrveees Xp
Z Cl cevvennnnnnnnns Cll veeeevennnnnenn Cg Cgt] eveveenennnns Cotr connerenennnnns Cp

| () IO 0

Xs+1 bl A1 cevveeveneennns AL vovevvennnnenns Alg 0 0 0
by
Xstr b, Al eeeeeeeeeeeenn A cvvveeeeeennns Qs {0 I | 0 Ask

Xn by, Ayl eeeeeeeenennnns Qe +eeenevrvvenens Qs L) R 0. 1

Termo Matriz de Restricoes Varidveis de Folga
Ind. (m x m—n) (m x m)

Em que,

e A primeira coluna contém informacdes sobre a base atual, ou seja, a func@o objetivo z e
as variaveis xj...xg....xsy sdo solugoes bdsicas. As colunas intermedidrias contém informagdes

sobre as variaveis xj...x....Xs, € a Ultima coluna contém na primeira linha o valor atual da fungao

objetivo.

e A primeira linha refere-se a funcdo objetivo z. As demais linhas referem-se as restricdes do
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problema.

A configura¢do matematica associada € dada pela Tabela 3.

Tabela 3: Identificacao das Matrizes e Variaveis no Formato Simplex Tabular

Indice das Variaveis
Valor da F.O. Valor de z; —¢;
Indclllsce Area
L. XB XN = B 'R B! de
Variaveis ,
. . Calculos
Basicas

Variaveis Nao Basicas Varidveis Basicas

Que ao longo das iteracdes do algoritmo corresponde a forma candnica, conforme o

quadro geral dado na Tabela 4.

Quadro Geral:

Tabela 4: Quadro Geral do Simplex

X1 eevevnnnnnnnns Xl veeeneeennnnnnn Xs K] eoevoncnenences B Xn
Z 21 —C1--Zf —Ck---Zs —Cs Zs+1 — Cs+1---Ls+r — Cs+r---Zn — Cn
XB1 bl V11 ceeeneeeneannnn Vik ceeeeeeneeanens Vis
2 N : 1 b,
XBr | Dr | Vil e Vik vveeeeerreeees Vrs B~ Yok
.me bm yml ............... ymk ............... yms

Com o auxilio do quadro anterior, uma sequéncia de passos é executado para que a
solugdo 6tima seja encontrada. Estes passos convergem para a solucdo do sistema de inequagdes

lineares sujeitas a uma funcao objetivo.

Passo 1: Organizar o quadro inicial como indicado, partindo de um PPL escrito na forma padrao

Passo 2: Realizar o teste de parada

e Setodos os z; —c; < 0(j € J), entdo a solugdo 6tima foi alcangada.

e Caso contratio, escolha 0 maior z; —c; > 0 (j €J), isto é, zx — ¢, escolhendo o vetor

associado x; para entrar na base
Passo 3: Definir a varidvel que saird da base:

e Seyy <Oparatodoi=1,... ,m, entdo a varidvel x; podera ser diminuida indefinidamente

e o valor de z tenderd ao infinito negativo. Neste caso, a solugdo sera ilimitada.
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e Seyj = Oparatodoi=1,..,m,entdo faca:

. . . . . b;
Calcule r, onde r € a variavel basica relacionada ao minimo entre os coeficientes —. O
Yik
elemento y,; € denominado: pivo.

Passo 4: Substituir a r-ésima varidvel, correspondente a r-ésima equacao pela varidvel xi, que
passard a integrar a nova base, e recalcular as matrizes B~!, Y e os vetores z i —Cj, XB € Z0.

Retornar ao passo 2.

3.4.1 EXEMPLO NUMERICO

Nesta secdo resolvemos um exemplo numérico de um PPL utilizando o Método Sim-

plex na forma tabular.

Seja o problema a seguir, que consiste na maximizac¢ao do lucro na producgdo de 4
produtos, sujeito a um conjunto de 3 restricoes (GOLDBARG; LUNA, 2005).

Maximizar z =4x; +5xp +9x3+ 11xy
sujeito a

X +x0+x3+x4 <15

Tx1 +5x0 +3x3+2x4 < 120

3x1 4+ 5x0 + 10x3 + 15x4 < 100

0)62 O)C3 O)C4>O

Reescrevendo o sistema na forma padrao, temos:

Minimizar z = —4x; — 5x0 — 9x3 — 11x4 + Ox5 4+ Oxg + Ox7
sujeito a

X1+ x2 +x3+ x4 + x5+ 0xg + 0x7 = 15

Tx1 4 5x2 + 3x3 + 2x4 4+ Ox5 + x6 + 0x7 = 120

3x1 + 5x2 + 10x3 4 15x4 4 Ox5 4 Oxg +x7 = 100

0)62 OX3 0)64 OX5 0)66 OX7 0.

Com, x5, xg € x7 varidveis de folga.
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X1 X2 X3 X4 X5 cte
Base | -4 -5 -9 -11 O 0
X5 1 1 1 1 1 15
X6 7 5 3 2 0 120
X7 3 5 10 15 O 100

Variavel que entra na base: x4 (maior valor negativo em médulo: 11)

Variavel que sai da base: x; (pois 100/15 é menor que 15/1 e 120/2)

Pivo = 15.

A varidvel que entra na base ocupa a mesma posicao da varidvel que sai da base.

Deve-se escalonar a coluna x4 dividindo toda a linha do pivd por ele mesmo, ou seja,

dividindo a linha correspondente a x7 por 15. Obtemos:

X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 cte
Base | 4 -5 -9 -11 0 O 0 0
X5 1 1 1 1 1 O 0 15
X6 7 5 3 2 0 1 0 120
/3 23 1 0 0 1/15 2073

x7 | 1/5

Efetuando as operagdes elementares entre as linhas com o objetivo de zerar os outros

elementos da coluna do pivd. Entendemos por operagdes elementares multiplicar as linhas do

pivO pelo nimero que se pretende zerar com sinal oposto e somar com a linha que contém esse

numero a ser transformado em zero. Por exemplo: a linha do pivo € a linha correspondente a

variavel x7. O piv0 agora € o numero 1 (linha x; com coluna x4). Portanto, devemos zerar todos

os elementos da coluna x4. Comecamos pelo nimero 2, na linha imediatamente acima da linha

do pivo (correspondente a varidvel xg). Entdo, multiplicamos a linha do pivd por -2 e somamos

com a linha correspondente a variavel x¢. E assim sucessivamente com os demais elementos da

coluna x4. O resultado do pivoteamento é:

X1 b%) X3 X4 X5 Xg X7 cte
Base | -1,8 -4/3 -53 0 0 O 11/15 220/3
X5 08 23 13 0 1 0 -1/15 25/3
xe |33/5 13/3 53 0 0 1 -2/15 320/3
X4 5 173 23 1 0 0 7/15 20/3
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Esta solugdo ainda ndo € a 6tima, pois temos elementos negativos na linha da base.
Repetimos o procedimento:
Variavel que entra na base: x| (maior valor negativo em mddulo)
Variavel que sai da base: xs
Pivo = 0,8.
Devemos escalonar a coluna x; dividindo toda a linha do pivo por ele mesmo, ou seja,

dividindo a linha correspondente a varidvel x5 por 0,8. Obtemos:

X1 b%) X3 X4 X5 X X7 cte

Base | -1,8 -4/3 -53 0 0 O 11/15 22073
X5 1 5/6 5/12 0 5/4 0 -1/12 125/12
xe |33/5 13/3 53 0 0 1 -2/15 32073
X4 s 13 23 1 0 0 7/15 20/3

Agora, efetuamos as operacdes elementares entre as linhas com o objetivo de zerar os

outros elementos da coluna do pivo.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 cte
Base | 0 1/6 -11/12 O 0 0 11/15 1105/12
X1 1 5/6 5/12 0 54 0 -1/12 125/12
X6 0 -7/6 -13/12 0 -33/4 1 5/12  455/12
X4 0O 16 712 1 -1/4 0 1/12 55/12

Esta solucdo ainda ndo € a 6tima, pois temos um elemento negativo na linha da base.
Repetimos o procedimento:
Variavel que entra na base: x3
Variavel que sai da base: x4
Pivo = 7/12.
Devemos escalonar a coluna x3 dividindo toda a linha do pivo por ele mesmo, ou seja,

dividindo a linha correspondente a x4 por 7/12. Obtemos:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 cte
Base | O 1/6 -11/12 O 0 0 11/15 1105/12
X1 1 5/6 5/12 0 564 0 -1/12  125/12
X6 0 -7/6 -13/12 0 -33/4 1 5/12 455/12
X4 0 277 1 12/7  -3/7 O 1/7 55/7
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Agora, efetuamos as operacdes elementares entre as linhas com o objetivo de zerar os

outros elementos da coluna do pivo.

X1 Xy X3 X4 X5 Xe X7 cte
Base | O 3/7 O 11/7 13/7 0 5/7 695/7
X1 1 57 0 -5/7 10/7 0O -1/7 50/7
X6 0 -6/7 0 13/7 -61/7 1 4/7 325/7
X3 o 27 1 12/7 -3/7 0 1/7 55/7

Solugdo otima!

Nao temos elementos negativos na base. O lucro maximo € 695/7.
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3.5 O METODO DE PONTOS INTERIORES

O Meétodo Simplex percorre solugdes basicas factiveis encontrando sempre novos e
melhores vértices da envoltdria convexa do problema. Em alguns casos, o nimero de vértices
pode ser exageradamente alto e o método fica exposto ao risco de percorrer um nimero muito
grande de vértices antes de obter a solucdo 6tima, o que torna invidvel sua aplicagdo (ARENA-
LES et al., 2015). Um método alternativo, capaz de competir com o Método Simplex e, que tem
se mostrado bastante eficiente e muitas vezes superior para problemas com um nimero muito

grande de vértices e com milhOes de varidveis e restricdes, € o Método de Pontos Interiores.

O Método de Pontos Interiores publicado em 1984 por Karmarkar, geram pontos inte-
riores viaveis a regido factivel, até obter a solucao 6tima do PPL (PINTO; MENEZES, 2008).
Esse método pode ser dividido em trés grupos: primal, dual e primal-dual que, ao contrario do
Método Simplex, usam a cada iteracao toda a matriz de restri¢des até alcangar a solucdo Gtima
do problema (ARENALES et al., 2015). Este método € baseado na busca linear, em que as
direcdes de busca sdo determinadas resolvendo-se um sistema de equagdes lineares por meio
de métodos tradicionais, como o de Newton para sistemas nao lineares (GARDENGHI, 2014)

percorrendo o interior da regido factivel até atingir o vértice 6timo.

O Método de Pontos Interiores € descrito a seguir de acordo com (ARENALES et
al., 2015), o qual utiliza o método primal- dual que € considerado a versao mais eficiente dos
Métodos de Pontos Interiores. A definicao do problema dual pode ser vista em (GOLDBARG;
LUNA, 2005).

3.5.1 ELEMENTOS PARA A CONSTRUCAO DE METODOS DE PONTOS INTERIORES

Considere o problema primal e seu correspondente problema dual (as varidveis de folga

foram incluidas nas restri¢des do dual).

Primal Dual

Minimizar f(x) = cx Maximizar g(1) = b7 A
Ax=b ATA+pu=c
x=0 u=0

A regido factivel primal P = {x € R" tal que Ax = b,x > 0} tem sua fronteira definida
por x; = 0, para algum i. De outra forma, x € P estd na fronteira de P se, e somente se,
x; = 0, para algum i. Analogamente, a fronteira da regido factivel dual D = {A € R",u €

R" tais que ATA + 1 = ¢, > 0} tem sua fronteira definida por alguma restri¢io ativa: ajrl =
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cj,ouseja ;= 0, para algum j. Estas considera¢oes sugerem a defini¢do de pontos interiores

a seguir.

Definicdo 3.5.1 (Pontos Interiores:) Dizemos que x € P = {x € R" tal que Ax =b,x > 0} é um
ponto interior a P se x >0, isto é, x; > 0,j = 1,...,n. Também (A,nu) € D = {A € R",u €
R" tais que ATA + 11 = c, 0 > 0} é um ponto interior de D se uj >0,j=1,...,n.

Observacao 3.5.2 Neste trabalho, a propriedade fundamental para um ponto ser interior é:
xj >0, u; >0, j=1,..n Assim, nos referimos a pontos interiores a todos os pontos que

satisfacam esta propriedade, mesmo que Ax # b e/ou AT A + 11 # c.

O teorema das folgas complementares é de fundamental importancia para o desenvol-

vimento dos métodos de pontos interiores. Desta forma, o Teorema 3.5.3 € enunciado a seguir.

Teorema 3.5.3 (Folgas Complementares:) As solugdes x € R" e A € R™ sdo otimas, primal e

dual respectivamente, se e somente se:

Ax=b,x=>0 (x € factivel primal) (3.8)
AT+ pu=cu >0 (A éfactivel dual) (3.9)
Mixj=0,j=1,...,n.  (folgas complementares) (3.10)

Embora simples, as equagdes (3.10) introduzem uma nao linearidade ao problema e

uma caracteristica combinatoria do tipo:

se x; > Oentdo u; =0

se u; > 0entdo x; =0

Tal caracteristica combinatéria € ilustrada na Figura 5 por uma curva de otimalidade

ndo diferencial, isto €, o conjunto de pares (x;, lt;) que satisfazem a equagdo (3.10).



40

Figura 5: Curva de otimalidade

Fonte: (ARENALES et al., 2015)

Uma aproximacdo ou suavizagdo para as condi¢cdes de otimalidade do teorema das
folgas complementares consiste em perturbar a exigéncia x jjt; =0 parax;u; = 6 > 0. A Figura
6 ilustra os pares de pontos (xj,i;), em que [; = = e se pode observar que a aproximacao
proposta, suaviza a caracteristica combinatoria observada. As equagdes xj, ;= 0,j=1,...,n,
excluem pontos tais que: x; =0 ou u; = 0, isto €, pontos nas fronteiras das regides factiveis,

primal e dual. Portanto, apenas pontos interiores sdo considerados: x; >0e u; > 0.

Figura 6: Curvas de otimalidade suavizadas

Fonte: (ARENALES et al., 2015)
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Podemos escrever as condigdes das folgas complementares aproximadas: xjfl; =8, j =
1,...,n, em notacdo matricial. Para isto, considere as matrizes diagonais, as quais sdo invertiveis,

umavezquex; >0eu; >0,j=1,...,n

X1 U

X2 U

Xn Hn

Considerando ainda o vetor de n coordenadas iguaisa l: e= (111 ... 1 )T segue que:

X1H1

X X
XM — 2M2 | e XMe— 2H2

X1 M1

Xnn | i Xnn |

Assim, a aproximacgdo das condi¢des de otimalidade discutida nas equagdes (3.8) -

(3.10) podem ser reescritas a seguir, com x >0e u > 0.

Ax=1b (3.11)
ATA+n=c (3.12)
XMe = de (3.13)

O sistema (3.11) - (3.13) € central na constru¢ao de métodos de pontos interiores, o
qual depende do pardmetro 6 que deve tender a zero. A positividade das varidveis x e u é
mantida a parte por uma estratégia simples discutida a seguir. Somando-se as equagcdes em

(3.13) segue que:
u'x=n8 ou &=u’x/n
Portanto, para toda solugdo factivel e que satisfaz (3.13), segue:

8= Wix = l(c—AT)»)Tx = l(ch—/'LTAX) = l(C‘T)C—)~T19) = l(f(x) —g(4))

n n n n n
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Uma vez que:
Ax=D>
u=c—AT2

Do desenvolvimento acima conluimos que uma solu¢do que satisfaca (3.11) - (3.13) é

tdo préxima de uma solugdo Gtima quanto se queira, bastando ter § suficientemente pequeno.

Definicao 3.5.4 (Definicdo da Trajetoria Central:) A solucdo do sistema (3.11) - (3.13) para
um dado valor de  é denotado por: (x(6),A(8),1(d)) e a curva: (x(6),A(6),u(8)), 6 ERé

chamada de trajetoria central.

A defini¢do acima sugere que obter-se um ponto da trajetoria central consiste em deter-
minar um ponto vidvel que esteja a mesma distancia de ambos os eixos de coordenadas, ou seja,
que esteja centralizado dentro da regiao factivel. Para resolver o sistema (3.11) - (3.13) apresen-
tamos a seguir o método de Newton- Raphson, cuja convergéncia depende de uma aproximagao
inicial ser razoavelmente préxima da solugdo (x(6),A(0),u(d)), de modo que o valor § deve
ser iniciado e compativel com uma aproximacao disponivel, para entdo ser diminuido grada-
tivamente. Isto €, determinar um ponto da trajetéria central, resolvendo o sistema ndo linear
(3.11) - (3.13). O método de Newton- Raphson, permite seguir a trajetoria central a medida que

0 tende a zero, sem a necessidade de determind-la.

3.5.2 CALCULO DA DIRECAO DE BUSCA- O METODO DE NEWTON-RAPHSON

Uma estratégia muito comum e eficiente para tratar problemas nao lineares, que con-
siste na esséncia do método de Newton- Raphson, € perturbar um ponto de referéncia para uma
aproximacdo da solucdo do problema (Ver Apéndice). A perturbagdo passa a ser a incognita,
supostamente pequena, de modo que termos nao lineares podem ser desprezados, trabalhando-
se apenas com a parte linear (ARENALES et al., 2015).

O Método de Newton- Raphson é aplicado nas equagdes que descrevem o sistema
nao linear (3.11) - (3.13). Supondo que uma aproximagdo inicial (ponto de referéncia) para
o sistema (3.11) - (3.13) seja conhecida e denotada por: (X’ A’ u/)7, comx’ >0e u’ >0, e

perturba-se esta aproximacao por:

x 2w =0 A )+ (A Ay AT (3.14)
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Em que:
(Ax Ay, Au)T € a variacao que perturba o ponto de referéncia.

Substituindo (3.14) em (3.11) - (3.13) tem-se:

AW +A) =b (3.15)
AT(X + M)+ (1 +Ay) =c (3.16)
(X' +AX)(M' + AM)e = Se (3.17)

Em que as matrizes AX e AM sao dadas, analogamente a notacao anterior, por:

Ax;

Axy

Axp

Apy

A

Al

Do desenvolvimento acima, o sistema (3.11) - (3.13) pode ser reescrito em termos das

novas incognitas: Ax, AA e AUL.

AAx = b —AxX
ATAA + A =c—ATA — !

M'Ax+M A +AX.AM e = §e — X'M'e

Em que,

(AX.AM) s@o termos nao lineares desprezados.

Observacao 3.5.5 Na multiplicacdo de matrizes a propriedade comutativa ndo é vdlida. En-
tretanto, AX e AM sdo matrizes diagonais com: x > 0 e U > 0 respectivamente, o que torna
a propriedade vdlida e foi usada no desenvolvimento acima: AX .M'e = M' AXe = M'.Ax. A
tltima igualdade decorre das definicoes da matriz AX e do vetor e. As notagoes X e M foram

usadas para designarem matrizes diagonais geradas pelos vetores x' e [ respectivamente.
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O sistema (3.18) é uma forma alternativa de escrever o sistema (3.11) - (3.13) man-
tendo as varidveis originais recuperadas conforme (3.14). Descartando-se os termos nao linea-
res (AX.AM) e, que consiste num vetor cujas coordenadas sdo dadas por: Ax;,Au;, j=1,...,n

Desta forma, temos o seguinte sistema de equacoes lineares:

A 0 O |Ax Py
0 AT 1| |Ar]| = Pd (3.18)
M 0 X'| |Au de—X'M'e

Note que: p, =b—Axe p;=c — AT A — u fornecem as infactibilidades primal e dual,
respectivamente. Se p, = 0 (isto é, Ax = b), entdo a solugdo x’ é primal factivel, ou seja, um
ponto interior, uma vez que: X' > 0. Analogamente, p,; = 0 fornece a factibilidade dual. Métodos
que preservam as factibilidade primal e dual, p, =0 e p; = 0, sao métodos de pontos interiores

factiveis as regides factiveis.

A solugdo do sistema (3.18) chamada diregcdo de busca, fornece uma nova solucao de
acordo com (3.14). Esse procedimento pode ser repetido a partir da nova solucdo e assim por
diante, até encontrar uma solucao para o sistema nao linear (3.11) - (3.13) o qual consiste num

ponto da trajetdria central: (x(8),A(3),u(6)).

Entretanto, o objetivo de resolver (3.8) - (3.10) € encontrar a solucdo obtida aproxima-
damente por valores muito pequenos de J, ou seja, 6 deve tender a zero. Para isso, um dnico

refinamento é feito e o valor de 6 é diminuido.

Um critério muito usado para determinar a aproximagdo acima € o critério dos qua-
drados minimus. Uma abordagem mais completa sobre o método dos quadrados minimus pode

ser vista em Silveira (2014).

Desta forma, determine & tal que minimize };_, (6 — x;u})z. Este problema ¢é resol-

vido derivando em relacgdo a é e igualando a zero.

a n n n
8—2 (§—xu))=0= ;2(5—x;u}):0:>28n—:’12x;,u}:

€ portanto:

n / /
R e i
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Este valor 6 pode ser usado como uma estimativa inicial. Mas como é preciso reduzir

este valor de 8, adota-se:

n / /
j=1%H;

=0 . 0<ax<1.

3.5.3 TAMANHO DO PASSO

O método de Newton- Raphson apresentado acima busca a solu¢dao do sistema nao
linear (3.11) - (3.13) e ndo exige a positividade das varidveis x e (. Valores positivos para as
variaveis x e 1 podem ser garantidos com a introdu¢do de um passo na dire¢do de busca. Ou

seja, a nova aproximacao € determinada por:

@ A owl=E AV wr+e, A Ap)T (3.19)

em que 6 é um nimero real, 0 < 0 < 1 tal que: x’ > 0 e u’ > 0. Para isto basta escolher

0 por:

X, ‘
0 = . min {1; —E]j tal que Ax; <O0; _A‘u_;ij tal que A,uj<0}. (3.20)

e B é um ndmero real, 0 < f§ < 1.

As discussdes acima sugerem um método iterativo para resolver o sistema (3.8) -
(3.10), ou seja, uma sequéncia de vetores {(x®), A 1))} é gerada e, sob certas condi¢des,

converge para a solugdo do sistema (3.8) - (3.10).

3.5.4 CRITERIO DE PARADA

Considerando que o problema primal tenha uma solug¢do 6tima (consequentemente o
problema dual também tem), o algoritmo primal-dual de pontos interiores gera uma sequéncia
de pontos no R" : {x*)} e outra no R** : {(A®), u®))}, que convergem para uma solucio do

sistema (3.8) - (3.10). De outra forma, quando k torna-se grande:
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pfnk) =b—Ax*%) =0 (pg,k) € R™)
pg{) —c—ATAW _y®) 0 (pfik) € R")
(xN)T )

n

—0

Desta forma, buscamos uma solugao (x(k), A5 /,L(k)) que satisfaca:

(k)T (k)
k xNT
P~ pf~0 BEET L

Na pritica, fixa-se tolerancias pequenas e nos damos por satisfeitos, quando:

(k)T g (&)
X
Pl < Iyl < e % <égf (3.21)

Se as condi¢des em (3.21) sdo verificadas, o critério de parada é satisfeito.
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3.5.5 ALGORITMO PRIMAL-DUAL DE PONTOS INTERIORES

As operacdes discutidas na sec¢do anterior sdo sintetizadas em um algoritmo o qual
€ chamado primal-dual, pois, as varidveis primais e duais sdo perturbadas simultaneamente a
cada iteracdo (ARENALES et al., 2015).

Parametros

e (¢ : fator de reducgdo da suavizacao (por ex: o =0,1)
e [3 : fator para interioridade (por ex: § = 0,995)

® K4 nimero maximo permitido de iteragdes

e g, >0,64> 0,6 > 0: tolerancias pequenas

Variaveis de controle
e k : contador de iteracdes

e Otimo: se dtimo = verdade indica que uma solucdo 6tima foi encontrada

Inicializacao
o (x0 20 yONT ponto inicial, com x@ > 0e u® >0
° pg,o) =b—Ax"

° pi,o) = C—ATA(O) — ‘u(o)

A0, 0)

¢ 50 =g Il

ok=0

@wyuw

k k
ese Ipl<ey e IpPl<es e S

< €&y, entdo 6timo = verdade, caso o contrdrio,

otimo = falso.
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Enquanto 6timo = falso e k < K4, faca:

Inicio

1. Célculo da direcao de busca (Ax(k) ALK) Au(")). Resolva o sistema linear:

A 0 0] [a® Y
0 AT 1| |aA®]| = p
M® o x®| |au® §K e — x k) prk),

2. Determinagdo do tamanho do passo:

MO, “(k)
6=pB.min {1; ——L— talque Axj<0; — / talque Au; <0 p.

A Ap®

3. Atualizacoes:
kD = 30  gAx®) - A+ = (0 L gap®) kD) — i (0) 4 gAp*)
p(pk'H) — b — Axk+1)

pc(ik+1) — c— AT (k+1) _‘u(k+1)

Sk — g5k

k=k+1

()T 8

k k
4.5e lpy I <e e lIpyll <ea e .

< &y entdo 6timo = verdade.

Fim da iteracado.
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4 PROBLEMA DO CORTE E EMPACOTAMENTO

No processo de manufatura de algumas empresas, muitas vezes se faz necessdario cor-
tar pecas maiores em itens menores e alocar objetos menores em itens maiores de tamanhos
e quantidades variadas para que seja possivel atender toda a demanda. (ARENALES et al.,
2015). Nesse processo de manufatura, sdo geradas sobras de materiais que, muitas vezes, nao
podem ser reaproveitadas. Neste contexto, o estudo de problemas de otimizacdo por meio da
Programacdo Linear, permite estabelecer padrdes que podem ser combinados de tal forma que
resultem na menor perda possivel de materiais e, consequentemente, oferecendo um menor

custo no processo de produ¢ao (ARENALES et al., 2015).

Desta forma, o Problema do Corte consiste em escolher padroes de corte de materiais,
como rolos de papel, chapas metélicas, etc., de modo a atender a uma demanda, utilizando a
menor quantidade de material disponivel ou resultando na menor perda possivel (LINS; CA-
LOBA, 2006). Na execu¢do do Problema do Corte feita pelas industrias podemos defini-lo
como unidimensional, em que barras metalicas, barras de aco e bobinas de papel sdo cortadas
apenas em uma dimensdo, ou bidimensional em que, por exemplo, placas de madeira, tecidos
e chapas de aco sdo cortadas em duas dimensdes, ou tridimensional, em que blocos de espu-
mas, por exemplo, para a produgao de colchdes e travesseiros sao cortados em trés dimensoes

(ARENALES et al., 2015).

Analogamente, podemos definir o Problema de Empacotamento. No processo de ma-
nufatura de algumas empresas, o Problema de Empacotamento pode ser definido como o caso
em que itens (pecas menores) devem ser alocados em objetos maiores (pe¢as maiores), de ta-
manhos variados, para atender as solicitacdes de clientes, de modo que a perda de itens seja
minimizada (ARENALES et al., 2015). O Problema de Empacotamento consiste na escolha de
padrdes de empacotamentos de modo que seja atendida a demanda, resultando na menor perda
possivel (ARENALES et al., 2015).

Ambos os problemas podem ser formulados por meio da Programagdo Linear. O ob-

jetivo principal do estudo desses problemas € oferecer auxilio na tomada de decisdo, indicando
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os padrodes de corte e empacotamento mais eficientes que otimizam uma func¢do objetivo. Esta
funcao, por sua vez, pode minimizar os custos, as perdas ou a quantidade de matéria-prima, ou

objetos necessarios utilizados para o corte e empacotamento de pegas.

4.0.6 FORMULACAO MATEMATICA DE UM PROBLEMA DE CORTE E EMPACOTA-
MENTO

Para a formula¢ao matematica de um Problema do Corte e Empacotamento, suponha-
mos que em um problema unidimensional, deseja-se cortar barras disponiveis de um tamanho
padronizado L para a produgdo de m tipos de itens (barras menores), com tamanhos /1,15, ...L,,
em quantidades variadas by, b,, ..., by, respectivamente. Isto é, deve ser produzida a quantidade
b; da peca de comprimento /; (ARENALES et al., 2015). Conforme os tamanhos e as quantida-
des dos itens encomendados, podemos ter varias maneiras de cortar as barras em estoque. Uma
maneira de se cortar uma barra é de acordo com os padrdes de corte em que, cada padrdo de
corte j, j = 1, 2,...,n, associamos a um vetor m-dimensional a; = (ayj, azj, ... , Gyj) €M que, a;;
fornece o nimero de itens do tipo i no padrdo de corte j. Varios padrdes distintos podem ser
determinados. Um vetora= (¢ a, --- a,)’ representa um padrio de corte unidimensional

se, e somente se, o sistema (4.1) é satisfeito:

arli tahb+...4+apl, <L “4.1)

a; > 0,a, > 0,...,a, > 0 ¢ inteiros
Suponha que existam n padrdes de corte, ou seja, n solucdes possiveis para o sistema.
Uma vez definidos os padrdes de corte, o problema consiste em determinar quantas barras
devem ser cortadas de acordo com cada padrao, de modo que a demanda de cada item seja aten-
dida, utilizando-se 0 menor nimero possivel de barras. Define-se a varidvel x; como o nimero
de barras cortadas conforme o padrdo de corte j. Assim, o Problema do Corte e Empacotamento

pode ser formulado de acordo com as equagdes (4.2), que se refere a funcdo objetivo, (4.3), o

conjunto de restricdes e, (4.4) a condi¢ao de ndo-negatividade.

Minimizar f(x) = x; +x +x3+ ... + x, 4.2)

sujeito a:
aixy+apxs +aizxs+ ...+ apx, = by

ar1Xx1 + arxs +ax3xz + ... + ax,x, = b 4.3)
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A1mX1 + aonX2 + A3mX3 + ... + ApnXn = by
x120,x>20,x3>20,....x, > 0. “4.4)
Como as varidveis deste modelo representam o nimero de barras a serem cortadas,
devem ser necessariamente inteiras. Na pratica, esta condi¢do dificulta a resolu¢ao do modelo.
Desta forma, suponha que a demanda b; seja dada em unidades de peso. De acordo com (ARE-
NALES et al., 2015), pode ser feita uma mudanga na varidvel, em que y; denota a quantidade

(peso) cortada conforme o padrdo de corte j, obtendo-se um modelo equivalente conforme as
equagoes (4.5) e (4.6).

Minimizar f(y) =y +y2+y3+...+y, (fungdo objetivo) 4.5)

sujeito a:
(h/L)anyy + (I1/L)aizyz + (Li/L)aizys + ...+ (ly /L)ainyn = by

(I/L)axiy1 + (I2/L)axyz + (I /L)axzys + ...+ (I2/L)az,yn = by (4.6)

(lm/L)amlyl + (lm/L)amZyZ + (lm/L)am3y3 +...+ (lm/L)amnyn - bm

onde y; > 0 significa a quantidade (em uma unidade de peso) de material que deve ser

cortada no padrao j.
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5 EXEMPLO DE UM PPL RESOLVIDO PELO METODO SIMPLEX E PONTOS
INTERIORES

Neste capitulo apresentamos a resolucdo de um Problema de Programacao Linear pela
aplicag@o do algoritmo do Método Simplex e do Método de Pontos Interiores de acordo com
(ARENALES et al., 2015).

Considere o seguinte problema de otimizagdo linear (ARENALES et al., 2015):

Minimizar — x; — 2x»

Sujeito a:
X1+x <6
X1 —x <4 (5.1)

—x1+x <4

Introduzindo as varidveis de folga x3, x4 € x5, e aplicando as operacOes elementares,

temos o problema escrito na forma padrdo, conforme segue.

Maximizar x| + 2x + 0x3 + Ox4 + Oxs

Sujeito a:
X1+x2+x3+0xs4+0x5 =6
X1 —Xx+0x34+x4+0x5 =4 (5.2)
—Xx1+x4+0x3+0x4 +x5 =4

X1 2 0,.X'2 2 0,X3 2 0,.X'4 2 0,.X'5 2 0.
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Inicialmente, aplicamos iterativamente o algoritmo do Método Simplex para obter a
solucdo 6tima do PPL, avaliando o valor da fun¢do objetivo em cada vértice da regido factivel.

Para iniciar o algoritmo, uma solucao basica factivel inicial € obtida com a introdugdo
das variaveis de folga, pois seus coeficientes formam uma matriz identidade que, associada a
condi¢do de ndo negatividade dos termos independentes, formam uma parti¢cdo bésica primal
factivel (ARENALES et al., 2015).

Fase I

Encontre uma particdo bdsica primal-factivel: A = (B N)

ool
Il
o O =
o = O
- O O
Q
=
Il
=Y
|
—_

Fase II
12 Iteracao

e Determine a solucdo bdsica primal factivel: xg = (x3,X4,X5)

1 0 0] |6 6
xp=B"'"b=>xp= {0 1 0| |4 = |4
00 1] (4 4
e Teste de otimalidade
Determine a solugio bésica dual: y! = CBTB_]
CB = (637C47C5) = (07070)
1 00
yi=ckB 1=yl = [o 0 0} 01 0= [0 0 0}
0 01
Encontre x; com custo relativo: C;< =c—yagk=1,2.
1
cf=ci1—ylag=-1- [0 0 O} 1| =-1
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1

c'zzcz—yTazz—2—[0 0 O} -1 =-2
1

A varidvel x, entra na base, pois possui 0 menor custo relativo negativo. Como ha

custos relativos negativos, a solucdo na parti¢ao basica atual ndo € 6tima.

e Determine a dire¢do simplex: dg = B~ 'ay,

dg = B_laz =

o O =
o = O
- O O
|
[S—Y
Il
|
[—

O vetor dp mostra como as variaveis basicas sdo alteradas: xg = xg + €dp, as quais,
nesta iteracdo, sao: x3,x4 € X5. As varidveis ndo bésicas x; e x; se alteram conforme a estratégia

simplex: x; =0ex; = €.

e Determine o tamanho do passo:

€Y = minimo AERC T G minimo 6 4 =4 = 5
N dg; dgy | Uty

A variavel x5 sai da base.
Com esse valor de €, (x1,x2) = (0,4) é a nova solugdo obtida pelo Método Simplex (Figura 7).

e Atualize a parti¢ao basica: troque a i-ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N.

22 Tteracao

e Solucdo bdsica: xg = (x3,x4,x2)



e Teste de otimalidade

Determine a solucio bésica dual: y! = ch_l

cg = (¢3,¢4,c2) = (0,0,-2)

1 0 —1
yT:gB4:wT:B)0-4]0 11 :[oo —4
00 1
Encontre x; com custo relativo: c}( =c—y ag k=1,5.
1
c’lzcl—yTalz—l—[O 0 —2} 1|=-3
—1
0
cg:cs—yTaSZO—[O 0 —2] 0| =2
1

A variavel x; entra na base, pois possui 0 menor custo relativo negativo. Como ha

custos relativos negativos, a solucdo na parti¢ao basica atual ndo € 6tima.

e Determine a direcdo simplex: dg = B~ 'ay,

1 0 —1 1 2
dg=Blaj=10 1 1 1|l=1]0
00 1]]|-1 -1

O vetor dp mostra como as variaveis basicas sao alteradas: xg = x% + €dp, as quais,

nesta iteracdo, sao: x3,x4 € xp. As varidveis ndo bésicas x; e x; se alteram conforme a estratégia
simplex: x| = € e xs =0.

e Determine o tamanho do passo: (apenas dg; > 0)

55
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0 . X3 .. 2
€’ = minimo { —, » = minimo ¢ = » =1
{dBl } {2}

A variavel x5 sai da base.

e Atualize a parti¢do bdsica: troque a i-ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N.

I 0 1
B=11 1 -1 e N=
-1 0 1 1

32 Iteracao

e Solucdo bdsica: xg = (x1,x4,x2)

12 0 —1/2| | 6 1
xp=B 'b=xzp=10 1 1 4 | =138
1/2 0 1/2 4 5

e Teste de otimalidade

Determine a solugo basica dual: y! = cLB~!

cp=(c1,c4,¢2) = (—1,0,-2)

1/2 0 —1)2
=Bt =y =10 —2[| 0 1 1 |=]320 172
1/2 0 1/2

Encontre x; com custo relativo: c}c =cr—ylag k=3,5.

cgzq—yTag:O—[—?,/Z 0 —1/2} 0| =3/2

cg:05—yTa5=0—[—3/2 0 —1/2} 0| =1/2
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Como ¢ — yTak > 0;k = 1,5, segue que, a solucao atual € 6tima.

Portanto, explicitamos que a solugdo 6tima que maximiza a fun¢ao objetivo é:

X1 1
X2 5
X= 1 X3 = 0
X4 8
Lxs ] L0

A Figura 7 ilustra a Trajetéria do Método Simplex, percorrendo os vértices da regido

de solugdes até obter a solucdo 6tima.

Figura 7: Trajetoria do Método Simplex até obter a solucao 6tima

Fonte: (ARENALES et al., 2015)
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A seguir, apresentamos o desenvolvimento das iteracdes do Método de Pontos Inte-
riores para obter a solucdo 6tima, aplicado no exemplo anterior. A titulo de conhecimento, a

primeira iteragcdo foi desenvolvida para melhor entendimento dos passos do algoritmo.

Dados iniciais

Ponto Inicial: xO = (1 1 4 4 47, p@@ 111 1T, 2O =0 0 0)7
Parametros:

e Fator de reducao da suavizacdo para as condi¢des de otimalidade: oo =0, 1

e Fator para interioridade que garante a positividade dos pontos interiores: = 0,995

e Tolerancias pequenas para o critério de parada: €, = &, = & = 0,5 X 1073

-2

0 -3

opy) =b—Ax0 = | o pV = c—ATAO _ @ = |
0 —1
. _1 -

n (0)(0)
TR e SO (LI [0 B B V) PN
n 5
xONT 1, (0)
clpll=0<e,  p0I=3>e LR a5

O critério de parada ndo € satisfeito.

Iteracao 1: (k = 0)

e Direcdo de busca (Ax© AL Au(9)) (Utilizamos o Sistema Normal - Ver Apéndice)

00 = XOMO1 = diggxl® /@ 0 /p® 00 O, 0 ng) /“5«)))
00 = xOpO-1 = giag(1 1 4 4 4)

1 11 -1
1 1 100 I 1 -1 1

[A@)(O)AT}: 1 -1 01 0| x 4 x 11 0 o
11001, 4 0 0

4 0 0 1

o - 5%x5 - - 5x3
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%)
X
n
— 1
_1004
po—
1_040
11400_
X
n
X
)
- 1
o O o~
S — O
— O O
o
1_1
—
11_
Il
| — |
~
=
S
©)
—M—

]3><3
) u0) 5(0>X<o>—1e>

-2

-2 6

0
d

) +A00) (p

0
p

=p

p0)

S o -
S - O
— o O
—
1_1
—
11_

e — |
IT

P

o

oS O O

e —|

0,25

—0,28

1

<
v
1
NN N
- A A
S S <o
1
X
0
S
=
_
X
w
1
Yo o o
]
X
w
X
o
- 1




[ 1,28
I 1 400 2,28
b9 =10 + 11 -1 040 x | -007
3l -1 1 0 0 4 345 —0,07
_—0,07_le
—3,8400
b =1 0,7200
~1,2800 |,
Resolvendo o sistema normal: [A®(O)AT]AA = b tem-se:
6 0 0 ALy ~3.84 —0,6400
0 6 —2|x|an|=] 072 |=aO=] 0,055
0 -2 6 A3 —1,28 —0,1950

Ax©) — @) (ATM«)) —(e—ATA—p) ) —p© 4 5(0)X<o>—1e)

1 1 1 -1
1 1 -1 1 —0,6400
Ax(0) = 4 X 1 0 0 x | 0,0550
4 0 0 —0,1950
4 0 0 1
= - 5%5 - - 5%x3
[ 1] 1 ] [ 1]

1 1 1

1 + 0,28 x 0,25 x |1

1 0,25 1

1 0,25 1

- - 5x1 - - 55 - - 5x1

3x

5x1

60
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1 [ 0,39
1 —0,89
Ax0) = 4 X —0,64
4 0,055
I 4, | 0,195
1 ] [ 0,89 ]
1 1,39
A0 = 4 x | —0,57
4 0,125
I 4),.o L —0125
[ 0,8900 |
1,3900
A = | 22800
0,5000
| —0,5000 |
Ap©® = — ) 4 50)x(0)~1, _ @(0)~17,(0)
[ 1 ] B
—1 1
Ap©® =1 —1 + 0,28 x 0,25
—1
—1
- - 5x1 -
- )
—1
—0,25 X
—0,25
I -0,25] _

1 [ 0,28
2 0,28
+1o0 +1 0,07
0 0,07
5x1 0—5><l —0707 5x1
0,8900 |
1,3900
= | —2,2800
0, 5000
5%1 | —0,5000 | 5%1
i -
1
x |1 +
0,25 1
0’25- 5%5 - ! 45x1
[ 0,8900 |
1,3900
—2,2800
0,5000
| —0,5000 |,




—1 0,28
—1 0,28
Ap©® =1 _1 + 0,07
~1 0,07
L P 0,07] 55
[ —1 ] [ 0,28 ] [ 0,890 ] [
—1 0,28 —1,390
Ap©® = | +1 0,07 +1 0,570 =
—1 0,07 —0,125
Ly LOO7T g L0 I, L
[ —1,6100 ]
—2,1100
Au©® = | —0,3600
—1,0550
—0,8050 |
e Tamanho do passo:
O (0)
0=pf.min<1; — ](0) tal que Ax§~0)<0; — 1(0)
ij A,uj
6 = 0,995 x 0,4739 = 0,4716
e Atualizagoes
(D) = 0) 1 gAx©)
[ 1] [ 089 | [1] [ 04197 ]
1 1,39 1 0,6555
XD =14|+04716| —228 | =| 4 |+ | —1,0752
4 0,5 4 0,2358
| 4 ] | 0,5 | |[4] [ —0,2358 |

X
e GG G U G —y

5x1

~1,6100
—2,1100
—0,3600
—1,0550
—0,8050

tal que Au; <0

1,4197
1,6555
2,9247
4,2358
3,7642

- 5x1

—0,8900
—1,3900
0,5700
—0,1250
| 0,1250

62

- 5x1
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0 —0,6400 0 ~0,3018 ~0,3018
A0 =10404716| 0,0550 |=|0 |+]| 02593 | =] 0,2593
0 —0,1950 0 —0,0919 —0,0919
[ 1] [ —1,6100 ] [1] [ -0,7592] [ 0,2407 |
1 —2,1100 1 —0,9950 0,0049
uth 1 |+0,4716 | —0.3600 | = | 1 —~0,1697 | = | 0,8302
1 —1,0550 1 —0,4975 0,5024
1 | —0,8050 | | 1| | —0,3796 | | 0,6203 |

5§ =as® =0,1x%x0,28 =0,028

)| =0<e, [Ip}]=1,5853 > ¢

X7 (M ~[(1,4197 1,6555 2,9247 4,2358 3,7642)(0,2040 0,0049 0,8302 0,5024 0,6203)]
5 5

MWy (0.3418640,00827 +2,42816 +2.12848 +2.3353)  7.24207

T (034186 +0,00827 12, 42816+ 2, 12848 +2,3353) _ T 24207 _ ) ey,
5 5 5

O critério de parada ndo € satisfeito.

Iteracao 2: (k=1)

e Direcio de busca (Ax!") AL Ap(D)

_ . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 =x MM~ = diag(x)" /uf" 5" /" 5" /s D g A )

O = xWpM=1 = diag(5,8962 331,0948 3,5229 8,4294 6,0675)

340,5138 —325,1986  325,1986
[AG)(I)AT} = | —325,1986 345,4204 —336,9910
325,1986 —336,9910 343,0585



—532,7304
me:¢P+A@m(Aﬁ+yﬂk—ﬁﬂxm—%): 532,6293
—523,3909
—1,0950
AL = | 0,2222
—0,2694
1,3700 |
3,5172
AdD) — @) (ATMm ¢ 5<1>x<1>—1e> = | —4,8872
2,1473
| —2,1473 |
[ —0,4534 |
0,0013
ApD = —p () 4 §WxD-1, _@-IAdD = | o 5666
—0,7506
| —0,2591 |
e Tamanho do passo:
(1) (1)
X5 i
0 = f.min [} 1; —]—1 tal que AtV <0; — & 5 talque
AV ! A

0 =0,995x 0,5311 = 0,5284

o Atualizages: x2 = x(1) 4 g Ax()

2,1436
3,5140
0,3425
5,3704
2,6296

2@ =210 1 gAar (M

—0,8804
0,1433
—0,2343

64

Auj < O}

[ 0,0012 ]
0,0051
1,1296
0,1059

| 0,4835
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[ —0,4984
0 —0,7476
PP =b-ax®=| o PP =c—ATA@ — @ = | 02492
0 —0,2492
| —0,2492 |
5@ = a8 =0,1x0,028 =0,0028
@7 )
PP =0<e, PP =07476>¢e, TE 044955 ¢,
O critério de parada ndo € satisfeito.
Iteracao 3: (k= 2)
e Direcdo de busca (Ax®) AL Au(?)
0@ = 10% x diag(1,7805 0,6184 0,0003 0,0507 0,0054)
2,3993 11,1621 —1,1621
[AG)(Z)AT} —10°x | 1,1621  2,4497 —2,3989
—1,1621 —2,3989 2,4044
1,3467
b®) =103 x | —0,4356
0,4296
[ 0,9963 ] [ 0,0007 |
1,4486 —0,0072 ~0,6197
AP = | —0,4523 Au® = | 0,3705 AL®) = | —0,0957
2,4449 —0,1536 ~0,2163
| —2,4449 | —0,0329 |




e Tamanho do passo:

6 = . min < 1;

0 = 0,6860

o Atualizagées: x%) = x2) + AxD)

)

(2)
Ax;

tal que Axgz) <0; —

(2)

M,
Ap

2 tal que

A6 =212 £ 9A2(2)

A[.Lj<0

66

1,4601 | [ 0,0017

4,5078 —1,3056 0,0007
3 =1 0,0322 A8 =1 0,0777 u® = 1,3838

7,0477 —0,3827 0,0005

| 0,9523 | | 0,4609 |
[ —0,1565 |
0 —0,2347
PP =b-a® =0 P =e—aTA® —u® = | _0,0782
0 —0,0782
| —0,0782 |
8B =as@ =0,1x0,0028 = 0,00028
(3)7 1, 3)
1Pl =0<e,  1pY)=0,2347 > ¢, %:0,0985>sf
O critério de parada ndo € satisfeito.
Iteracao 4: (k = 3)
e Direcio de busca (Ax®) ALG) Au®))
0©) = 10* x diag(0,0881 0,6230 0,0000 1,3314 0,0002)
0,7111 —0,5350 0,5350 —15947
[A®(3>AT} =10* | -0,5350 2,0424 —0,7111 b3 =103 x | 0,2866
0,5350 —0,7111 0,7113 —1,3210
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—0,4984 | [ —0,0009 ]
—0,1948 0,5331 —0,0007
ALG) = | —0,0777 Ax®) = | —0,0347 Au® = 0,1165
—0,1169 1,0315 —0,0006
| —1,0315 | —0,0386 |
e Tamanho do passo:
) u®
0=p.min < 1; — ]3 tal que Ax(-3)<0; —— talque Au; <0
AL J Aul
J J
6 =0,9186
o Atualizagdes: x® = x) 4 0Ax3) A0 =20) 1 9AL0) p® =pu® 4 oAut
[ 1,0022 ] [ 0,0008 ]
4,9975 —1,4845 0,0000
x® =1 0,0003 2@ =1 0,0064 p® = 1,4909
7,9952 —0,4901 0,0000
| 0,0048 | | 0,4964 |
[ —0,0127 ]
—0,0191
=10 PV =1 —0,0064 5@ = 0,000028
—0,0064
| —0,0064 |
Ipy |l=0<e¢, Py || =0,0191 > g T =10,00072635 > g/

O critério de parada ndo € satisfeito.

Iteracao 5: (k= 4)

e Direcdo de busca (Ax™) AL®) Au®)

0¥ = 10° x diag(0,0121 1,3377 0,0000 9,4998 0,0000)
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0,1350 —0,1326 0,1326 —2,5661
[A@“”Aﬂ —100% |—0,1326 1,0850 —0,1350| b =10%x | —3,5082
0,1326 —0,1350 0,1350 —2,5373
[ —0,0022 | [ —0,0008
—0,0155 0,0025 —0,0000
AL@ = | —0.0064 A9 = | —0,0003 Au® = | —0,0091
—0,0099 0,0047 —0,0000
| —0,0047 | | —0,0036
e Tamanho do passo:
@ u®
0=pB.min {1; ——L_ talque AxY <0; ——1 tal que Au; <0
A y Ap®
J J
6 =0,9997

o Atualizagées: x\) = x*) 4+ 0 Ax¥) A5 =24 1 9AL®

11,0000 | [ 0,0000
5,0000 —1,5000 0,0000
5 = | 0.0000 A5 = | —0,0000 u® = 11,5000
8,0000 —0,5000 0,0000
| 0,0000 | | 0,5000
e
0 0
=10 V=10 §©) =0,0000028
0 0
L 0 .
T
||p§75)||:0§817 ||P£15)||:0§€d x(4)5u(4) _o<g

O critério de parada € satisfeito.

Portanto, a solu¢do que maximiza a fun¢do objetivo é:
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X 1,0000
X 5,0000
x=|x | = 0,0000
Xy 8,0000

| xs | | 0,0000 |

A Figura 8 ilustra a Trajetéria do Método de Pontos Interiores, percorrendo o interior

da regido de solugdes até obter a solucdo 6tima.

Figura 8: Trajetoria do Método de Pontos Interiores até obter a solugcao 6tima

Fonte: (ARENALES et al., 2015)

O Método Simplex tem sido utilizado com sucesso na resolucdo de problemas praticos,
pois em geral, tem-se mostrado eficiente e confidvel, isto €, resolve problemas reais em tempo
aceitavel e os resultados obtidos sao confidveis. Por outro lado, o Método de Pontos Interiores
tem-se mostrado bastante eficiente para problemas com dimensdes maiores. Conforme apre-
sentado no exemplo anterior, o0 Método de Pontos Interiores usa a cada iteracdo toda a matriz
de restri¢des, tornando o tempo de iteragdes bastante elevado. Neste caso, o0 Método de Pontos
Interiores nao tem vantagens sobre o Método Simplex mas torna-se competitivo € muitas vezes
superior para problemas com dimensdes maiores (ARENALES et al., 2015). Para o exemplo
apresentado neste trabalho, ambos os algoritmos iterativos alcangaram a solu¢ao 6tima, porém,
o0 Método Simplex executou um nimero menor de iteracdes e, além disso, as operagdes de cada
uma delas também tem um custo computacional menor que as operagdes do método de pontos
interiores. Por isso o método simplex obtém a solucdo Gtima, para este exemplo, com menor

esforco computacional e em menor tempo.
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6 ESTUDOS DE CASO

Neste capitulo sdo apresentados trés estudos de caso de problemas de corte e empaco-
tamento, de trés industrias de pequeno porte. O primeiro estudo aborda a aplicagdao do Problema
de Empacotamento em uma fabrica do municipio de Nova Fatima-PR, com o objetivo de mi-
nimizar a perda de alimento durante o processo de empacotamento de amendoins. O segundo
estudo busca minimizar o desperdicio de matéria-prima utilizado por uma gréfica no processo
de corte e acabamento bobinas de filmes de pvc. O terceiro e ultimo estudo também aborda a
aplicacdo do Problema do Corte em uma grafica do municipio de Ibaiti-PR, que corta folhas
de resma de tamanhos variados para atender seus pedidos. Esses problemas foram modelados
por meio da Programacdo Linear e aplicado os métodos de resolugdo para encontrar a solugao

Otima.

6.1 APLICACAO DA PROGRAMACAO LINEAR EM UMA FABRICA DE EMPACOTA-
MENTO DE AMENDOIM

O objetivo deste estudo € formular um Problema de Programacao Linear que minimize
a perda do produto durante o processo de empacotamento de amendoins de uma fabrica do
municipio de Nova Fatima- PR, por meio da aplicacdo do Problema de Empacotamento. No
processo de manufatura de algumas empresas, o Problema de Empacotamento pode ser definido
como o caso em que itens (pecas menores) devem ser alocados em objetos (peg¢as maiores), de
tamanhos variados, para atender as solicitagdes de clientes, de modo que a perda de itens seja
minimizada (ARENALES et al., 2015). Analogamente, o Problema de Empacotamento consiste
na escolha de padrdes de empacotamentos de modo que seja atendida a demanda, resultando
na menor perda de material possivel (ARENALES et al., 2015). Este tipo de problema pode
ser formulado por meio da Programacdo Linear (ARENALES et al., 2015) e ¢ amplamente es-
tudado na literatura. Em Riff et al. (2009), por exemplo, € feita uma revisdo das abordagens
para os problemas de empacotamento em faixas bi-dimensional. Para o problema de empacota-
mento de amendoins proposto neste estudo, a solugdao 6tima € obtida pela aplicagdo do Método

Simplex (ARENALES et al., 2015) com apoio computacional.
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A fébrica em estudo empacota amendoins em dois diferentes tipos de embalagens: A
(60 g) e B (140 g), sendo que a fabrica dispde de 1000 embalagens tipo A e 1000 embalagens
tipo B. Para empacotar os amendoins nessas embalagens, sdo adquiridos 60.000 g de amen-
doins, comprados a granel. Os padrdes de empacotamento sdo pré-estabelecidos de acordo com
os equipamentos e mao-de-obra disponiveis. O problema consiste em decidir quantas vezes
cada padrao de empacotamento deve ser executado (varidveis de decisdo) de forma que a de-
manda seja atendida e a perda de produto (amendoim) seja a minima possivel (func¢do objetivo).
A Tabela 5 apresenta os possiveis padroes de empacotamento de amendoins juntamente com a
perda em cada padrdo definido. As unidades foram convertidas para gramas. As varidveis de
decisdo x;;i = 1,...,9, representam os padroes de empacotamento pré-estabelecidos de acordo

com o equipamento e mao-de-obra da fabrica.

Tabela 5: Possiveis padroes de empacotamento.

Tipos de pedidos | 1000 embalagens tipo A 1000 embalagens tipo B
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
1. 12000g 1 2 2 0 2 5 3 1 1
2. 18000g 1 0 2 0 3 1 4 0 5
3. 30000g 1 1 0 2 2 2 1 4 1
PERDA (g) 0 6000 O 0 2000 2000 2000 8000 8000

A formulagdo matemadtica do problema de minimizacdo das perdas de produto € des-
crito conforme as equagdes (6.1), como um Problema de Programacdo Linear. O objetivo é
minimizar as perdas no processo de empacotamento e satisfazer a demanda dos tipos de pedi-
dos. Alguns limitantes foram incluidos devido ao arranjo de padrdes que devem ser executados

na pratica em virtude dos equipamentos e mao-de-obra disponiveis.

Min 6000x2 + 2000x5 4 2000x¢ + 2000x7 4+ 8000xg + 8000x9
Sujeito a:
X1+ 2x 4+ 2x3 + 2x5 + Sxg 4+ 3x7 + x3 +x9 = 12000
X1+ 2x3 + 3x5 4+ X6 + 4x7 4+ Sx9 = 18000 6.1
X1+ x2 + 2x4 + 2x5 4 2x¢ + x7 + 4xg + x9 = 30000
x1 > 1000,x3 > 1000,x4 > 1000, x5 > 1000,x¢ > 1000,x7 > 1000, x3 > 0,x9 > 1000
A solucdo 6tima € obtida pela aplicacdo do Método Simplex, com 12 iteracdes, com

apoio do software LINDO (www.lindo.com). A solug¢do aponta o desperdicio minimo de 14.000

g de produto e as varidveis de decisio sdo o numero de execugdes de cada padrdo de empacota-
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mento: x5 = xg = x7 = X9 = 1000,x; = 4000,x3 = 1000,x4 = 10000, x, = xg = 0. Esta solu¢do
foi comparada com a execugdo tradicional dos padrdes, conforme € feita atualmente, ou seja,
para que a demanda seja satisfeita, todos os padrdes devem ser executados, no total, pelo menos
10000 vezes. Desta forma, cada padrdo € executado, em média, 1.111 vezes. Desta forma, a
perda total serd de 31.108 g. Conclui-se entdo, que o modelo proposto neste estudo reduz o
desperdicio em 17.108 g, ou seja, quase 55%. Portanto, a aplicagdo do Problema de Empaco-
tamento foi eficaz para minimizar a perda na quantidade de amendoins, uma vez que reduziu o

desperdicio, satisfazendo a demanda.

6.2 APLICACAO DA PROGRAMACAO LINEAR EM UMA GRAFICA DE ROTULOS

No processo de manufatura de algumas industrias, muitas vezes se faz necessario cortar
objetos maiores, de tamanhos padronizados, em itens menores (pegas), como corte de papéis,
chapas metélicas, entre outros (ARENALES et al., 2015), para satisfazerem as demandas. Esse
processo de corte pode gerar sobras indesejaveis, caracterizando perdas de matéria-prima. Surge
entdo, o Problema de Corte, que consiste em cortar os objetos para a producdo dos itens nas
quantidades demandadas, minimizando as perdas no processo de corte (ARENALES et al.,
2015). O Problema de Corte pode ser resolvido por meio da aplicagdo do Método Simplex
((ARENALES et al., 2015); (LACHTERMACHER, 2009)) e sua formulagdo para problemas
n-dimensionais pode ser vista em ((ARENALES et al., 2015); (LACHTERMACHER, 2009)).
Neste contexto, o objetivo deste estudo € formular um Problema de Programacao Linear (PPL),
que minimize a perda de matéria-prima - filmes de pvc - por meio da aplicacdo do Problema de
Corte, em uma grafica do municipio de Nova Fatima-PR, durante o processo de corte de rotulos
(pecas). A grafica em estudo dispde de duas bobinas para serem cortadas em diferentes rétulos.
A Bobina 1 é de tamanho 3000mm x 900mm e a Bobina 2, 6000mm x 900mm. A Figura 9

representa as duas bobinas disponiveis para os cortes.

(a) Bobina 1 (b) Bobina 2

Figura 9: Bobinas disponiveis para o corte
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A Tabela 6 apresenta as demandas de rotulos que devem ser atendidas. Todos os rétulos

sdo quadrados e ambas as bobinas tem 900mm de largura.

Tabela 6: Demanda de pecas.

Demandas | Tamanho (mm) | Demandas | Tamanho (mm)
1 525 5 225
2 375 6 300
3 550 7 200
4 350

Nao hé perdas na largura; os cortes sdo feitos pela grifica sequencialmente totalizando
900mm de largura como: Corte 1 (525mm e 375mm), Corte 2 (550mm e 350mm), Corte 3
(4 x 225mm) e Corte 4 (3 x 200mm e 300mm). O problema consiste em decidir quantas
vezes cada padrdo de corte deve ser executado (varidveis de decisdo) para que a demanda seja
atendida e a perda de filmes de pvc seja minimizada (funcdo objetivo). A Tabela 7 exibe os
padrdes de corte executados pela grafica para as duas bobinas, juntamente com a perda obtida
no comprimento. O problema é formulado como um PPL, conforme a funcao objetivo (6.2) € o

conjunto de restrigdes (6.3).

Tabela 7: Padroes de Corte para as Bobinas 1 e 2

Demandas | Bobina 1 (3000 mm) | Bobina 2 (6000 mm) | Largura
comprimento | X; X X3 X4 | Xs Xe X7 X3
525 3 0 O 0 6 0 0 0 900
375 3 0 O 0 6 0 0 0 900
550 0 3 0 0 0 © 0 0 900
350 0 3 0 0 0O 6 0 0 900
225 o 1 12 0 0 2 24 0 900
300 1 0 O 4 2 0 0 8 900
200 0 O 1 9 0O O 2 18 900
Perda(mm) | 0 75 100 0 0 150 200 O

Min 75xp + 100x3 + 150xg + 200x7 (6.2)
Sujeito a:
3x1 + 6x5 > 900
3xp + 6x6 = 900
Xy 4+ 12x3 4+ 2x6 + 24x7 = 900 (6.3)

X1+ 4x4 + 2x5 4+ 8xg = 900
X34+ 9x4 +2x7 + 18xg = 90

x1 <75,xp <75,x3 <12,x4 <35,x5 < 150,x¢ < 150,x7 <25,x3 <75
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Os resultados sdo obtidos por meio da aplicacdo do Método Simplex com apoio com-
putacional do software LINDO (www.lindo.com). O modelo apresentado nas equagdes (6.2)
e (6.3) tem como solucdo 6tima, apds 4 iteracdes, uma perda minima total de material de
27.500mm, sendo as varidveis de decisdo (numero de execugdes de cada padrdo de corte):
x5 = 150,x¢ = 150, x7 = 25, xg = 75. Ou seja, a solugdo sugere que os cortes sejam feitos ape-
nas na Bobina 2, para obter a menor perda possivel. Porém, de acordo com a pratica da grafica,
a Bobina 1 também deve ser cortada. Para que sejam obtidas solucdes inteiras, o algoritmo
Branch and Bound (LACHTERMACHER, 2009) € aplicado e a solu¢do 6tima também € de
27.500mm de perda no comprimento, com 5 iteracdes, porém, com cortes realizados em ambas
as bobinas: x; =75, x =0, x3 =0, x4 = 35, x5 = x¢ = 150, x7 = 25, xg = 75. Comparando-
se esses resultados com os cortes executados pela gréfica, a perda real € de 37.500mm. Desta
forma, o modelo proposto neste trabalho se mostra eficaz, uma vez que reduz o desperdicio de

matéria-prima em 26,67%.
6.3 APLICACAO DA PROGRAMACAO LINEAR EM UMA GRAFICA DE PAPEIS

Virias industrias nos dias atuais utilizam processos de corte durante o processamento e
a producdo. Por exemplo, corte de embalagens, rotulos e bobinas de papel ou aluminio. Muitas
vezes, nesse processo, sao geradas sobras de materiais que ndo podem ser reaproveitadas para
atender a uma outra demanda. Nesse contexto, o estudo de problemas de otimiza¢do por meio
da Programacao Linear, permite estabelecer padrdes de corte que podem ser combinados de tal
forma que resultem na menor perda possivel de material e, consequentemente, oferecendo um
menor custo no processo de producdo. Este tipo de problema é conhecido na literatura como
Problema de Corte e pode ser formulado por meio da Programacao Linear (ARENALES et al.,
2015). Desta forma, o objetivo deste estudo, ¢ formular um Problema de Programacgao Linear
que minimize a perda do produto durante o corte e acabamento de papéis de uma gréfica do

municipio de Ibaiti-PR, por meio da aplicagdo do Problema do Corte.

Neste estudo, o Problema do Corte pode ser definido como o caso em que uma grafica
de papel utiliza folhas de resmas de um tamanho padrdao L x W, para cortid-la em unidades
menores de tamanhos e quantidades variadas para atender a demanda. A grifica em estudo,
corta 5 tipos de papéis das folhas de resmas compradas pela grafica em pacotes de 500 folhas.
Os 5 tipos de papéis cortados pela grifica sdo apresentados na Tabela 8 juntamente com o

tamanho de cada corte feito na folha de resma e a demanda.
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Tabela 8: Dados para um Problema de Corte
Tipos de papel | Tamanho do Corte | Demanda
Comum 1 26cm por 18cm Smil
Copiativo 1 21cm por 14,5cm | 40 blocos
Copiativo 2 22cm por 15¢m 5 blocos

Adesivo 1 21,5cm por 20cm 6 mil
Adesivo 2 20cm por 19cm 24 mil

No entanto, durante esse processo de corte realizado pela grafica, sdo geradas sobras de
papéis que muitas vezes ndo podem ser cortadas novamente para atender a uma outra demanda.
Desta forma, definimos um Problema de Programacdo Linear que minimize o desperdicio de

papéis gerados durante o processo de corte.

A formulacdo matemdtica deste problema pode ser feita em um problema bidimen-
sional (ARENALES et al., 2015), em que deseja-se cortar folhas de resmas de um tamanho
padronizado L x W, para a produgdo de m tipos de itens (unidades menores de papéis) com
tamanhos [} X wy, lp X wa,....,L,, X wy,,, em quantidades variadas: by,b», ..., b,,. Ou seja, deve ser
produzida a quantidade b; da peca de comprimento /; X w; para que seja atendida a demanda
(NETO et al., 2007). Neste estudo, a solu¢do 6tima € obtida por meio da aplicacao do Método

Simplex com apoio computacional.

O tamanho padrao L x W é o tamanho de uma folha de resma (66¢cm x 96¢m). Para
estabelecer os possiveis padroes de corte, todas as varidveis e parametros do problema foram
convertidas para gramas. Isto é, multiplica-se o tamanho de uma folha de resma (comprimento
x largura) pela gramatura (250g/m?) e pelas 500 folhas de resma. Ou seja, 96 x 66 x 250 x
500 = 79,2Kg. Como um pacote de folhas de resma tem 500 folhas podemos obter o peso
(em gramas) de uma folha. Para isso, divide-se o peso das folhas de resma pela quantidade de
folhas: 79,2/500 = 0,158g. Cada folha de resma possui 0,158g. O mesmo procedimento é
aplicado para encontrar o peso de cada quantidade de papel cortada pela grafica. Dessa forma,
multiplica-se o tamanho de cada papel cortado pela gramatura e pela quantidade de folhas de
resma. Por exemplo: 26 x 18 x 250 x 500 = 5,85K g. Com isso, encontramos o peso em quilos
do papel Comum 1. Em seguida, divide-se pela quantidade de folhas de resmas disponivel,
encontrando o peso em gramas de cada unidade cortada, isto é: 5,85Kg/500 = 0,012g. E
assim por diante, este mesmo procedimento € aplicado para os demais cortes feitos pela grafica
na folha de resma. A Tabela 9 apresenta o peso de cada demanda em gramas, juntamente com

o peso de cada corte feito pela grafica na folha de resma.



Tabela 9: Dados para um Problema de Corte

Tipos de papel | Peso em gramas | Demanda | Peso/Demanda
Comum 1 0,012 5000 790000g
Copiativo 1 0,008 4000 632000g
Copiativo 2 0,008 4000 632000g
Adesivo 1 0,011 6000 948000g
Adesivo 2 0,009 24000 3792000g
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A Tabela 10 apresenta os possiveis e pré-estabelecidos padroes de corte de papéis

juntamente com a perda (em gramas) de cada padrdo definido. As varidveis de decisdo /;;

i=1,...10, representam os padrdes estabelecidos de acordo com a matéria-prima disponivel e

a demanda da grafica. O problema consiste em decidir quantas vezes cada padrdo de corte deve

ser executado de forma que a demanda seja atendida e a perda do produto seja minimizada.

Tabela 10: Possiveis Padroes de Corte

Demanda Padroes de Corte

L b I3 Iy Is l b lg ly L1o
1. 790000g | 4 3 0 4 0 5 3 3 4 4
2.632000g | 3 3 5 2 3 0 1 0 1 3
3.632000g | 3 3 4 1 2 0 3 2 0 2
4.948000g | 4 3 1 3 4 4 2 4 2 1
5.3792000g | 2 2 0 2 2 1 3 1 5 4
PERDA (g) | 0 0,023 0,075 0,035 0,056 0,045 0,041 0,053 0,035 0,023

A formulacdo matemdtica do problema que minimiza a perda de papéis é descrita

conforme as equagdes (6.4) como um Problema de Programacao Linear. O objetivo € minimizar

o desperdicio de papéis utilizados durante o processo de corte feita pela grafica. O sinal > nas

restri¢oes garante que as demandas dos tipos de papel serdo atendidas sem exceder a quantidade

de material disponivel para isso.

Min 0,023/, +0,07515 +0,03514 +0,056l5 +- ...

.4 0,04515 +0,0411; +0,05315 + 0,035l + 0,023/

Sujeito a:

4l 4 3lp + 414 4 Sl + 317 + 3lg + 4lg + 4119 > 790000

3l + 3l + 503 + 214 + 315 + 17 + lg + 3119 > 632000

3+ 3l +4l3 4 14 + 215 + 317 + 2Ig + 2119 > 632000

(6.4)
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4l + 3l + I3+ 314 + 415+ 4l + 217 +4lg + 219 + 119 > 948000

Uy + 2 + 204 + 215 + g + 317 + Ig + 5lo + 419 > 3792000
1; < 900000,1, > 1000,13 > 500,15 > 900,15 > 600,15 > 800,17 > 800,y > 900, 1,5 > 10000

A solugdo 6tima € obtida pela aplicacdo do Método Simplex, com 18 iteracdes, com
apoio do software LINDO (www.lindo.com). A solugdo aponta o desperdicio minimo de 13.136,90g
de papel e as varidveis de decisdo sdo o nimero de execucdes de cada padrao de corte. Ou seja,
l1 =900000, /;, = 1000, I3 = 500,14 =900, s = 600, I = 800, /7 = 800, /3 = 700, lo = 900, /19 =
495775. Esta solucdo foi comparada com a execucdo tradicional dos padrdes de corte feitos
pela grafica. Desta forma, a perda total de papel em situagdes préticas da grafica, para satisfazer
esta demanda, € de 24.648,00g. Portanto, o modelo proposto neste trabalho reduz o desperdicio
em 46,07%. Desta forma, pode ser concluido que a aplicacdo do Problema do Corte € eficaz

para minimizar a perda da quantidade de papéis, uma vez que reduz o desperdicio e satisfaz a

demanda.
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7 CONCLUSOES

Devido ao grande avanco tecnoldgico no ramo industrial as industrias de pequeno porte
tém-se tornado cada vez mais competitivas e a necessidade da automatizacao de mecanismos se
mostram ainda mais relevantes para o processo de produgao, motivando o estudo da otimizagao.
Desta forma, este trabalho teve por objetivo apresentar a importincia da otimizagao linear para
a tomada de decisdes e apresentar a formulagdo matematica do Problema do Corte e Empaco-

tamento modelados por meio da Programacao Linear.

O Problema do Corte e Empacotamento sdo temas bastante abordados na literatura.
Uma vez estudados € possivel estabelecer padroes de corte e empacotamento de materiais que
resultem na menor perda possivel, contribuindo de forma positiva para a lucratividade das em-
presas e para a diminui¢do do desperdicio de materiais causado durante o processo de produgdo.
Ambos os problemas podem ser formulados por meio da Programacgdo Linear e aplicado os
métodos de resolucdo para obter a solugao 6tima. Na literatura, os métodos exatos de resolucdo
de um Problema de Programacgdo Linear, consistem em executar uma sequéncia de passos re-
petidamente até alcancar a solu¢do que otimiza a fun¢@o objetivo, pertencente ao conjunto de
restricdes. Para problemas praticos com um nimero pequeno de varidveis e restricdes, como
apresentado no Capitulo 5, o Método Simplex mostrou-se superior, pois encontrou a solu¢cdo
Otima apos a execucdao de um nimero menor de iteragdes, reduzindo o tempo de obtencdo da
resposta e o esfor¢co computacional. Por outro lado, o0 Método de Pontos Interiores tem-se mos-
trado bastante competitivo com o Método Simplex, pois ambos 0s métodos encontram a mesma
solucdo 6tima, porém, superior para problemas com dimensdes maiores. Ambos os métodos
exatos apresentados neste trabalho, resolvem de maneira satisfatéria o Problema do Corte e

Empacotamento.

Neste contexto, as industrias de pequeno porte apresentadas neste trabalho, utilizam
o processo de corte € empacotamento em seus produtos, sem fazer o uso de um método de
otimizacdo. Com isso, sdo geradas sobras de materiais que muitas vezes nao podem ser rea-
proveitadas pelas inddstrias para que sejam atendidas outras demandas, caracterizando a perda

de matéria-prima. Desta forma, a partir dos resultados obtidos neste trabalho, verifica- se que
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a aplicagdao do Problema do Corte e Empacotamento nessas industrias de pequeno porte foi
eficaz para reduzir a quantidade de materiais desperdicados e para a reducdo de custos, pois
apresentou uma taxa de reducdo de perdas de material. Minimizando o desperdicio de produtos
no processo de corte e empacotamento, os resultados obtidos contribuem para a reducao do
descarte de dejetos e para o impacto ambiental, apresentando assim uma contribui¢ao positiva
para o meio ambiente e proporcionando o aproveitamento a0 maximo de materiais utilizados

no processo de manufatura realizado pelas industrias.

Portanto, a partir do estudo feito neste trabalho, conclui-se que a otimizacao linear é
uma das técnicas mais importantes para oferecer auxilio na tomada de decisao para as industrias
de pequeno porte e para a redugdo do desperdicio de materiais causado pelo processo de manu-

fatura.
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APENDICE A - QUESTOES DA ALGEBRA LINEAR

A maior parte do esforco computacional nas implementacdes de métodos de pontos
interiores estd na resolucdo do sistema (3.18) para o célculo da direcdo de busca. A matriz
dos coeficientes desse sistema €, em geral, de grande porte e esparsa, uma vez que a matriz de
resticdes A do problema original, na maioria das aplicag¢des praticas, € grande e esparsa. O sis-
tema (3.18) permite manipulagdes algébricas simples de modo a tornar mais eficaz a aplicagao
do Método de Pontos Interiores (ARENALES et al., 2015).

A.1 O SISTEMA AUMENTADO

Como x; > 0 e u; > 0, as matrizes diagonais X e M sdo invertiveis e o vetor Au do

sistema (3.18), pode ser escrito em termos de novas varidveis (ARENALES et al., 2015).

MAx+X'Apu = e —X'M'e
= A =08X""te—X"1X'Me—X""MAx

S AL =—pu+86X""le—0@ Ax

Em que:
X-x'=1
Me=yu

X'M' = © (¢ uma matriz diagonal cujos os elementos sdo: x;/pf, j = 1,...,n).

Substituindo Ay no segundo grupo de equagdes do sistema (3.18), tem-se:
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ATAL +Au = py
ATAL+ (—pu+8X""te— 0 1Ax) = p,

ATAL -0 '"Ax=py+u+8X'"e
Desta forma, o sistema (3.18) pode ser escrito equivalentemente da seguinte forma:

AAx = p,

—O 'Ax+ATAL = py+u—8X e

Escrevendo o sistema acima em nota¢do matricial, o sistema (1.1) é equivalente ao
sistema (3.18). A ordem das equagdes € alterada, sem perda de generalidade, para obter um

sistema simétrico (ARENALES et al., 2015).

pat U —8X' e
Pp

(1.1)

-0 ! AT|| Ax
A 0 AL

Ap=—pu+8X"le—01Ax

A.2 O SISTEMA NORMAL

O sistema (1.1) pode ser reduzido ainda mais realizando as seguintes manipulacoes

algébricas:

—O A+ ATAL = py+u—8X e

S Ax=0(ATAL —pg—pu+6X"e)
Substituindo o vetor Ax na equagdo AAx = p,, tem-se:

A (@ (ATA). —pd—,u-l-SX’le)) =pp

ABATAL = pp+A® (pg+ 1 —8X"e)

Uma vez que:
b=p,+A0O (pd +u— 5X*Ie)
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Assim, o sistema (3.18) pode ser escrito de forma equivalente pelo sistema normal

(1.2), da seguinte forma:

[A@AT } [ AL } =b (1.2)

O sistema (1.2) tem um numero reduzido de equacgdes e incognitas. Além disso, a
matriz dos coeficientes [A@AT] ¢ simétrica e difinida positiva, propriedade que permite aplicar
diferentes métodos de solu¢do na implementacdao do Método de Pontos Interiores (ARENALES
et al., 2015).
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APENDICE B - O METODO DE NEWTON PARA SISTEMAS NAO LINEARES

A solucdo de um sistema ndo-linear consiste em determinar pontos no subespaco do
problema que solucione o conjunto de equacdes. O processo de solucao € uma generalizagao do
Método de Newton-Raphson para sistemas de equagdes nao-lineares. No Método de Newton
para equagdes escalares, a cada iteracio determina-se uma reta tangente ao grafico da func¢ao no
ponto inicial. No caso de sistemas de equacdes, determina-se o hiperplano tangente ao sistema

de equagdes no ponto inicial.

Sendo assim, o Método Iterativo de Newton para sistemas nao-lineares € descrito a
seguir, de acordo com (VIANA, 2001). Para isso, considere o seguinte sistema de equacdes nao

lineares:

¢

fl(xl,)Q,...,Xn) =0
fr(x1,x2,...,x,) =0
\ Sfu(x1,%2,...5x,) =0

Segundo expansdo de uma funcao f pela série de Taylor, tem-se:

i) Uma variavel (n = 1)

St Ax) = fx) + () Ax+ £ (x) (Ax)? )2+ £ (x) (Ax)* /31 + .
Para Ax pequeno, isto é, Ax — 0, pode-se aproximar:

[+ Ax) = f(x) + f(x)Ax

Com erro de truncamento da ordem de

" (x)(Ax)?/2)|

ii) Duas variaveis (n = 2)

Sx+Ax,y+Ay) = f(x,y) + (9 /0x)Ax + (9 f /dy) Ay + (9 £/ 9x%).(Ax)* /2 +
(9°f/9y*)-(Ay)?/2+ ...

Para Ax e Ay pequenos, ou seja, Ax — 0 e Ay — 0, pode-se aproximar:
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fx+Ax,y+Ay) = f(x,y) + (9 f/dx)Ax+ (df/dy)Ay

Com erro de truncamento da ordem de

(921 /0x%).(Ax)* /2] + (9% /9y*).(Ay)? /2]

iii) Para n varidveis:

JOr+Ax1, X+ Ax) = f(X15000) + (9 f /0x1)Ax) + ... + (9 f / Ixn) Axy

Considerando um sistema de N equagdes nao lineares e N varidveis, pode-se expandir cada

funcdo f; pela série de Taylor.
Fr1 - AXL ey X+ A 2 (X1, ooy 0) + (91 /9x1)AX] + .+ (D f1 /D) A
Fo(x1 +AXL o X+ AX) & (X1, ooy 2n) + (9 2/OX1)AX] + ... + (3 f2/ D) Ay

(...

Sn(x1 +AX1, X+ AXp) & f (X150 X0) + (9 fn/ OX1)AX1 + .. 4 (0 fu ) Dxn) Ay

De forma iterativa, se (x; + Ax;) é uma aproximagdo para x;, tem-se a convergéncia obtida
quando Ax; — 0, ou seja, quando |Ax;| < €, em que € é a tolerincia, ou precisdo desejada.

Assim, o sistema acima pode ser escrito da seguinte forma:

(Of1/Ix1)AX] + oo+ (D f1/Dx0) Aty = — 1 (X1, .., Xn)
(0f2/0x1)AX] + ..+ (3 f2/ %) Ay = — fo (X1, .., )
(..)

(0 £/ OX1)AX] + oo+ (D fr) Dx) Ay = — (X1, .., X)

Podemos escrever o sistema acima em nota¢do matricial: J.Y = B, em que J é a Matriz Jacobi-

ana, Y é o Vetor Solucdo (y; = Ax;) e B é o vetor de termos independentes, (b; = — f;).
0f1/9x1 - fi/dx] EN [ fi (1) |
I af2(3X1 : 3f2(9Xn y_ x'z B _fZ(Xl.y oy Xn)
_afn/axl : afn/axn_ | An ] i —fa(X1, .0, Xn) ]

De forma geral, a forma iterativa de Newton para sistemas nao lineares € dada por:

xUkt+1) — x(k) Ly (k)

ou
xk+1) — x (k) _ j—1 Bg(K)



