UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

GABRIELLY HALAS

RELACOES ENTRE TEORIA DE REPRESENTACOES DE GRUPOS E
A ALGEBRA MULTILINEAR: UMA INTRODUCAO NAJF

TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

CURITIBA

2015



GABRIELLY HALAS

RELACOES ENTRE TEORIA DE REPRESENTA COES DE GRUPOS E
A ALGEBRA MULTILINEAR: UMA INTRODUCAO NAIF

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado ao
Curso de Licenciatura em Matematica da Universi-
dade Tecnoldgica Federal do Parana como requisito
parcial para a disciplina Trabalho de Conclusdo de
Curso 2.

Orientadora:  Mari Sano, Prof.2 Dr.2

CURITIBA
2015



UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

Ministério da Educagéo

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
Céampus Curitiba

Diretoria de Graduagéo e Educagao Profissional
Departamento Académico de Matematica

Coordenacéo do Curso de Licenciatura em Matematica

TERMO DE APROVACAO

DEPARTAMENTO ACADEMICO DE MATEMATICA

“RELACOES ENTRE TEORIA DE REPRESENTACOES DE GRUPOS E
A ALGEBRA MULTILINEAR: UMA INTRODUCAO NAIF”

Este Trabalho de Conclusédo de Curso foi apresentado as 14 horas do dia 11 de Dezembro de
2015 na sala V2-102 como requisito parcial & obtencdo do grau de Licenciado em Matemética
na Universidade Tecnolégica Federal do Parana - UTFPR - Campus Curitiba. O(a) aluno(a) foi
arguido pela Banca de Avaliagdo abaixo assinados. Apds deliberacdo, de acordo com o
paragrafo 1° do art. 37 do Regulamento Especifico do trabalho de Conclusdo de Curso para o

Curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR do Campus Curitiba, a Banca de Avaliagao

por

“Gabrielly Halas”

considerou o trabalho aprovado.

Profa. Dra. Mari Sano

(Presidente - UTFPR/Curitiba)

Prof. Dr. Ronie Peterson Dario

(Avaliador 1 - UTFPR/Curitiba)

Profa. Dra. Paula Olga Gneri

(Avaliador 2 - UTFPR/Curitiba)

Prof. Dr. Marco Aurélio Kalinke

(Professor Responsavel pelo TCC — UTFPR/Curitiba)

Profa. Dra. Neusa Nogas Tocha

(Coordenador do curso de Licenciatura em
Matematica — UTFPR/Curitiba)

“A Folha de Aprovacgao assinada encontra-se na Coordenac¢éo do Curso.”




SUMARIO

1 INTRODUGAOD ..uuiiriiiiieeertiiieeeeennnaeeeessnneeeesssnseeeesssnneeeens 4
2 TEORIA BASICA DE GRUPOS ....vvviiiiiiiireireeeeeeeeeeeeeeeeiieeeeennns 6
2.1 GRUPOS ... 6
2.2 SUBGRUPOS ...ttt 12
2.3 HOMOMORFISMO DE GRUPOS ........oiiiiiiiii i 14
2.4 GRUPOS CICLICOS ......oiiiii 18
2.5 CLASSES LATERAIS .. ...t 21
2.6 TEOREMA DE LAGRANGE ..........0iiiiiiiii i 24
2.7 SUBGRUPOS NORMALIS .. ......coiiiiiiiii e 25
2.8 GRUPOS QUOCIENTES . .......oiiiit e 27
2.9 TEOREMA DO HOMOMORFISMO .........coiiiiiiiiiiiiiiiiiaae . 29
2.10 GRUPO DE PERMUTACOES ........0uuiiiiiiiii e i 32
2.11 TEOREMA DE CAYLEY .. ...ttt 39
212 ACAO DE GRUPOS ...\ttt 41
3 ALGUMAS CONSTRUCOES UNIVERSAIS ....cvvviiiierrnnieneeernnnneeenns 43
3.1 APLICACOES BILINEARES . ........cciiiiiiiiiie i 43
3.2 APLICACOES MULTILINEARES ..........oiiiiiieiiii i, 45
3.3 PRODUTO TENSORIAL .......ooomuiii e 46
3.4 POTENCIA SIMETRICA .. ..ot e 54
3.5 POTENCIA EXTERIOR ........oouuniii e 58
4 REPRESENTACAODE GRUPOS ....uvviiiiiiieeerrinneeeernnnneeeeennnnnnns 63
4.1 REPRESENTACOES . .....ouiiiit i e 63
4.2 HOMOMORFISMO DE REPRESENTACOES .........ooiiiiiiiieiaiiin. .. 74
4.3 SUB-REPRESENTACOES ......oouiuiiiiiie e 78
4.4 REPRESENTACOES INDUZIDAS .......uiiiiiitie e 80
4.4.1 RepresentacOes do grupo linear geral ......... ... ... .. i i 88
4.5 TEOREMA DE MASCHKE E LEMA DE SCHUR ...........oouiiiiiiianaai... 93
LI 60), (6] 51 017N o T 99

REFERENCIAS . ntttttetetee e eeeeeeneseesesnesesnessesesneessnessseesnennes 100



1 INTRODUCAO

O conceito abstrato de grupo surgiu depois de muitos anos, a partir de situacdes con-
cretas de grupos de transformagées. Segundo Wussing (2007), a Teoria de Grupos tem suas

origens em trés areas:

1. Na teoria da resolubilidade de equagdes, onde o representante mais conhecido € o Grupo
de Galois, apesar de Lagrange, Vandermonde, Ruffini e outros mateméticos também te-
rem realizados estudos importantes. Nessa teoria, o grupo € definido como um subgrupo

do grupo de permutagdes das raizes de uma equagao.

2. Na teoria de nimeros, na qual Euler, por exemplo, estudou a aritmética modular e, den-
tre muitos trabalhos, mostrou um caso especial do Teorema de Lagrange, de maneira

implicita.

3. Na geometria, especialmente com os trabalhos de Klein e Mdobius, com os grupos de

transformacoes associados as geometrias projetiva, hiperbdlica, entre outras.

Nessas origens da teoria de Grupos, o grupo sempre agia como um conjunto de transfor-
macodes de uma estrutura, seja como permutacdes das raizes de uma equagao, seja como sime-

trias de uma estrutura geométrica.

Com o passar do tempo, na segunda metade do século XIX, trabalhos de Cayley,
Frobenius e Burnside evidenciaram a importancia da estrutura abstrata de grupo, e esta foi
desenvolvendo-se como uma das principais dreas da Algebra, com grande sucesso, como a
classificagdo completa dos grupos finitos simples, um trabalho de décadas que ainda esta sendo

simplificado.

Porém, a roda da histéria continua dando voltas, e o caminho inverso é muito impor-
tante: dado um grupo abstrato G, como ele pode agir como grupo de transformagdes de um
espaco? Esse caso, em que o grupo age como transformacdes lineares de um espago vetorial, €

chamado de Teoria de Representacoes de Grupos.



A Teoria de Representacdes nasceu nos trabalhos do matematico alemao Ferdinand
Georg Frobenius. Esses trabalhos originaram-se a partir de uma carta enviada a ele por Julius
Wilhelm Richard Dedekind. Na mesma, o remetente fez a seguinte observacdo: Considere a
tabela de multiplicacdo de um grupo finito G e transforme-a em uma matriz X substituindo
cada entrada g, da tabela, por uma variavel x,. Entdo, o determinante de X se decompde em

um produto de polindmios irredutiveis em x,.

Dedekind verificou esse fato em alguns casos especiais, mas ndo conseguiu demonstra-
lo em geral. Assim, o objetivo de sua carta foi apresentar o problema para Frobenius. A fim de

encontrar uma solugdo, Frobenius criou a Teoria das Representacdes de grupos finitos.

Nesse trabalho, essas teorias serdo estudadas junto a Algebra Multilinear, a qual for-
nece solucdes da seguinte pergunta: a partir de um espago vetorial V, como produzir espagos
vetoriais “novos” associados de maneira natural a V? Existem algumas construcdes Obvias,

tais como o espago produto V x V, porém serdo apresentadas outras mais sofisticadas.

O objetivo desse trabalho €, primeiramente, introduzir as teorias citadas com seus con-
ceitos, defini¢cdes e alguns teoremas, bem como ilustrd-las com alguns exemplos de um caso
muito cldssico: a teoria de representacdes do grupo linear geral GL,(K) de matrizes n x n
invertiveis sobre um corpo K. Sera visto como representagdes interessantes de GL,(K) sdo
produzidas por construgdes da Algebra Multilinear, tais como a poténcia simétrica e a poténcia
exterior. Também, serd mostrado no Teorema 4.4.24 que o produto tensorial V ® V € isomorfo
a soma direta dessas poténcias. E notdvel como essa teoria evolui, j4 que modernamente é
utilizada a Algebra Homolbgica para dar estrutura ao conjunto de todas as representagdes.
(BUCHBAUM, 1994), (SANO, 2003), (SANO, 2006)

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: apds essa introdu¢ao, no primeiro
capitulo serdo abordadas no¢des basicas da teoria de grupos. No capitulo seguinte serdo des-
critas as constru¢des universais da Algebra Multilinear. E no dltimo capitulo, acredita-se que
havera a contribuicdo mais significativa deste trabalho, ou seja, relacionar essas duas dreas da
Algebra, fazendo rudimentos da Teoria de Representacdes de Grupos, e dando como exemplo
principal as representagdes do grupo GL,(K) induzidas pelas constru¢des da Algebra Multili-

near.



2 TEORIA BASICA DE GRUPOS

Neste capitulo serdo apresentadas as defini¢des e os resultados bdsicos, referentes a
teoria de grupos, necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. O mesmo € desenvolvido

seguindo Domingues e Iezzi (2003) e Garcia e Lequain (2003).

2.1 GRUPOS

Para definir um grupo € necessario o conceito de opera¢do bindria.

Definicao 2.1.1. Seja G um conjunto ndo vazio. Uma operagdo bindria sobre G é uma fungdo

*x:GxG—G
(a,b) — axb
para todos a,b € G.
Definicao 2.1.2. Seja G um conjunto ndo vazio e x uma operacdo bindria sobre G. Diz-se que
G tem estrutura de grupo em relacdo a essa operagdo, se sdo satisfeitas as seguintes condicoes:
(i) associatividade: a*(b*c)=(a*b)*c
(ii) existéncia do elemento neutro: existe e € G tal que axe =exa=a

(iii) existéncia do elemento inverso: existe g € G tal que axg =gxa=-e
para todos a,b,c € G.

Diz-se que um grupo (G, x) é comutativo (ou abeliano) quando a operagdo * é comu-

tativa.

Nota 2.1.3. Se a € G, entdo o seu elemento inverso g é denotado por a~'. O grupo formado por
G e pela operagdo x sobre G é representado por (G, x). A fim de facilitar a notagdo, quando ndo
houver ambiguidade, a operacdo bindria a b serd denotada pela notacdo de multiplicagdo, ou

seja, ab. E o grupo (G, *) serd representado somente por G.



Observacao 2.1.4. Se G é um grupo, entdo o elemento neutro é iinico e o elemento inverso é

tinico.
Seguem algumas propriedades de grupos:

Propriedade 2.1.5. Seja G um grupo. Entdo,

(i) Paratodo a € G, tem-se (a~ 1)~ =a.
(ii) Se a; € G, paraic€ {1,2,....n—1,n}, tem-se

-1

~1 -1 ~1
(a1az...an—1a,)" " =a, a,,...a,

—1
a .

(iii) Sendo a,b,c € G, se ab = ac, tem-se b = c. (Se isso ocorre, diz-se que todo elemento de

G é regular para a operacdo).

Demonstragao:

1 1

(i) Considere a~! o elemento inverso de a. Por definicdo, aa~' =a~'a = e. Note que a é o

1

inverso de a~ ', ou seja, a = (Cl_l)_l-

(i) A propriedade serd demonstrada por inducao sobre i. Para i = 2, tem-se que

1 1

(alaz)(az_lal_l) :al(azaz_l)al_l =ajea; =aia; =e.

Analogamente,

(a;'a; Y (@a) =a, ' (a; ' a))ay = ay 'ear = a; 'ar = e.

Pela transitividade da igualdade,

(ara2)(ay 'ay ') = (ay 'a; ) (araz) = e.

1 -1 1

Segue que a, ‘a; " € o elemento inverso de ajay, ou seja, (ar1ay)~ ! = a, al_l. Logo, vale
a propriedade para i = 2. Suponha, por hipétese de indugdo, que a igualdade € valida para

algum ndmero natural 7, ou seja,

~1 -1 —1 1 -1
(a1az...an—1a,)"" =a, a, ..ay aj .

Desse modo, o objetivo € mostrar que a afirmacao é valida para n+ 1,

-1 -1 -1 -1 —1 -1 1 -1
(a1az...an1anan1) " = a, (a1az...ap1an)" " =a, ja, a,_...a; a; .



Portanto, vale a igualdade paratodoi > 2,i € N.

(iii) Por hipétese, ab = ac. Considere a~! € G o inverso de a. Entdo, a~!(ab) = a~!(ac), ou

seja, (a~'a)b = (a'a)c. Dai, eb = ec. Logo, b = c.

Seguem alguns exemplos de grupos.

Exemplo 2.1.6. Os conjuntos Z, Q, R e C munidos da operacdo de adi¢do usual sdo grupos
abelianos, jd que a adigcdo é associativa e comutativa para todos os niimeros complexos, existe

o elemento neutro denotado por 0, e todos os niimeros complexos possuem oposto.

Exemplo 2.1.7. Os conjuntos Q\ {0}, R\ {0} e C\ {0} munidos da operagdo de multiplicacdo
usual sdo grupos abelianos, pois a multiplicacdo é associativa e comutativa para todos os
nimeros complexos existe o elemento neutro denotado por 1, e todos os niimeros complexos

ndo nulos possuem inverso.

Exemplo 2.1.8. Seja GL,(K) o conjunto das matrizes A € M,(K) que sdo invertiveis. Esse
conjunto munido da operacdo de multiplicacdo de matrizes tem estrutura de grupo e é denomi-
nado grupo linear geral sobre K. De fato, GL,(K) é fechado para a multiplicagcdo de matrizes.
A operagdo é associativa, o elemento neutro é a matriz identidade e existe a matriz inversa para
todo elemento de GL,(K).

Exemplo 2.1.9. Seja Z,, = {0,1,...,m— 1} o conjunto das classes de restos médulo m. Esse
conjunto munido da operagdo de adi¢do é grupo abeliano. Com efeito, Z,, é fechado para a
adicdo jd que a+b = a+b, para todo a,b € Z,,. Vale a associatividade dos elementos do

conjunto, o elemento neutro é 0 e o elemento inverso de a € Zy, é m —a € Zy,.

Para o proximo exemplo € necessaria a seguinte defini¢do:

Definicao 2.1.10. Considere um poligono regular T. Diz-se que a aplicagdo bijetora f: T — T

é uma simetria quando preserva distancias no poligono.

Exemplo 2.1.11. Considere um tridngulo equildtero de vértices 1, 2, 3, de baricentro O e
as medianas my, my, m3 que passam pelos vértices 1, 2 e 3, respectivamente, como pode-se
observar na figura 1.

Denote por Ry, R2T77: e R%n as rotagoes de 0, 27” %’r radianos em torno de O, respectivamente,
no sentido anti-hordrio. Sejam My, M, e M3 as reflexoes de T radianos em torno das medianas

my, my e mz, respectivamente.



mp mi

1 ms3
Figura 1: Triangulo Equilatero
O conjunto das simetrias no tridngulo equildtero D3 = {RO,R x ,R%n , M, ,Mz,Mg} munido da

composicdo de transformagoes é um grupo ndo abeliano.

Com efeito, efetuando-se todas as composicoes possiveis, obtém-se a seguinte tdbua:

o R() Rz | Rax M] M2 M3
Ro | Ro |Ru |Rax | My | My | My
R27r R27r Rﬂr R() M3 M1 M2

3 3 3
Rig [Rig | Ry | Ry | My | M3 | My

Sabe-se que a composicdo de transformagoes é associativa. Pela tdbua é possivel observar que
Ry é o elemento neutro e que existem os elementos inversos de todos os elementos do conjunto.
Note que a tdbua ndo é simétrica. Segue que a operacdo ndo é comutativa.

Além disso,

R%n: :Rﬂf
3 3
Ml ORzTﬂ; :M3

Mo RZ%,r =M,

Entdo, D3 = {R(;,,, Rz?”’ R%,,, My, My ORZTn, M OR%,r } ou seja, D3 é gerado RZTE e M.
3 3 3

Exemplo 2.1.12. Considere um quadrado de vértices 1, 2, 3, 4, as retas m| e my que passam
pelas diagonais 13 e 24 do quadrado, respectivamente, e as retas m3 e my perpendiculares aos
lados 12 e 34 e, 23 e 14, que passam pelos pontos médios desses lados, respectivamente, sendo

O o ponto de intersecdo entre essas retas, como pode-se observar na figura 2.
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W

‘({\\

377

Figura 2: Quadrado

Denote por Ry, R%, Ry e Riz as rotagoes de 0, %, Te 37” radianos em torno de O, respec-
2

tivamente, no sentido anti-hordrio. Sejam My e M, as reflexdes de T radianos em torno das
diagonais m| e my, M3 e My as reflexoes de m radianos em torno das perpendiculares mz e my.
O conjunto das simetrias do quadrado D4 = {RO,R%,RE,R%,MI,Mz,Mg,M4} munido da
composi¢do de transformagoes é um grupo ndo abeliano.

De fato, efetuando todas as composicoes possiveis, obtém-se a seguinte tdbua:

=
3
=

My | My | M3 | My
My | My | M3 | My
Rz R% Ry | Rz | Rp | M3 | My | My, | My

MM

2 2
R327c R%Zn Ry | Rz | Ry | My | M3 | My | M,
My | My | My | M, | My | Ry | Ry | Rz | Rx

M3 M3 M2 M4 Ml R;
My | My | My | Ms | My | R

2 MY

8]

Sabe-se que a composicdo de transformagoes é associativa. Pela tdbua é possivel observar que
R é o elemento neutro e que existem os elementos inversos de todos os elementos do conjunto.

Note que a tdabua ndo é simétrica. Segue que a operacdo ndo é comutativa.
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Além disso,

R =R,

2
R} =R
2 2
Ml OR% :M3
M, oRzg =M,
Mo R% =M,

Entdao, Dy = {R%, R%, Rzg, R3E, My, M, oR%, M, oRzl, M, oR3E }, ou seja, Dy é gerado por
2 2 2 2 2
R% e M.

E possivel estender o conceito de grupo de simetrias para poligonos regulares de lado

n.

Exemplo 2.1.13. Com base nos exemplos anteriores de grupo de simetrias, nota-se que o
niimero de simetrias de um poligono regular de n lados é 2n.

Denote os vértices desse poligono por 1,2, ... .n e considere D,, o conjunto das simetrias desse
poligono. D,, é gerado pela rotagdo R 2 de L radianos em torno do centro O do poligono, e
pela reflexdo My de 7 radianos em torno da reta my que passa pelo vértice 1 e por O.

O conjunto D,, = {Rgn,Rzn,R%n, R’Z’ﬂl,Ml,MloRzn,MloRz,,, MloR’z‘,r1 munido da

n n

operacdo de composicdo é um grupo ndo abeliano, denominado grupo dledral

Exemplo 2.1.14. Sejam (G,0) e (H,-) grupos. Considere o produto cartesiano de G e H,
GxH=1{(g,h): g € G,h € H}. Defina a operagdo * de G x H como

(81,h1) % (82,h2) = (81082, h1 - ha)

para todo g1,g82 € G e hy,hy € H. Afirma-se que o conjunto G X H munido da operacdo * é
um grupo. De fato, a associatividade da operacdo * decorre da associatividade das operacoes
dos grupos G e H. O elemento neutro de G x H é (eg,en), sendo ec e ey elementos neutros de
G e H, respectivamente. O inverso de (g,h) € G x H é dado por (g=',h™1), sendo g=' € G o

inverso de g e h™' € H o inverso de h.

Definicao 2.1.15. Seja G um grupo. Diz-se que G é um grupo finito quando G é um conjunto
finito.

Definicao 2.1.16. Seja G um grupo finito. O niimero de elementos do conjunto G é denominado

ordem do grupo G, e é denotado por o(G) ou |G]|.

Observacao 2.1.17. Nesse texto, a notagdo para ordem do grupo G serd o(G).
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2.2 SUBGRUPOS

E interessante encontrar subconjuntos de grupos que tenham as mesmas propriedades

desses grupos.

Definicao 2.2.1. Sejam G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Diz-se que H é um
subgrupo de G, e denota-se por H < G, quando H ¢é grupo com respeito a mesma operacdo de
G.

Observacao 2.2.2. O elemento neutro do subgrupo e o inverso de um elemento do subgrupo

sdo os mesmos do grupo.

Para facilitar a prova de que um subconjunto ndo vazio de um grupo € um subgrupo,

pode ser utilizado o resultado abaixo, que decorre da definicdo.

Proposicao 2.2.3. Seja G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Entdo, H é subgrupo

de G se, e somente se, as condicdes abaixo sdo satisfeitas:

(i) abe H
(ii) a ' €H
para todo a,b € H.

Demonstragao:

(=) Por hipétese H é subgrupo de G. Entéo, H é grupo e é fechado em relagdo a sua operagao.
Logo, vale a condigio (i). Como H é grupo, entio existe o elemento inverso a~' € H, para todo
a € H. Logo, vale a condicao (ii).

(«=) Por hipétese, sdo satisfeitas as condig¢des (i) e (if). Da condigdo (i), decorre que H é
fechado em relacao a operacdo. Falta mostrar que H é grupo.

Vale a associatividade para todo elemento de G. Como H C G, entdo vale a associatividade para
todo elemento de H.

Como H é nio vazio, entio existe a € H. Pela condigio (i), existe o elemento inverso a~! € H

de a. Pela condigdo (i), a~'a € H. Sabendo que a~!

a = e, tem-se que e € H. Conclui-se a
existéncia do elemento neutro e em H.
A existéncia do elemento inverso de a € H segue da condigdo (ii).

Logo, H é grupo. Portanto, H é subgrupo de G.
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Seguem alguns exemplos de subgrupos.

Exemplo 2.2.4. Seja G um grupo. Sendo e o elemento neutro de G, tem-se que {e} e G sdo

subgrupos de G, denominados subgrupos triviais de G.

Exemplo 2.2.5. Seja Z um grupo. Entdo, nZ = {na.: a € Z} é subgrupo de Z, para todo n € 7.
De fato,

(i) nZ #+ 0, jd que n € nZ.

(ii) Sendo na, nb € nZ, tem-se que na+nb = n(a+b) € nZ.

(iii) Sendo na € nZ, tem-se que —na = n(—a) € nZ é o inverso de na.
Exemplo 2.2.6. Considere o grupo D3 = {Rg,,, RZTn, R3,, M, M, OR%ﬂ, M, oR3, } Note que
3 3 3
o subconjunto das rotagoes de D3 dado por Rp, = {R%,,, RzTn: , Rzzn} é um subgrupo de Ds.
3 3
Basta observar na tdabua do grupo Ds.

Exemplo 2.2.7. O conjunto SL,(C) ={A € GL,(C): det(A) =1} é subgrupo de GL,(C). Com

efeito,

(i) SL,(C) # 0, pois a matriz identidade I pertence a esse conjunto.

(ii) Sejam A, B € SL,(C), entdo det(A) = det(B) = 1. Mas det(AB) = det(A)det(B) = 1.
Portanto, AB € SL,(C).

(iii) Seja A € SLy, entdo det(A) = 1 # 0. Segue que existe A~ tal que AA~' = A~'A =1, sendo
det(A!) =1 = 1. Logo, A~! € SL,(C).

Exemplo 2.2.8. Seja G um grupo. Se H\ e H, sdo subgrupos de G, entdo Hy N Hy também é
subgrupo de G. De fato,

(i) Seja e o elemento neutro de G. Como Hy e H, sdo subgrupos de G, tem-se e € Hy, e € H).

Logo, e € H N H,. Segue que Hy N Hy # 0.

(ii) Considere a, b € Hi N H,, entdo a, b € Hy e a, b € Hy. Pelo fato de H, e H, serem
subgrupos, ab € H| e ab € Hy. Logo, ab € Hi N H,.

(iii) Sendo a € Hy N H,, tem-se que a € Hy e a € H,. Pelo fato de H\ e Hy serem subgrupos,
alceH ea ' eH,. Logo, a ' € HNH,.

Observacao 2.2.9. Em geral, a unido de subgrupos ndo é diretamente um subgrupo. Sdo
necessdrias algumas condicoes. Sendo G um grupo, se Hy e H, sdo subgrupos de G, entdo

H{UH, é subgrupo de G se, e somente se, HA C H, ou Hy C Hj.
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2.3 HOMOMORFISMO DE GRUPOS

Considere as tabuas dos grupos (G,-) € (Z,+), sendo G = {—1,1} e Z, = {0,1}.

Tabela 1: Tabua do grupo (G, ")

1]-1
1 ]-1
-17-111

Tabela 2: Tabua do grupo (Z,,+)

— O +
— O O
Ol =l —

Perceba que eles tém a mesma estrutura, como pode ser generalizado na tdbua de uma

operacdo qualquer .

Tabela 3: Tabua da operacio *

*|alb
alal|b
b|b|a

Quando um grupo tem a mesma estrutura de outro, eles sao ditos isomorfos.

A definicdo de homomorfismo de grupos permite definir isomorfismo de grupos, um

conceito bastante importante.

Definicao 2.3.1. Sejam (G, ) e (J,-) grupos. Diz-se que uma aplicacdo f é homomorfismo de
G em J quando
fi G=J
axbw f(a)- f(b)

para todos a,b € G.

Observacao 2.3.2. Se um homomorfismo é uma aplicacdo injetora, entdo é dito homomorfismo
injetor (ou monomorfismo). Se um homomorfismo é uma aplicacdo sobrejetora, entdo é dito

homomorfismo sobrejetor (ou epimorfismo).

Considere G e J grupos, sendo e e e; os elementos neutros de G e J, respectivamente.

Se f: G — J € um homomorfismo de G em J, entdo valem as seguintes propriedades:
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Propriedade 2.3.3. f(e) =e;.

Demonstragao:

Como f é um homomorfismo, entdo

fe)f(e) = flee) = fle) = esf(e)

Sabendo que todo elemento do grupo € regular para a operacdo, segue que f(e) = e;.

OJ

Propriedade 2.34. f(a™!) = f(a)~!,Va € G.

Demonstragao:

Como f é homomorfismo, entao

fl@)fah) = flaa™") = fe) = ey = f(a) f(a)

Sabendo que todo elemento do grupo é regular para a operagio, segue que f(a~!) = f(a)~!.
O

Corolario 2.3.5. f(ab~') = f(a)f(b)~!, para todo a,b € G.

Demonstragao:

Como f é homomorfismo, entao

flab™") = fla)f(6™") = fla)f(b)~".

O

O préximo resultado afirma que se f € um homomorfismo, entdo f transforma sub-

grupo de G em subgrupo de J.

Proposicao 2.3.6. Se H é subgrupo de G, entdo f(H) é subgrupo de J.

Demonstragao:

Por hipétese H € subgrupo de G, entdo e € H ¢ elemento neutro de H. Dai,

er= fle) € f(H) C J.
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Logo, f(H) # 0.

Para mostrar que f(H) é subgrupo de J, utiliza-se a proposi¢do 2.2.3.

O fato de H ser subgrupo de G implica que H # 0. Se a,b € H, entdo, f(a), f(b) € f(H). Como
f é homomorfismo, f(a)f(b) = f(ab). Note que ab € H, pois H é subgrupo de G. Segue que,

flab) = f(a)f(b) € f(H).

Como H é subgrupo de G, existe o elemento inverso a~' € H de a € H. Dai, f(a~!) € f(H).

Mas, f(a~') = f(a)~". Logo, f(a)~" € f(H).
Portanto, f(H) é subgrupo de J.
0

Exemplo 2.3.7. Seja G um grupo e Id: G — G a aplicacdo definida por 1d(a) = a, para todo
a€G. Sea,beQG, entdo Id(ab) = ab = Id(a)ld(b). Logo, Id é homomorfismo de G em G

denominado homomorfismo identidade.

Exemplo 2.3.8. Seja G um grupo e e: G — G a aplicagcdo definida por e(a) = eg, para todo
a € G, sendo eg o elemento neutro de G. Se a, b € G, entdo e(ab) = e = egeg = e(a)e(b).

Logo, e é homomorfismo de G em G denominado homomorfismo trivial.

Exemplo 2.3.9. Sejam (R4, -) e (R,+) grupos. Considere f: (R4, -) — (R,+) a aplicagdo
definida por  f(a) =log,y(a), para todo a € G. Se a, b € G, entdo

f(ab) =logo(ab) = log,y(a) +1ogo(b) = f(a) + f(D).
Logo, f é homomorfismo de R, em R.

Exemplo 2.3.10. Sejam GL,(R) e (R\ {0}, -) grupos. Considere f: GL,(R) — (R\ {0}, ) a
aplicagdo definida por f(A) = det(A), para todo A € GL,(R). Se A, B € GL,(R), entdo

F(AB) = det(AB) = det(A) det(B) = f(A)f(B).
Logo, f é homomorfismo de GL,(R) em (R\ {0}, -).

Se G e J sao grupos e f: G — J € um homomorfismo, define-se o nicleo do homo-

morfismo f como sendo o conjunto:

Nu(f)=Ker(f)={a € G: f(a) =e,},
onde ¢; o elemento neutro de J.

Observacao 2.3.11. Nesse trabalho, serd utilizada a notagdo Nu(f) para representar o niicleo

de um homomorfismo f.
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Proposicao 2.3.12. Sejam G e J grupos e seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entdo,
Nu(f) é um subgrupo de G.

Demonstragao:

Para demonstrar essa propriedade sera utilizada a proposicao (2.2.3). Como f € um homomor-
fismo, entdo f(e) = e;. Logo, pela defini¢do de nicleo de homomorfismo, e € Nu(f), ou seja,
Nu(f) # 0. Sejam a,b € Nu(f), entdo f(a) = f(b) = e;. Dai,

flab) = f(a)f(b) = ese; = ey.

Logo, ab € Nu(f). Como G é grupo, entio existe o inverso de a~! € G de a € G. Assim,

fla)=fla)" =¢' =e

Segue que, a~! € Nu(f). Portanto, Nu(f) é subgrupo de G.

O

Proposicao 2.3.13. Sejam G e J grupos e seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entdo,

f € um homomorfismo injetor se, e somente se, Nu(f) = {e}.

Demonstragao:

(=) Se a € Nu(f), entdo f(a) =e;. Mas f(e) = e;. Dai, f(a) = f(e). Por hipétese, f é
homomorfismo injetor, a = e. Portanto, Nu(f) = {e}.

(<=) Por outro lado, sejam a,b € G tal que f(a) = f(b). Entdo, f(ab~') = f(a)f(b)~! =
f(B)f(b)~! = ey. Segue que, ab~! € Nu(f). Por hipétese, Nu(f) = {e}, entdo ab~! = ¢, ou

seja, ab~'b = eb. Logo, a = b. Portanto, f é homomorfismo injetor.
O

Conhecendo homomorfismo de grupos € possivel introduzir a definicdo de isomor-
fismo de grupos. A ideia de isomorfismo de grupos € que se existem dois grupos isomorfos,

entdo eles tém as mesmas caracteristicas, ou seja, um pode ser substituido pelo outro.

Definicao 2.3.14. Sejam G e J grupos e seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Diz-se

que f é um isomorfismo de G em J quando f ¢ bijetor.

A proposi¢do a seguir afirma que se uma aplicac¢do é um isomorfismo, entdo a aplicagdao

inversa também é.
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Proposicio 2.3.15. Sejam G e J grupos. Se f: G — J é isomorfismo, entdo f~':J — G é

isomorfismo.

Demonstragao:

Para demonstrar que f~' é isomorfismo é necessario mostrar que é bijetor e que é um homo-
morfismo.

Como f é uma aplicacdo bijetora, entio f~! é bijetora.

Por hipétese f € isomorfismo, entdo f € sobrejetor. Logo, para todo c,d € J, existem a,b € G,
tais que ¢ = f(a) e d = f(b). Como f admite inversa, porque é bijetora, segue que f~'(c) = a

e f~1(d) = b. Dai,

f N ed) = (fl@)f)=f ' (flab)) =ab=f'(c)f'(d)

Logo, f’1 ¢ homomorfismo. Portanto, f —1 & isomorfismo.

O

Observacao 2.3.16. Sejam G e J grupos e f: G — J um isomorfismo de grupos. Diz-se que G

e J sdo grupos isomorfos, e denota-se por G = J.
Exemplo 2.3.17. O grupo (R,+) é isomorfo ao grupo (R..,-). De fato, considere a aplicacdo
[+ (R,4+) = (Ry,-) dada por f(a) = € para todo a € R.

(i) Sendo a, b € R, tem-se f(a+b) = e*™> = e’ = f(a) f(b). Logo, f é homomorfismo.

(ii) Suponha f(a) = f(b), paraa, b €R, entio e* = eb. Segue que alne =Ine® =Ine” =blne,

ou seja, a = b. Logo, f é injetora.
(iii) Dado b € R, objetiva-se mostrar que existe a € R tal que f(a) = b. Assim, basta consi-
derar a = Inb, pois f(a) = f(Inb) = e’ = b. Logo, f é sobrejetora.

2.4 GRUPOS CICLICOS

Um fato sobre os grupos ciclicos € a possibilidade de caracteriza-los, isto €, ou eles
sdo isomorfos a Z ou a Z,,. Para definir um grupo ciclico é necessério conhecer os conceitos de

poténcia e multiplo.

Definicao 2.4.1. Seja G um grupo multiplicativo e considere a € G e m € 7. A poténcia
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m-ésima de a é denotada por a" e definida por

e, m=0
a"= ¢ ad" a, m >0
(@™~ m<0

sendo e o elemento neutro de G.
Observacao 2.4.2. Tem-se que €™ = e, para todo m € 7.

Proposicao 2.4.3. Seja G um grupo multiplicativo. Se m,n € Z e a € G, entdo valem as seguin-

tes propriedades:
(i) d"a" = a™*"
(ii) a™™ = (a™)~!

(iii) (a™)" =a™

Demonstragao:

A demonstracdo € feita utilizando inducao.

Corolario 2.4.4. Sejam G um grupo multiplicativo, a € G e m,n € 7, entdo a™a" = a"a™.

Demonstragao:
Esse corolario decorre diretamente do item (i) da proposi¢do 2.4.3 e da comutatividade da soma

no conjunto Z, pois

paratodom,n € Zea € G.

O

Definicao 2.4.5. Seja G um grupo aditivo e considere a € G e m € 7. O miiltiplo m-ésimo de a

é denotado por ma e definido por

e, m=0
ma=< (m—1)a+a, m>0
—((=m)a), m<0

sendo e o elemento neutro de G.
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Proposicao 2.4.6. Seja G um grupo aditivo. Se m,n € Z e a € G, entdo valem as seguintes

propriedades:

(i) ma+na= (m+n)a
(ii) (=m)a = —(ma)
(iii) n(ma) = (nm)a
Demonstragao:
A demonstracdo ¢é feita utilizando inducdo.

Definicao 2.4.7. Sejam G um grupo e H um subconjunto qualquer de G. O conjunto
{hlhz...hii hieH,iec N}
é um subgrupo de G denominado subgrupo gerado por H, e denotado por (H).

Definicao 2.4.8. Seja G um grupo multiplicativo e a € G. O conjunto das poténcias inteiras de

a é denotado por {(a) e definido por
(a)y ={d": meZ}.
A proposi¢@o a seguir afirma que se G é um grupo e a € G, entdo (a) é subgrupo de G,
e mais, (a) é o menor subgrupo de G que contém a.

Proposicao 2.4.9. Seja G um grupo multiplicativo e a € G, entdo

(i) (a) é subgrupo de G;

(ii) Se H é subgrupo de G e a € H, entdo (a) C H.

Demonstragao:

(i) Note que e = a° € (a). Logo, (a) # 0. Sejam r,s € (a), tal que r = a™ e s = a", sendo
m,n € Z. Assim, rs = a"a" = a""" € (a). B, r’! = (@) =a ™ € (a). Logo, (a) é

subgrupo de G.

(i) Por hipétese, H é subgrupo de G e a € H, entdo a" € H, para todo n € Z. Portanto,
(a) CH.
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O

A defini¢do abaixo afirma que um grupo € ciclico quando todos os seus elementos

podem ser escritos como poténcia de um dnico elemento do grupo.

Definicao 2.4.10. Seja G um grupo multiplicativo e a € G. Diz-se que G é um grupo ciclico

quando G é igual ao conjunto das poténcias inteiras de a, ou seja,
G={(a)={d": meZ}.

Observacao 2.4.11. A definicdo de grupo ciclico vale para qualquer grupo. Entdo, se G é um
grupo aditivo, diz-se que G é um grupo ciclico quando G = (a) = {ma: m € Z}, para a € G.

Nesse texto, serdo utilizados o grupo multiplicativo e as poténcias, para facilitar a notagdo.
Tem-se que todo subgrupo de um grupo ciclico € ciclico. E se um grupo € ciclico,
entdo é abeliano. A demonstracio pode ser vista em Domingues e Iezzi (2003).

Definicao 2.4.12. Seja G um grupo e a € G. A ordem de a, denotada por o(a), é a ordem do

subgrupo ciclico (a).
Exemplo 2.4.13. O grupo 7 é ciclico, pois 7. = (1) = (—1).

Exemplo 2.4.14. O grupo 74 é ciclico, pois 74 = (1) = (3).

2.5 CLASSES LATERAIS

O conceito de classes laterais permite estender a definicdo de congruéncia.

Definicao 2.5.1. Sejam m € Z\ {0} e a,b € Z. Diz-se que a é congruente b médulo m, e

denota-se por a =b mod m, quando os restos das divisoes de a e b por m sdo iguais.

A proposicdo a seguir é importante em relacdo as congruéncias. Ela fornece um
método pratico para verificar se dois nimeros sdo congruentes médulo m. A demonstracio

pode ser vista em Hefez (2011).

Proposicao 2.5.2. Sejam a,b € Z tais que b > a. Tem-se que a =b mod m se, e somente se,

m|b — a, ou seja, b— a = mk, para algum k € Z.

Agora, seja H um subgrupo ndo trivial de Z. Como Z € um grupo ciclico, tem-se que
H é ciclico, ou seja, existe h € H tal que H = (h) = {hk: k € Z}. Entdo, para todo a,b € Z

segue que a = b mod h se, e somente se, b —a = hk, para algum k € Z, ou seja, b—a € H.
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Note que b —a = b+ (—a) € H, isto é, b operagdo com o inverso de a deve estar em

H. Desse modo, segue a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.5.3. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Defina a relacdo = sobre G de

forma que a = b se, e somente se, a~'b € H. Tem-se que:

1. = é uma relacdo de equivaléncia.

2. Sea€ G, entdoa=aH ={ah: he H}.

Demonstragao:

1. Considere a,b,c € G.
Comoe=a lacH, segue que a = a, ou seja, = € reflexiva.
Supondo que a = b, tem-se que a~'b € H, entdo (a~'b)~! € H. Como H é subgrupo,
(a'p)'=b71(a"")"' € H. Segue que b~'a € H. Logo, b = a. Assim, = é simétrica.
Considere que a=be b =c. Tem-se que a_'b € He b 'c € H. Como H é subgrupo,
(a='b)(b'c) € H. Segue que (a~'b)(b~'c) =a'(bb~ e =a"'c € H. Logo, = é
transitiva.

Portanto, = € uma relacao de equivaléncia.

2. Sexcea={xe G: x=a}, entdo x = a. Por defini¢o, xlacH,ouseja,x la=h,hecH.
Dai,

1

x la=xh = ah ' =xhh™' — x=an™ .

Como h~! € H, segue que x € aH. Logo, a C aH.
Por outro lado, se x € aH, ou seja, x = ah,h € H, vem que,

xhxn l =x"lanh™! — nl=x"14

Sendo H subgrupo, entio h~! = x~!a € H. Por defini¢do, x = a. Logo, x € a@. Assim,

aH C a.

Portanto, a = aH.

0

Com base na proposi¢do anterior, a definicdo de congruéncia estende-se do seguinte

modo:
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Definicao 2.5.4. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Diz-se que a é congruente b
médulo H, e denota-se por a=b mod H, quando a~'b € H, para a,b € G.

E define-se a classe de equivaléncia @ de a € G da seguinte maneira:
Definicao 2.5.5. Seja G um grupo. Para cada a € G, a classe de equivaléncia a € H, dada por
{xeG:x=a}=a=aH = {ah: he H}, sendo = definida por:a=b <= a 'bec H

€ denominada classe lateral a esquerda modulo H determinada por a (ou classe lateral a es-

querda de H em G que contém a).

Exemplo 2.5.6. Considere o grupo Zs. Um subgrupo de 7 é H = {0,4}. As classes laterais
sdo dadas pelo conjuntoa+H = {a+h: h € H}. Assim,

0+H={0+h:hcH}y={0+0, 0+4}={0,4}
T+H={1+h:hcH}={1+0, 1+4} ={1,5}
2+H={2+h:hcH}={24+0, 2+4} ={2,6}
3+H={3+h:hcH}={3+0, 34+4}={3,7}

As classes laterais a+ H, para a € {4,5,6,7,8} serdo repeticdes das classes jd encontradas.

O conjunto das classes laterais a esquerda médulo H € denominado conjunto quociente

de G pela relacdo =.

Definicao 2.5.7. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto quociente de G por
essa relacdo =, denotado por G/H, é o conjunto das classes laterais aH, para algum a € G.

Em simbolos,
G/H ={aH: a € G}.

Observacio 2.5.8. Note que eH = H € G/H, logo G/H # 0.
Desse modo, G/H é uma parti¢ao de G, ou seja,

1. Sea € G, entdo aH # 0
2. Sea,beG,entdoaH =bH ouaHNbH =0

3. A unido de todas as classes laterais € igual a G.
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Para que seja possivel afirmar que G/H é um grupo, é necessdrio o conceito de sub-

grupo normal, o qual garante a boa defini¢do da operagdo, e sera visto mais adiante.

Se G € um grupo e H € um subgrupo de G, entdo duas classes laterais quaisquer médulo

H tém a mesma cardinalidade de H.

Definicao 2.5.9. O niimero de elementos distintos pertencentes a G /H é denominado indice de

H em G e denotado por (G: H).

Observacio 2.5.10. E possivel desenvolver a teoria de classes laterais tanto para classes late-

rais a direita, quanto para classes laterais a esquerda, jd que a aplicagcdo

f: {classes laterais a esquerda} — {classes laterais a direita}

aH — Ha™!

é bijetora.

2.6  TEOREMA DE LAGRANGE

O teorema a seguir relaciona a teoria de grupos finitos com a teoria de divisibilidade

dos inteiros.

Teorema 2.6.1. (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G, entdo
0(G) =0(H)(G : H), ou seja, o(H)|o(G).

Demonstragao:
Seja (G:H) =r,entdo G/H = {aH,a;H,...,a,H}. Como G/H é uma parti¢do de G,

G=aHUaHU...Ua,H,
sendo a;H Na;H =0,i,j € {l,...,r: i # j}. Segue que
o(G)=o(aiH)+o(ayH) + ...+ o(a H).
Mas o(a1H) = o0(axH) = ... = o(a,H) = o(H). Logo, o(G) = o(H)r =0(H)(G : H).
U

Corolario 2.6.2. Seja G um grupo finito tal que o(G) = p, p primo. Entdo, G é ciclico e os

tinicos subgrupos de G sdo os triviais.
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Demonstragao:

Sendo o(G) = p, entdo p > 1, ou seja, existe a € G tal que a # e. Logo, H = (a) € um subgrupo
de G tal que o(H) > 2. Pelo teorema de Lagrange, o(H)|o(G) = p. Assim, o(H) = p. Consi-
derando o fato de que H C G, segue que (a) = G, isto é, G é ciclico.

E claro que os tinicos subgrupos de G sdo os triviais.

Proposicao 2.6.3. Seja G um grupo. Se o(G) < 5, entdo G é abeliano.

Demonstragao:

Sendo o(G) = 1, entdo G = {e}. Logo, G € abeliano.

Suponha o(G) = 2,3 ou 5, pelo corolario anterior, G € ciclico. Dai, G é abeliano. (Os grupos
de ordem 2, 3 e 5 sdo isomorfos a Z,, Z3 e Zs, respectivamente).

Se 0(G) = 4, considere H = (a) subgrupo de G. Seguem dois casos:

1. Se G € ciclico (nesse caso, G € isomorfo a Z4), entdo G é abeliano.

2. Se G nao é ciclico (nesse caso, G € isomorfo ao grupo de Klein), entdo ndo existe a € G,
a# e, tal que H = (a). Pelo Teorema de Lagrange, o({(a)) = 2. Desse modo, a® = e, para

todo a € G. Portanto, G é abeliano.

O

Observacao 2.6.4. A reciproca do Teorema de Lagrange ndo é necessariamente verdadeira,
ou seja, se G é um grupo finito e m|o(G), ndo hd garantia de que G contém um subgrupo cuja
ordem é m. Porém, caso esse m seja um niimero primo p, entdo G ird conter um subgrupo de
ordem p. Esses subgrupos sdo conhecidos como subgrupos de Sylow e esse resultado como

Teorema de Cauchy (a demonstracdo ndo é o foco deste trabalho).

2.7 SUBGRUPOS NORMAIS

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O objetivo € verificar se a operacdo de G
induz naturalmente uma operagao sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G,
dado por G/H, ou seja, verificar com quais condi¢des a operagio (aH,bH) — abH fica bem

definida, no sentido de ndo depender da escolha dos representantes a e b das classes.
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Note que a e ah sdo representantes da classe aH, b e bk sdo representantes da classe

bH. Desse modo, a operacao sé estd bem definida quando abH = ahbkH,, isto é,
b 'a'abH =b"'a 'ahbkH.
Logo, H = b~ 'hbH, pois k € H. Portanto, deve acontecer b~ 'hb € H, para todo b € G
eparatodoh € H.

Proposicao 2.7.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G, entdo as seguintes afirmagéoes

sdo equivalentes:

(i) A operacdo induzida sobre as classes laterais a esquerda estd bem definida.
(ii) aHa~' C H, para todo a € G.
(iii) aHa~' = H, para todo a € G.

(iv) aH = Ha, para todo a € G.

Demonstragao:
(i) <= (ii) Demonstrada acima.

(ii) <= (iii) Seja h € H, entdo
ehe = aa 'haa™' = a(a”'ha)a™!

Como a~'ha € H, segue que a(a_lha)a_1 € aHa™', para todo a € G. Portanto H C aHa™!.
Por hipétese, aHa ! C H. Portanto, aHa ! = H.

(iii) <= (iv) Tem-se que aHa~' = H se, e somente se, aHa 'a = Ha. Segue que, aH = Ha.

O

Dessa proposi¢ao, segue a seguinte definicao:

Definicao 2.7.2. Seja G um grupo e N subgrupo de G. N é denominado subgrupo normal de

G, e denotado por N < G, se satisfaz alguma das condi¢oes da proposi¢cdo acima.
Exemplo 2.7.3. Seja G um grupo abeliano e H um subgrupo de G, entdo H é subgrupo normal.

Proposicao 2.7.4. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Se (G: H) =2, entdo H é subgrupo

normal.
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Demonstragao:
Por hipétese, (G: H) = 2, entdo existem somente duas classes laterais em G/H. Considere

aH € G/H. O objetivo é mostrar que aH = Ha, para todo a € G. Podem ocorrer dois casos:

1. Se a € H, entdo ah € aH, pois H é subgrupo. Segue que H C aH. Supondo b € aH,
tem-se b =ah € H. Dai, aH C H. Logo, aH = H. Analogamente, H = aH. Portanto,
aH = Ha.

2. Sea¢ H, entao aH # H e H # aH. Como (G: H) = 2, segue que G/H = {H,aH},
sendo a € G. Pelo fato das classes laterais serem uma particdo de G, entdo aH = G\ H ¢

Ha = G\ H. Portanto, aH = Ha.

2.8 GRUPOS QUOCIENTES

Nesse momento é possivel demonstrar que G/H, sendo G um grupo, tem estrutura de

grupo quando H é subgrupo normal de G.

Proposicao 2.8.1. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo, G/N com a

operacdo induzida de G tem estrutura de grupo.

Demonstragao:
Sejam aN,bN,cN € G/N, entdo

(i) [(aN)(BN)] (N) = [(ab)N)(eN) = [(ab)c]N = [a(be)}N = (aN) [(be)N] = (V) [(bN)(cN)].
(ii) Existe eN € G/N tal que (aN)(eN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN)(aN).

(iii) Existe a~! € G/N tal que (aN)(a~'N) = (aa=")N = (a~'a)N = (a~'N)(aN).
U

Assim, estd demonstrado que G/N é um grupo cujo elemento neutro é eN e o elemento

inverso de aN é a~'N, para aN € G/N.

Definicao 2.8.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O grupo das classes laterais
de G com a operagdo induzida de G é denominado grupo quociente de G por N, e denotado

por G/N.
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Exemplo 2.8.3. O conjunto de todas as classes laterais do exemplo 2.5.6 é o grupo quociente

de Zg por H. Simbolicamente, Zg/H = {0+ H,1+H,2+H,3+H}.

A proposi¢ao abaixo indica que o grupo G/N herda algumas propriedades do grupo G,

sendo N subgrupo normal de G.

Proposicao 2.8.4. Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G.

(i) Se G é um grupo abeliano, entdo G/N é abeliano.

(ii) Se G é um grupo ciclico, entdo G/N é ciclico.

Demonstragao:

(i) Considere aN,bN € G/N, a,b € G. Como G é grupo abeliano, ab = ba, logo aNbN =
abN = baN = bNaN. Portanto, G/N é abeliano.

(ii) O objetivo é mostrar que G/N = (@). Considere b € G/N, entdo b € G. Como G é ciclico,
entdo existe a € G tal que G = (a). Logo, b = a™, para algum m € Z. Desse modo,
b=da" =a" ¢ (a). Segue que G/N C (@). Por outro lado, seja @" € (@), sendo m € Z.
Sabe-se que @ = aN € G/N. Como N ¢é subgrupo normal de G, tem-se G/N grupo, logo,
a" € G/N. Assim, (a) C G/N. Portanto, (a) = G/N.

Com grupos quocientes € possivel definir a seguinte aplicagao:

Proposicao 2.8.5. Seja G um grupo. Se N é um subgrupo normal de G, entdo a aplicagdo

n: G— G/N

a+>aN

€ um homomorfismo sobrejetor de grupos cujo niicleo é N.

Demonstragao:
Sejam a,b € G. Entéo, n(ab) = (ab)N = (aN)(bN) = n(a)x(b). Entdo, * é homomorfismo.
Dado y € G/N, entdo y = bN o objetivo é mostrar que existe a € G, tal que w(a) = bN = y.

Basta considerar a = b, pois 7(a) = m(b) = bN = y. Segue que 7 é sobrejetora.
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Agora, se a € Nu(x), entdo n(a) = aN = eN = N. Entdo, a € N. Assim, Nu(xw) C N. Por outro
lado, se @ € N, entdo aN = N. Assim, ©t(a) = aN = N, ou seja, a € Nu(rw). Logo, N C Nu(x).
Portanto, Nu(w) = N.

A aplicacgdo definida na proposi¢cdo acima € denominada projecdo canoOnica.
2.9 TEOREMA DO HOMOMORFISMO

O Teorema do Homomorfismo € importante na Teoria de Grupos, pois permite cons-
truir isomorfismos entre grupos e grupos quocientes. Para demonstra-lo, primeiramente € pre-
ciso mostrar que G/Nu(u) tem estrutura de grupo. Isso acontece quando Nu(u) é subgrupo

normal de G.

Lema 2.9.1. Sejam G e L grupos. Se i: G — L é um homomorfismo de grupos, entdo Nu([L) é

um subgrupo normal de G e, portanto, G/Nu(lL) tem uma estrutura de grupo.

Demonstragao:
Na se¢do de Homomorfismo de Grupos foi demonstrado que Nu(u) é subgrupo de G. Falta
mostrar que aNu() = Nu(pt)a, para todo a € G.

Seja an € aNu(u), tal que an = (ana~')a. Como u é homomorfismo,

(ana™") = p(@)p(m)u(a ") = p(a)erp(a) ™' = pla)u(a) ™" =er,

sendo ey o elemento neutro de L. Entdo, ana~' € Nu(u). Logo, aNu(u) C Nu(u)a.

Por outro lado, seja ¢ € Nu(u)a, entio ¢ = na, n € Nu(u). Mas ¢ = na = a(a™'na). Como u é

homomorfismo,

w(a'na) = p(a unp(a) = pla erp(a) = er.

Entdo, a~'na € Nu(u). Assim, ¢ = a(a”'na) € aNu(u). Logo, Nu(p)a C aNu(u).
Portanto, aNu(u) = Nu(t)a, ou seja, Nu(u) € normal.

O

Teorema 2.9.2. (Teorema do Homomorfismo) Sejam G e L grupos e W: G — L um homomor-

fismo de grupos. Se Nu(LL) € o niicleo de UL, entdo existe um dnico isomorfismo

¢: G/Nu(u) — Im(u)
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que torna comutativo o diagrama

onde T ¢ a projecdo candnica.

Demonstragao:
O objetivo é construir um isomorfismo de G/Nu(u) em Im(u). Desse modo, defina a seguinte

aplicacdo:

¢: G/Nu(u) — Im(p)
aNu(p) — @(aNu(p)) = u(a)

A qual faz o diagrama abaixo comutar:

G—" 5 Im(p)

Pt
e
V3 e
e
PR

G/Nu(u)

Primeiramente, € necessario verificar se ¢ estd bem definida.

Para isso, sejam aNu(u),bNu(u) € G/Nu(u) tais que aNu(u) = bNu(u). Entdo,
b aNu(i) = Nu(p),

ou seja, b~'a € Nu(u). Logo, (b~ 'aNu(u)) = u(b~'a) = ey, sendo e, elemento neutro de L.
Como u é homomorfismo, segue que e = w(b~'a) = w(b) 'u(a). Dai, u(a) = u(b), isto é,
@(aNu(u)) = @(bNu(p)). Logo, ¢ esta bem definida.

Tem-se que ¢ é homomorfismo, porque (1 é homomorfismo. Com efeito, considere aNu(p), bNu(u) €

G/Nu(u), entdo

@ (aNu(u)bNu(p)) = p(ab) = (@) (b) = p(aNu(w)) @(bNu(w)).

Além disso, @ € bijetora. De fato, seja aNu(u),bNu(u) € G/Nu(u), tais que @(aNu(u)) =
@(bNu(p)), entio w(a) = p(b), sendo a,b € G. Dai, pu(b) 'u(a) = w(b)~'u(b) = er. Como
“lu(a) = u(b~Hu(a) = u(b='a). Segue que b~ 'a €
Nu(p). Logo, aNu(u) = bNu(u). Decorre que, @ é injetora. Além disso, Im(¢) = Im(u), ou

u € um homomorfismo, vem e;, = (b)
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seja, ¢ é sobrejetora.

Portanto, ¢ é isomorfismo.

U
Exemplo 2.9.3. O grupo GL,(R)/SL,(R) é isomorfo a R\ {0}. Basta considerar a aplica¢do

¢: GL,(R) - R\ {0}
A det(A)

para A € GL,(R).

Exemplo 2.9.4. O grupo R/7Z é isomorfo a S'. Basta considerar a aplicagdo

@:R— !

i e2m‘t

parat € R.

Exemplo 2.9.5. O grupo R\ {0}/{—1,1} é isomorfo a R\ {0}. Basta considerar a aplicagdo

@: R\ {0} = R\ {0}

x = |x]
para x € R\ {0}.

Corolario 2.9.6. Seja G um grupo. Se K e H sdo subgrupos normais de G, tal que K C H,

entdo

G/K

H/K ~G/H.

Demonstragao:

Para demonstracao, ver Garcia e Lequain (2003).

O

Corolario 2.9.7. Seja G um grupo. Se K é subgrupo de G e H é subgrupo normal de G, entdo

K _ KH
KNH H'’

sendo KH = {kh: k€ K,h€ H}.
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Demonstragao:

Para demonstracao, ver Garcia e Lequain (2003).

2.10 GRUPO DE PERMUTACOES

Os grupos de permutacdes serdo uteis nos proximos capitulos, a fim de conceituar as
aplicagdes multilineares simétricas utilizadas na definicdo da poténcia simétrica. Além disso,

serdo utilizados em exemplos especificos de representagdes de grupos.

Definicao 2.10.1. Seja E um conjunto ndo vazio. Uma permutagdo é uma aplicacdo o: E — E

tal que o ¢ bijetora.

Considere S(E) o conjunto de todas as permutagdes 6 : E — E. Esse conjunto munido
da operagdo de composi¢do € um grupo. De fato, sejam o,p € S(E). Como o e p sdo bijetoras,
entdo p o ¢ € bijetora. Portanto, S(E) é fechado para a composi¢ao. Sabe-se que a composi¢ao
€ associativa. O elemento neutro € a aplicagcao identidade e o elemento inverso € a aplicacdo

inversa.

Definicao 2.10.2. O conjunto de todas as permutacées 6 : E — E, denotado por S(E), munido

da operagdo de composicdo é denominado grupo de permutagoes sobre E.

Exemplo 2.10.3. Um caso particular e importante de grupo de permutacdes ocorre quando
considera-se E =1,={1,2,...n}, comn € N*. O grupo formado é denominado grupo simétrico
de grau n e denotado por S,. Note que S, é um grupo finito tal que o(S,) = n!, pois esse é o

nimero de permutacoes que podem ser construidas com n elementos.

Considerando ¢ € S,, de modo que 6(1) =i,0(2) =ia,...,0(n) =iy, parai; € I,

com j € {1,...,n}, uma maneira de visualizar a permutagdo G ¢ utilizar a seguinte notacdo:

( 1 2 ... n ) (1 2 . n>
o = = .
o(l) o2) ... o(n) i1 iy ... Iy

Considere, além de o, a permutagcdo p € S, tal que c(n) =i, e p(i) = ji,. Desse

modo, a composicdo dessas duas permutacoes é dada por:

(poo)(n) =p(o(n)) = p(in) = Ji,
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A notagdo introduzida facilita a operagdo com permutagoes.

i1 .. Iy ... 1y 1 ... r ... n 1 ... r ... n
peo=1\. , , : : =1 , ,
J1 - Jip -+ Jn i ... Ly ... 1Ip Ju. - Jip -+ Jn

Nessa notagdo, sendo

a r b
o = )
1 iy n
a permutagdo inversa de G é dada por
-1 1 ir n
(o) =
a r b

Exemplo 2.10.4. Considere o grupo de permutacdo S tal que

1 2 3 1 2 3 1 2 3
S3={op= ,01 = ,00 = ,
1 2 3 2 31 312
1 2 3 1 2 3 1 2 3 }
03 = ,04 = ,05 =
1 3 2 3 21 2 1 3

Construindo a tdbua desse grupo, tem-se

o Op | O1 | Oy | O3 | O4 | Of
Op | Op | O] | Oy | 03|04 | Oj5
01|01 | O | Op| O3 | O3 | O4
0> | O |Op| O | O4 | O5 | O3
03 | 03| 04| O5 | Oy | O1 | O
O4 | O4 | O5 | O3 | O2 | O | O
O35 | O5 | O3 |04 | O1 | Op | Op

Note que (712 =0y, 0300] =04 € 030 (‘712 = 05, ou seja, S3 ¢ gerado por O e G3. Assim,
S3 = {69,61,612, 03,03007,030 612}.
Também é possivel escrever S3 da forma
S3 = {0y, 01, 6, ', 03, 030] = 0] ' 03, 0103 = G307 ' },
a qual serd utilizada mais adiante, no capitulo de Representacoes de Grupos.

Observaciio 2.10.5. E interessante observar que o grupo S3 é isomorfo ao grupo D3, definido

no exemplo 2.1.11. Sabendo que S3 é gerado por G| e 63; e que D3 é gerado por RZTn: eMy, é
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possivel construir o seguinte isomorfismo

Q: S3 — D3
G]HRZT”

o) — M.
Definicao 2.10.6. Sejam i, € I, = {1,2,...,n}, r > 1 e 6 € S, uma permutagdo tal que

G(i]) =1

G(iz) = Gz(il) =13

o(ir_1)=0""104) =i,

o(iy)=0"(i1) =10

o(j)=J,
paratodo j € I,\{ii,...,i,}. Diz-se que ¢ é um ciclo de comprimento r ou umr-ciclo, denotado
por (iy ...i,), sendo {iy,...,i,} denominado conjunto suporte de G.

Observacao 2.10.7. O ciclo de comprimento 2 ou 2-ciclo é denominado transposigao.

Como as permutacdes que sao elementos do grupo simétrico de ordem n, S,,, s@o finitas,

¢ possivel afirmar o seguinte resultado sobre a ordem desses elementos.

Proposicao 2.10.8. Seja o € S, um r-ciclo, tal que r > 1, entdo o(0) = r e sendo id a permutacdo

identidade de S,, tem-se (6) = {id,c,02,...,0" "'},

Observacao 2.10.9. A poténcia de um ciclo ndo é necessariamente um ciclo. Por exemplo:
considere o ciclo (1 2 3 4), entdo (1 234)(1234)=(13)24).

Definicao 2.10.10. Dois ciclos cujos conjuntos suportes sdo conjuntos disjuntos sdo denomi-

nados ciclos disjuntos.
Proposicao 2.10.11. Sejam o,p € S, dois ciclos disjuntos, entdo ¢ e p comutam.
Demonstragao:

Sejam ¢ = (iy...i;) e p = (j1...Js) tais que {iy,...,i;} N{J1,...,js} = 0. Podem ocorrer trés

Casos:
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1. Seke{i,...,i,}, entdo

Logo, (poo)(k) = (o op)(k).
2. Seke{ji,---,Jjs} entdo a demonstra¢do é andloga ao item 1.

3. Sek¢ {il,...,i;} ek ¢ {ji,...,Js}, entdo

Logo, (poo)(k) = (o op)(k).

O

Proposicao 2.10.12. Toda permutacdo o € S, exceto a permutacdo idéntica id, (a menos da

ordem dos fatores) pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos.

Demonstragao:

Para demonstracdo, ver Domingues e Iezzi (2003).

O

Corolario 2.10.13. Se n > 1, entdo toda permutagdo o € S, pode ser expressa como um produto

de transposigoes.

Demonstragao:
Pela proposi¢ao anterior € possivel decompor 6 em um produto de ciclos disjuntos. Apds isso,

basta aplicar a identidade
(i1igi3 .. ip—1ir) = (iriy) (irir—1) - .- (i113) (i1i2),
que € de facil verificacao.

O

Sabendo que € possivel decompor uma permutacdo em um produto de transposi¢oes

e que dois ciclos disjuntos comutam, tem-se que essa decomposicao nao € unica. Mas se em
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uma delas, o nimero de transposicdes € par ou impar, 0 mesmo acontece nas outras. Antes de

demonstrar essa afirmacao, sdo necessdrias algumas definicdes e resultados.

Definicao 2.10.14. Seja o € S, uma permutagdo dada por

i1...0p

Jue--n

o =

A assinatura de o ¢é o niimero real denotado por sgnc e definido por

sgno = H b=l

s>rjs_jr.

Proposicao 2.10.15. A assinatura de uma transposicdo é —1.

Demonstragao:
Seja T € §,, uma transposicao, tal que

i1ip i3 ... Iy

T = . . . .

iy i1 I3 ... Iy
sem perda de generalidade.
Se (r,s) é um par de indices da primeira linha da transposi¢do T e 1 < r < s < n, entdo podem
acontecer os seguintes casos:

(D —10) ih—1i]

1. Se (r,s) = (1,2), entdo o fator correspondente de (r,s) em sgnté —— = ————— =
X i1—ip  —(i2—1i1)

g —1
2. Ser=1es>2,entdo o fator correspondente de (r,s) em sgnt é : _1 .
Is—12

Ig—1
3. Se r=2e s > 2, entdo o fator correspondente de (r,s) em sgnt é — .2.
Is—1

Ig—1
4. Se r >2es > 2, entdo o fator correspondente de (r,s) em sgnt é —— = 1.
ls - lr

Note que os fatores correspondentes de (r,s) em sgnt dos itens 2 e 3 virdo aos pares, ou seja,

is_il is_i2

is—ipig—i1
para cada s > 2, entdo serd possivel cancela-los, restando somente os fatores correspondentes

de (r,s) em sgnt dos itens 1 e 4.

Portanto, sgnt = —1.



Proposicao 2.10.16. Se o,p € S, sdo permutagdes, entdo sgn(p o G) = sqnpsgno.

Demonstragao:

Considere as permutacdes o, p € S,, dadas por
1203 ... Iy J1J2 73 Jn
c=1. . . . epP= )
(]1 2 J3 - ]n) <k1 ky k3 ... kn)

is_ir js_jr is_ir
(sgno)(sgnp) = [[+— [12— =[] = sen(poo).

s>rds T JrssSp s — s>r

entao,

A proposicao anterior pode ser estendida para o caso de mais permutacoes.

Corolario 2.10.17. Se ¢ € S, entdo sgnoc = +1.

Demonstragao:

E possivel decompor ¢ em um produto de transposi¢des, ou seja,
O=T]0T70...07,
tal que 71, T2, ..., T, € Sy, ¥ € N. Pela proposicdo anterior
sgno = (sgnt;)(sgnm) ... (sgnt,) = (—1)".

Se r =2k+1, entdo sgnc = —1. Caso r = 2k, entdo sgno = 1, para k € Z.

Corolirio 2.10.18. Se ¢ € S, entdo sgnc~' = (sgno) ™.

Demonstragao:

Note que (12)(12) indica a identidade de S, entdo
o lo = (12)(12).

Segue que,

(sgno™")(sgno) = sgn(o™' o) = sgn((12)(12)) = (sgn(12))(sgn(12)) = (~1)(~1) = 1.

37
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De onde,

O

Nesse momento, é possivel demonstrar o resultado que refere-se a paridade de duas

decomposicdes distintas de uma mesma permutacao.

Definicao 2.10.19. O conjunto das permutacoes pares de S, é denominado grupo alternado de

S, e denotado por A,,.

Note que (12)(12) = id é uma permutacao par, entdo A, # (. E pela proposi¢ao abaixo,

confirma-se que esse conjunto € um grupo.

Proposicao 2.10.20. Seja o € S, e considere duas decomposicoes de G em transposicoes:

0O =7T10T70...0T, e 0 =P 0Pr0...0Py, I,s € Z. Entdo, r,s tem a mesma paridade.

Demonstragao:
Temos que sgno = (—1)" = (—1)*. Se r for par, entdo (—1)" =1 = (—1)*. Logo, s também é

par. Analogamente, se r for impar.
O

Sabendo que a paridade de diferentes decomposicdes de uma permutacdo € igual, é

possivel classificar as permutagdes de acordo com essa paridade.

Definicao 2.10.21. Seja o € S,. A permutagcdo ¢ é denominada par ou impar quando é ex-

pressa por um niimero par ou impar de transposicoes, respectivamente.

Dessa definicao e dos resultados anteriores, decorre que se sgno = 1, entdo o é par, e

se sgnc = —1, entdo o € impar.

Proposicao 2.10.22. Para todo n > 1, o conjunto das permutagées pares de S,, denotado por

Ay € um subgrupo normal de S, tal que o(A,) = % e (Sy:Ay) =2.

Demonstragao:
O objetivo € mostrar que A, é o nicleo do homomorfismo u: S, — {—1,1}, pois pelo Lema

2.9.1 e pelo Teorema do Homomorfismo vem que S, /A, = {—1,1} e A, é subgrupo normal de
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!
Sy, ou seja, 0o(A,) = % e (Sy:Ay)=2.
Considere a aplicacdo u: S, — {—1,1} dada por

1, se 0 é par
u(o) =

—1, se o éimpar
E claro que 1 estd bem definida, 1 é um homomorfismo sobrejetor e A,, = Nu(u). Pelo Lema
2.9.1, A, é um subgrupo normal de S,. Pelo Teorema do Homomorfismo, S, /A, = {—1,1}.
Dai, o(S,/A,) =2, ou seja, (S,: A,) = 2. Pelo Teorema de Lagrange, o(S,) = 0(A,)(S, : Ap).
n!

Segue que 0(A,) = 5

2.11 TEOREMA DE CAYLEY

Considere a tdbua da operacao do grupo Zs3:

| =] Sl +
| —| S| 3
—| Dl ] N9

O | = —|

Note que cada coluna dessa tdbua € uma permutacdo da outra. Desse modo, nessa
secdo serd abordado o Teorema de Cayley, que afirma que todo grupo G € isomorfo a um
subgrupo do grupo de permutagdes S(E). Para demonstrar esse teorema, s3o necessarios alguns

conhecimentos preliminares.

Definicao 2.11.1. Seja G um grupo. A aplicacdo 8, dada por

0,: G—=G

b ab
para a € G e para todo b € G, é denominada translagdo a esquerda definida por a.

A translagao a direita definida por a é dada de maneira andloga.
Proposicao 2.11.2. Seja G um grupo e a € G. Se 0, é uma translagdo, entdo o, é uma bijecdo,

ou seja, &, é uma permutagdo dos elementos do grupo G.

Demonstragao:

Sendo b,c € G, considere 6,(b), 8,(c) € G, tal que 6,(b) = d,(c), ou seja, ab = ac. Como G é
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regular para a operacdo, b = c. Logo, 9, € injetora.

Dado g € G, o objetivo é mostrar que existe d € G tal que §,(d) = g, ou seja, ad = g. No
grupo, essa equagio tem solucio d = a~!g. Entilo, basta considerar d = a~'g. Assim, §,(d) =
S.(a"'g) =a(a'g) = g. Logo, §, é sobrejetora.

Portanto, &, é bijetora.
O
Observacao 2.11.3. Sendo T(G) o conjunto das translagées em G e S(G) o conjunto das
permutagéoes em G, tem-se pela proposigdo anterior que T (G) C S(G).
Pela proposic¢do abaixo, além de subconjunto, tem-se que 7 (G) é subgrupo de S(G).
Proposicao 2.11.4. Seja G um grupo, entdo T (G) é subgrupo de S(G).
Demonstragao:

O conjunto T(G) # 0, pois 16 = 6, € T(G)
Considere as translagdes 64,9, € T(G). Sejad € G, entdo

(840 0p)(d) = 64(0p(d)) = Su(bd) = a(bd) = (ab)d = 84(d)

Logo, 6,0 8, = 04, ou seja, T(G) é fechado para a composicao.
Como &, é bijetora, entdo existe §, ! € T(G), sendo a~! € G o elemento inverso de a € G, tal

que 8, I— 0,-1. De fato,

(8,06, 1)(d) = (8,08, 1)(d) = 8(8,1(d)) = 84(a"'d) = ala 'd) = (aa~ 1)d = d = 6,(d)

(8, 08,)(d) = (8,-108,)(d) = 8a " )(8u(d)) = 8,1 (ad)a " (ad) = (¢ 'a)d = d = &,(d).

a1

Dai, (8,06, ') =(8,108,) =6,
Portanto, 7 (G) é subgrupo de S(G).

O

Agora € possivel demonstrar o Teorema de Cayley, um exemplo do que se chama

teorema de representagao.

Teorema 2.11.5. (Teorema de Cayley) Seja G um grupo, entdo G é isomorfo a T(G) C S(G).

Demonstragao:

Defina a aplica¢do : G — T(G) dada por u(a) = §,. O objetivo é mostrar que essa aplicacdo
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€ um isomorfismo.
E claro que u esta bem definida.

Considere a,b € G, entao,
Oup(c) = (ab)c = a(bc) = 84(bc) = (640 8)(c),

para todo ¢ € G. Logo, u(ab) = p(a)o u(b). Segue que p é homomorfismo.

Além disso, u é bijetora. Com efeito, sejam p(a),u(b) € T(G), tais que p(a) = u(b). Tem-se
04(c) = &p(c), ou seja, ac = bc, para ¢ € G. Como G é regular para a operacdo, a = b. Logo, i
é injetora. E claro que 1 é sobrejetora.

Portanto, i é isomorfismo.

O

Observacao 2.11.6. A possibilidade de representar qualquer grupo por um grupo de permuta-
coes dd uma maior concretude ao grupo em estudo, por mais abstrato que seja. E pelo Teorema
de Cayley, observa-se que é possivel representar todo o grupo G por um grupo de permutagoes
dos elementos de G, isto é, T(G) é uma representacdo de G. Pode-se dizer que G age sobre si

mesmo, no sentido de que cada g € G produz uma permutagdo de G.

A defini¢do de acdo serd vista na proxima sec¢ao, generalizando a no¢do de um grupo

agindo sobre si mesmo.

A mesma € muito importante na Teoria de Representagdes de Grupos, abordada nesse

trabalho.
2.12  ACAO DE GRUPOS

Definicao 2.12.1. Seja G um grupo e X um conjunto ndo-vazio. Diz-se que G age em X se para

cada g € G, existe uma aplicagdo

fiGxX—=X

(8,x)— f(g,x) =g-x

que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Tem-se e-x = x, para todo x € X, sendo e o elemento neutro de G.

(ii) g-(h-x) = (gh)-x, paratodo g,h € GexcX.



42

Exemplo 2.12.2. O grupo Z age sobre R pela aplicacdo

[ ZxR—=R
(n,x) —»n-x=(—1)"x

De fato,

(i) 0-x=(—1)x=x;

(ii) (n+m)-x=(—=1)""x = (=1)"((—=1)"x) = (=1)"(m-x) =n-(m-x), para nnm € Z e

xeR
Exemplo 2.12.3. Todo grupo G age sobre si mesmo por meio da operacdo usual do grupo.
Considere a aplicagdo
f:GxG—G
(8,%) > g-x = gx

Entdo, as condigcoes de ac¢do sdo satisfeitas pela associatividade da operacdo de G e pela

existéncia do elemento neutro de G. Essa agdo é denominada agdo regular.

Exemplo 2.12.4. Seja G um grupo e X um conjunto ndo-vazio. Defina a aplica¢do

f:GxX—X

(8:x) »g-x=x

Tem-se que f é uma agdo denominada agdo trivial.
Exemplo 2.12.5. Considere o grupo S, e o conjunto ndo-vazio I, = {1,2,...,n}. Defina a
aplicagado

fiSyxl, =1,

(0,x) —» 0-x=0(x)

Essa aplicacdo é uma agdo natural de S, em I,.

Exemplo 2.12.6. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Considere a aplicacdo

f:HXG—G
(h,x) — h-x = hxh™!

Essa acdo de H em G é denominada conjugagdo por H e hxh™' é chamado conjugado de x por
h.
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3 ALGUMAS CONSTRUCOES UNIVERSAIS

Considere V e W espacos vetoriais de dimensdo finita sobre o corpo K e 7 uma
transformacdo linear de V em W. Sabe-se que o conjunto imagem da transformacgdo 7', deno-
tado por Im(T), é subespago vetorial de W. Porém, geralmente isso ndo acontece para aplica-
coes multilineares. Usando a defini¢do de produto tensorial, obtém-se que a imagem de uma

aplicagdo multilinear € um espaco vetorial.

O produto tensorial serd definido com a utilizacao de aplicacOes bilineares, pois com

algumas adaptacdes € possivel generalizd-lo para aplicacdes multilineares.

Esse capitulo foi baseado em Greub (1967) e seu objetivo € definir as estruturas - pro-
duto tensorial, poténcia simétrica e exterior - para utilizd-las como exemplos de representacdes
de grupos e mostrar que o produto tensorial é isomorfo a soma direta da poténcia exterior com

a simétrica, no caso de aplicacdes bilineares.

3.1 APLICACOES BILINEARES

Definicao 3.1.1. Sejam V|,V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. A aplicagdo
Q: VixVo,—-W
€ denominada aplicagdo bilinear quando:

(p(aul +ﬁu2,\/) = (X(P(ul,V) —l—ﬁ(p(uz,v)
@(u, Y1 +2Av2) = yQ(u,v1) + Ap(u,v2)

para todo u,uy, uy € Vi, v,vi,m €Va, «, B,7,A €K

Observacao 3.1.2. Se W =K, entdo ¢ é denominada funcgao bilinear.

Considere ¢ uma aplicagdo bilinear de V| e V, em W, sendo Vi,V; e W espagos veto-

riais de dimensao finita sobre o corpo K. Entdo, nem sempre o conjunto imagem de ¢, dado
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por
Im(@)={ou,v)eW:uecVieveW},
¢ subespaco vetorial do contradominio W.

De fato, considere o caso em que V; =V, =V e W sdo espacos vetoriais finitos tais
que dim(V) =2 e dim(W) = 4. Sejam {v, vo} e {wy, wa, w3, ws} bases para V e W, respecti-

vamente. Considere a aplicacdo bilinear ¢: V x V — W definida por
P(ovi + oo, Bivi+ fava) = cufiwi + o fowr + 0 fiws + 0 fows

para oy, o, B, B € K.

Afirma-se que o vetor z = yw| + hwy + P3w3 + Y4w4 pertence a Im((p) se, € somente

se, 17%s — Y =0.

Com efeito, se z € Im(¢) entdo, z = @(av| + 0pva, Bivi + Bava). Assim,

z= 01 Biwi + oy Powz + o fiws + i fows.

Denominando "M = (Xlﬁl, Y = 061[52, V3= (Xzﬁl € Y4 = (Xzﬁz, vem

NYs— 1y = a1 fioefr— o fronf =0.

Por outro lado, se 1174 — 213 = 0, entdo ¥4 =7, "%75. Supondo oy =y, Bi =1,
B2 = YfIYZ, 0 = 73, segue que
oo vy + vy, Brvi + Bava) = ay Biwy + o fowr + 0 Biws + i fowy
=Ywi+n ?’1_] w2+ w3+ }/1_1 RYswa
=Nwi+ w2+ w3+ Yawy
=z
Logo, z € Im(9).

Suponha que z; = 2wy + 2wy +w3 + w4 € 2 = wy +ws. Entdo, z; e zo satisfazem as
condi¢des acima. Logo, z1, 22 € Im(@). Porém, z; — 20 = wy + 2wy +ws ¢ Im(¢@). Portanto,

Im(@) nao é subespaco de W.

Considere o conjunto B(V;,V,; W) das aplicacdes bilineares, dado por

B(V1,Vo; W) ={¢@: V] xV, — W: ¢ é uma aplicacdo bilinear}
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e defina a soma e o produto por escalar da seguinte maneira:

(OCQDI + (pz)(u,v) =aQ; (u,v) + (Pz(bt,v)
paratodos @1, g € BucVi,veV,ea € K.

O conjunto B(V},V2; W) com a soma e o produto por escalar tem estrutura de espago

vetorial sobre K.

Observacao 3.1.3. Se W = K, entdo o conjunto B(Vy,V2; W) serd denotado simplesmente por
B(V,Va).

E possivel estender o conceito de aplicagdes bilineares para o que denomina-se aplicagdes

multilineares.
3.2 APLICA(;OES MULTILINEARES

Defini¢ao 3.2.1. Sejam V\,...,V, e W espagos vetoriais sobre o corpo K. A aplicagao
Qo:Vix..xV,=>W
€ denominada aplicagcdo multilinear quando:
Q(ut,...,oui+PBvi,...,up) =a@(ur, ..., uj...,up) +BO(ur, ..., vi,...,up)

para todo u;, vi €V, i€{1,....n}ea,p eK

Observacao 3.2.2. Se W =K, entdo ¢ é denominada fungdo p-linear ou multilinear.
Considere o conjunto L(Vy,...,V,;W) das aplicagdes multilineares, dado por
LVi,...,Vp; W) ={¢: V; x...xV, = W: ¢ é uma aplicacdo multilinear}
e defina a soma e o produto por escalar da seguinte maneira:
(@i + @) (ui,...,up) = a@(u,...,up) +Q2(ur,... up)

paratodos @1, ¢ € L,u; €V, i€ {l,...,ptea e K

O conjunto L(Vy,...,V,;W) com a soma e o produto por escalar tem estrutura de

espaco vetorial sobre K.

Observacio 3.2.3. Se W = K, entdo o conjunto L(V\,...,V,;W) serd denotado simplesmente
por L(Vy,...,V,).
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3.3 PRODUTO TENSORIAL
Nesta se¢do, serd introduzido o produto tensorial. As aplicacdes multilineares podem
ser vistas como aplicacdes lineares sobre o produto tensorial.

Definicao 3.3.1. Sejam Vi, Vo, e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢ uma aplica¢do
bilinear dada por ¢ : Vi x Vo — W. O par (W, @) é denominado produto tensorial de V| e V,

quando:

(i) Im(@) =W;

(ii) Se y: Vi x Vo — U é uma aplicacdo bilinear, sendo U um espago vetorial arbitrdrio

sobre K, entdo existe uma aplicacdo linear f: W — U tal que y = f o @, ou seja, tal que

o diagrama
Vix VoYU
wl g
Ve
P
w
comuta.

As condigdes (1) e (i1) da definicdo 3.3.1 sdo equivalentes a condi¢do a seguir, deno-
minada propriedade universal: Se y: V| x V, — U € uma aplicacdo bilinear, sendo U um

espago vetorial arbitrario sobre KK, entdo existe uma dnica aplicacdo linear f: W — U tal que
y=/foo.

De fato, vale a equivaléncia. Suponha, pela condicdo (ii), que existem as aplicacdes
lineares f1: W - Ue fo: W —U taisque ¥y = flo@p e y = f,o0¢. Entdo, flo@ = fr00,
ou seja, f1o @ — f0¢ =0. Segue que, (fi — f2) o ¢ = 0. Pela condi¢do (i), fi = f». Logo, a

aplicacdo linear € tnica e vale a propriedade universal.

Agora, suponha que vale a propriedade universal. A condi¢do (ii) segue imediata-

mente. Para mostrar a validade da condicdo (i), considere a aplicacdo bilinear
v: Vi xV, — Im(@)
definida por y(u,v) = ¢(u,v), para todo u € V| e v € V5, sendo ¢ a aplicacao bilinear
Q:VixVo—=W.

Pela propriedade universal, existe f: W — Im(¢) tal que v = fo . Seja g: Im(¢p) - W

a aplicagcdo de inclusdo, o objetivo € mostrar que g é sobrejetora. Como g é aplicacdo de
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inclusdo, entdo go Y = @. Segue que, (go fl)o@ =go(fop)=goy = ¢. Considerando a
aplicacao identidade i: W — W, sabe-se que io @ = ¢. Dai, que (go f)o@p =io@ = ¢. Pela
propriedade universal, existe Unica aplicacdo & tal que ¢ = ho ¢. Entdo, go f = i. Conclui-se
que g é sobrejetora. Com efeito, dado y € W, existe x € Im () tal que g(x) =y, basta considerar

x = f(y), ja que g(x) = g(f(y)) = (go f)(y) = i(y) = y. Portanto, Im(¢) = W. Logo, vale a
condicao (1).

No exemplo a seguir serd utilizada a defini¢cdo 3.3.1 para mostrar que a multiplicagdo

por escalar € um produto tensorial.

Exemplo 3.3.2. Seja W um espaco vetorial arbitrdrio sobre o corpo K. Defina a aplicacdo
bilinear ¢ : K xW — W dada por ¢(a,w) = aw. Entdo, (W, ) é um produto tensorial de K
eW.

(i) Im(@) =W. Com efeito, sejay € W. O objetivo é mostrar que existe (a,w) € K x W tal
que @(o,w) =y. Considere (a,w) = (1,y). Dai,

(p(OC,W) = (P(l,y) =)

(ii) Se w: K xW — U é uma aplicacdo bilinear, sendo U espaco vetorial arbitrdrio, entdo
existe uma aplicacdo linear f: W — U tal que ¢y = f o Q. De fato, considere a aplicagcdo

linear f: W — U definida por f(w) = y(1,w), entdo
foo(a,w)=fle(a,w)) = flaw) = af(w) = ay(l,w) = y(a,w).

Observacao 3.3.3. Sejam Vi, V, e W espacos vetoriais sobre o corpo K e uma aplicacdo bili-
near ¢ : Vi x Vo, — W. Supondo que o par (W, @) seja o produto tensorial de V| e V,. Denota-se
W=Vi@V,e@u,v)=u®v, paraucVyieveV, CasoV =V =V, =...=V,, sendo V;
espacos vetoriais, para i € {1,2,...,n}, denota-se W =V @V, ®...QV, =V,

O produto tensorial foi definido e exemplificado, porém € possivel garantir sua existéncia?
E se ele existe, € inico? Para demonstrar esses fatos, € necessario entender a defini¢ao de espago

vetorial livre.

Observacao 3.3.4. Considere um conjunto arbitrdrio A, um corpo K e o conjunto C(A) das
fungées f: A — K tal que f(a) # 0 para uma quantidade finita de elementos a € A. Em

simbolos,

C(A) = {f A — K: f(ai) 7&0,61,' c€Aie {1,...,1’1}}.
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Defina a soma de dois elementos e o produto por escalar, sendo f, g € C(A), o € K,

conio

(oef +g)(x) = af(x) +g(x)

para todo x € A.

O conjunto C(A) com a soma e o produto por escalar, definidos acima, tem estrutura

de espaco vetorial sobre K.

Para cada a € A defina f, € C(A) tal que:

1, x=a

0, x#a

Ja(x) =

para x € A.

Se f € C(A), entdo existe uma quantidade finita de elementos a; € A, sendoi € {1,...,n},

tais que f(a;) # 0. Desse modo, € possivel definir f em um elemento x € A da seguinte maneira:

f@=iﬂmmw.

1

Denotando f(a;) = ;, obtém-se

f@zimmm.

Note que foi possivel escrever uma f € C(A) genérica como combinagdo linear dos

elementos do conjunto { f,}aca. Portanto, {f;}aca gera C(A).

Agora, considerando B; € K quaisquer, i € {1,...,n} e
Z ﬁifai (x)=0
i=1
tem-se para cada j € {1,...,n} ea; €A
n
0= Bifslaj)=Bjfaj(a;) = B;.
i=1

Logo, { fa}aca € linearmente independente.

Portanto, { fu}aeca € uma base para o conjunto C(A). Fazendo a identificagcdo a — f,,

obtém-se que A é uma base para C(A).
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Dai, decorre a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.3.5. O espaco vetorial C(A) construido acima é denominado espago vetorial livre
sobre A.

Observacio 3.3.6. Considerando A = V| x V,, obtém-se que {f(qp)}(ap)ca € uma base para
C(Vy x V). Sendo f € C(V) x V,) € possivel escrevé-lo como uma combinagdo linear dos

elementos da base, isto é,

f(I/l,V) = Zai7jf(a,~,hj) (u,v),
iy
para 0; ;= f(a;,b;) eK,ueVieve .

Fazendo a identificacdo (a,b) — flap), obtém-se que Vi X V5 é uma base para
C(Vi X V,). Desse modo, se z € C(V) x V,), entdo

Z:Zai,j(ahbj)a
i,J
para o; j = f(a;,b;) € K.

Agora, € possivel demonstrar a existéncia do produto tensorial.

Proposicao 3.3.7. Sejam Vi, Vo e W espacos vetoriais sobre o corpo K. Entdo, existe o produto

tensorial Vi @ V.

Demonstragao:
Considere o espago vetorial livre C(V} x V), cuja base é V| x V,, e N(V},V,) o subespaco de

C (V1 x V) gerado pelos vetores:

(auy + Buy,v) — ot(uy,v) — B(uz,v)
(u, Y1+ Ava) — y(u,vi) — A(u,v2)

sendo u,uy, uy € Vi,vv;, v eVhea,fB,y,A € K.

Seja W = C(V; x V»)/N(V1,V2) e & a projegdo candnica de C(V; x V,) em W e defina
@: Vi xV, — Wtal que ¢(u,v) = m(u,v).

A bilinearidade da aplicagdo ¢ decorre da defini¢do de N(V},V;). Tem-se que

(0w + Buz,v) — at(u1,v) — B(ua,v) € N(V1,V2),
entao

r(ouy + Buz,v) = an(uy,v) + Br(uz,v),
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assim,

o(auy + Puy,v) = n(au; + Pus,v)
= an(u,v)+ Br(uy,v)
= a@(u,v) +Le(uz,v)

Analogamente, para @ (u,yvi +Avy) = Y@(u,vi) + A @(u,v7).
Para mostrar que a aplicacdo ¢ satisfaz a propriedade universal do produto tensorial, basta de-

monstrar que ela satisfaz as condicoes (i) e (i1) da definicao 3.3.1.

(i) Sejaz e C(V) xV,), pela observagdo 3.3.6, tem-se que

2= & (aib))
7

Como 7: C(V) x V,) — W € sobrejetora, tem-se que para w € W, existe z € C(V| x V;) tal

Z) =T <Z(Xi’j(ai,bj)> =W,
i,j
Dai,

w= n(Za,,a,, ) Za,lna,, Zoc,](pal, <ZO‘U"” )

que

LJ

Logo, w € Im(¢@), ou seja, W C Im¢. E claro que Im@ C W. Portanto, Imp =W.

(i) Considere a aplicacdo bilinear y: Vi x Vo, — U, sendo U um espaco vetorial arbitrario.
Pela observacdo 3.3.6, V| x V, é base de C(V| x V,), entdo existe uma tnica aplica¢do
linear g: C(V; x V,) — U dada por g(u,v) = y(u,v). Da bilinearidade de y segue que
N(V1,V,2) C Nu(g). De fato,

W(aul +ﬁu2,v) = (Xl]/(ul,\/) +[31//(u2,v)
V(u,yv1+Avz) = yy(u,vi) + Ay (u,v2)
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De onde,

glouy + Puz,v) = ag(ur,v) + Pgluz,v) = g(a(ur,v) + p(uz,v))
g(u,?’Vl —|—AV2) = }/g(u,w) —|—7Lg(u,v2) = g()’(”ﬂ‘/]) —|—7L(u,v2))

Da linearidade da g, conclui-se que N(V,V») C Nu(g).
Portanto, g induz uma aplicagao linear f: C(V; x V,)/N(V;,V,) — U talque fomwr = g.

Como 7(u,v) = ¢(u,v), segue que
fog=fom=g=y.

Logo, (W, @) é o produto tensorial de V; em V,, sendo W =C(V; x V2) /N(Vy, V) e ¢ = .

O

Demonstrada a existéncia do produto tensorial, tem-se a proposicao abaixo, a qual

garante sua unicidade.

Proposicao 3.3.8. Sejam V|, Vo, W e U espacos vetoriais sobre o corpo K. Se @1: Vi xV, - W
e ¢r: V1 x Vo = U sdo aplicagées bilineares que satisfazem a propriedade universal. Entdo,
existe um isomorfismo linear f: W — U tal que f(@i(u,v)) = @2(u,v), para todo u € Vy e
vew,.

Demonstragao:
Sabendo que @; e ¢, satisfazem a propriedade universal, € possivel utilizar a notagao instituida
na observacdo 3.3.3. Assim, @;(u,v) =u®;ve ¢(u,v) =u®,v, parau € Vy e v € V,. Pela

condicdo (ii) da definicdo 3.3.1, existem as aplicacdes lineares f: W — U e g: U — W tais que
flueiv)=u®v e gu®yv)=u®v,
paratodou € Vi ev € V5. Assim,
feu®yv)) =fu@v) =u®v e g(f(u@1v))=gu@v)=u®v.
Considerando-se as aplicagdes identidade iy € iy, tem-se
iv(uRav)=u®v e iyw(u®v)=u®v.

Pela condic¢do (i) da defini¢do 3.3.1, segue que f e g s@o isomorfismos lineares inversos.
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Para construir uma base para o produto tensorial faz-se necessaria a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.3.9. Considere V e W espagos vetoriais sobre o corpo K e (v;)1<i<n uma familia
de vetores de V. A familia (v;)1<i<n € linearmente independente se, e somente se, para cada
familia (w;)1<i<n de vetores de W, existe uma aplicagdo linear f: V — W tal que f(v;) = w;,
paratodoi€ {l1,...,n}.

Proposiciio 3.3.10. Sejam V| e V; espagos vetoriais sobre o corpo K. Se {v}}1<icy e {Vi}lgjgm
sdo bases de Vi e Vs, respectivamente, entdo o conjunto { (v} ®v§) cie{l,...,n}eje{l,....m}}

€ uma base para o produto tensorial Vi Q V;.

Demonstragao:

Todo vi € V] pode ser escrito de maneira inica como

n
V] = Z(Xivil.

i=1

Todo v, € V; pode ser escrito de maneira inica como
< 2
=) By;
j=1

Considere um espago vetorial qualquer W ndo trivial e {wy 1,...,wum} C W.
O objetivo € mostrar que existe uma aplicacdo linear h: V] @ Vo, — W tal que h(vl1 ® v?) =Wwjj.

Entdo, defina a aplicagdo f: Vi x Vo, — W tal que

fvi,vm)=f (Z oy, Z 5jV§> = Za,-ﬁjw,-,j
i=1 j=1 i,j

Note que f € bilinear.

Pela propriedade universal do produto tensorial existe fg: Vi @ V, — W tal que

f = f® °co,
onde @: Vi xVo = VI @V,.
Logo, a h procurada € a f.
Portanto, pela proposigdo anterior, {(v} ® v?): ie{l,...,n};je{l,...,m}} é linearmente in-

dependente.

Pela demonstrag¢ao do teorema da existéncia do produto tensorial, tem-se que

Q:VixVo=W=Vi®WV
(u,v) = 7(u,v) = @(u,v) = (u®@v)
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Desse modo, {(v},v?): ie{l,...,n};je€{l,...,m}} gera o espago V| x V5 e {(v} ®v§): i€
{1,...,n};j€{l,...,m}} geraoespagco W =V @ V;.
Portanto,{(v}®v§)i€{1,...,n};j€{1,...,m}}éumabaseparaVl®V2.

O

Conhecendo-se a base de um espago vetorial, € interessante saber a dimensdo desse

espaco vetorial, que nesse caso decorre diretamente do principio fundamental da contagem.

Proposicao 3.3.11. Sejam V| e V, espacos vetoriais sobre o corpo K. Considere dim(Vy) =n e
dim(Vo) = m, entdo dim(Vy @ Vo) = nm.

Seguem alguns exemplos de produto tensorial.

Exemplo 3.3.12. Sejam My, M, N1, e N, espacos vetoriais sobre o corpo K, com dimensées
my, my, ny, e ny, respectivamente. Entdo, L(M;,M>) @ L(Ny,N,) = L(M; ® N1,M> @ N>). De

fato, considere a aplicagdo

Q: L(Ml,Mz) XL(Nl,Nz) —)L(M] ®N1,M2 ®N2)
(f,8) = o(f,8)

dada por ¢(f,g)(a®b) = f(a)® f(b). E claro que ¢ é bilinear.

Pela propriedade universal do produto tensorial existe uma uinica aplicagcdo linear
O L(M],M2> ®L<N1,N2) — L(Ml QX N1,M> ®N2)

tal que §(f®g) = o(f,8).

O objetivo é mostrar que ¢ leva base em base. Assim, considere {e;}, {e;}, {e;} e {€}} bases de
M\, My, Ny e N, respectivamente. Entdo, {E;;} e {Ej;} sdo bases de L(M{,M,) e L(Ny,N>),
respectivamente.

Definindo a aplicagdo linear Ey;: My — M, tal que Ey;(e;) = €} e Ey;(ej) =0, para j #i. E
definindo uma aplicacdo linear E j de maneira andloga, obtém-se que {Ey; QF 7} € uma base
para L(My,M>) @ L(Ny,N3).

Dessa maneira,

O (Eri @ Ejrj)(e, @ Es) = Eyi(er) @ Ejj(Ey)
CGRE, ser=ies=]j

0, caso contrdrio
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Logo, ¢ (Ey; ®Ej/j) leva e; QEj em ¢, ®E}, e os outros elementos da base de My @ Ny leva em
0.

Portanto, obtém-se o resultado.

Exemplo 3.3.13. Se m, n sdo inteiros positivos e d = (m,n), entdo
7/nZ ®7 7/mZ = T./dZ.
Em particular,
Z/nZ @z Z/mZ =0

se, e somente se, (m,n) = 1.

De fato. Como (1], gera Z/nZ e [1]y, gera Z/mZ, tem-se que [1], ® [1],, gera Z/nZ @ 7./ mZ.
Agora, n([1], @ [1]m) = [n]n @ [1]m = 0@ [1]n = 0 e m([1], @ [1]m) = [1]n @ [m]m = [1], ©0 = 0.
A ordem de [1], ® [1],, divide n e m. Portanto, divide d. Logo, a ordem de Z./nZ @z 7./mZ é
menor ou igual a d.

Considere a aplicacdo y: Z./nZ Xz ZL/mZ — 7./dZ, dada por y(|a],, [b]m) = [ab4. Tem-se
que Y estd bem definida, pois se ([ai]n, [b1]m) = ([a2]n, [D2]m), entdo nla; —ay e m|by — bs.
Assim, d|ay — ay e d|b) — by. Dai, d|bi(a) — az) e d|(b) — by)ay. Segue que, d|aby — azby, ou
seja, [a1by]g = [axb2)4.

E claro que y é Z-bilinear.

Pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma vinica aplicagdo Z-linear h: 7Z./nZ ®

Z]mZ — 7./dZ que faz o seguinte diagrama comutar.

Z/n7 ® 7)mL"—7,/d7Z.

o
of
// h

Z/nZ @ 7.]dZ.

Assim, h([a], ® [b]m) = [ab)4.
Em particular, h([a]n,[1];) = [a]lg. Desse modo, h é sobrejetora. Dai, Z/nZ & 7./mZ tem

tamanho pelo menos d. Logo, o tamanho é d.

3.4 POTENCIA SIMETRICA

O objetivo em definir a poténcia simétrica € chegar a uma noc¢ao do produto tensorial

que permita tratar aplicagdes multilineares simétricas como aplicagdes lineares.

Primeiramente, segue a definicao de uma aplicacao multilinear simétrica:
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Definicao 3.4.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢: V" — W uma

aplicacdo multilinear. Diz-se que ¢ é uma aplicacd@o multilinear simétrica quando

P(Vo(1)s--Va(m) = @(V1,---,Vn)

comv; €V, parai€{l,...,n} e 6 €S, sendo S, o grupo simétrico.

O conjunto de todas as aplicacdes multilineares simétricas ¢ : V" — W ¢ denotado por
§"(V,W). Esse conjunto com a composic¢ao de aplicagdes tem estrutura de espago vetorial sobre

o corpo K.

A partir dos conceitos de produto tensorial e aplicacdo multilinear simétrica é possivel
construir a poténcia simétrica. Mas primeiramente, o que é uma poténcia simétrica? A res-
posta estd na definicdo abaixo, que ¢ muito semelhante a definicdo de produto tensorial. A
diferenca € que ¢ e ¥ devem ser mais do que aplicacdes multilineares, precisam ser aplicacoes

multilineares simétricas.

Definicao 3.4.2. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢ uma aplicagcdo
multilinear simétrica dada por ¢ : V" — W. O par (W, @) é denominado poténcia simétrica de
V quando para cada aplicacdo multilinear simétrica y: V" — U, sendo U um espago vetorial

arbitrdrio, existe uma unica aplicagdo linear f: W — U tal que W = f o @, ou seja, tal que o

diagrama
vi YU
A
(p v
|
w
comuta.

Para facilitar a escrita, € utilizada a seguinte notagao:

Observacao 3.4.3. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja uma aplicacdo
multilinear simétrica @: V" — W. Supondo que o par (W, Q) seja a poténcia simétrica de V,

denota-se W = S"(V) e (vi,va,...,vy) =ViVa...vy, parav; €V, sendoi € {1,...,n}.

Nesse ponto surge a mesma duvida em relagdo ao produto tensorial: a pot€ncia simétrica
existe? E se existe, ela é dnica?
Proposicao 3.4.4. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢: V" — W uma

aplicagcdo multilinear simétrica, entdo uma poténcia simétrica (W, Q) pode ser construida.

Demonstragao:

Seja (VE" ¢g) o produto tensorial de V" e considere C o subespago vetorial de V" gerado
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pelos vetores
M®...Q0V, —Vo(1) ®"'®V6(n)'

Sejam W = V®"/C e 7 a projegdo candnica de V" em W. Defina a aplicagdo multilinear

@: V" - W tal que (vy,...,vy) =T(1 ®...®v,). Como (V" @) é o produto tensorial,

tem-se que Qg (Vi,...,vy) = V] ®...Qv,, entdo ¢ = T o Pg, ou seja, o diagrama
n (p
Vi —— W
A
® l -
® P /ﬂ'
yen
comuta.

Note que ¢ é simétrica.

Como os vetores v ®...®v, geram V" e 7 € sobrejetora, entdo T(vi ®...Qv,) = @(vi,..., V)
gera W.

O objetivo é mostrar que (W, @) é a poténcia simétrica de V, ou seja, mostrar que dada uma
aplicacdo multilinear simétrica y: V" — U, sendo U um espago vetorial arbitrario sobre K,
existe uma unica aplicagdo linear f: W — U tal que y = fo .

Agora, dada uma aplicacdo multilinear simétrica y: V"* — U, pela propriedade universal do
produto tensorial existe uma tnica aplicacdo linear fi,: V" — U tal que W = f5 0 @, Ou seja,
tal que o diagrama

v Y U

A
‘P@l ’
o fe
yen
comuta.

Sendov=vi®...Qvy —V5(1) & ... ®Vg(y), pelo fato de y ser simétrica e fg linear, tem-se que

fo() =fo(M®@...QV —V51)@... @Vg(n)
= fo(M1®...0m) = fo(Vo1) ® ... ®Vs(n))
=feo@a(Vis-,vn) = fo 0 @3 (Va(1)s - s Va(n)
=YO1,- V) = V(s (1) Va(n)
=0

Segue que fi induz uma tdnica aplicagdo linear f: W — U tal que f(v) = f(v), sendov € W,
com v € V¥, De fato, suponha v,v; € W, de modo que V| = V7, entdo v{ — v, € C. Assim,

fo(vi —v2) =0, pela linearidade da aplicac@o, fi(vi) = f(v2). Logo, f(vi) = f(v2).
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Portanto, (W, @) é a poténcia simétrica de V, sendo W = V®" /C, tal que o diagrama

V”LU

comuta. E claro que a aplicagdo f € unica.
0

Demonstrada a existéncia da poténcia simétrica, tem-se a proposi¢ao abaixo, a qual

garante sua unicidade.

Proposicao 3.4.5. Sejam V, W e U espacos vetoriais sobre o corpo K e considere
Q1: V' =W e @: V" — U aplicacées multilineares simétricas tal que (W, 1) e (U, @) sdo

poténcias simétricas. Entdo, existe um isomorfismo f: W — U tal que

flo1(vi,..oovn)) = @2(vi, .o yvn),

para todo v €V, sendoi € {1,...,n}.

Demonstragao:

A demonstracdo € andloga a demonstracdo da unicidade do produto tensorial.
OJ

Agora, serd construida uma base para a poténcia simétrica, de modo semelhante a

construcdo da base para o produto tensorial.

Proposicao 3.4.6. SejaV um espago vetorial sobre o corpo K tal que dim(V) =me {ey,...,en}
é base de V. Entdo, B = {eill ... em iy ... +iy,=n} éuma base para S*(V).

Demonstragao:

Na demonstracdo da constru¢do da poténcia simétrica foi demonstrado que o conjunto 3 gera
S"(V). Para mostrar que é linearmente independente, serd utilizada a proposi¢ao 3.3.9. O
objetivo é considerar uma familia arbitraria de vetores (wj);esa de W, para I = (iy,...,ip),
A= {(i1y---yim): i1+ ...+ iy = n}, sendo W qualquer espago vetorial ndo trivial sobre K,
e mostrar que para cada familia desse tipo existe uma aplicagdo linear 4: S*(V) — W tal que

h(ei‘ Loem) =y
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Defina a aplicagdo y: V" — W por

l//(vl,. .. ,vn) =y (Z ayieg,. .., Z Otnie,-> = Z(Oﬁi .. Otm')wl
i=1 i=1

para todo (vi,...,v,) € V". A aplicacdo y é multilinear e simétrica. Entdo, sendo (S"(V),¢) a
poténcia simétrica de V, pela defini¢do de poténcia simétrica existe unica transformacao linear
f:8"(V)— Wtalque y = fo@,onde @: V" — §"(V).

Desse modo, a h procurada € a f. Portanto, o conjunto € linearmente independente.
OJ

A dimensao de §*(V) é igual a quantidade de elementos na base desse espago vetorial.
Encontrar essa quantidade € semelhante a resolver o problema de encontrar solucdes inteiras e

ndo negativas cuja soma € um determinado nimero, por exemplo x| +xp +x3 +x4 = 11. Sabe-
4
se que a quantidade de solucdes da forma (xy,xp,x3,x4) € igual a ( > . Generalizando, se
3
a equagdo é x; +...+x, = p, entdo o nimero de solugdes inteiras ndo negativas (xi,...,x,) é
p+m—1
m—1 .

Proposicao 3.4.7. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K tal que dim(V) = m, entdo

dim(S"(V)) = ( ntm-l )

m—1

Exemplo 3.4.8. Tem-se que S*(V) pode ser pensada como o espago dos polindmios de grau
k nos elementos de V com a operagdo usual de produto comutativo de polinomios. Quando
os elementos sdo escritos em termos de uma base, o produto resulta em um polinémio. Por

exemplo, considere o produto
(17 1, 1) ’ <_1v 1, 1) ) (07 1, _1) < S3(R3)

Sejam x = (1,0,0), y = (0,1,0), z = (0,0,1). Calculando o produto em termos de x,y e z,

segue que

(LL1)-(=1,1,1)-(0,1,—1) = (x+y+2)(—x+y+2)(y—2) =Xy —xz+y +y’z—y" = 2.
3.5 POTENCIA EXTERIOR

Primeiramente, serd definida a aplicacdo multilinear alternada.
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Definicao 3.5.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢: V" — W uma

aplicacdo multilinear. Diz-se que ¢ é uma aplicacd@o multilinear alternada se

V1, s Viye oy Vi, Vy) =0

sempre que algum v; =v;, comi# j, parav;,v;j €V e i,je{l,...,n}.

O conjunto de todas as aplicacdes multilineares alternadas ¢ : V" — W € denotado por
Alt*(V,W). Esse conjunto com a composi¢do de aplicagcdes tem estrutura de espago vetorial

sobre o corpo K.

A partir da definicao de aplicacdo multilinear alternada e tendo nocao de produto ten-

sorial é possivel construir a poténcia exterior. Segue abaixo a defini¢ao.

Definicao 3.5.2. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢ uma aplicacdo
multilinear alternada dada por ¢: V" — W. O par (W, @) é denominado poténcia exterior de
V quando para cada aplicacdo multilinear alternada y: V"' — U, sendo U um espago vetorial

arbitrdrio, existe uma unica aplicagdo linear f: W — U tal que y = f o @, ou seja, tal que o

diagrama
vi Yy
A
(P Ve
l Lt
%4
comuta.

Para facilitar a escrita, utiliza-se a seguinte notagao:

Observacao 3.5.3. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K e seja uma aplicacdo
multilinear alternada @ : V" — W. Supondo que o par (W, Q) seja a poténcia exterior de V,
denota-se W = N'(V) e @(vi,v2,...,vy) =VIAVIA... AV, parav; €V, sendo i € {1,...,n}.

Uma divida é: a poténcia exterior existe? E se existe, ela € uinica?

Proposicao 3.5.4. Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢: V" - W

uma aplicacdo multilinear alternada, entdo uma poténcia exterior (W, @) pode ser construida.

Demonstragao:
Seja (VE" ¢g) o produto tensorial de V" e considere C o subespago vetorial de V" gerado

pelos vetores

VIR...ViRKR...V;X...RQVy.
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Sejam W = V" /C e 1 a proje¢do de V" em W dada por w: V" — W. Defina a aplica¢do
multilinear @: V" — W tal que @(vi,...,v,) = T(v{ ®...®@v,). Como (V" @g) é o produto

tensorial, tem-se que @z (vq,...,vy) =V ®...®Vv,, entdo @ = T o Pg, ou seja, o diagrama
n @
Vit —— W
A
q’@l -
7 g T
yen
comuta.

Note que ¢ ¢ alternada.

Como os vetores v ®...®v, geram V" e 1 € sobrejetora, entdo 7(vi ®...Qv,) = @(vi,...,vy)
gera W.

O objetivo é mostrar que (W, ) é a poténcia exterior de V, ou seja, mostrar que dada uma
aplicacdo multilinear alternada y: V" — U, sendo U um espacgo vetorial arbitrario sobre K,
existe uma Unica aplicagdo linear f: W — U tal que ¥ = fo ¢.

Agora, dada uma aplicacdo multilinear alternada y: V"* — U, pela propriedade universal do
produto tensorial existe uma tnica aplicacdo linear fi,: V" — U tal que W = f5 o @, 0Ou seja,
tal que o diagrama

V”LU

A
<P®l /
o fe
yen
comuta.

Sendov=v;®...0V,®...0V;X... v, pelo fato de y ser alternada e fy linear, tem-se que

fo() =fo(vi®...0V®...0V,®...0W,)

= f20 @z (ViyewvyVigeooyViyeooy V)
=Y(VIyeeoyVigee oy Vigoony V)
=0

Segue que fi induz uma tdnica aplicagdo linear f: W — U tal que f(v) = fg(v), sendov € W,
com v € V¥, De fato, suponha v,v; € W, de modo que V| = v7, entdo v{ — v, € C. Assim,
fo(vi —v2) =0, pela linearidade da aplicac@o, f(vi) = f(v2). Logo, f(vi) = f(v2).
Portanto, (W, @) é a poténcia exterior de V, sendo W = V®"/C, tal que o diagrama

V”LU
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comuta. E claro que a aplicacio f é tnica.
0
Demonstrada a existéncia da poténcia exterior, segue a proposi¢ao abaixo, a qual ga-

rante sua unicidade.

Proposicao 3.5.5. SejamV, W e U espacos vetoriais sobre o corpo K e considere ¢1: V" —W e
¢©2: V" — U aplicagbes multilineares alternadas tal que (W, @y) e (U, @) sdo poténcias exteri-
ores. Entdo, existe um isomorfismo linear f: W — U tal que f(@1(vi,...,vn)) = @2(Vi,..., V),

para todo v; €V, sendo i € {1,...,n}.

Demonstragao:

A demonstracdo € andloga a demonstracdo da unicidade do produto tensorial.

Agora, seré construida uma base para a poténcia exterior:

Proposicao 3.5.6. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K tal que dim(V) =m. Se {ey,...,em}

éumabase deV, entido B ={e;, N...N\ej, } éuma base para \"(V), sendo 1 <ij <...<i, <m.

Demonstragao:
Pela demonstragdo da existéncia da poténcia exterior, tem-se que 3 gera A" (V). Falta mostrar
que B € linearmente independente.

Considere (vy,...,v,) € V". Entlo,
m
Vi = Z ajiej
Jj=1

paraaj; €K, sendoi=1,...,n.

Desse modo, sera obtida uma matriz A composta pelos coeficiente de cada v;,

air ... Adip
A=
aml .- Amn
Defina, para cada n-upla ordenada I = (iy,...,i,) com 1 < i} < ... < i, < m, a aplicacdo

ur: V*— K tal que

(V... vn) = det(ai,j)1<r< j<n
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A aplicagdo p; € multilinear e alternada. Pela defini¢do de poténcia exterior, existe uma unica
transformacdo linear 77: A"V — Ktal que Tr(vi A... Avy) = (Vi .., vy).

SejaJ = (j1,..-,jn) com 1 < jj; <... < j, < m. A monotonicidade implica que quando J #
temos que algum j;, t = 1,...,n, deve ser diferente de todos os iy, paratodo k =1,...,n. Logo,
Ti(ej, \...Nej,) =0, pois a matriz formada pelos coeficientes dos elementos da base terd uma
coluna de zeros. E claro que Ti(ei, \...Nej,) =1, ja que é o determinante da matriz identidade.

Suponha que
Z cjl.,,jnejl/\.../\ejn:O.
1<j1<...<jp<m

Aplicando 77, segue que c;,;, = 0. Portanto, o conjunto € linearmente independente.
O

Conhecendo-se a base, € interessante saber a dimensao da mesma. A ideia € escolher n

m
elementos dos m disponiveis, que € a dimensao de V, ou seja, ( ) . Assim, estd demonstrada

n
a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 3.5.7. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K tal que dim(V) = m, entdo

dim(A\"V) = ( " )

Exemplo 3.5.8. Considere V. =R* ¢ B = {x,y,z,w} uma base de V. Seja & =xNy+zAw.

Entdo,

AN =(xAy+zAW)A(XAYy+zAW)
=XAYAXAYFXANYANZIAWHZAWAXNY+ZAWAZAW
=XAYANZAW—=XAWAZAY
=XAYANZAWHXAYANZAW

=2(xAyAzAw)

Observe que o\ a # 0. Isso mostra que o« é uma poténcia exterior pura (&t # u A\ v, para

qualquer u,v € R?).



63

4 REPRESENTACAO DE GRUPOS

Em geral, € dificil entender um grupo conhecendo somente a sua operagdo sem antes
realizar um trabalho arduo. Desse modo, dado um grupo, € interessante conseguir descrever
seus elementos de maneira mais simples. Um modo de fazer isso, por exemplo, seria trans-
formé-lo em um grupo de matrizes, pois o produto entre matrizes ndo € complicado e elas tem

vdrias caracteristicas interessantes que sao de facil compreensao.

Assim, a ideia da Teoria de Representacdo de Grupos € desenvolver uma teoria capaz
de transformar os elementos de um grupo em matrizes, de modo que a operacdo do grupo
corresponda ao produto de matrizes. E a maneira de fazer isso € por meio de um homomorfismo

entre esses grupos.

Neste capitulo, escrito com base em Segal (2014), Pena (2014) e Fulton e Harris
(1991), a representacdo de grupo serd definida e exemplificada. Além disso, serd demonstrado
um dos resultados mais interessantes desse trabalho, o teorema 4.4.24, o qual alia as construcdes

do capitulo anterior com a teoria de representagdes.

Serdo considerados espagos vetoriais sobre o corpo dos nimeros complexos C, ainda

que alguns dos conceitos e resultados também sejam validos para um corpo qualquer.
4.1 REPRESENTACOES

Com base na situagdo descrita acima, segue a seguinte defini¢do:

Definicao 4.1.1. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobre C, GL(V) o grupo das

transformagoes lineares inversiveis de V. em V, e G um grupo. Diz-se que
p: G— GL(V)

€ uma representacdo de G em V quando é um homomorfismo.
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Simbolicamente,
p: G— GL(V)
g—p(g)

tal que

p(gh) =p(g)p(h)

para todo g,h € G.
O espago V é denominado representagao do grupo G e dim(V) é denominado grau
ou dimensao da representacao.

Note que a definicdo ndo constréi um homomorfismo entre o grupo G e GL,(C), o

grupo das matrizes invertiveis de ordem n que tem como entradas os nimeros complexos.

Porém, existe um isomorfismo entre GL(V) e GL,(C). De fato, seja V um espago

vetorial sobre C tal que dim(V) = n e considere a aplicagdo ¢ definida da seguinte maneira:

¢: GL(V) — GL,(C)
T +— [T]B

paratodo T € GL(V), sendo 8 = {vy,...,v,} umabase fixadade V e [T]g a matriz da transformagio

linear de T na base f3.

Por resultados da Algebra Linear, segue que ¢ é um homomorfismo:

¢(TioD) = [T oDlg = [T]p[T2]g = ¢(T1)@(T2).

Do modo como € definida a matriz de transformacao linear, obtém-se a sobrejetividade
da aplicagdo. Agora, sendo [T1]g = [T2]g, com T1,T> € GL(V), tem-se T1(v;) = T>(v;), para
i €{l,...,n}. Supondo v € V, segue que

n
V= Z oLv;.
i=1
Dai,
n n
T1 (V) = Z OCiTl (V,’) = Z (X,Tz(v,-) = TQ(V),
i=1 i=1

para todo v € V. Logo, ¢ € injetora. Portanto, a aplicacdo € bijetora. Vem que ¢ € um isomor-
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fismo.

Com base nesse raciocinio, é possivel definir uma representacao da seguinte maneira:

Definicao 4.1.2. Sejam GL,(C) o grupo das matrizes invertiveis de ordem n que tem como en-
tradas os nimeros complexos e G um grupo. Diz-se que p: G — GL,(C) é uma representacdo

de G quando é um homomorfismo.
Informalmente, essa definicao remete ao fato de que uma representagdo de um grupo €

uma forma de escrevé-lo como um grupo de matrizes.

O conceito de representacdes de grupos estd intimamente ligado com o de acdo de
grupos em espagos vetoriais. Com efeito, sendo V um espaco vetorial sobre C e G um grupo,

dada p: G — GL(V) uma representagdo de G, ¢ possivel definir a seguinte agdo de G em V:

u:GxVvV -V
(g:v) = p(g)(v)

paratodoge GeveV.

Por outro lado, dada uma acdo ¢: GxV — V de G em V, é possivel definir uma

representacdo de G em V, da seguinte maneira:
p: G— GL(V)
gp(g) =0l
para todo g € G, sendo
0(g,): V-V
um operador linear com g fixado.
Seguem alguns exemplos de representacoes.

Exemplo 4.1.3. Seja G um grupo e V um espago vetorial sobre o corpo C, tal que dim(V) = n.

Considere a aplicacdo

p: G— GL(V)

g p(g)=Idy

para todo g € G.
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Note que p(g) = Idy ¢ a transformagdo identidade, ou seja,

p(g) =ldy:V =V
h— p(g)(h) = Idy(h) = h

paratodoh eV,
Desse modo, podemos escrever que p(g)(h) = h.

Considerando g1,8> € G, segue que

p(g182) =1dy =Idy Idy = p(g1)p(g2),

ou seja, p é um homomorfismo. Logo, p é uma representacdo de G emV.
Se dim(V') = 1, a representagdo é denominada representagao trivial de G.
Para que seja possivel construir a representacdo trivial em sua forma matricial, é preciso fixar

uma base para'V. Feito isso, obtém-se

p: G— GL,(C)

g—p(g) =1

para todo g € G, e sendo I, a matriz identidade de ordem n.

A seguir, serd apresentado um caso particular do exemplo anterior. Mas antes € ne-

cessario o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.4. GL(C) ¢é isomorfo a C\ {0}.

Demonstragao:
Para mostrar essa afirmagio, é necessario definir uma aplicagdo ¢: GL(C) — C\ {0} tal que ¢

seja isomorfismo. Considere a aplicagcao

¢: GL(C) — C\ {0}
f=o(f)=r(1)

para todo f € GL(C). Note que f(1) =r # 0, assim f(1) € C\ {0}. Suponha que isso ndo
acontece, ou seja, f(1) =0. Como f é um isomorfismo, entdo f(0) = 0. Desse modo, f(1) =
f(0), mas 1 # 0, o que implica na ndo injetividade de f, contradizendo o fato de f ser um
isomorfismo.

Agora, considerando x € C, tem-se que f(x) = f(1-x) = f(1)f(x) = rx. Isso serd utilizado na

demonstracdo de que ¢ é um isomorfismo.
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Suponha f,g € GL(C), tais que f(1) =re g(1) =s, com r,s € C, entdo

o(f8) = (fe)(1) = f(g(1)) = f(s) = rs = f(1)g(1) = @(f) 0 (8)-

Logo, ¢ € homomorfismo.

Considerando f € Nu(¢), vem @(f) =1, ou seja, f(1) = 1. Dai, f(x) = f(x-1) =xf(1) =
x-1=x. Logo, f = Id. Portanto, ¢ € injetora.

Por dltimo, dado z € C\ {0}, é necessério mostrar que existe f € GL(C) tal que ¢(f) = z.
Considerando f: C — C definida por f(x) = zx, para todo x € C, tem-se que f € GL(C), basta
notar que f é bijetora, ento, considerando g: C — C definida por g(x) =z 'x, e sendo x € C,
vem que (fog)(x) = f(g(x)) = f(z 'x) = zz~'x = x. Por outro lado, (go f)(x) = g(f(x)) =
glzx) =z""
Conclui-se que GL(C) é isomorfo a C\ {0}.

zx = x. Desse modo, @(f) = f(1) =z-1 = z. Portanto, ¢ é sobrejetora.

U

Exemplo 4.1.5. Considere o espago vetorial C. Entdo, GL(V) = GL(C) = C\ {0}. Sendo G

um grupo, é possivel definir a seguinte aplicacdo:
p: G— C\{0}
gp(g)=1

para todo g € G.
Considere g1,g> € G, entdo p(g182) =1 = p(g1)p(g2). Decorre que p é uma representagdo
de G.

Exemplo 4.1.6. Considere o grupo simétrico S, e defina a seguinte aplicagcdo
p: S, — GL(C)=C\ {0}
dada por

1, se g é par
p(g) =

—1, segéimpar

para todo g € S,,.

Sejam g1,82 € Sy, podem acontecer trés casos:

(i) g1 e g sdo pares, entdo g8, € par. Assim, p(g1g2) =1=1-1=p(g1)p(g2)-

(ii) g1 ¢ g2 sdio impares, entdo g1g ¢ par: Assim, p(g182) = 1 = (—1)-(=1) = p(21)p (g2)
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(iii) g1 € par e gy é impar, entdo g1g» € impar. Assim, p(g1g2)=—1=1-(—1)=p(g1)p(g2).

Segue que p é uma representagdo de S, de grau 1, denominada representagdo sinal de S,,.

Exemplo 4.1.7. Sejam G um grupo e C um corpo. Considere V. = C(G) o espago vetorial cuja

base é G. Defina a seguinte aplicacdo
p: G— GL(V)
g p(g)

onde p(g): V — V é definida por p(g)(h) = gh, para todo h € G, jd que G é base de V.
Agora, dados g1,8> € G, vem que

p(g182)(h) = (g182)h = g1(g2h) = g1p(82)(h) = p(g1)(P(g2)(h)) = (p(g1)P(g2))(h).

Conclui-se que p é um homomorfismo. Logo, p é uma representacdo de G em V denominada
representagdo regular (a esquerda) de G.
A representagdo matricial associada em relagdo a base G possui zeros na diagonal e em cada

uma de suas linhas (colunas) aparece apenas um elemento diferente de zero que é igual a 1.

Para fixar melhor o exemplo anterior, serd apresentado um caso particular do mesmo.

Exemplo 4.1.8. Considere G = S3. Foi visto, no exemplo 2.10.4, que S3 é gerado por apenas

Loy =xy~ L y,y 1}

Considerando p a representacdo regular (a esquerda) de S3, tem-se

dois elementos y = 01 e x = 03. Desse modo, S3 = {e,x,xy =y~

p:S3— GL(V)

definida por p(g)(h) = gh, para g,h € S, jd que V tem como base S3.

O objetivo é encontrar a representacdo matricial associada em relacdo a base S3.
Como S3 é gerado somente por x e y, basta encontrar as matrizes que se associam com esses

elementos. Desse modo,

x)(e) = xe = x = 0e + 1x+ Oxy + Oyx+ Oy + 0y !

x) = xx = x> = e = le +0x + Oxy + Oyx + Oy 4+ Oy !

1 1 1 1

XyX = XXy :xzy_ =y =0e+0x+0xy+0yx+0y+ 1y

<
3
I

xy = 0e+0x+ 1xy—|—ny—f—Oy—FO)f1

=
N
I

(
(
(xy) = xxy = x°y = y = Oe + 0x + Oxy + Oyx + 1y + 0y~ !
(
(
(

X yfl) :xy*l :yx:()e_|_0x+0xy_|_lyx_|_0y_|_0y71



A matriz associada é

S O O o = O
o O O o o =
S = O O O O
- O O O o O
S O O = O O
o O = O O O

Fazendo o mesmo raciocinio para o elemento y, segue que

p(y)(e) =ye =y =0e+0x+0xy+0yx+ ly+0y !

p(y)(x) = yx = 0e 4+ 0x + Oxy + lyx + 0y + 0y~ !

P(y)(xy) = yxy =yy~'x =x=0e+ Lx+Oxy+Oyx+ Oy + 0y~
P(y)(3x) = yyx =y*x =y~ 'x =xy = Oe+Ox+ Lxy+ Oyx+ Oy + 0y~
p)) =yy=y*=y ! =0e+0x+0xy+0yx+0y+1y~!
Py~ ) yy ! =e=1le+0x+0xy+0yx+0y+ 0y~

A matriz associada é

S = O O O O
o o = O O O
o O o o = O
o o o = O O
- O O O O O
S O O O O =
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Agora, caso seja necessdrio encontrar a matriz associada ao elemento xy, ndo é necessdrio

calcular p(xy)(h), em todo h € S, basta multiplicar as matrizes X e Y. Assim,

XY =

o o o = O O
- o O O o O
S O o O O =
S =, O O O O
S o = O O O
S O O o = O
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Isso quer dizer que

Calculando p(xy)(h), em todo h € S3, chega-se no mesmo resultado.

A representagdo regular € um exemplo do que denomina-se representacao fiel.

Definicao 4.1.9. Seja G um grupo. Uma representacdo p de G é dita fiel quando Nu(p) = {e},

sendo e o elemento neutro de G.

No caso dessa defini¢do, o grupo G € isomorfo a um subgrupo de GL(V). Sabendo que
Nu(p) < G, tem-se que se G é um grupo simples (grupo que admite como subgrupos normais

somente os triviais), entdo toda representacao nao trivial € fiel.

Agora, segue um exemplo de representacdo nao fiel.

Exemplo 4.1.10. Sejam G = (a) um grupo ciclico, de ordem 6, gerado por a e V = GL(C) =
C\ {0}. Defina a aplica¢do
p: G— GL{(C)
arrp(a)

para todo a € G, onde p(d*) = e

Note que p estd bem definida, pois p(a®) = e*™ = cos(4n) + isin(47n) = 1. Também, p é uma
representagdo, jd que

2mi(k+1) 2mik+2mil 2mik  2mil

plaid) = p(aH) = ™5 = T — T = p(a)p(d),

para todo d*.a' € G.
Porém, p(a®) = *™ = cos(27) +isin(27) = 1.
Logo, Nu(p) = {a® = 1,a°} # {1}.

Exemplo 4.1.11. Sejam G = {(a) um grupo ciclico, de ordem 2, gerado por a, e V.= C* um
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espago vetorial sobre o corpo C. Considere a representacdo regular de G em'V dada por
p: G— GL(C?)

tal que p(g)(h) = gh, paratodo g€ Geh€eV.

Como p é a representacdo regular, entdo G é uma base para V. Desse modo, para
encontrar a representagcdo matricial associada a G, basta fazer os cdlculos nos elementos da

base, para todo g € G.

A matriz associada é

A matriz associada é

01
A=
1 0
Desse modo, a representacdo matricial serd dada por

p: G— GLy(C)

g p(g)
para todo g € G, tal que p(e) =1 e p(a) = A.

Exemplo 4.1.12. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo C, tal que dim(V) =ne =

{v1,...,vn} uma base para V. Considere G um subgrupo de S,. Defina a aplica¢do
p: G— GL(V)

tal que p(8)(vi) = vq(i), paratodo g € Gev; € B, sendoi € {1,...,n}.
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Sejam g1,82 € G, vem

P(8182) (Vi) = V(g102)(i) = Vig1(e2())) = P(81) (Vg (i) = P(81)P(82) (vi)-

Dat, tem-se que p é um homomorfismo.

Logo, p é uma representacdo de G em 'V denominada representacdo permutacdo de G.

Para ilustrar o exemplo anterior, segue:

Exemplo 4.1.13. Considere B = {vi,v2,v3} uma base para V. Defina a seguinte aplicagdo:
p:S3— GL(V)

tal que p(g)(vi) = vq(i), para g € S3 e v; € B, comi=1,2,3. Pelo exemplo 2.10.4, tem-se que

123 123
x=03= e y=o0p= ,
132 2 3 1

entdo basta calcular p(g) em g igual ax e y.

S3 é gerado por

Desse modo,

p(x)(v1) = vy =vi = 1vi +0v2 +0v3
p(x)(v2) = vy2) = v3=0vi + 0z + 1v3
p(x)(V3) =Vy3) = V2 = Ovi + 1vo +0vs

A matriz associada é

1 00
X=]1001
010

Analogamente, para y, obtém-se

p(y)(vl) =Vy() = V2 = Ovi + 1vo +0vs
P(Y)(v2) = vy2) =v3=0v; +0v + 13
p(Y)(v3) = vyz) =vi = 1vi +0v2 +0v;
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A matriz associada é

Isso significa que

Calculando p(xy)(v;) em todo v; € B, chega-se no mesmo resultado.

Exemplo 4.1.14. Seja G = (a) um grupo ciclico, de ordem n, gerado por a, isto é, a" = e.

2ri o

Considere w = e™n = cos(%F) +i sen(%’r). Definindo a aplica¢do

p: G— GL(C)=C\{0}

tal que p(a’) = w', para todo a' € G, sendo i € {1,...,n}.
Dados a',a’ € Gtal que i, j € {1,...,n} tem-se que

plda’) =p(a™l) =wt =wiw! = p(a')p(a’)
. Logo, p é uma representagdo de G.

Exemplo 4.1.15. Seja G = D4 o grupo diedral de ordem 8. Foi visto no exemplo 2.1.12 que Dy

2=ey*=e,x lyx=y1). Para

é gerado pory = R% e x = M,. Podemos escrever Dy = (x,y: x
definir uma representacdo de G, basta defini-la nos geradores. Entdo, seja p a representacdo

de G definida como

p: G— GLy(C)
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tal que

01 0 -1
p<x>=<1 0) e p<y>=<1 O).

Outros exemplos serdo apresentados ao decorrer desse trabalho. Por enquanto, perceba
que nos exemplos em que foi construida a matriz associada a representacao de G, sendo G um
grupo, foi necessario considerar uma base para o espago vetorial V. Entao, uma pergunta que
surge €: caso sejam consideradas duas bases para o espaco vetorial V, o que acontece com
as representacdes matriciais de G nessas bases? Para discutir essa questio, serdo necessarios
alguns conceitos prévios. Em seguida, serd apresentada uma proposicdo que esclarece essa

duavida.
4.2 HOMOMORFISMO DE REPRESENTACOES

Conhecendo as representacdes de grupos, € interessante definir uma funcao entre elas,
do mesmo modo que existem fungdes entre grupos - homomorfismos, e fun¢des entre espagos
vetoriais - transformacgdes lineares. Essa fun¢do € denominada homomorfismo (seguindo a
notagdo de Pena (2014)), e a partir dela serd possivel encontrar o nucleo, a imagem, a aplicacao

inversa (caso exista), entre outros objetos associados a mesma.

Definicao 4.2.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo C e seja G um grupo. Considere

pv e pw representacoes de G em'V e W, respectivamente, dadas por

pv:G— GL(V)
pw: G — GL(W).

Diz-se que a transformacdo linear f: V — W é um homomorfismo entre py e pw (ou aplicacd@o

G-linear) quando

fopv(g) =pwof(eg),

para todo g € G, ou seja, tal que o diagrama

v pv(g) Vv

f f

W——W
pw(g)

comuta.
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A defini¢cdo de homomorfismo de representacdes, de certa forma, € andloga a defini¢ao
de transformagdo linear, pois se f é uma transformacdo linear tal que f: V — W,sendoV e W

espagos vetoriais sobre o corpo C, tem-se que

flawv) = af(v),
para todo o € Ce v € V, ou seja, € possivel colocar os escalares “para fora” da transformagao.

Agora, se f € um homomorfismo de representacdes tal que f: V — W,sendoV e W

espagos vetoriais sobre o corpo C, entdo

flpv(8)(x)) = pw(g)(f(x)),

paratodo g € G, e paratodo x € V, ou seja, arepresentacdo de G em V “sai” como a representacao

deGem W.

Sendo f um homomorfismo de representacdes, e supondo que f € um isomorfismo de
espagos vetoriais V e W, ou seja, f: V — W € uma transformacao linear bijetora, entdo existe

uma transformacio linear bijetora f~!: W — V, talque fof ! =1Idwe f~'o f =1Idy.

A partir dessas observagdes, surge a seguinte questio: f~! é um homomorfismo de

representacdes? A resposta € sim e decorre diretamente do fato de que f é um homomorfismo.

Agora é possivel definir isomorfismo de representacoes.

Definicao 4.2.2. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo C e seja G um grupo. Considere
pv: G— GL(V) e pw: G — GL(W) representacdes de G em 'V e W, respectivamente. Diz-
se que a transformacdo linear f:V — W é um isomorfismo entre py e pw quando f é um

homomorfismo das representacoes py e pw e, f é um isomorfismo de V em W.

Observacao 4.2.3. Quando existe um isomorfismo entre as representacoes Py e Pw, diz-se que

pv é isomorfa a py.

Exemplo 4.2.4. Seja G = (a) um grupo ciclico, de ordem 2, gerado por a e considere a

representagdo regular de G em C?:
p1: G— GLy(C)

tal que
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Considere a representagcdo de G em C:
p2: G— GL(C) =C\ {0}
tal que
pa(e) =1 e pa(a) = —1.

Seja a transformagdo linear f: C* — C, representada pela matriz (1 — 1) em relagdo as bases

X 5 B
€ C~, entdo
y

candnicas. Afirma-se que f é um homomorfismo entre py e p2. De fato, seja (

me(;)=0 (0 ()

:m@v(x).
y

Definido o homomorfismo entre representagdes, retorna-se a divida que surgiu ao fi-
nal da secdo anterior: quando sdo consideradas diferentes bases de um espacgo vetorial para a

representacdo matricial de um grupo G, o que acontece?

Observacao 4.2.5. Primeiramente, considere P uma matriz invertivel. A aplicagdo

p¢: GL,(C) — GL,(C)
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dada por
p“(M)=P~'MP,
para todo M € GL,(C), é um homomorfismo. De fato, se M,N € GL,(C), entdo

pC(MN) =P 'MNP = P'MPP~'NP = p©(M)pC(N).

Considerando p uma representacdo de G, vem que pCop é um homomorfismo, jd que a

composicdo de homomorfismos é um homomorfismo.

Decorre a seguinte defini¢do.
Definicao 4.2.6. Sejam G um grupo e p1, Py duas representacées matriciais de G tais que

p1: G— GL,(C)
p2: G — GL,(C).

Diz-se que p| e py sdo equivalentes quando existe P € GL,(C) tal que
p2=pCop.
Tendo a definicdo de equivaléncia entre representacdes de um grupo G, afirma-se que

duas representacoes matriciais de G definidas em bases diferentes de V sdo equivalentes.

Proposicao 4.2.7. Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre o corpo C com dim(V) = n,

tal que o = {uy,...,un} e B ={v1,...,vn} sdo bases de V. Se

p%: G — GL,(C)
pP: G — GL,(C)

sdo as representa¢des matriciais associadas de G, entdo p* e pﬁ sdo equivalentes.

Demonstragao:

Para cada g € G, existe uma transformag@o linear p(g) € GL(V). Escrevendo essa transformagio
com respeito a base o, obtém-se a matriz p*(g). Analogamente, escrevendo essa transformagao
com respeito a base 3, obtém-se a matriz pﬁ (g). Considerando P a matriz de mudanga de bases

de o para 3, segue que

pP(g) =P 'p%(g)P
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para todo g € G.

Utilizando a aplicagio pC definida na observacio 4.2.5, tem-se
pP(g) =P 'p*(2)P = p (p“(2) = P op*(8).
Pela defini¢do de representagdes equivalentes, segue que p% e pB sdo equivalentes.

O

A proposi¢do a seguir mostra que os isomorfismos de representacdes sdo analogos a

equivaléncia de matrizes.

Proposicao 4.2.8. Seja G um grupo e sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo C tais que
dim(V) = dim(W) = n. Considere py: G — GL(V) e pw: G — GL(W) representagées de G
emV e W, respectivamente. Sendo By = {vi,...,v,} uma base de V e By = {w1,...,w,} uma

base de W, vem que

pP . G - GL,(C)
phv. G = GL,(C)

sdo duas representagdes matriciais associadas a G, na base Py e na base Py. Tem-se que py e

pw sdo isomorfas se, e somente se, pe" e pg,w sdo equivalentes.

Demonstragao:

Para demonstracao, ver Segal (2014).

4.3 SUB-REPRESENTACOES

E sempre interessante definir estruturas menores que possuam propriedades semelhan-

tes as de estruturas maiores com as quais se relacionam.

Sejam V um espago vetorial sobre o corpo C, W um subespaco vetorial de V e con-
sidere p: G — GL(V) uma representacdo de G em V. Suponha que p(g)(W) C W, para todo
g € G. Considere a aplicacdo p(g)|lw: W — W.

Como essa restricao € um isomorfismo de W, entdo defini-se

plw: G— GL(W)

g plw(g)



79

para todo g € G.

Definicao 4.3.1. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo C e W um subespago vetorial de
V. Considere G um grupo e p uma representacdo de G em 'V, tal que p: G — GL(V). Diz-se

que W ¢é uma sub-representagdo de V quando

p(g)(x) W,
para todo g € G e para todo x € W.

Exemplo 4.3.2. Sejam G = (a) um grupo ciclico, de ordem 2, gerado por a, V = C? um espaco
vetorial sobre o corpo C e Wy um subespago vetorial de V, cuja base é {(1,1)}. Considere a

representacdo regular de G em'V

p: G— GLy(C)

g—p(g)

para g € G, tal que p(e) =1 e p(a) = A, sendo

10
01

=(07) el

0 1
1 0

) |

1
Como {(1,1)} é base de W, entdo W é gerado pelo vetor ( . Segue que,

o(e) 1 1 0 1 1 W

e = = 1
1 0 1 1 1

(@) 1 01 1 1 W

a = = l-

P 1 10 1 1

Logo, W é sub-representacdo de V.

Na Algebra Linear tem-se que o nicleo de uma transformacao linear € subespaco ve-
torial do seu dominio e a imagem € subespaco vetorial do seu contradominio. Isto acontece

analogamente com os homomorfismos de representacdes e sub-representacoes.

Proposicao 4.3.3. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo C e seja G um grupo. Consi-
dere py: G — GL(V) e pw: G — GL(W) representagcdes de G em V e W, respectivamente. Se
[V — W é um homomorfismo entre py e pw, entdo Nu(f) é uma sub-representacdo de V e

Im(f) é uma sub-representacdo de W.
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Demonstragao:
Sendo f um homomorfismo de V em W, tem-se que f € uma transformacao linear. Desse modo,

Nu(f) é subespago vetorial de V e Im(f) é subespago vetorial de W. Basta mostrar que se g € G,

entdo py(g)(x) € Nu(f), para todo x € Nu(f) e pw(g)(y) € Im(f), paratodo y € Im(f).
Considere g € G e x € Nu(f), entdo f(x) = 0. Pelo fato de f ser homomorfismo de V e W e

pw (g) ser transformag@o linear,

flov(8)(x)) = pw(8)(f(x)) = pw(g)(0) =0

Segue que py (¢)(x) € Nulf).
Analogamente, sejam g € G e y € Im(f), entdo existe v € V tal que f(v) = y. Pelo fato de f ser

homomorfismode Ve W,

flov(8)V) = pw () (f(v)) = pw(g)(¥)

Note que f(pv(g)(v)) € Im(f). Logo, pw (8)(y) € Im(f).

4.4 REPRESENTACOES INDUZIDAS

Nesta sec¢ao € dado continuidade a apresentacao de mais alguns exemplos de representa-

coes.

Exemplo 4.4.1. Seja V um espago vetorial sobre o corpo C tal que dim(V) = n e considere V*
o espago dual V* = L(V,C). Dada uma base {vy,...,v,} de V, tem-se que {T,...,T,} é uma
base de V*, onde

1, sei=j
0, sei#j
Seja p: G — GL(V) uma representacdo de G, defina a aplicacdo
p*: G— GL(VY)
g—p(g)

para todo g € G. Sendo
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para todo T € V*.
Pelo fato de p ser uma representacdo de G, afirma-se que p* também o é. Com efeito, sejam

g1,82€GeT eV,

P (8182)(T) =Tp((g182)"")
=Tp(g, " )ple ")
=p*(&1)(Tp(ey "))
=p(g1)p"(2)(T)

A representacdo p* é denominada representagdo dual de G.

Para ilustrar uma representagdo dual, segue o exemplo abaixo.

Exemplo 4.4.2. Seja V um espago vetorial sobre o corpo C tal que dim(V) =3 e {vi,v2,v3}
base de V. Considere p: S3 — GL(V) a representagdo do grupo S3 definida por

p<g) (vi> - vg(i)7
paraie {1,2,3}.

P € G, send 123t -1 b2 Calculando p(y~')
ara 'y , sendo'y = O] = , tem-se y - = . Calculando p(y
2 31 312

nos elementos da base de V :

p(yfl)(vl) =Vl = V3= Ovi +0vy + 1vs
p(y H(n) = Vy-1(2) = Vi = 11 +0v2 + 0v3
PO (v3) = vy1(3) = va = Ovi + 1va 4 0vs

A matriz associada é

A representagdo dual de S3 é
p*: 83— GL(VY)

definida por p*(g)(T)(v) = Tp(g~")(v), para todo g € S3, T € V* ev V.

O objetivo é encontrar a representacdo matricial. Como {vy,v,,v3} € base de V, entdo {T1,T», T3}
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é base de V*, sendo

1, sei=j
Ti(vj) =
0, sei#j

para i, j € {1,2,3}. Basta fazer os cdlculos para os elementos da base. Assim,

P*)(T)(v1) =Tip(y ") (v1) =Tiv3 =0
P (1) (v2) =Tip(y ) (v2) = Tivy =1
P ()(T1)(v3) =Tip(y ") (v3) = T1v2 =0

P () (T2)(v1) =Top(y™ ") (vi) = Tov3 =0
(D) (v2) =Tap(y ') (v2) = vy =0

P ()(T)(v3) = Top(y™ ") (v3) = Tovy = 1
p*(y)(Tz) =hL=001+0T7+1T;

P*)(T3)(v1) = Tsp(y™ ") (v1) = Tyvs = 1
P ()(T3)(v2) = Tsp(y~ ") (v2) = Ty =0

P (3)(T3)(v3) = Tsp(y~ ) (v3) = Tava =0

p*(y)(13) =Ty = 1T + 0T + 0T3

A matriz associada a p*(y) é

Y=

S = O
- O O
S O =

Note que Y* =Y".

Antes de prosseguir com os exemplos, serdo retomados conceitos sobre soma direta,
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pois sera necessario saber se podem ser obtidas representagdes de um grupo G a partir da soma

direta de duas ou mais representacoes de G.

Definicao 4.4.3. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C e considere Wi e W, dois subespagos
vetoriais de V. Diz-se que V é a soma direta de Wi e W», e denota-se por W) & W,, quando para

todo v €V, existem tinicos w1 € Wy e wy € W tais que v = wi + wy.

Proposicao 4.4.4. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C e considere W) e W, dois
subespacos vetoriais de V. V é soma direta de Wi e W, se, e somente se, V=W +W, e

WiNnw, = {0}

Outra proposi¢do importante € a que faz afirmacdes a respeito da dimensdo e da base
para a soma direta. Ela serd util na construc¢do da representacao matricial associada a um grupo
G.

Proposicao 4.4.5. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C e considere W) e W, dois
subespagos vetoriais de V. Se dim(Wy) =n e dim(Wa) =m, By = {w],...,w} e Bo={wl,...,wi}
sdo bases para Wy e Wy, respectivamente, entdo dim(V) = dim(W)) +dim(Wp) =n+m e

B = {w{,...,w’f,w%,...,w’f} é uma base para V.
Voltando aos exemplos, o raciocinio a seguir apresenta que € possivel obter representacoes
de um grupo G a partir da soma direta de duas ou mais representacoes.

Exemplo 4.4.6. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo C e considere Wy e W, dois subespacos

vetoriais de V, tais que dim(Wy) = n e dim(W,) = m. Sejam

P1: G— GL(Wl)
P2 G— GL(Wz)

duas representacoes de G em Wy e W,, respectivamente.

Defina a seguinte aplicacdo

pL®p2: G— GL(W, &W,)
g (P1©p2)(g)

para todo g € G, tal que

(p1@pP2)(g): Wi W, = W &W,
w1 +wa = (P1 D p2)(g) (w1 +wa) = p1(g)(wi) +p2(g) (w2)
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para todo wy; € Wi e wy € Wj.

A aplicacdo (p1® p2)(g) € GL(Wy & Wa), para todo g € G, ou seja, é uma transformagdo linear
invertivel.

Tem-se que p1 @ pa € uma representagdo. De fato, sejam g1,8> € G, entdo

(P1®p2)(g182) (W1 +w2) = p1(g182) (W1) + P2(8182) (W2)

= p1(g1)(P1(82)(w1)) + p2(g1)(P2(82) (w2))
= (p1@p2)(81)(P1(g2)(W1) +p2(g2) (w2))
= (1 @ p2)(81)((P1 B p2)(
= (

g2)(w1 +w2))
(P1®p2)(g1)(P1 @ P2)(g2)) (Wi +w2)

para todo wi € Wy e para todo wr, € W>.
Para encontrar a representacdo matricial associada a G, considere | = {w%,. owite B =
{wl,...,wi} bases para Wy e Wa. Tem-se que

p1: G— GL,(C)

p2: G— GL,(C)
para todo g € G, sdo representagoes matriciais de G em Wy e W,, respectivamente. Pelos
resultados da proposigcdo 4.4.5, segue que

P1DP2: G— GLn+m(C)

g (p1&p2)(8)
para todo g € G, é a representacdo matricial de G em Wy & Wa, dada por
i1g) 0
(m@m)(g)z(p(()) )
Pz(g) (m+n)x (m+n)

para p; € GL,(C) e py € GL,,(C).

Exemplo 4.4.7. Seja V um espago vetorial sobre o corpo C e considere G um grupo. Sendo
p: G— GL(V) uma representagdo de G e W um subespago vetorial de 'V, tal que p(g)(w) € W,
para todow € W e g € G, defina a seguinte aplicacdo

pw: G — GL(V /W)

g+ pw(g)
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para todo g € G, com

pw(g): V/W =V /W
v+W = pw(g)(v+W) =p(g)(v) +W
paratodov eV.

Como essa aplicagcdo envolve espacos quocientes é necessdrio verificar se ela estd bem definida.

Suponha vi,v; € V /W, tal que vi = v, entdo vi — v, € W. Assim,

pw(8)(vi+W)=p(g)(vi)+
=p(g) 2+ (vi—n))+W
=p(g)(v2) + ( Y1 —=w2)) +W
=p(g)(v2) +
= pw(8)(v2+W)

Segue que pw estd bem definida.
Como p é uma representacdo de G, tem-se que Py também o é. De fato, sejam g1,8> € G e
v+ W eV /W, entdo

(g182)(v) +W

(81)(p(g2)(v)) +W
w(g1)(p(g2)(v) +W)

w(g1)pw(g2)(v+W)

pw(g182)(v+W) =

b'O'OTD

Essa representagdo pw é denominada representacdo quociente de G.

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.4.8. Sejam G = (a) um grupo ciclico, de ordem 2, gerado por a, V = C? um espaco
vetorial sobre o corpo C e Wy um subespago vetorial de V. E considere p: G — GL,(C)

a representacdo do exemplo 4.3.2. Foi demonstrado que W é uma sub-representacdo de V

1
quando Wy é gerado pelo vetor ( ) € V. Dessa forma, o objetivo é tentar encontrar um
1

subespaco vetorial W de V de forma que V.= W; & W,.
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1
-1

o))
()2 () ()

Entdo, W é uma sub-representagdo de V.

Considere que W, é o espago gerado por ( ) € V. Desse modo,

Agora, é necessdrio verificar se V.= W; ®W,. Note que, Wy "W, = 0. Com efeito, suponha
que existe (x,y) € Wy NW, diferente do nulo, entdo (x,y) = (w,w) e (x,y) = (w,—w), essa
situagdo s6 € vdlida para w = 0. Além disso, segue diretamente que dim(V) =2=1+1=
dim(Wy) + dim(Wy).

Definicao 4.4.9. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo C e Wi uma sub-representacdo de
V. Diz-se que W,, uma outra sub-representacdo V, é uma sub-representacdo complementar de
W1 quando V.= W; & W,.

Exemplo 4.4.10. Sendo V uma representacdo de G e W uma sub-representacdo de V, tem-se
que W nem sempre admite uma sub-representagdo complementar, considere, por exemplo a

representacdo p: GL1(R) — GLy(R), definida por
1 loglg]
p(g)= ;
(¢) ( o

Observacao 4.4.11. Sabe-se que se um subespaco W de um espaco vetorial V tem um subespagco

para g € GLi(R).

complementar (isto é, um subespagco W tal que V=W ©W), entdo V /W = W. Com efeito, seja
m:V —V /W aprojecdo canénica e considere t|y;: W — V /W. E claro que 7|y é um isomor-
fismo. No contexto de representacées, se W admite um complemento W (nem sempre admite,
como pode ser visto no exemplo 4.4.10) que também satisfaz p(g)w € W quando w € W, com
g € G, entdo a representagdo quociente pode ser identificada com a representacdo de G em W,
pois Tt|yy é um isomorfismo que respeita a agdo de G.

Essa observagdo serd importante nos exemplos de representacoes do grupo linear geral.

Exemplo 4.4.12. Sejam p;, para i € {1,...,n}, representacoes de G. Considere p: G —
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GL(V®") definida por

PE)V1®...Qv) = (p1(g) ®...®pu(g)) (M ®...0V,)
=p1(g) (1) ®...®@Pu(8)(vn)

parageGevieV,ie{l,... ,n}

Note que p é homomorfismo. De fato, sejam g1,g>» € G, entdo

P(g182) (M1 ®...®@vy) = (p1(8182) @ ... ®Pn(8182)) (V1 ® ... ®Vy)
=p1(8182) (V1) ® ... ® Pu(8182) (V)
=p1(g1)P1(82) (V1) ® ... ® Pu(81)Pn(g2) (Vn)
= (p1(81) ®...®Pn(81))(P1(82) (V1) @ ... @ Pu(82)(Vn))
=p(81)P(82) (M ®...Qv,)

Essa representagdo p é denominada representagdo produto tensorial.

Para determinar a representacdo matricial p: G — GL(V ® V), considere o seguinte

exemplo.

Se V é um espago vetorial com dim(V) =2 e tem base igual a B; = {ej,ey}, entdo

dim(V ®@V) =4, cuja base é B, = {e;j ®e1,e1 Rey,er Rep,er Qe }. Sejam

Bioy a b A e o) — a b 3
P (g) (c d) [25) (g) dd

Calculando p(g) nos elementos da base [, vem

p(8)(e1@e1) = pi(g)(e1) ® pa(g) (e1)
= (aey +cep) ® (d'e; +'er)
= (aej +cer) @d' e + (ae) +cey) @ ey
= ae; ®a'el +cen ®a'e1 +aeq ®c'ez +cep ®c’ez

—ade®e)+ace;®ey+cderRep+cc'er e

p(g)(e1®er) =pi(g)(er) ®pa(g)(e2)
= (ae; +cer) @ (b'e; +d'ey)
=abley e +ad'ey ey +cbey®e; +cder@en
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p(g)(e2®@er) = pi(g)(e2) ® pa(g)(er)
= (bey +dey) ® (d'e; +'ey)
=bde;®er+bce; @er+dde; Qe +dcers® e

p(g)(e2®@ez) = p1(g)(e2) @ p2(g)(e2)
= (be; +dey) ® (b'ey +d'ey)
= bb/61 X ey —|—bd/61 X en —|—db/ez X e —|—dd/€2 X en

Desse modo, a representacdo matricial de g dd-se

ad' ab' bd bV

ac’ ad" bc bd aB DB
cd cb dd db ( cB dB )
cc cd dd dd

4.4.1 REPRESENTACOES DO GRUPO LINEAR GERAL

Exemplo 4.4.13. Sejam C um corpo e p; uma aplicacdo tal que

pr: GL,(C) — GL(C")
A pi(A) =Ty

para todo A € GL,(C), sendo Ty a seguinte aplica¢do

p](A) =Ty Cc"—C"
vier pr(A)(v) = Ta(v) = Av

para todo v € C".

Tem-se que py é uma representacdo de GL,(C) denominada representagdo identidade.

Exemplo 4.4.14. Sejam C um corpo e p uma aplicagdo tal que

p: GL,(C) — GL(C)
A p(A) =Ty
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para todo A € GL,(C), sendo Ty a seguinte aplicacdo

p(A) =T:C—C
r— p(A)(r) =Ta(r) = (det(A))r

para todo r € C.

Tem-se que p é uma representacdo de GL,(C) denominada representacdo determinante.

Ilustrando esse exemplo, segue:

Exemplo 4.4.15. Considere o corpo dos niimeros complexos C e p uma aplicacdo tal que

p: GL,Z((C) — GL; ((C)
A p(A) =det(A)

para todo A € GL,(C). Se n =2, tem-se

X1 X2
P = X1X4 — X2X3.
X3 X4

Tem-se que a composicdo de representagdes também é uma representacdo. Entdo,

segue um exemplo para ilustrar esse fato.

Exemplo 4.4.16. Sejam p a representacdo de GL,(C) do exemplo anterior e ¢: GL(C) —

GL,(C) definida por
1 loglz|
<) = )
¢(2) ( o 1 )
paraz € GL1(C) =2 C\ {0}. Tem-se que a aplicagdo ¢ o p: GL,(C) — GL,(C) dada por

9op(A) = p(det(A)) = ( el )

¢ uma representagdo de GL,(C).
Exemplo 4.4.17. Seja V um espago vetorial sobre o corpo C tal que dim(V) = 2. Considere

p:G—GL(V®YV)
ATy RTy

para todo A € G, onde G = GLy(C) e Ty a representacdo identidade, se {e|,er} é uma base

de V, entdo a base VRV é {e| ®ej,e1 Rer,er Rey,enpRer}. A seguir, serd construida a
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representacdo matricial de p(A). Calculando p nos elementos da base.

p(A)(er®@er) =Ta(er) @ Tx(er)
=(x1e1 +x3€2) ® (x1€] +x3€2)

:x%el ®e1+x1x3e1 Q ey +x3x162 K eq +x§e2 &en

P(A)(e1 ®er) =Ty(e1) @ Tp(e2)
:(xlel +X3€2) ® (Xzel —|—X462)

=x1xe1 Qe +x1x4e1 Q€2 +x3x202 Q€1 +x3x4€3 Q€3

Analogamente, segue que

p(A)(e2®@er) =Ta(e2) @ Tu(er)

=xpXx1e1 Qe +xx3e1 K ex +x4x1€2 Qe +x3x4€3 Q€

p(A)(e1 ®e2) =Ty (e2) ® Ty(e2)

:x%el X el +xx4e1 Q ey +xax207 Qe —|-X421€2 K en

Desse modo, a representacdo matricial de A é dada por

x% X1X2 XpX| x%
X1X3 X1X4 X2X3 XoX4 X1A XA
X3X1 X3X2 X4X1 X4X2 X3A )C4A

X% X3X4 X4X3 xﬁ

Exemplo 4.4.18. Com os dados do exemplo anterior, serd determinada a representacdo matri-
cial da poténcia simétrica. Sabe-se que {e3,e1e2,e3} é uma base para S*(V). Assim, calcu-

lando p nos elementos da base, segue que:
ps(A)(e]) =AeiAe

=(x161 +X3€2)(x1€1 —|-)C362)

2 2 2 2
=xje] +2x1x3e1e2 +x3€5

ps(A)(e1er) =AejAe;
:(xlel +X3ez)(x2€1 —|—X462)

:xlxze% + (x1x4 +x3%2) €1 €2 +x3x4e%



91

ps(A)(e3) =AerAer
:(Xzel +X4€2) (xze1 +X4€2)

:x%e% + 2xpx4e1€2 + xie%

Desse modo, A pode ser escrito como

2 2

2X1X3 X1X4+X3%2  2X0X4

2 2

Exemplo 4.4.19. Na situacdo do exemplo 4.4.17, sabendo que {e|; N ey} é uma base para
/\2 (V), serd determinada a representagcdo matricial da poténcia exterior. Aplicando a pg no

elemento da base, segue que:

PE(A)(e1 Nex) =Aer NAes
=(x1e1 +x3€2)(x201 +x4€2)
=x1x4€1 N\ ey +x3x2e2 N eq
=(x1x4 —x3x2)e; Nep

:(det(A))el Nep

que é a representac¢do determinante.

Seja V espago vetorial sobre o corpo C, sendo {ej,e;} uma base para V. No exemplo
4.4.17, foi utilizada a base {e] ®ej,e; Rey,erReq,ex®er} de V@V, Porém, serd escrita outra

base para V @V, ja que ela é melhor adaptada a esse estudo:
B={e1@e,e2®er,e1@er+er3Rer e @er—er@e}

E claro que B é uma base de V ® V. Considerando .# o subespaco gerado pelos primeiros
trés elementos da base B e & o subespago gerado pelo dltimo elemento, seguem os seguintes

resultados:

Lema 4.4.20. .7 ¢ o espaco gerado pelos vetores da forma v®v, sendov €V.

Demonstragao:

O objetivo é mostrar que .¥ = ({v@v: vEV}).
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Sejav €V, entdo v = tje; + ey, com o, 0p € C. Assim,

vRv=(0ne; +0pey) ® (e + 0per)
=afei®el +er®er +a1m(e1@er+erRe) €.
De onde, ({v®@v:veV}) C.7.
Agora, serd provado que . C ({v@v: ve V}). Eclaro que e; ®ej,e2@ep € ({v@v: veV}).

Como

elRert+erRe; =(e1+e)R(ej+er)—e®e; —er ey,

entio e| ey +ex ey € ..

U
Lema 4.4.21. & é o espaco gerado pelos vetores da forma vi @ vy — vy @ vy, sendo vi,vy € V.
Demonstragao:
Note que o elemento que gera & € dessa forma. Por outro lado, considere vi,v, € V, sendo
VI = Qe + ey e vy = 0ize] + Ogen. Assim,

VI ®@Vy = (06161 + (Xzez) &® (OC3€1 + 06462)

=0103e] Re;+010e] Ker+ 0hozer Rey + OhOer K en

v @y = (03e) + o4e2) @ (e + 0per)

=030e]1 el +030pe1 Qe+ 016 Qe+ 0glhey K en
Segue que

VIRV — vy ®v) = (061064—063062)(€1®€2—62®61) cé.

Desses lemas decorre o seguinte resultado.

Lema 4.4.22. .¥ ¢ & sdo invariantes pela representacdo de GL(C) induzida emV QV.

Observe que V®V = . @ & é a soma direta de dois subespagos invariantes pela
representacdo de GL,(C) em V®V. .7 € o espago pelo qual quocientamos V ® V para definir
a representacdo poténcia exterior, V®V /. = /\Z(V). & € o espago pelo qual quocientamos
V ®V para obter a representagdo poténcia simétrica, V@V /& = §%(V). Pela observagio 4.4.11,

tem-se o seguinte teorema:
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Teorema 4.4.23. (i) A representacdo poténcia exterior é isomorfa a sub-representacdo & da

representagcdo de V QV.

(ii) A representacdo poténcia simétrica é isomorfa a sub-representacdo . da representacdo

deVRV.

Sendoque VRV =.7 @ &, segue que

Teorema 4.4.24. A representacio de GLy(C) em V @V é isomorfa a soma direta S*(V) ®
N (V).

E possivel fazer constru¢des similares para qualquer n se C é um corpo de caracteristica
zero, isto €, verifica-se que as representagdes simétrica §"(V) e exterior A" (V') s@o (isomorfas
a) sub-representagdes de V", Porém, ndo é sempre verdade que V& = §*(V)p \*(V), sim-

plesmente contando dimensdes. Por exemplo, se n =3 e dim(V) =5, entéo

dim(V @V ®@V) =125

dim(S* (V) +AV) = ( Z ) + ( z ) =45

Note que as dimensdes sdo diferentes. Isto leva a teoria de Mddulos de Weyl, a qual estuda
as representagdes de GL,(C) usando relagdes combinatérias do mesmo género, porém mais

complexas que o produto simétrico e exterior.
4.5 TEOREMA DE MASCHKE E LEMA DE SCHUR

Nesta se¢do, serao discutidos alguns fatos basicos da teoria de representacdes de gru-

pos.

A partir do exemplo 4.4.8, surge o seguinte questionamento: sejam V um espaco ve-
torial sobre o corpo C e W uma sub-representagdo de V, entdo sempre existe uma outra sub-
representacao W, de V, tal que V.= W; @ W,? A resposta € afirmativa e vale para um caso geral,
sendo demonstrada pelo Teorema de Maschke (com as hipdteses de que G um grupo finito e a
caracteristica do corpo - nesse caso C - ndo divide a ordem do grupo G). O subespago W, que

garante a validade dessa afirmacdo € denominado sub-representagdo complementar de Wj.

Para demonstrar o Teorema de Maschke é necessario o seguinte lema.

Lema 4.5.1. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C, e considere W um subespaco vetorial
de V. Se f: V — W é uma transformagdo linear tal que f(x) = x, para todo x € W, entdo

Nu(f) CV é uma sub-representacdo complementar de W, ou seja, V=W & Nu(f).
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Demonstragao:

O objetivo é mostrar que a intersecdo entre W e Nu(f) é somente o zero, e que a soma de suas
dimensodes resulta na dimensao de V.

Sejax € WNNu(f), entdo x € Nu(f). Segue que f(x) =0. Como x € W, f(x) = x. Dai, x =0.
Portanto, W N Nu(f) = {0}.

Note que W é um subespago vetorial de V, isto quer dizer que W C V, entdo f é sobreje-
tiva. Pelo teorema do Nucleo e da Imagem, segue que dim(V) = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) =
dim(Nu(f)) +dim(W).

0

A transformacdo linear f definida nesse lema ¢ denominada projecdo. Assim, seja V
um espago vetorial sobre o copo C e considere W) um subespaco de V. Seja W, o subespago de

V que € sub-espago complementar de Wj. A transformacao linear

ow, V=W oW, - W

(W1,W2) — Wi

¢ uma projecao e o Nu(my, ) = W.

Abaixo, é possivel observar um corolario que segue diretamente do lema 4.5.1 e da

defini¢cdo de projecao.

Corolario 4.5.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C, e considere W um subespaco
vetorial de V. Sejam G um grupo, p: G — GL(V) uma representacdo de G e W uma sub-
representagcdo de V. Se mw: V — W é uma projegdo tal que m® é homomorfismo entre V e W,

entdo Nu(m) é a representagdo complementar de W.

Teorema 4.5.3. (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo finito, V um espago vetorial sobre o
corpo C, cuja caracteristica ndo divide a ordem de G. Se p: G — GL(V) é uma representagdo
de G e Wi uma sub-representacdo de V. Entdo, existe uma sub-representacdo complementar

W, de W,.

Demonstragao:

A ideia da demonstracdo € encontrar uma projecdo G-linear f: V — Wi, e utilizar o corolario
anterior, obtendo que Nu(f) = Wh, tal que V. =W, & W,.

Por resultado da Algebra Linear, existe W> um subespago complementar de W; de modo que V =

W) @ W,. A partir disso, defina a proje¢do n: V. = W; & W, — Wy, sendo W, = Nu(r). Como
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nao ha garantia de que 7 seja uma aplicacdo G-linear, entdo considere a aplicagdao f: V — V,

definida por

flx) = Y (p(g)mp(g ) (),

para todo x € V. Afirma-se que f é uma projecio G-linear de V em W;. E necessario demonstrar

que:

@ Im(f) CW
(i1) f € projecao
(iii) f é G-linear

Desse modo,

(i) Sejamx €V e g € G, segue que p(g~')(x) € V. Aplicando 7, tem-se que w(p (g~ ') (x) €
W;. Como W, é uma sub-representagdo de V, p(g)(x(p(g~')(x))) € Wy. Logo, Im(f) C
Wi, ouseja, f: VW CV.

(ii) Sejam w € W e g € G. Como W € sub-representacdo de V, entdo p(g)(w) € Wj. Pelo
fato de 7 ser projeg¢do de V em Wi, tem-se (p(g)(w)) = p(g)(w). Entdo,

Logo, f € uma projecdo de V em W.
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(ii1)) Sejamx € V e h € G, entdo

F(p()w) = i T (ple)mp (s Jp 1))
geG
_ 1 Y (w
= 51 Lp@ml )
__! ~1\Y(w
= 516 Lptwmpls )
1 _
0 (0@ L (emle 1>><w>)
= p(h)/(x)

Portanto, f é G-linear.

O

Observe que a representacdo ¢ dada no exemplo 4.4.16 ndo contradiz o teorema de

Maschke, pois o grupo GL;(C) é infinito.

Pelo teorema de Maschke, se V contém uma sub-representacao Wi, entdo é possivel
decompor V em uma soma direta de sub-representacdes. Caso V nio possua sub-representacoes

diferentes das triviais, define-se a representagdo irredutivel.

Definicao 4.5.4. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C e considere G um grupo. Diz-se que
p: G — GL(V) é uma representagdo irredutivel de G quando V ndo possui sub-representagaes,

a ndo ser as triviais ({0} e V).

Qualquer representacdo de dimensao 1 € irredutivel.

Segue um coroldrio muito interessante do Teorema de Maschke.

Corolario 4.5.5. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo C e considere G um grupo. Se
p: G — GL(V) é uma representagdo de G, entdo V pode ser escrito como uma soma direta de

representacoes irredutiveis.

Demonstragao:

Seja V a representacdo de G tal que dim(V) = n. Se V ¢ irredutivel, estd demonstrado o re-
sultado. Se V nao € irredutivel, entdo V contém uma sub-representacdo W, diferente das tri-
viais. Pelo Teorema de Maschke, existe uma sub-representacdo complementar W, de Wy, tal

que V=W, ®&W, e dim(Wy),dim(W,) < n. Se W; de W, sdo irredutiveis, estd demonstrado o
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coroldrio. Caso contrario, irdo existir sub-representacdes nos quais esses espagos podem ser
decompostos. Como V' tem dimensao finita, esse processo se repetird finitamente até atingir o

resultado.
O

Esse coroldrio afirma que toda representacdo pode ser construida por uma soma di-
reta de sub-representacOes irredutiveis. Esse fato € semelhante a decomposicao de um numero
natural em fatores primos. Desse modo, as representagdes irredutiveis, com um pensamento

andlogo, podem ser consideradas os nimeros primos da teoria de representagdes.

Finalmente, serd discutido o lema de Schur e dada uma aplicacdo do mesmo.

Teorema 4.5.6. (Lema de Schur) Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo C e considere
G um grupo. Dadas py: G — GL(V) e pw: G — GL(W) sdo representagédes irredutiveis de G,

segue:

(i) Se f: V— W é um homomorfismo de V e W, entdo ou f é um isomorfismo ou f é a

aplicagdo nula.

(i) Se f: V —V éum homomorfismo deV emV, onde V é um espago vetorial sobre C, entdo

f=Aly, para A € C.

Demonstragao:

(1) Se f € a aplicacdo nula, estd demonstrado o resultado. Suponha que f ndo € a aplicagcao
nula. Sabe-se que Nu(f) C V, mas V é uma representacdo irredutivel, entdo Nu(f) = {0}
ou Nu(f) =V. Como f ndo € a aplicacdo nula, existe x € V tal que f(x) # 0, logo,
Nu(f) ={0}. Segue que f ¢ injetora.

Por outro lado, Im(f) C W, mas W é uma representacao irredutivel, entdo Im(f) = {0}
ou Im(f) =W. Como f ndo é a aplicacdo nula, existe x € V tal que f(x) # 0, logo,
Im(f) =W. Conclui-se que f é sobrejetora.

Portanto, f € bijetora. Decorre dai o isomorfismo.

(i1) Sendo f: V — V um homomorfismo de V em V, entdo f € uma transformacgdo linear,

entdo f possui pelo menos um autovalor A € C. Defina a aplicacio f' = f — Aly tal que

vV
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Note que /' é um homomorfismo de V em V, pois

f'(pv(8)(x) = f(pv(8)(x)) — Apv(8) ()
f(x)) = pv(g)(Ax)
f(x) = Ax)

(
v(g)
)
)(f'(x))

pv(8)(
=pv(g)(
pv(g)(

para todo g € Ge x € V. Sendo A um autovalor de f, vem que Nu(f’) tem pelo menos

dimensdo 1. Por (i), f’ é a aplica¢do nula, ou seja, f — Aly = 0. Portanto, f = Aly.
U

A partir do Lema de Schur € possivel caracterizar todas as representacoes irredutiveis

de um grupo abeliano.

Proposicao 4.5.7. Seja V espaco vetorial sobre o corpo C e considere G um grupo abeliano.

Se p: G — GL(V) é uma representacdo irredutivel de G, entdo possui dimensdo 1.

Demonstragao:
Considere i € G. Entdo, p(h): V — V é uma transformacdo linear. E mais, p (%) é um homo-

morfismo de V e V. Com efeito,

paratodo g € G e x € V. Pelo Lema de Schur, p(h) = Aly, sendo A, € C. Para qualquer h € G
tem-se que p(h)(x) = Apx € (x). Sendo V uma representagdo irredutivel e (x) sub-representagio

de V, conclui-se que V = (x), isto é, V tem dimensao 1.
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5 CONCLUSAO

Na Matemitica, € interessante perceber como diversas teorias se relacionam. No caso
desse trabalho, foi possivel constatar interligacdes entre a Teoria de Grupos, Algebra Multilinear

e Teoria de Representacoes de Grupos.

Estabelecer analogias entre definicdes e resultados encontrados na Algebra Multilinear

e na Teoria de Representacdes, tornaram o desenvolvimento desse estudo mais prazeroso.

Desse modo, a assimilacdo de conceitos como produto tensorial, poténcia simétrica e
poténcia exterior ficaram mais compreensiveis com a observacdo de suas representacoes. Bem
como, o entendimento de homomorfismo de representagdes tornou-se mais simples quando
associado a defini¢do de transformacao linear. A constru¢do de diversos exemplos, com riqueza

de detalhes também auxiliou na apreensdo dos temas em estudo.

Além disso, esse trabalho proporcionou uma experiéncia significativa no desenvolvi-

mento da habilidade de estudo e pesquisa cientifica.



100

REFERENCIAS

BASES of symmetric and exterior powers. Disponivel em: http://math.stanford.edu/ con-
rad/diffgeomPage/handouts/symmwedgebasis.pdf. Acesso em: 20 ago. 2015, p. 1-5, s.d.

BUCHBAUM, G. C. R. A new construction in homological algebra. p. 4115-4119, 1994.
DOMINGUES, H. H.; IEZZ], G. Algebra Moderna. 4. ed. Sao Paulo: Atual, 2003.
EGG, G. E. M. Contando as simetrias rotacionais dos poliedros regulares. p. 31-51, 2013.

FULTON, H.; HARRIS, J. Representation Theory: A first course. 1. ed. New York: Springer-
Verlag, 1991.

GARCIA, A.; LEQUAIN, Y. Elementos de algebra. 1. ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira
de Matematica, 2003.

GREUB, W. H. Multilinear Algebra. 1. ed. New York: Springer-Verlag, 1967.
HEFEZ, A. Elementos de aritmética. 2. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2011.
HUNGERFORD, T. W. Algebra. 1. ed. New York: Springer-Verlag, 1974.

PENA, F. X. Introdugdo 4s representacOes de grupos finitos. Disponivel em:
http://www.sbm.org.br/docs/coloquios/SU3-09.pdf. Acesso em: 20 ago. 2015, p. 11-21,
2014.

SANO, M. A combinatorial description of the syzygies of certain weul modules. v. 31, p. 5115—
5167, 2003.

SANO, M. Homotopies for the generalized bar complex associated to certain 3-rowed weyl
modules. v. 34, p. 3056-3075, 2006.

SEGAL, E. Group representation theory. Disponivel em: http://wwwf.imperial.ac.uk/ epse-
gal/repthy/GroupAcesso em: 15 out. 2015, p. 2-51, 2014.

TENSOR Algebras, Symmetric Algebras and Exterior Algebras. Disponivel em:
http://www.cis.upenn.edu/ cis610/diffgeom7.pdf. Acesso em: 30 mar. 2015, p. 585-619,
s.d.

WUSSING, H. The Genesis of the Abstract Group Concept: A Contribution to the History
of the Origin of Abstract Group Theory. New York: Dover Publications, 2007.



